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Semestre 7 Modules, Algébre commutative

Corrigé du Devoir maison

Soient K un corps et X une indéterminée. On note A = K[X, X '] le localisé de ’anneau
de polynomes K |[X] par rapport a la partie multiplicative { X"}, en. C’est un sous-anneau
du corps K(X) des fractions rationnelles. Notons que si f € A\ {0}, il existe v(f) € Z et
g € K[X]\ XK[X] uniques tels que f = X*¥)g (on ne demande pas de prouver ce fait).
Bien entendu, K[X] est un sous-anneau de A. De méme, K[X '] = {P(X ™)} pegx) est
lui aussi un sous-anneau de A.

(1) Montrer que A = K*X% := {AX"},cxx-
nez

(2) Montrer que A est principal. Est-il euclidien ?
Munissons M,,(A) de la relation d’équivalence donnée par
M, ~ My < (3U € GL,(K[X]) 3V € GL,(K[X 1)) My = UM,V *
(il n’est pas demandé de justifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence). Le but du
probléme est de prouver I’énoncé suivant.
Théoréme (Dedekind-Weber) Si n € Nsg et M € GL,(A), il existe des entiers relatifs
dy > --- > d, uniques tels que
(%) M ~ diag(X%", ..., X%).
Si en outre M est a coefficients dans K[X], on a d,, > 0.

(3) Montrer que pour prouver le théoréme, il suffit de traiter le cas ot M est a coefficients
dans K[X], ce qu’on suppose désormais.

(4) Fixons M € GL,(A). Le but de cette question est de montrer I’existence d’une décom-
position (x). On proceéde par récurrence sur n € Ny.

(a) Traiter le cas n = 1.

(b) Montrer qu’il existe Uy € SL,(K[X]) telle que UpM = (] ) (écriture par blocs) avec

0 M
fe K[X], LeM;, 1(K[X])et M€ GL,_1(A) "M, (K[X]).
(c) En déduire qu’il existe des entiers naturels di,...,d, tels que do > --- > d, et
fay ..., fn € A de sorte que M soit équivalente a
X1 fy o fn
0 X% 0 - 0
: 0
0 - - 0 X9n

(d) Expliquer pourquoi on peut supposer que f; € (X4t C K[X] et deg(f;) < d; pour
tout j € {2,...,n}.
(e) Expliquer pourquoi parmi toutes les matrices de la forme (&) équivalentes a M, il en

existe une telle que d; soit maximal. Prouver que pour une telle matrice, on a d; > ds.
(f) Conclure.

(5) On veut maintenant prouver l'unicité dans le théoréme de Dedekind-Weber. 11 s’agit
de montrer que si d; > --- > d,, et d} > --- > d], sont des suites décroissantes d’entiers
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relatifs, U € GL,(K[X]) et V € GL,(K[X]) tels que
(®) U diag(X™,..., X%) = diag(X4,..., X"V,

alors on a d; = d; pour tout ¢ € {1,...,n}.La encore, on raisonne par récurrence sur
n € Nsg, le cas n = 1 étant trivial (parce que GLy(K[X]) = K* = GL;(K[X]) :
supposons n > 2.

(a) En traduisant (#) coefficient par coefficient, montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}, il
existe o(z) € {1,...,n} tel que dy;) < d;. En déduire que d, < d,, puis que d,, = d,.

(b) Notons r (resp s) le plus petit indice i € {1,...,n} tel que d; = d,, (resp. d; = d,).
Montrer que I’égalité (#) implique que r = s, et conclure en écrivant U et V' par blocs.

Remarque. Mine de rien, ce qui précéde fournit une démonstration d’'un théoréme de
géométrie algébrique (d & Grothendieck, en 1957). On se place sur la droite projective Pl :
c’est la réunion des deux ouverts « affines » U = Spec(K[X]) et V = Spec(K|[T]) recollés
le long des ouverts Uy = Spec(K[X, X !]) et Vy = Spec(K|[T,T~']) via I'isomorphisme
K[X, X' = K[T,T'] défini par X — T~'. Dans ce qui suit, il sera commode d’écrire
X! au lieu de T. Il existe une notion générale de fibré vectoriel sur un « schéma » X
(heuristiquement, un fibré vectoriel est un espace vectoriel qui varie algébriquement au-
dessus de X). Dans le cas X = P} qui nous occupe, cela correspond a la donnée d’un
k[X]-module libre L; et d’'un K[X '|-module Ly, munis d’une donnée de recollement,
c’est-a-dire d’un isomorphisme A @ x] L1 S5 A ®gix-1] La2. Aprés le choix de bases de L,
et Loy, cela correspond a la donnée d’un élément de M € GL,(A) (ou n est le rang de L,
sur K[X], qui est aussi le rang de Ly sur K[X']). On s’en doute, changer les bases de
L, et de Ly, remplace M par une matrice équivalente. Il en résulte que classifier les fibrés
vectoriels de rang n sur P revient a classifier les éléments de GL, (A) modulo équivalence.
Le théoréme de Dedekind-Weber montre qu’un tel fibré £ se décompose en somme directe

de fibrés de rang 1 : on a £ = @ O(d;) avec dy > --- > d,, uniquement déterminés, ou

O(d) est le fibré (K[X], K[X -], multiplication par X sur K[X, X~1]).

-1

Solution : (1) SiA € KX etn € Z,ona (AX") = X'X" € A, et donc AX" € A*.
Réciproquement, soit f € AX. On a f # 0 et f~' # 0 : on peut écrire f = X"Ug et
f' = X°Uh avec g, h € K[X]\ XK[X]. En multipliant, il vient 1 = Xv(D+e( ™ Dgp .
par unicité, il vient v(f) +v(f~') =0 (i.e. v(f7') = —v(f)) et gh = 1. Cela implique en
particulier que g € K[X]* = K*, et montre que f € K*XZ, et conclut.

(2) e L’anneau A est intégre (c’est un sous-anneau du corps K (X)). Soit I C A un idéal
non nul. Posons J = INK[X] : c’est un idéal de K[X]. Si f € I\{0},ona f = X*Vg avec
g€ K[X]\ XK[X],et g= X" f e INK[X], ce qui montre que J est non nul. Comme
K[X] est principal, on peut écrire J = fyK[X] avec fo € K[X]\ {0}. Comme fy € J C I,
on a bien sir (fy) C I. Réciproquement, soit f € I\ {0} : comme X ) f € J, il existe
g € K[X] tel que X—*Uf = fog, et donc f = foX"Pg € (fo), ce qui montre que I = (f;)
est principal.

e Si f € A\ {0}, on peut écrire de facon unique f = X*Vg avec g € K[X]\ XK[X] :
posons ¢(f) = deg(g) € N. Si f1, f» € A\ {0}, écrivons f; = X"Wg, et fo = X?2) g, avec
g1,92 € K[X]\ XK[X]. On a alors f,f, = X UD+(f2)g g, : par unicité de I'écriture, on a

@(f1f2) = deg(gi1g2) = deg(g1) + deg(gz) = w(f1) + @(f2).
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Par ailleurs, si f € A\ {0} et d € A\ {0}, écrivons f = X*"Wg et d = X" @Dh avec
g,h € K[X]\ XK[X]. Soit g = hqy + 19 avec qo,79 € K[X] et deg(ry) < deg(h) la
division euclidienne de g par h dans K[X]. Elle s’écrit X ) f = X Ddgy + 1y, soit
encore f = qd + 1 avec ¢ = X" Dg c A et r = X~y € A On a en outre les
majorations (r) < deg(rg) < deg(f) = ¢(d) (remarque : la premiére inégalité est stricte
lorsque 7 est divisible par X dans K[X]). Cela montre que A est euclidien.

(3) Il existe m € N tel que M7 = X™M € M,,(K[X]). Comme X € A* ona M, € GL,(A).
Si on sait qu’il existe &; > -+ > 4, > 0 uniques, U € GL,(K[X]) et V € GL,(K[X]) tels
que UM;V~! = diag(X°,..., X%), on a UMV~ = diag(X%,..., X%™) avec d, = 0 —m
pour tout k € {1,...,n}, ce qui prouve l'existence. Si d} > --- > d! sont des entiers,
U € GL,(K[X]) et V' € GL,(K[X™!]) sont tels que U'MV'~' = diag(X%,..., X%),
on a UMV'™!' = diag(X4*™, ... X%+™) : par unicité de §; > --- > 6,, on a alors
dj, + m = 6y = di + m i.e. dj, = dj, pour tout k € {1,...,n}, ce qui prouve l'unicité.

(4) (a) Si M € GLi(A) = A* = K*XZ on peut écrire M = (AX?9) avec A € K*
et d € Z (¢f question (1)). Il suffit de prendre U = (\) € GL;(K) C GLi(K[X]) et
V=Ic¢€¢ GLl(K[X_l])

(b) Ecrivons M = (m;;)1<ij<n, €t posons f = pged;;, mi1 € K[X] (cela a bien un sens
parce que les m;; ne sont pas tous nuls vu que M est inversible). Ecrivons m;1 = fa; avec
a; € K[X] :on a {(ay,...,a,) = K[X]. Comme K[X] est principal, on sait (cours), qu'il

existe U; € SL,,(K[X]) dont la premiére colonne est *(ay, ..., a,) : si (eq,...,e,) désigne la
base canonique de K(X)", on a donc U; *(ay,...,a,) = e, : comme Me, = ft(ai,...,a,),
on adonc U; ' Me;, = fey, ce qui montre que si UO Ut €SL,(K[X]),onaUgM = (é]\?’)

avec L € My, (K[X]) et M’ € M,,_; (K[X]). On a alors fdet(M’) = det(M) € A%, donc
det(M’) € A*, ce qui montre que M’ € GL,,_1(A).

(c) Comme on vient de le voir, on a fdet(M') = det(M) € A* : cela implique que
f € A = K*XZ (¢f question (1)). Ecrivons f = AX% avec A € K* et d; € N. Par
ailleurs, I'hypothése de récurrence s’applique & M' € M,,_1(K[X]) N GL,,_1(A) : il existe
dy>--->d,>0,U €GL, 1 (K[X]) et V' € GL,_1(K[X™]) tels que

UMV = diag(X%, ..., X%).

Posons alors U = (3 %) € GL,(K[X]) et V = (§ %) € GL,(K[X ")) : la matrice UMV

est de la forme (&).

(d) Pour j € {2,...,n}, écrivons f; = X% g;+f; avec g; € K[X '] et f; € (XD C K[X].
1—g2 = —gn

En multipliant la matrice qui précéde a droite par (Q 1o 5 ) € GL,(K[X™']), on
S0
0 - 0 1

remplace les fj par les fj De méme, soit fj = X%gq; +r; avec deg(r;) < d; la division

euclidienne de f; par X%. Comme X4+ | f; ona X4+ | 7 pour tout j € {2,...,n} (ona
L —g2

r; = 0sid; < d;+1). En multipliant la matrice & gauche par (Q 1o ) € GL,(K[X]),
i D

on remplace les f; par les r;, ce qui conclut.

(e) @ Si U € GL,(K[X]), on a det(U) € K[X]* = K*, d’ou v(det(U)) = 0. De méme, on a
v(det(V)) = 0 pour tout V' € GL,,(K[X!]) : on a v(det(UMV 1)) = v(det(M)) pour tous
U € GL,(K[X]) et V € GL,(K[X™]). Tl en résulte que d; < dy + -+ + d,, = v(det(M))
(parce que dy,...,d, € N). Il n’y a qu'un nombre fini de valeurs possibles pour d; : on
peut trouver M’ € GL,,(A) équivalente & M, de la forme (&) et telle que d; soit maximal.
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e Supposons d; < dy. Comme XU+ | f,, on a pged(fy, X%) = X% avec d; < d} < ds.
Soient u,v € K[X] tels que uX® +vf, = X%, Ecrivons f = X%g avec g € K[X] : on a
uX®~% 4 yg = 1, donc (_Xé_d’l Z) € SLy(K[X]). On obtient une contradiction avec la
maximalité de d; en observant que

(s o) (X ) () = (30 X)),
(f) D’aprés ce qui précéde, il existe une matrice équivalente a M de la forme (&) telle que
dy > - >d, et fj € (XD et deg(f;) < dj, et donc f; = 0 pour tout j € {2,...,n}:
on a fini.
(5) (a) ECI’iVOHS U = (ui,j>1§i,j§n et V = (Ui,j)lgi,jgn- L’égahté (‘) est équivalente a
X4, ; = X%v,; ; pour tous i, j € {1,...,n}. Soit a(i) € {1,...,n} tel que u; ;) # 0 (il en
existe parce que U € GL,(K[X])), ce qui implique v; ,(;y # 0. Le degré de Xd“(“ii,o(i) est
do(i) + deg(ui,o(i)), et celui de ngvw(i) est < d (parce que les termes de Vi o (i) sont tous de
degrés négatifs ou nuls). Cela implique que dy;) < do() + deg(u; 03)) < d;. en particulier,
on a d, < dyn) < d,. Par symétrie, on a de méme d;, < d,,, et finalement d,, = d,.
(b) e De nouveau, écrivons deui,j = ngvm-. Sii > s, onad = d,, ce qui implique
que v;; = X% Iy, € (X%~%). En particulier, si j < r, on a v;; € (X) : comme
v;; € K[X !, on a nécessairement v; ; = 0, et donc aussi u;; = 0. Cela implique qu’on a
une écriture par blocs

v= (")

avec Uy 1 € My_y,_1(K[X]). Sir—1 > s—1, les colonnes de U; ; sont liées dans K (X)*!:
cela implique que les 7 — 1 premiéres colonnes de U sont liées dans K (X)", et donc que
det(U) = 0, ce qui n’est pas. On a donc nécessairement r—1 < s—1, i.e. 7 < s. La relation
(M) s’écrit aussi

U~ diag(X*™, ..., X%) = diag(X", ..., X))V

ce qui échange les roles des suites dy > --- > d,, et d] > --- > d], : on a donc aussi s < r,
et finalement r = s.
eSir=1,onad =---=d, =d] =---=d, ce qui conclut dans ce cas : supposons

maintenant que r > 1. On a alors U;; € M,_1(K[X]) et Uso € My_yi1n—r1 (K[X]), et
det(U) = det(Uy 1) det(Us2) € K*, donc Uy ; € GL,_1(K[X]). De méme, cela montre que

V= <V31 22) avec V;1 € GL,_;(K[X']). La relation (#) implique alors que

Uy diag(X¥4, ..., X41) = diag(X%, ..., X41)V] ;.

Commed; > --->d,—yetd; >--->d _, et r—1 < n, ’hypothése de r ecurrence implique
que d; = d; pour tout i € {1,...,r— 1}, et donc finalement pour tout ¢ € {1,...,n} (parce
qued,=--=d,=d =---=d).

Remarque. Ce qui précéde est fortement inspiré (du moins pour la partie concernant
lexistence) de larticle : Hazewinkel, M. & Martin, C. A short elementary proof of Gro-
thendieck’s theorem on algebraic vectorbundles over the projective line, Journal of Pure and
Applied Algebra 25, p. 207-211 (1982).



