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1. INTRODUCTION

Soient p un nombre premier, N > 1 un entier premier a p, Y5(IV) la courbe modulaire affine
lisse sur Z, espace de modules de courbes elliptiques avec structure de niveau de type I'o(V).
Soit Q le schéma formel affine sur Z, qui ind-représente les familles de courbes elliptiques sur
des bases artiniennes & fibres géométriques ordinaires. Notons @ = Q¢ sa fibre générique au
sens de Raynaud : c’est un ouvert de Yp(IV)?", l'espace analytique rigide sur Q,, associé a la fibre
générique de Yy(N). La représentation de monodromie donnée par le quotient étale du groupe
de Barsotti-Tate de la courbe elliptique universelle ordinaire sur Q, induit par passage a la fibre
générique une Z,-représentation de rang 1

p: m(Q,T) = Z)
du groupe fondamental algébrique 71(Q,Z) de Q et ol T est un point géométrique de Q fixé.
D’apres Igusa, la représentation de monodromie p est surjective. On dit que la représentation p est
surconvergente si elle se prolonge a des couronnes d’épaisseur non nulle des disques supersinguliers
ou plus précisément s’il existe un voisinage strict (voir définition 2.7) V' de @ dans Yp(IN)*" tel
que p se releve a 71 (V,T). On se propose de montrer que

Théoréme 1.1. Sip > 3, la représentation de monodromie p est surconvergente.

Dans ce travail on traitera le cas général de I’espace de module A, y de variétés abéliennes de
dimension g principalement polarisées avec structure de niveau N, N > 3.

La preuve du théoreme 1.1 utilise la ré-interprétation de p comme solution de ’équation diffé-
rentielle de Gauss-Manin. On dispose sur Q d’un relévement canonique pg: Q — Q du Frobenius
de Q ® F,, et donc de la notion de F-cristal sur Q au sens de Dwork (¢f [25]). Soit € la courbe
elliptique universelle sur Y5(N), la cohomologie de de Rham relative H} (€/Yo(NV)) fournit un
F-cristal F de rang 2 sur Q. D’apres Dwork, il existe un sous-F-cristal unité U de rang 1 dans
F et suivant Katz, les sections horizontales de U/ fournissent une Z,-représentation de rang 1 du
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groupe fondamental algébrique 71 (Q,T) et qui n’est autre que la représentation de monodromie p.
Notons qu’a contrario le F-cristal unité U ne surconverge pas (plus précisément la connexion ne
surconverge pas, contrairement au Frobenius, c¢f [12] et [13]) ce qui se réincarne encore par le fait
que le relevement de p & 71 (V,T) ne se prolonge pas en une représentation du groupe fondamental
d’un modele formel de V, ou que le groupe de Barsotti-Tate T,(£)¢ ne se prolonge pas en un
groupe de Barsotti-Tate sur un modele formel de V. On dispose par contre d’une notion plus faible
de surconvergence fournie par la théorie du sous-groupe canonique de Lubin et Katz (cf [24]).
Le premier ingrédient clé de la preuve est la surconvergence du Frobenius du cristal unité de
Dwork, on utilise pour cela l'existence du relevement excellent de Dwork (c¢f [24] pour le cas el-
liptique, [1, 15] pour le cas général). Le second ingrédient est le développement d’une théorie des
périodes p-adiques relative et entiére ad hoc. Il s’agit d’une variante « non géométrique » et sur des
bases normales non lisses (ni semi-stables) de la théorie des périodes p-adiques relative de Faltings
adaptée a notre contexte. On prouve en particulier que pour un choix adéquat du voisinage strict
V' de Pouvert d’ordinarité de A"y, le faisceau étale associé au prolongement de ¢ a V' est lisse
de rang le rang de U sur ). La démonstration suit de pres la preuve du théoréme de comparaison
entre cohomologie étale p-adique et cohomologie cristalline utilisant le complexe syntomique (cf
22)).

Le théoréme 1.1 a un intérét intrinseéque dans le triptyque groupes de Barsotti-Tate/cristaux/re-
présentations p-adiques. Il compléte le théoreme de Dwork sur la surconvergence du Frobenius
du cristal unité de la famille de Legendre et les résultats de Lubin et Katz sur le sous-groupe
canonique. Mais c’est surtout en vue de développer la théorie des formes modulaires p-adiques
surconvergentes pour les variétés modulaires de Siegel dans I’esprit de [24], qu'on a été conduits
a traiter cette question et chemin faisant a considérer des F-cristaux unités ayant une propriété
de surconvergence. Les résultats clés de ce travail seront utilisés dans [10] pour la construction de
familles de formes modulaires de Siegel surconvergentes prolongeant ainsi le cas elliptique étudié
par Coleman (c¢f [11]) mais aussi la théorie des formes p-adiques ordinaires de Siegel développée
par Hida (¢f [19]).

Les auteurs remercient J. Tilouine pour son soutien constant durant I’élaboration de ce travail,
V. Pilloni qui leur a permis de préciser la notion de relevement surconvergent de Frobenius et
Y. Tian qui leur a signalé la référence [29]. Ils sont reconnaissants envers M. Kisin, P. Scholze,
B. Stroh et le rapporteur anonyme pour leur avoir signalé des erreurs dans une premiere version
de ce texte, et envers A. Abbes, C. Breuil, L. Fargues et A. Genestier pour d’utiles discussions.

Le premier auteur a en outre bénéficié de 1'hospitalité de la Graduate School of Mathematical
Sciences de ’Université de Tokyo, ou il a eu 'opportunité de présenter le contenu de ce travail
dans un cours : il remercie chaleureusement les auditeurs pour leurs remarques, et particulierement
T. Saito, a I'origine de cette invitation.

2. NOTATIONS ET RAPPELS

2.1. Soient k un corps parfait de caractéristique positive p > 0 et W = W(k) Panneau des
vecteurs de Witt (de longueur infinie) & coefficients dans k. Pour tout entier naturel non nul n,
W, = W/p"W est anneau des vecteurs de Witt de longueur n. On note K le corps des fractions de
W et o 'automorphisme de Frobenius agissant sur k, W, W,,, K. On fixe K une cloture algébrique
de K et on note W la normalisation de W dans K. Si w € Q, p¥ désigne un élément de K
de valuation w. Si w € QNJ0,1] et X est un schéma formel sur W[p*], on note X, le schéma
X @wipe) k-

Notation 2.2. (1) Si A est un anneau de caractéristique p, on note o4 le morphisme de
Frobenius sur A.
(2) Si S est une W-algebre, on pose Sk = S[p~!].

Notation 2.3. (1) Si J est un groupe profini et n € Nsg, on note Repg /,»z(J) (resp.
Repy (J)) la catégorie des Z /p™ Z-modules (resp. Z,-modules) libres de rang fini, munis
d’une action linéaire et continue de J.
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(2) Si X est un schéma formel p-adique, on note BT(X) la catégorie des groupes p-divisibles
sur X', dont les objets sont les systémes projectifs (Gp)nen.,, OU Gy, est un groupe p-divisible
sur X @y W, pour tout n € Nsg. On note BT®"(X) la sous-catégorie pleine constituée des
groupes p-divisibles étales sur X.

2.4. Rappelons qu'une W-algebre admissible est une W-algebre plate, séparée complete pour la
topologie p-adique, topologiquement de type fini au sens de [8]. On note € la sous-catégorie pleine
de la catégorie des W-algebres admissibles qui sont noethériennes, integres et normales.

Pour toute W-algébre admissible R, on note Xr = Spm(Rx) le spectre maximal de Rx muni
de sa structure d’espace rigide. Rappelons que si A est une K-algebre affinoide, on dispose de la
norme |.|sup sur A définie par |flsup = sup |f(x)]. On pose alors A° = {f € A, |f|sup < 1}

z€Spm(A)
D’aprés [21, Proposition 3.3], A° est une W-algébre admissible, qui fournit un modele formel de
A.

Lemme 2.5. Soit R une W-algébre admissible et normale. Alors R = (Rg)°.

Démonstration. D’apres le théoreme de normalisation de Noether, il existe un morphisme injectif
et fini de k-algebres ¢: k[X1,..., X4] = R := R®w k. Soient fi,..., fq € R tels que ¢(X;) =
f: € Ry. On releve ¢ en ¢: W{Xy,..., X4} — R en posant ¥(X;) = f;. D’apreés [7, 6.4, Theorem
1], la finitude de 1) implique celle de 1.

Si f € R, alors f est entier sur W{X1,..., Xq}x : soit f¥N +a f" '+ ---+anx = 0, avec
a; € W{Xy,...,Xa}k pour tout i € {1,..., N}, une relation de dépendance intégrale. On a

alors |f|sup = max |ai|¥§, en vertu de [7, 6.2.2, Proposition 2]. Il en résulte que f € (Rg)° si

1<i<N
et seulement si |a;|sup < 1 et donc a; € W{Xy,...,Xq} (¢f [7, 5.1.4, Corollary 6]) pour tout
i€ {l,...,N}. Ainsi, (Rg)° est la cloture intégrale de W{Xy,..., X4} dans Rk : c’est donc R
vu que ce dernier est normal. (I

Soient L une extension finie de K, © € Xr(L) et 7,: Spf(Or) — Spf(R) le morphisme qui
lui est associé par adhérence schématique et normalisation (appelé dans la suite prolongement
de z). Posons X = Spf(R), on note px, l'idéal premier de R défini par 7,. On désigne par
T: Spec(OL/pOr) — Spec(R/pR) la réduction de 7,, modulo p.

Un schéma formel admissible sur W est un schéma formel séparé quasi-compact sur W locale-
ment spectre formel d'une W-algebre admissible.

On dispose de la notion d’éclatement admissible dans la catégorie des schémas formels admis-
sibles sur W, voir [8]. D’aprés Raynaud [8], & tout schéma formel de type fini X sur W, on associe
un K-espace rigide X™& par passage & la fibre générique. On dispose d'une équivalence de catégo-
ries entre la catégorie des schémas formels admissibles sur W, localisée en les morphismes qui sont
des éclatements admissibles et la catégorie des espaces analytiques rigides quasi-compacts sur K.

2.6. Suivant Berthelot [5], pour tout schéma formel X sur W de fibre générique X, on dispose
d’une application continue sp: X — X appelée spécialisation. Si Xg = X ®p k désigne la fibre
spéciale, on notera aussi sp: X — X I'application induite par sp par passage a la fibre spéciale.

Pour Z un sous-schéma de Xy, on pose |Z[x= sp~1(Z), c’est un ouvert de X appelé tube de
Z dans X. Si Z est fermé et si localement, il est défini par les équations f; = --- = f, = 0 onl
fi,. s fr €T(X,0x) relevent f,,..., f,, alors

1Z[x={r e X/(Vie{l,....;r})|fi(z)] < 1}

de plus dans cette situation, on définit pour tout 7 €]|x|, 1], le tube ouvert de Z de rayon 7 par
1Z[xy={ze X/ (Vie{l,...,r})|fix)] <n}

1Z[x,n, ne dépend pas des f; et la construction est donc globale (¢f [5, 1.1.8]). On note Y I'ouvert

complémentaire de Z et on pose U,, = X—|Z[x,, on a une double inclusion d’ouverts : |Y[xC
U, CX.

Définition 2.7. Un voisinage strict du tube ]Y[x est un voisinage V' tel qu’il existe n < 1 vérifiant
]Y[XC UU cV
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2.8. Soit X un schéma formel p-adique plat sur Spf(WW), dont la fibre spéciale X} est normale,
réduite, irréductible et quasi-compacte. Supposons en outre X muni d’un endomorphisme ¢ indui-
sant le morphisme de Frobenius sur la fibre spéciale. Notons Cris®*(X}) la catégorie des cristaux
étales sur Xj. Elle est équivalente a celle des faisceaux localement libres de rang fini M sur X
munis d’un isomorphisme F': ¢* M — M. D’apres [24, Proposition 4.1.1], par passage a la limite,
on a une équivalence de catégories

. . 6t ~

K: Cris®™ (X)) — Repy, (71 (X, 2))
ol x est un point géométrique de Xj.
Le module de Tate fournit une équivalence de catégories
) ét ~
T: BT®(X) — Repg, (mi (X))
Par ailleurs, le foncteur de Dieudonné induit une équivalence de catégories
D: BT®(Xx) 5 Cris®(x)

Proposition 2.9. Le carré

BT“(X) —— Repy, (m1 (X, z))

Dl |

Cris® (X;,) — > Repz, (71 (X, )
est commutatif.

Démonstration. La réduction modulo p induit une équivalence BT®*(X) = BT (X},). Soit G €
BT (X;). Si f € T(G) = Hompr(x,)(Q, / Zp, G), on dispose de D(f): D(G) — D(Q, / Z,) =
Ox, et donc d'un accouplement T(G) ®z, D(G) — Ox, et donc d'un morphisme A: D(G) —
Ox ®z, T(G)" dans Cris®(X}). Comme K(Ox ®z, T(G)Y) = T(G)", il s’agit de voir que X
est un isomorphisme. Cela se vérifie modulo p. La question est locale sur &% : on peut supposer
Xr = Spec(R) ou R est une k-algebre integre et normale. Notons R™ la réunion des sous-R-
algébres finies étales de k(z) (on a 71 (X, ) = Gal(R™/R)). Par descente étale, il suffit de vérifier
que A @ R™ est un isomorphisme. Comme G ® g R™ ~ (Q, / Zy)%,, il suffit de traiter le cas o

G = Q,/Zy, pour lequel D(G) = Ox et T(G) = Z,, sont triviaux. O
3. CRISTAUX UNITE SURCONVERGENTS

3.1. F-modules, hauteur de Hodge. Ce paragraphe est une formalisation de la définition 3.1
et du lemme 3.3 de [3].
Soit & un W-schéma formel admissible intégre. On pose M = M ®z, Fp.

Définition 3.2. Un F-module sur X est un couple (M, F) o M est un Oxy-module localement
libre de rang fini et F': M — M un endomorphisme semi-linéaire :

(YA € Ox) (Ym € M) F(Am) = \PF(m).
On dispose d’une notion évidente de suite exacte de F-modules.

On note det(F)Ox l'idéal de Oy engendré localement par le déterminant d’une matrice de F,
cet idéal ne dépend que de F' et pas de la matrice représentant F'.

Définition 3.3. On appelle hauteur de Hodge de (M, F') et on note H(M) le nombre réel

min { inf {w €qQ, p” e det(F)@X}, 1}
Par définition H(M) = 1 si det(F)Ox = 0, sinon, on a H(M) € [0,1[. Si H(M) = 0, on dira que
(M, F) est ordinaire.

Définition 3.4. Soient L une extension finie de K et x € X™8(L), on appelle hauteur de Hodge
de (M, F) en = et on note H, (M), la hauteur de Hodge de 7, M.
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Notons que si la hauteur de Hodge vérifie H, (M) < 1, alors H, (M) n’est autre que la valuation
p-adique du déterminant de F' vu comme élément de L. On retrouve donc la définition de la hauteur
de Hodge introduite dans [1].

Lemme 3.5. Supposons X normal, alors H(M) = sup H,(M) et il existe v € X™8 tel que
zeX“g

Démonstration. Si x € X, soit 7,: Spf(Or) — X son prolongement, il est clair que si p* €
det(F)Ox, alors p¥ € det(F)(Or/pOr) donc H(M) > H,(M) d’ou
H(M) > sup Hp(M)
Ie‘)(rig

Pour montrer U'inégalité inverse, on peut supposer X = Spf(R) affine avec R normal tel que
p¥ € R, M libre sur R et fixer h € R un relévement du déterminant de F' pour une base de M
fixée. Supposons w > H, (M) i.e. [p*| < |h(z)| pour tout 2 € Spm(Rk). Cela signifie que h € R
et que p*h~! € (Rk)°. Comme R est normal, on a p*h~! € R d’aprés le lemme 2.5, et donc
H(M) <w.

La derniére assertion résulte du principe du maximum appliqué a la fonction z — h(x). ([
Corollaire 3.6. H(M) € Q.

Lemme 3.7. Soit 0 - N — M — L — 0 une suite exacte de F-modules, alors
HM)<HWN)+H(L)
et HWN)<HWM), H(L)<HM)

Démonstration. Le lemme est une conséquence directe des définitions et de la formule du déter-
minant pour les matrices par blocs. (I

On note F-Mod(X) la catégorie abélienne des F-modules sur X et F-Mod(X)™ la sous-
catégorie pleine des F-modules de hauteur de Hodge < w. Du lemme ci-dessus, on déduit que
F-Mod(X)" est stable par sous-objet et par quotient.

Lemme 3.8. (c¢f [3, Lemma 3.3] et [4, §5.2]) Supposons X normal. Soient (M, F) un F-module
sur X et w € QN[0,1]. Il existe un unique schéma formel admissible 1,,: X — X tel que

(1) X est normal;

(2) v5 M est de hauteur de Hodge < w ;

(2) 1w est universel pour les propriétés (1) et (2).
De plus X™ est un ouvert d’un éclatement admissible de X @w W p*].

Démonstration. D’apres (3), la construction se fait localement : supposons X = Spf(R) et notons
h € R un relevement de det(F). Lidéal T = (p*,h) ne dépend pas du relevement : soit X
Iéclatement de X @w W[p®] le long de cet idéal. Le schéma formel X™ est alors le complété
formel p-adique du normalisé du plus grand ouvert de X sur lequel Z est engendré par h. ([

3.8.1. @-modules surconvergents. Soient X un schéma formel sur W et Q un ouvert de X de
complémentaire non vide.

Définition 3.9. Un voisinage formel strict de Q est un ouvert ¥V d’un éclatement admissible de
X tel que

(1) Q est disjoint du centre de 1’éclatement ;

(2) limmersion Q < X se reléve en une immersion ouverte Q < V;

(3) limmersion ouverte Q < V est stricte en fibre générique.

La définition qui suit est une version raffinée de [1, Définition 7.1].

Définition 3.10. Un relévement surconvergent du Frobenius absolu Frobggr, de @ ® F, est la
donnée d’un triplet (V,t¢,¢) ot ¢: V — X est un voisinage formel strict de Q et ¢: V — X un
morphisme tel que pjo: Q — X se factorise a travers pjo: Q — Q, tels qu'il existe u € QN[0, 1]
avec :
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(1) p* € Oy;
(2) ¢ @ (Oy/p'"Oy) = (1® (Oy/p'~"Oy)) o Froby, _,.

Remarque 3.11. Les applications ensemblistes sous-jacentes a ¢ et ¢ sont les mémes (cela résulte
de la définition 3.10 (ii)). En particulier, si Spf(R) C X et Spf(S) C V sont des ouverts affines tels
que ¢(Spf(S)) C Spf(R), on a aussi ¢(Spf(S)) C Spf(R).

Définition 3.12. On fixe un relévement surconvergent (V, ¢, ¢) du Frobenius absolu Q@ ® F,,. Un
p-module surconvergent sur X (le long de X'\ Q), est la donnée d'un O x-module localement libre
M muni d’un morphisme linéaire
D: "M — "M

tel que ®[1/p| soit inversible.

D’apres la définition 3.10 (2), le module t* M /p!=#1* M est muni de endomorphisme semi-
linéaire induit par ® ® (Oy/p!~+Oy).

On appelle hauteur de Hodge du ¢-module M et on note H(M), la hauteur de Hodge de
(M, ® @ (Oy/p*~+Oy)) (cf définition 3.3, en remarquant qu’ici, on a H(M) € [0,1 — p]).

Remarque 3.13. (1) Par définition, H(M) ne dépend pas du choix du reléevement surcon-
vergent de Frobenius.
(2) Pour la suite, il est utile de noter que t* M est aussi un p-module relativement au relévement

(pry, pra): V@;é Yy=V.

Définition 3.14. Un p-module filtré surconvergent sur X (le long de X\ Q) est la donnée d’un
triplet (M, @, Fil(¢* M)) ot :

(1) (M, ®) est un p-module surconvergent sur X le long de X' \ Q;

(2) Fil(t* M) est un sous-Oy-module localement facteur direct de t* M tel que

®(Froby,  Fil(t*M)) =0
dans * M /p' =i M.

Remarque 3.15. Si M correspond a la cohomologie de de Rham d’une famille de variétés abé-
liennes sur un voisinage du lieu ordinaire ou le sous-groupe canonique existe, alors M vérifie les
conditions (1) et (2) de la définition 3.14 (¢f section 6).

3.16. F-cristaux surconvergents, théoréme principal. On reprend les notations du numéro
3.8.1. On fixe un relévement surconvergent (V,¢,¢) du Frobenius absolu Q@ ® F,, (¢f définition
3.10).

Définition 3.17. Soit U un ouvert de la fibre spéciale X, de X. Un épaississement formel a
puissances divisées de U est une immersion fermée U — Z de W-schémas formels p-adiques,
définie par un idéal & puissances divisées (compatibles aux puissances divisées canoniques sur
pW).

Rappelons qu’étant donnés un cristal .Z sur X, et (U, Z) un objet du site cristallin (X /W )cyis
(i.e. un épaississement a puissances divisées U < Z, ol Z est tué par une puissance de p), on
peut évaluer .# en (U, Z) (cf [6, Definition 6.1]). En passant & la limite, on peut aussi évaluer .#
en un épaississement formel a puissances divisées.

Définition 3.18. Un F'-cristal surconvergent sur X est la donnée d’un cristal localement libre .#
sur (Xj /W )eris et d’une isogénie de cristaux ®: o*.# — o* 4 sur (Vow (W [pH]/p~*W[p"]) /W)

Cris
Remarque 3.19. Supposons donnés ) un schéma formel p-adique formellement lisse sur W, et
X, — Y une immersion fermée de W-schémas formels. Soit D () le faisceau sur X, (complété
p-adique) de l’enveloppe & puissances divisées (compatibles aux puissances divisées sur pW) de
Oy relativement a l'idéal définissant Xj, — ).

D’aprés [6, Theorem 6.6], les trois catégories suivantes sont équivalentes :

(i) la catégorie des cristaux sur (Xg/W)eris ;
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(i) la catégorie des Dy ())-modules munis d’une hyperstratification & puissances divisées for-
melle (en tant que Oy-module), compatible a 'hyperstratification & puissances divisées ca-
nonique sur Dy (V) ;

(iii) la catégorie des Dx())-modules munis d’une connexion formelle (en tant que Oy-module)
intégrable et quasi-nilpotente, compatible & la connection canonique sur Dy ()) .

Définition 3.20. Un F'-cristal surconvergent de Hodge sur X est la donnée d’un triplet

(M, ,Fil Ay)
ou (A ,®) est un F-cristal surconvergent sur X, et Fil.#y C .#\ := * .#x un sous-Oyp-module
localement facteur direct, tels que (AZx, , Fil .#),) soit un g-module filtré surconvergent sur X (cf
définition 3.14). La hauteur de Hodge H(.#) € [0,1 — p] de (.4, ®,Fil .#y) désigne alors celle de

(My ) Fil My, ®2(Oy /pt~#Oy)) (cf définition 3.12). Un morphisme de F-cristaux surconvergents
de Hodge est un morphisme de cristaux compatible aux Frobenius et aux filtrations.

Remarque 3.21. Si A — X est un schéma abélien, le cristal de Dieudonné du groupe de Barsotti-
Tate associé est muni d’une structure de F-cristal surconvergent de Hodge, la filtration étant
fournie par la filtration de Hodge de la cohomologie de de Rham (¢f §6.1).

Soit (., ®,Fil .#y) un F-cristal surconvergent de Hodge. Zariski-localement sur V, les Oy-
modules Fil.#y, et .4y / Fil 4\ sont libres. Dans une base B adaptée, la matrice de ® est de la
forme )

pr~*A B
Matg (@) = (pl_“C D) € M, (0Oy)
Définition 3.22. Supposons X lisse. Le F-cristal surconvergent de Hodge (., @, Fil .#y,) est dit
isotrivial si, Zariski-localement sur V, il existe une base adaptée B telle que la matrice Matoy ()
soit & coefficients dans Oy et det(D) soit un produit de coordonnées locales sur X.
Théoréme 3.23. Supposons p > 3. Soient X un schéma formel connexe, quasi-projectif et lisse
sur Spf(W), Q un ouvert de X ett,p: V — X un relévement surconvergent du Frobenius absolu de
Q®F, tel que V soit connexe. On suppose 1 < %. Soit (M, P, Fil M) un F-cristal surconvergent
de Hodge isotrivial sur X tel que
1 1—p
2pr + %
(cf définition 3.20), ot r est le rang de My Fil 4. Alors si V est la fibre générique rigide de
Vo x Vet T un point géométrique de V, il existe une représentation
x

H(#) <

PV - Wl(uf) — GLT(ZP)

fonctorielle en (v, p) et en (M, P,Fil.#y), et telle que si V est formellement lisse, p: V — V est
un relévement de Frobenius, et H(.#) = 0, alors py(—1) est la représentation associée d la partie
unité de A (cf [25, Theorem 4.1]) par la correspondance de Katz (cf [24, Proposition 4.1.1] et

§2.8).
Remarque 3.24. Les auteurs ignorent si la condition d’isotrivialité (intervenant uniquement dans
la preuve, technique, du théoréme 4.28) est réellement nécessaire.

3.25. Description locale : les présentations. Fixons R une W-algebre formellement lisse pour
la topologie p-adique.

Définition 3.26. (1) Soit S une R-algébre admissible avec p* € S. Une R-présentation de
S est la donnée d’un homomorphisme de R-algebres surjectif T — S, ou T est une R-
algebre formellement lisse (pour la topologie p-adique). On dira aussi que T — S est une
R-présentation. Un morphisme entre deux R-présentations u: T — S et v': T' — S’ est un
diagramme
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de R-algébres qui est commutatif modulo p' .
(2) Soient (t,¢): Spec(S’) == Spec(S) un relévement surconvergent du Frobenius absolu (on

a pt € S') correspondant & des morphismes (vs,¢g): S =5 et u: T — S une R-

présentation. Un Frobenius sur u est la donnée de deux morphismes de R-présentations
u

v=(vp,vs): (TS 8) = (T S) et ¢ = (or,05): (TS S) — (T N S7).

Définition 3.27. Si u: T — S une R-présentation, on note D(u) le séparé complété, pour la
topologie p-adique, de enveloppe & puissances divisées (compatibles aux puissances divisées ca-
noniques sur (p)) de T relativement a l'idéal Ker(u). C’est une T-algebre (et donc une R-algebre),
et u induit un morphisme surjectif de R-algeébres D(u) — S. Par fonctorialité des puissances
divisées, cela définit un foncteur de la catégorie des R-présentations dans celle des R-algebres.

Notons que si (v,¢) est un Frobenius sur u, on dispose, par fonctorialité, de morphismes
(v,0): D(u) == D(v') au-dessus de (vs,¢ps): S =S’ . Ce sont des morphismes de R-algébres
a puissances divisées. Dans ce qui suit, on notera D(u'), (resp. D(u’),) le groupe D(u') muni de
la structure de D(u)-module donnée par v (resp. par ¢).

Example 3.28. Soit Spf(R) C X un ouvert affine, h € R un relévement de det(F'). Supposons R
noethérien, excellent, intégre, normal, et que le fermé de Spec(R/pR) défini par h soit un diviseur
de Cartier réduit a composantes principales. D’aprés le lemme 3.8 et la proposition 7.1, on a
Spf(R)" = Spf(Sy) ou Sy, est le complété du normalisé de R[p“]{E-}. Posons T = R{X} :
I’application
Uy: T — Sy
pU}
X = —
h
est une R-présentation de S,,. Si w’ | w (avec w = maw’), on a un morphisme de présentations
Uy — ul, donné par le morphisme de R-algébres :
V't L — T
X s pmolxm
Supposons w < 1 et R muni d’un endomorphisme ¢ relevant le Frobenius modulo p : on dispose
du morphisme v = vy /pw: U —> Uyyp. Bcrivons o(h) = h? 4+ pg : on a (k) = h?(1 + £g).

12 / . .
Comme w < 1, I’élément plTp est topologiquement nilpotent dans S/, de sorte que

w w/p P 1/p p —1 w/p p o 1/p pm
p p p p p
W) L () ) = () e () e,
o) = (5) (0 (50 h WZ:O() o) 9 S
si bien que le morphisme ¢ se prolonge en ¢: Sy, — Sy, /p. Ce dernier se reléve aux R-présentations
par

Onm: T =T
X = XPf

w/ / _
ou f € T est un relevement de (p ’ p)p(l + (plhp )pg) ! par u,/,. Cela fournit un Frobenius sur

Uny -
3.29. Cristaux, (-cristaux.

Définition 3.30. Soit u: T'— S une R-présentation.
(1) Un cristal sur u est la donnée d’un D(u)-module projectif de rang fini M muni d’une
connexion intégrable topologiquement quasi-nilpotente V: M — M ®T§T. Soient X71,..., Xy
des coordonnées locales de T'. Pour i € {1,...,d}, posons D; := V(d/d X;). Cest une W-
dérivation continue. La connexion V est intégrable si et seulement si les D; commutent
deux a deux. Elle est topologiquement nilpotente si et seulement s’il existe e € N tel que
D¢(M) C pM pour tout ¢ € {1,...,d}.
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(2) Soit (v, ) un Frobenius sur u. Un ¢-module sur u est la donnée d'un D(u)-module M et
d’un opérateur de Frobenius ¢ar: M — D(u'), ®p(y) M qui est @-linéaire c’est-a-dire tel
que ¢pr(Am) = o(A) @ ¢ar(m) pour tout A € D(u) et m € M. Cela équivaut a se donner
'application D(u’)-linéaire 1 ® ¢ar: D(u'), @puy M — D(u')y @pu) M.

(3) Un g-cristal sur u est la donnée d’un cristal (M, V) sur u et d’un opérateur de Frobenius
¢r: M — D(u')y ®puy M qui est horizontal, i.e. tel que le diagramme

M Y M @7 Qr
[23%4 ‘/¢A{®‘PT
D(u')y @y M 2ZET (D(u), @y M) @7 S
est commutatif.
Proposition 3.31. (1) Une R-présentation u: T — S étant fixée, la donnée d’un cristal sur

Spec(S/p'™HS) est équivalente a celle d’un cristal sur u.
(2) Supposons donnés vs,ps: S — S’ les morphismes d’anneauz associés a un relévement
surconvergent de Frobenius (cf définition 3.10), et (v,¢) un Frobenius sur u (avec v =

’ ’
u

(vr,vs): (T =5 8) — (T" 25 S") et p = (pr,905): (T = S) = (T" %+ S')). La donnée
d’un F-cristal surconvergent sur Spf(S) est alors équivalente a celle d’un @-cristal sur u.

Démonstration. Cela résulte de I’équivalence rappelée dans la remarque 3.19. (|

4. PERIODES

4.1. Construction d’anneaux de périodes. Soit S € ¥. Fixons Eg une cloture algébrique de
Frac(S), et notons .#s ’ensemble des sous-S-algebres finies S” de Es qui sont normales, et telles
que lextension Sk C S soit étale. On pose alors

S=

S'eIs
Rs = lim S/pS
zﬁp
§ = tim 5/p5
neN

Gs = Gal (Sk/Sk) = m1(Spec(Sk), Spec(E))
Le groupe Gg agit sur S et donc sur Rg et §

Proposition 4.2. (1) Le Frobenius S/pS — S /pS est surjectif.
(2) L’application naturelle

=N
{(z("))neN €S /(vneN) (x(”Jrl))p = x(”)} — Rs

est bijective (par la suite, on les identifie implicitement).

Démonstration. Pour (1), on raisonne mot pour mot comme dans la preuve de [9, Proposition
2.0.1]. Pour (2), ¢f [16, II 1.2.2]. O

Notations. ¢ Pour 2 € Rg (resp. 2 € Rz,) et a € Z[p~!] (resp. € Q), on dispose de z* € Rg.
Par abus, on écrira souvent [z]* au lieu de [z%] € W(Ryg).

e Sin € N, on écrit n = (p — 1)g(n) + r(n) avec g(n),r(n) € N et r(n) < p — 1 la division
euclidienne de n par p — 1. En outre, on note s(n) la somme des chiffres de ’écriture de n en base
p:onaalorsn = (p— 1)v,(n!) + s(n), en particulier ¢(n) = vy(n!) + q(s(n)) > vy(n!).

e Si A est un anneau, I C A un idéal & puissances divisées, z € I et n € N, on notera z!"/ la
n-iéme puissance divisée de x.
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On pose :
0: W,(Rs) — S/p"S

(xg,21...) — Zp”x(")

C’est un homomorphisme surjectif de W-algebres, gs-eqmvarlant, de noyau l'idéal principal en-
gendré par &€ = [p] — p ([9, Proposition 5.1.1 & 5.1.2]), ot p € Ry est tel que p(®) = p. 1l induit un
homomorphisme S-linéaire

Os: S @w W(Rs) =5

L’anneau Rg étant parfait, W(Rg) est sans p-torsion. Comme S est plat sur W, il en est de
méme de S @w W(Rg) : on peut donc voir W(Rg) et S @w W(Rg) comme des sous-anneaux des
K-algébres W(Rgs)[p~!] et Sk ®w W(Rg) respectivement.

Définition 4.3. e On note W(Rg)P" (resp. W(Rs)5") l'enveloppe a puissances divisées (com-
patibles avec les puissances divisées canoniques sur l’idéal engendré par p) de W(Rg) (resp.
S @w W(Rs)) relativement a I'idéal Ker(6) (resp. Ker(fs)). On note alors AY.. (S) (resp. Aeris(S))
le séparé complété de W(Rg)PF (resp. W(Rg)2F) pour la topologie p-adique.

e On note W(Rg)"" (resp. W(RS)ISDP) lenveloppe & puissances divisées (compatibles avec
les puissances divisées canoniques sur idéal engendré par p) de W(Rg) (resp. S @w W(Rs))

relativement & 1'idéal 6= (p 1’1/p§) = Ker(0) + [p]' /P W(Rs) (resp. 05" (p'~1/PS) = Ker(0s) +
(12[p]*1/?)S@w W(Rs)). On note alors A ... (S) (resp. Aeis(S)) le séparé complété de W(RS)DP
(resp. W(RS)DP) pour la topologie p-adique.

CI‘IS(

Les anneaux AY,. (S) et AC“S(S) (resp. Aeris(S) et Agis(S)) sont des W-algébres (resp. des
S-algebres) munies d’une action de Gg. On a des applications naturelles ACHS(S ) — AC“S(S ) et
Aeris(S) = Agis(S).

On note ¢ le Frobenius des vecteurs de Witt W(Rg) : il se prolonge a AV, (S) et ACHS(S)
car o(Ker(6)) C Ker(@) + pW(Rs) (resp. o([p]'~/?) = [p|P~!) ont des puissances divisées dans
AZis(S) (resp. AZ,(S)).

Définition 4.4. Le morphisme 6: W(Rg) S s'étend en 0: AV (S) — S et 0 AC“S(S) 5.
Notons JI1 AY,

Vie(S) et JO ]ACHS(S) les noyaux de ces applications. Ce sont des idéaux a puis-

sances divisées de AYHS

r € N, on note JI'TAY,
JURY, ().

Cris

S) et AV, (S respectivement, fermés pour la topologie p-adique. Pour
cris
(S) (resp. JI! ACHS(S)) la 7-iéme puissance divisée de JU AV, (S) (resp.

Onagpflz(uﬂkﬂﬂﬁp—pﬁi(sz(—pV*WﬂP*L%::w(mrfvpﬂ“—pfg,@;ﬁ(—pV*Wﬂpfki

de sorte que

e (p—DI(E M) L W(Rs) € W(Rs)P®

&t
p

1 p—1 .
) = 0, de sorte que ET a des puissances

définit un élément de ACHS(S) Bien entendu, on a 9(51;

—_~—

divisées dans W(Rg) et AY. (S). Pour n € N, on pose

oy _ (N iy & DP
¢ 7( p ) = L < WRS)

et on note son image dans ACHS(S ) de la méme manieére.

Remarque 4.5. Pour tout n € N, on a (M = &£ = %5{"} € pasm)tupla(m)?) Y/ ¢ind

n!

parce que v, (L) = v, (g(n)!) + g(n) — vp(n)) = vy(g(n)) + q(s(n)).
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Proposition 4.6. Les anneauz A% (S), Acris(S), ZAZiS(S) et Aeris(S) m'ont pas de p-torsion.

Démonstration. Cela résulte de ce que W(Rg)PY et V\T(EE)DP (resp. W(Rs)EF et VV(\@)EP)
sont des sous-anneaux de W(Rg)x (resp. Sk @w W(Rg)) qui n’a pas de p-torsion. O

Proposition 4.7. (1) L’idéal J" ]ACHS( ) (resp. JUTAY. (S)) est 'adhérence, pour la topolo-
gie p-adique, de Uidéal de Ay (S) (resp AY.(S)) engendré par {€47} )5, (resp. {€M},5,).
(2) Pour toutr € N, on a gr" Av;. (S) ~ Sf{T} et gr" AV, () ~S¢l]
(3) On a un isomorphisme

CI‘IS(S>/p ACI‘IS(S)
(/resp CI‘IS( )/ CI‘IS(S)

ot 0., désigne l'image de (5 ) (resp. y™TL(E)), ot vy(z) = 2P /p.
(4) Les filtrations {JI"] Cm( Vren et {JITAY. (S)},en sont séparées.

12

RS[5M]m€N/(
Rs[ém]meN/(

= "3%

12

, 08

-1 6 )mGN
)mEN

Démonstration. (1) Posons A = W(RS)[E{”}}%N C W(RS)DP. Il s’agit de montrer que cette
inclusion est une égalité : il suffit pour cela de montrer que I'idéal JI*' A engendré par (§ {"})n EN-o
est & puissances divisées dans A. Soient donc n,i € Nsg : on a
(é—{n})[i] _ 'fm'l o Q(”i)!PfZ("i) ¢{ni}
il(g(n))ipatmiil(g(n)!)ipa(mi

Comme ni = (p — 1)g(n)i + r(n)i, on a g(ni) = q(n)i + q(r(n)i) de sorte que

q(ni)lp?™)  q(r(n)i)! q(ni) a(r(n)i)
il(q(n)yipatmi ! <q( ) --,q(n),q(r(n)i)>p € N0
q(ni)

(car Z.—l!(q(n) q(n) a(r(n)i )) € N+ est le nombre de partitions de {1 ..,q(ni)} en i parties & g(n)

éléments et d’une & ¢(r(n)i) éléments), ce qui montre que (5{"}) € A et I'égalité recherchée. Le
résultat sur JIAY. (S) (resp JITAY. (S)) s’en déduit (resp. est évident).

(2) D’aprés (1), on a JU! ACHS(S) W(Rs) + JUHUAY. (S) : Papplication 6 induit donc un
isomorphisme gr" Ay () —>S£{T} De méme, on a gr” AV, (S ):>§£[T].

(3) D’apres (1), on a

W(Rs)™" = W(Rs) [€],
= W(RS)[ém]meN/(péo - gp_lapém-i-l - 5%)

(ol &y, s’envoie sur 'ym(g)). En réduisant modulo p, il vient

X > \DP , <575 \DP -
Adis(8)/pAL(S) = W(Rs)™" [pW(Rs)™" = Rsldmlmen/ (B, 5 Jmen
On montre de méme le second 1som0rphlsme N
(4) Pour N € N, I'image de J(®=DP"TAY. (S) dans AV, (S)/p A (S) est I'idéal engendré par

{6mtm>ny s ona ) JU AY.(S) C pAmS(S). Mais d’aprés (2), si # € Ay (S), on a pr €
reN
(S) =z € JITAY. (S) (carS n’a pas de p-torsion). Cela implique donc () JITAY. () C
reN
N p" KZIS( S) = {0}, vu que ACHS(S ) est séparé pour la topologie p-adique. On raisonne de méme
neN

pour {J crls(s)}TeN' 0

JIAY

cris

Proposition 4.8. Les anneauz A\ (S) AY. (S) n'ont pas de &-torsion.

cris

Démonstration. Siz € Ay (S)\{0}, il existe r € N tel 1 que z € JITAY (S)\JIFTAY, (S) : son
image dans gr” AC“S(S) est de la forme AU} avec A eS (¢f proposition 4.7 (2)). Alors 'image de
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¢x € JrHUAY. (S) dans gt ALY (S) ~ §§{T+1} appartient & Nso AT Comme S est plat

cris

sur Zp, cette image est non nulle, de sorte que £z # 0. On raisonne de méme avec AY (S). O

cris

Soient S € € et u: T'— S une R-présentation de S. On dispose du composé

T ow W(Rs) 2% § @ W(Rs) 255

que I'un note #,,. Comme u et Og sont surjectifs, il en est de méme de 6,,.

On note (T Qw V\T(\R/S))DP Penveloppe & puissances divisées (compatibles aux puissances divi-
sées canoniques sur (p)) de T®@w W(Rg) relativement & 'idéal 9;1(1)1_1/1@) = (1)~ V/?)(Teow
W(Rs))+Ker(6,,), et Aquis(u) le séparé complété de (T @w V\T(\k;))DP pour la topologie p-adique.

Proposition 4.9. A.(u) est une D(u)-algébre, munie d’une action D(u)-linéaire de Gs.

4.10. Propriétés locales. Dans ce numéro, on fixe une R-présentation u: T — S et on suppose
que T est formellement étale sur W{Xy,..., X4} pour la topologie p-adique, ou (X1,..., X;s) est
un systéme de coordonnées étales de R/W (on a d < d). Comme 6: W(Rg) — S est surjectif, pour
tout i € {1,...,d}, il existe s; € W(Rg) tels que 0(s;) = u(X;). On a alors X;®1—-1®s; € Ker(0,,).
Posons u; = X; ® 1 — 1 ® s;. On note encore u; son image dans Ais(u). Remarquons que Acpis(u)
est une AY . (S)-algébre, comme les u; ont des puissances divisées dans Kcris(u), et comme ce
dernier est séparé et complet pour la topologie p-adique, il existe un unique homomorphisme de
AY. (S)-algebres :

cris
~v ~
I Acris(S>{<u17 RN ud>} - ACTiS(u)
(o IKZiS(S W{(u1,...,uq)} désigne le complété p-adique de I'anneau des polynémes a puissances
divisées en uy, ..., uq a coeflicients dans AZiS(S).)

Proposition 4.11. f est un isomorphisme.

Démonstration. Posons Ty = W{X1,..., Xq} et A:= AV ($){(u1,...,uq)}. Soit

g: To @w W(Rs) = A

(W(Rg)-linéaire). L’application 6 4: A —>§; u; — 0 prolonge 6 et 'application f o g est applica-
tion naturelle. Si n € Ny, on a le diagramme commutatif :

T/p"T —S/p"S

A
T " TOA,TL
-~

To/p"To — A/p"A

Comme Ker(64) et pA sont des idéaux & puissances divisées, il en est de méme de Ker(64,,) =
(Ker(84) + p™"A)/p" A, qui est donc un nilidéal. Comme Ty /p" Ty — T/p™T est étale, il existe
une unique application A\, : T/p"T — A/p™ A (en pointillés dans le diagramme) qui prolonge le
morphisme structural A, : To/p" Ty — A/p™A. En particulier, g se prolonge de fagon unique en un
morphisme g: T ®w W(Rs) — A tel que 8, = 0 409 : comme g(Ker(6,,)) C Ker(64), le morphisme
g s’étend de facon unique en g: Acris (u) — A (par la propriété universelle des puissances divisées
et de la complétion p-adique).

Comme f og: Ty @w W(Rs) — Kcﬁs(u) est Papplication naturelle, il en est de méme de

fog: T ®@w W(Rs) — Acis(u) par unicité, de sorte que f o g = Idx . Finalement, on a

cris(u)
AL Ra(u) % A
f(’ui):Xi@l—l@Si’—} (si—l—ui)—si:ui
v

par KcriS(S)—linéarité, ona fog=1Id4 et f est un isomorphisme. O
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Définition 4.12. Le morphisme fg s’étend en un morphisme surjectif 0 : A cris(u) — 5. On
pose JUI ]Ams( ) = Ker(fg). C’est un idéal & puissances divisées de Ams( ), fermé pour la to-
pologie p-adique. Si 7 € N, on note J'] Kms(u) sa r-iéme puissance divisée. Il résulte des pro-
positions 4.7 et 4.11 que c’est 'adhérence, pour la topologie p-adique, de l'idéal engendré par

{5{"o}u[1n1] ) [nd }neNd“ et que le gradué pour la filtration ainsi définie est :
ln|>r
ng CI‘lS @ Sf{no} ["1] . ul[i"d]
ﬂeNal+1
[n|=r

Notons (AZT le module des différentielles continues (pour la topologie p-adique) de T. Comme T'
est formellement étale sur W{Xj,..., X4} pour la topologie p-adique, alors QT = @le TdX;.

On munit Kcris (u) de 'unique connexion V: Kcris(u) — Kcris( )R QT qui est AcrlS(S)—linéaire,
continue pour la topologie p-adique, et telle que V(u;) = d X; pouri € {1,...,d}. Remarquons que
cette connexion ne dépend pas du choix des coordonnés (X;)1<i<q, car elle est aussi caractérisée
par le fait qu’elle ACHS(S )-linéaire, continue pour la topologie p-adique et prolonge la différentielle
canonique d: T' — QT

4.13. Fonctorialité. Soient 51,52 € € et f: S1 — S2 un morphisme injectif. Notons Eg, une
cloture algébrique de Frac(S;) pour i € {1,2}, et soit f: Eg, — Eg, un morphisme au-dessus de f.
Si A€ Fs, (i.e. A est une sous-Sy-algebre finie de Eg, telle que S1,x — A soit étale), 'anneau
S2,x ®s,  Ar est fini étale sur S x par changement de base : c’est un produit d’extensions
finies étales et integres de Sa i (c¢f [18, Exposé I, §10]). Si N désigne la normalisation de Ss dans
Frac(ASz2), on a N € Zg,. Cela implique que f(A) C N C S, si bien que f(gl) C S5. En
particulier, Papplication f induit des morphismes d’anneaux Rs, = Rs, et donc

(Sl) - ACI‘IS(S2) et (Sl) - Acrls(SQ)

CTIS CI‘]S

compatibles aux Frobenius et aux actions de Gg, (via le morphisme canonique Gs, — Gg, qui n’est
autre que 71 ( Spec(S2,i ), Spec(Es,)) — 1 (Spec(S1,x), Spec(Es,))).

Soient ui: Ty — S7 et ug: To — So des présentations, et f,: u; — us un morphisme de
présentations (donné par un morphisme v: Ty — T au-dessus de f. On dispose alors du diagramme
commutatif

v@W(f)
T: @w W(Rg,) T, @w W(Rs,)

b [

§1 ! §2

qui implique que v® W (f) envoie 0! (plfl/p§1) dans 60} (plfl/p§2), et induit donc un morphisme
:&cris (Ul) — ;‘;cris (u2)

$1) — AY..(S5), & I'action du groupe Gg, et aux connections (ces

derniéres étant induites par les différentielles canoniques d: 77 — QTl et d: T — QT2)

compatible au morphisme Ams(

Supposons maintenant que (v,p): (T = S) — (T RNy ) soit un Frobenius sur u, avec
vs: S — S’ injectif. D’aprés ce qui précéde, on dispose des morphismes v: AY. (S) = AY. (S
et v: Ams( ) — Ams( ). D’apres 3.10 (2), on a le diagramme commutatif

1QW(v)
T @w W(Rs) T @w W(Rg) T' @w W(Rs)
—_— T
6. mod pll/pl i l@u/ mod p'~1/?

g/p171/p§ v gl/p1f1/p§/ Frob gl/p171/p§/
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(ot o désigne ’endomorphisme de Frobenius des vecteurs de Witt W(Rg/)). Cela implique que le

= =~/
composé ¢: T @w W(Rs) — T’ @w W(Rs:) envoie ;1 (p'~1/2S) dans 0,1 (p'~1/2S ). En passant
aux enveloppes a puissances divisées et aux complétés p-adiques, il induit un morphisme

@: gClris(u) — Kc1ris(ul)

au-dessus des morphismes ¢: D(u) — D(u/) et voo: Ay (S) — A

cris

(S’) par construction.

Remarque 4.14. Notons Ais(u) le séparé complété pour la topologie p-adique de I'enveloppe
a puissances divisées de T @y W(Rg) par rapport a I'idéal Ker(6,,) (on a un morphisme naturel
Agis(u) — Kcris(u)). Comme g ne se factorise via le Frobenius que modulo p!~* et pas modulo
p, lapplication ¢ n’induit pas d’application Acyis(u) = Aeris(u’). Cest la raison pour laquelle on
travaille avec Kcris(u) plutdt qu’avec Acyis(u).

4.15. Sections horizontales.

Lemme 4.16. (cf [23, Proposition 8.9]). Soient A une Z,-algébre plate, séparée et compléte pour
la topologie p-adique. On note o/ = A{{u1,...,us)} le séparé complété, pour la topologie p-adique,
de Uanneau des polynomes d puissances divisées A(ui,...,us), et Q = ﬁd/A = @lesz{dui
le module des différentielles continues (pour la topologie p-adique) de < sur A. Soit M un o -
module projectif de rang fini muni d’une connexion intégrable topologiquement nilpotente V: M —
M R oy Q. Le A-module de ses sections horizontales .#V=C est alors projectif de méme rang que
M. En fait on MV ~ M |1 ot I C o est l'adhérence, pour la topologie p-adique, de l’idéal
a puissances divisés engendré par uq, . ..,us. En outre, 'application naturelle

A R4 MV — M
est un isomorphisme de modules a connexion.

Démonstration. Pour i € {1,...,8}, posons D; = V(d/du;): # — A : c’est un opérateur

0 il et

A-linéaire topologiquement nilpotent. Si n = (n1,...,n5) € N°, posons ulzl = | R

) .
Dr =TJ[,_, D;". La somme

P= Z (—u) pn
neN?
converge vers un endomorphisme A-linéaire de .#. Si f € & et m € .#, on a P(fm) = f(0)P(m).
On a donc I.# C Ker(P). Comme P(m) =m mod I.#, on a en fait Ker(P) = I.#. Par ailleurs,
comme D; o P =0, on aIm(P) C.#ZV=" et donc Im(P) = .#V=" parce que P yv=0 =1d_gv=o.
Il en résulte que P est le projecteur sur .# Y =" parallelement & I.#, et P induit un isomorphisme
M)A V0.

Notons a: &7 @4 # V=" — .# Tapplication naturelle : sa réduction modulo I est un isomor-
phisme. Comme I C rad(A) (parce que & est complet pour la topologie p-adique), le lemme de
Nakayama implique la surjectivité de a. Les /-modules &7 @ o .# V=" et .4 étant projectifs de
méme rang, cela implique que « est un isomorphisme. (I

Si (M, V) est un cristal sur u (¢f définition 3.30), on dispose du lxcris(u)-module a connection
Acris (u) ®D(u) M.

zis(s)-module (Kcris(u) ®D(u) M)v:

(;‘;cris(u) ®D(u) M) /I( ;‘;cris(u) ®D(u) M)

(ou I est l’adhérence, pour la topologie p-adique, de l’idéal d puissances divisés engendré par
U, ..., uq). Il est donc projectif de méme rang que celui de M sur D(u). Il est libre si M 1’est. En
outre, ’application naturelle

Proposition 4.17. Le A 0 est égal a

)V:O iy

gc1ris(u) ®KV (Kcris (u) ®D(u) M — Acris(u) ®D(u) M

eris (5)
est un isomorphisme.
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Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.11 et du lemme 4.16 appliqué & A = KZiS(S) et
M= Acris(u) AD(w) M. (I

En appliquant la proposition 4.17 au cristal trivial (D(u),d), on en déduit :

Corollaire 4.18. Kcris(u)vzo = Kzis(s)-

Sur le A, (S)-module M := (:Acris(u) ®D(u) M)VZO

cris
en posant JUIM = JITAT, (8) @5v o M et Fil" M = (J Acyia () ®p) M)V’ pour r € N.

eris (S)
Proposition 4.19. Pour toutr € N, on a :

(1) FiI" M = JI'IM ;

(2) gr" M := Fil' M/Fil' ™ M ~ gr" AT, (S) @5 (S @p(uy M).
Démonstration. On a déja JU'IM C Fil” M pour tout r € N. Comme la filtration {Fil” M},cn est
séparée (car c'est le cas de {JI"] Acris (u)}ren), il suffit done, pour montrer (1), de vérifier que I'ap-
plication f,.: JIIM/JITIM — Fil” M/ Fil"t' M induite sur les gradués est un isomorphisme.
On a le diagramme commutatif a colonnes exactes :

0 0

i i

J[TJrl] Kcris(u) ®D(u) M L J[T] ;&cris(u) ®D(u) M Q7 ﬁT

J J

TV A i () ®p(u) M —Y s glr=1] Acris(u) ®p) M @1 Qr

i i

d ~ ~
8" Acris (1) ®@puy M —= gr" ! Agris (1) @p () M @7 Qr

| |

0

, on définit deux filtrations décroissantes

(ou lapplication ds sur gr” Kcﬁs(u) ®p(uy M est déduite de d: gr" Kcﬁs(u) — g1 Kcﬁs(u) T SA)T
en tensorisant par M au-dessus de D(u), i.e. I'action sur M est triviale). Le lemme du serpent
fournit un homomorphisme injectif Fil” M/ Fil"** M — Ker(das). Comme M est plat sur D(u),
on a Ker(dy) = Ker(d) ®p(y) M. Comme

gr’ :’&cris(u) ~ @ §§{""}u[1m] . ~ul[ind]
neN9+H!
|n|=r

(¢f définition 4.12), on a Ker(d) :§§{T} = gr" AY. (S), de sorte qu'on a une application injective
gr: Fil" M/ P M — g AT, (S) @pguy M =~ JIIM/ T+ M

(le dernier isomorphisme provenant de la platitude de M sur D(u)). On a g,-o fr = Id ji pq/ gir+11 015
donc f, est bien un isomorphisme, ce qui prouve aussi (2). O

Soient maintenant (N, V) un cristal sur u et fs: S ®p(u) M — S @p(,y) N un homomorphisme

S-linéaire entre les évaluations des cristaux associés en (Spf(S), Spf(S)). On note N le AY..(S)-
module (Kms(u) ®D(u) M) V=0,

Proposition 4.20. fg induit un unique morphisme de KZiS(S)—modules filtrés f: M — N dont

le gradué est Idgr. iV (s) ®sfs (cf proposition 4.19).

Démonstration. Comme M est projectif sur D(u) et D(u) — S surjectif, il existe fp): M — N

o~ A

relevant fg. Ce dernier induit un morphisme L(fp(y)): M @p(u) L(QT) = N ®@p() L(QT) entre les
linéarisés des complexes de de Rham (¢f [6, Construction 6.9]), et donc un morphisme f: M — A
en prenant le H° (¢f [6, Theorem 6.14]), ce qui montre existence. L'unicité est immédiate. O
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Soit (v, ) un Frobenius sur u (avec v = (vr,vs),¢ = (o1, ¢s): (T = S) — (T" N S”)). On
dispose alors d’un morphisme de Frobenius (v, p): Acis(u) = Acpis(u’).

Définition 4.21. Un (v, p)-module sur AC“S(S) est la donnée d’'un AC“S(S) module projectif de
rang fini M et d'un opérateur de Frobenius dpg: M — Aya(S)y ® /\/l qui est p-linéaire

cns

c’est-a-dire tel que dr(Am) = @(A) @ paq(m) pour tout A € A, (S) et m € M. Cela équivaut &
se donner I'application AZiS(S’)—linéaire 1®@¢pm: le(sl) iV ($)

M - ACrls(S/)’U M

M d’une structure de

RESNE)

Remarquons que, puisque ¢ = o o v, cela munit v* M = A, (8", ®

(57).

Proposition 4.22. Soit (M,V,¢r) un @-cristal sur u. Alors M = (Kms(u) ®p)y M
n (v, p)-module sur Ay (S).

cris Av (S)

cris

o-module (au sens usuel, ¢f définition 4.23) sur ACrls

)VZO est

Démonstration. Le Acris(u)—module A connexion 4 = Kcris(u)v ®p(u)y M est muni d'un opérateur
de Frobenius ¢_yz: M — Acris(u')y % /// dont le linéarisé n’est autre que

;&crls( ) (1 & ¢I\/I) CI‘IS( I)Lp ®D(u) M — Kcris(ul)v ®D(u) M
Comme D(u) = Aais(u) 2 Agis(u/) = D(u) & D(W') = Aes(w) (¢f section 4.13), ce dernier
est une application

M — ;&cris (U/)v ®% M

Amm@7w®lm4w Acris(w)

Il Il
M KCris (UI) &

Acris (U/) & M

AYL(S)

cris

AYL(9)

cris

(¢f proposition 4.17). Comme ¢y, est horizontal pour la connexion V de M, il en est de méme de
¢.« pour la connexion de .. En particulier, le ACHS(S )-module .# V=0 est muni de l'opérateur
de Frobenius induit par ¢_z. O

Définition 4.23. (1) Un o-module sur AL (S) est un AY; (S)-module projectif de rang fini
M, muni d’un opérateur de Frobenius ¢ M M — M qui est o-linéaire c’est-a-dire tel que
da(Am) = a(N) ® daq(m) pour tout A € ALy (S) et m € M.

(2) Soit 1 € QNI0,1[. La hauteur de Hodge d'un o-module (M, ¢rq) sur ACHS(S) est

H(M) =inf {1 —p,we Q, p* € det(drm) Cm( )/ [P “Ams )} €10,1—p)

Si (M, ) est un (v, p)-module sur AV, (S), on munit M’ = AY, (S'), M d’une

BRY..(5)

cris

S’) en posant

cris (

Orrt Aig(S)e ®

structure de o-module sur A Y.

M

!
M — Acrls(S )U ALVm(S)

a®m— o(a) @ prm(m)

AV (5)

cris

En particulier, si (M, V, ¢) est un <p—cr1sta1 sur uw et M = ( CrlS( u) @p(uy M) V=0 le (v, p)-module
associé, on dispose du o-module ACHS(S’) BV ./\/l sur ACHS(S’).

cns

4.24. Soient (.#,®) un F-cristal surconvergent sur X et Spf(S) C V, Spf(S’) C V,x ,V (avec
X

S, 5" € C) des ouverts affines tels que ¢(Spf(S’)) C Spf(S) et p(Spf(S’)) C Spf(S) (¢f remarque

3.11). Soit u: T — S (resp. w': T — S’) une W-présentation, et posons Z = Spf(D(u)) (resp.

Z' = Spf(D(u'))). Alors (A z,®) est décrit par un @-cristal (M (u), V, dps(uy) sur u. Posons alors

M(U) = (gcris( ) ®D(u) M( ))

(d’aprés la proposition 4.22, c’est un (v, p)-module sur AY. (S)). I définit une structure de o-
module sur

v=0

M) = A5iu(8)0 @37 (5 M(w)

cris
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(Pégalité provenant de la proposition 4.17 en étendant les scalaires par v: Acs(u) — Acrs(u’) et
en prenant les sections horizontales).
Par ailleurs, posons

Ms = lim H((Spec (S/p'~1/75)/ Spec(Wn) s i spis) )

n€N>o

c’est un Z,-module muni. Par fonctorialité, le morphisme ®: ¢*.# — 1*.# induit un morphisme

FI‘Ob* 6*% Spf(sl))

5 lim HO((Spec (5’/p1_1/p§')/Spec(Wn))Cris,a*///‘spf(sl))

2, lim HO((Spec (g’/plfl/pg’)/Spec(Wn))cris,Z*///‘spf(sz))

i.e. un opérateur de Frobenius c* Mg — Mg:.

Proposition 4.25. Avec les notations de 4.24, on a un isomorphisme canonique
Hu: M(u) = Mg

compatible aux Frobenius.

Démonstration. On a S /p*~/PS = lim A/p'~Y/PA, de sorte que

AeIs
p/PeA

Soit A € F5 telle que p'/? € A. 1l existe un morphisme surjectif f: (T/p"T)[Xss1,-- -, Xm] —
A/p'=/PA : notons D, l'enveloppe & puissances divisées de Ty := (T/p"T)[Xs41,- .., Xm] Te-
lativement au noyau de f, compatibles aux puissances divisées sur D(u). L’anneau D4 est une
D(u)-algebre, et d’apres [6, Theorem 7.1], la cohomologie de .#)sps(s) est canoniquement donnée
par ’hypercohomologie du complexe de de Rham a puissances divisées

M (u) @p(u) Pa @14 7, yw,
Comme Spec(A/p'~1/P A) est affine, on a en fait
HY (( Spec(A/p' /P A)/ Spec(W,)) .., | Spf(S))
= Ker (M(u) @b Da ~2 M(u) ®p(u) Da O QTA/Wn,)

(ont V4 est la connexion déduite de la connexion V sur M(u)). On a

Qr,w, =Ta ®r Qr @ @ TadX;
i=5+1

de sorte que
HY (( Spec(A/p'~1/PA)/ Spec(W,)) ... Spf(S))
5 Ker (V: M (u) @p(u) Ea = M(u) @p) Ea @7 (AZT)
ou B4 = Ker (DA — @;16“ DAdXZ-), si bien que

Ms S lim Ker (V: M(u) @p lim Ea = M(u) @p) lim Ea @7 Or)
nEN~q AeIs AeIs
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Comme dans [9, Proposition 9.3.2], on a lim Ey = Acris(u)/p™ Acris(u), si bien que
AeSIs
V=0

MS 5 (Acris(u) ®D(u) M(U))
(rappelons que M (u) est projectif sur D(u)). O

4.26. Le sous-cristal presque unité.

Proposition 4.27. (Théoréme de décomposition). Soit (M, ¢ry) un o-module sur A (S')
muni d’'un sous- ACHS(S’) module Fil M'. On suppose que :

(a) FilM’' et M'/FilM’ libres sur AY.(S") de rang s et r respectivement ;

(b) aw (FILM') C [p]'7HM;

(c) HM /Fﬂ./\/l )y=w € QNI[0,1 — u[ (¢f définition 4.23) ;

(@) w< A5t

217

Alors M := Fll./\/l’ + [p|* M’ est un sous-o-module de ./\/l’ libre de rang r + s sur Ay ('), et il
existe un unique sous-o-module (U', dyyr) de M’ sur A (S') tel que :

(1) HU') = ((p = Dr + Dw

(2) M' =U' ®Fil M.

En outre, U’ ne dépend que de (]\Z’, dnm) et pas du sous-module Fil M.

cris

Démonstration. Soit B = (e1,...,€s,€541,--.,€rts) une base de M’ adaptée a Fil M’. Alors M

est libre sur ACHS(S’), de base (e1,..., €5, [P)Yest1,- -, [P]“erts)-
Existence et unicité de U’. 1l s’agit essentiellement d’adapter la preuve de Dwork sur Iexistence
du sous-F-cristal unité ([14, Theorem 4.1], [25, Theorem 4.1]). Dans la base B, la matrice de ¢/

est de la forme : .
—nA O ~
(L[gl—uB D> € My, (Acvris(sl))
ou A € M, ( crlS(S’)), BeM,,( crls(S’)) CeM,,( crls(S’)) et D e M, ( CrlS(S’)). Il s’agit

de trouver une matrice n € M, , (ACHS(S’ )) telle que le sous-module U’ de M’ engendré par

(mzl > (on I, € M,(Z) est la matrice identité) soit stable par ¢ 0 o*. Comme

om0 () = (B st =0y
2t [P}~ Bo(n) + [pl" D
on en déduit que c’est le cas si et seulement s’il existe DeM, ( CHS(S’ )) telle que
{mlma(m +[pC =nD
(B Bo () + [ D = [pD
La matrice de ¢y dans la base de U’ ainsi construite est alors
D= [p]'"*""Bo(y) + [f]"" "D
= [ﬂ(pfl)wD(IT +[p]**P* D' Ba(n )
Soient D* la comatrice de D et § = det(D). Ona 6! = a[p] ™% avec a € AC“S(S'), et
D = [p|*=VD(L, + afp)'~*~P+V* D* Bo(n))
= [p]*~ V" DU ()
avec

U(n) =1, +afp]' "~ "+ D* Ba (n)

M’ /Fil M’ n’est pas un o-module sur Kcvris (S”), mais ¢ o induit un opérateur de Frobenius sur sa réduction
modulo [p]!~#.
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Comme 1 —p— (p+1)w > 0 et p est nilpotent dans KZiS(S’)/p Kzis(S’), la matrice U(n) — I, est
nilpotente modulo p, de sorte que U(n) est inversible dans M,. (AcriS(S ! )) car inversible modulo p.
On a de plus det (15) = [p]®= Vv det(D) det(U(n)), de sorte que

HU)=@p-Drw+HM)=((p—1)r+1)H(M)

Ainsi, il s’agit de voir qu’il existe n € M, - (Kv (S’)) unique telle que

cris

(%) [p]'~* Ao (n) + [p]"C = n[p]* =" DU ()
Comme U(n) € GL, (ACHS(S’)), équation () peut de rééerire n = ([p]*#~ P~V Ax(n) +
[p]“C)U(n)~*D~1, soit
n="(n)
avec
U(n) = a([p]' """ Ao(n) + C)U(n) ' D € My, (Agi(S")
Comme [p|P~! = pl([p]~/?)lPl € pAY. (), l'anncau A, (S') est séparé et complet pour la
topologie [p]-adique : il suffit de prouver que l'application ¥ est contractante.
Soit 1,z € Myr ( CHS(S’)). Posons

U=U(n)

V = R Ao () + C € Moy (A(S)

W = —alp]' PO D Bo(a)U (n) 7t € [T ML (A(8)

on a

U(n+z)—¥(n) =a((V+[p]'" " P As(x))(U - WU)"' =VU)D

= a((V+ [ As(@)U (L = W)~ = VUT)D
= a(ml—u—prg(x)U +(V + [5]1 P A (1 1 Z W’")

c ml—u—(zﬂrl)w M., (Kv. (S’))

Cris

Comme 1 —p— (p+1)w > 0 (vu que w < 2,; T < p+1 par hypothese), lopérateur ¥ est bien

+
contractant : 11 admet donc un unique point ﬁxe ce qui achéve la preuve de I'existence et 'unicité

de U'.
Indépendance par rapport & Fil M’. La famille des vecteurs colonne de la matrice

(6 o)

construite plus haut est une base du ACHS(S' )-module M’ adaptée & la décomposition en somme
directe. Dans cette base, la matrice du Frobenius ¢ est de la forme

e () EARPNED

avec det(D) | [p]((P=Dr+Dw_ Gj n € N+, la matrice de @'ty est alors

(Lbptp™ D (=u=w) 5 (A4) - g"1(A)

n—1 _ [ﬂ 0
Yo(¥)---o" ) = < [ﬁ]p"*u—u—w)An 50(15) e Un_l(ﬁ)>

(avec Ay yq = [p|+ptF2" " DA-n=w) By(A) ... o"(A) + [p]P" (== Do (A,) pour tout n € Nsg).
Cela implique que

¢ (FIM') C [plr" (i) (ML)

[p](Hpt-tp" ) (p=Dr+ 1wy C O (U
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si bien que

P

[13]* —= ((p— 1)T+1)W¢M (//\Z/) A M C ([mp (1—p—w)=Z= ((p—1)r+ 1w Fil M ) ou

Comme w < W—Jrzﬁ—l, on a nl;m Pl —p—w) — p;%f(( —1)r + 1)w = 400 : comme ACHS(S/)
est séparé et complet pour la topologie [f)] adique, le ACHS(S’ )-module
m [13']* — ((p—1) T+1)w¢M (M/) n M/
n€N>o
ne dépend que du o-module M’ et pas de Fil M/, ce qu’on voulait. O

Plagons-nous sous les hypothéses du paragraphe 4.24. Supposons en outre que (4, ®) est un F-
cristal surconvergent de Hodge isotrivial sur X, de hauteur de Hodge < %, et que Fil Aspe(s)

p—1
et Mspi(s)/ Fil Mspi(s) sont des S-modules libres (de rang s et r respectivement). Remarquons que

le Frobenius Mg — Mg induit un endomorphisme semi-linéaire ¢g- de Mg:. Pour € € QNI0, 1],
notons pr,: Mg — Ay (5)y ® 3y (S, (Mg /[p)*Ms/); m + 1 ®m le morphisme de réduction

modulo [p]¢ (notons qu’il n’est pas ACHS(S’)-linéaire),
Théoréme 4.28. (1) Le sous- ACHS(S’)—module
MS/ = prl__u (Ker(l ®as/)) + [ﬁ’]wMS/ C MS/

est libre de rang r + s (ou ¢g, désigne la réduction de qﬁsf modulo [p]* ).
(2) Il existe un unique sous-o-module Us: C Mg: sur ACHS(S’) tel que :

(i) Us: soit libre de rang r, facteur direct dans ./\/ls/
(i) HUs:) = ((p—1)r + 1)H(///)

Par unicité de Ug:, ce dernier est stable par l'action de Gg/ sur Mgr.

Démonstration. On peut supposer que u et u’ sont des R{X }-présentations, ou la structure de
R{X}-algebre de S et de S’ est donnée par X — p'/N avec N € Ny tel que p/N € S,5" et
assez grand tel que Nu, NH(.#) € N. Fixons (v, ¢): u —= «’ un Frobenius sur u. On suppose
que v est une inclusion " C T”, et que p(X) = XP. On dispose alors (¢f proposition 3.31) de
¢IVI(u) : D(u')g, ®D(w) M(u) — D(UI)U ®D(w) M(u)
Fixons une base B = (e1,...,e,15) de M(u) (Pévaluation de .# en Spf(S) — Spf(D(u)))
telle que la base u(B) de .#syf(s) soit adaptée a la filtration Fil Zspe(s) et telle que la matrice
1—p
e — (P A B
s = pl—pc D
Fil M (u) le sous-D(u)-module de M (u) engendré par {ei,...,es} : il releve Fil Asyf ().
Relevons maintenant la matrice ®g dans M, 4(D(u)) en posant

xNl-maAg B
(I)D(u/) = XN(l—M)é D
(ot ﬁ, B et C sont des relévements de A, B et C respectivement). Cela fournit un morphisme de

D(u')-modules D(u’), ®puy M(u) — D(u')y @pruy M(u) = M(u') (distinct de ¢ar,) a priori).
D’apres la proposition 4.20 et sa preuve, le morphisme

Adis(8")o ® M) = M(u)

€ Mg4,(S") de @ vérifie les conditions de la définition 3.22. On note alors

RV (s

cris

induit par ce dernier sur les sections horizontales coincide avec 'opérateur induit par le Frobenius
.

Soient X1, ..., X5 un systéme de coordonnées locales de R/W et X;511,..., X4 un systéme de
coordonnées locales de T'/R{X }. D’aprés la proposition 4.11, on a

KleiS(u/) = gcvris(‘sd){<u05 UL,y .- >ud>}
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ottug = X — PN, u; = X — [sz] ou s; € Rgr est tel que s “{O) = u(X;) (cf proposition 4.17). Pour
1 <1 <4, on peut prendre s; = X avec X € Rr. Comme (///, ®) est isotrivial, on peut en outre
supposer que det(D) = X5 --- X; avec t < 4.
Rappelons que
M(Ul) =~ (gcris(’u/) ®D(u’) M( /))/I/( ~cris( /) ®D(u’) M(U/))
=~ (Acris(ul) ®D(w) ( ))/I ( crls( v ®D(w) ( ))
ot I’ est 'adhérence pour la topologie p-adique de idéal & puissances divisées de Kms(u’ ) en-
gendré par ug,...,uq. On a @(ug) = XP — [f)]p/N € I' et pour i € {1,...,6}, on a p(u;) =
or(X;) — )] = XP — [5]P mod XN(- W Acris(u)) et done o(us) € (uo, us, [P ) Acris (1),

s(u
ce qui implique que o(I) C I’ + [p]' #Aqis(v) : la base B de M(u) induit une base B
(P(1®e1),...,P(1®erys)) sur M(u'), dans laquelle la matrice du Frobenius est

=_ (A B
[p)*-+C D
(parce que c’est vrai modulo [p]!~# d’aprés ce qui précede) avec det( N) = [X; - X;] mod [p]*HAcus(u).
Par hypothese, on a det(D) | p* donc det(D) | [p]* avec w < 7_1. On note

FllM(U/) = (KCTIS( ) ®D(u FﬂM( ))/I/( Crls(u)v ®D(u) FﬂM(u))
le sous Acyis(u/)-module de M (/) engendré par I'image de {e1,...,e;}. On a
S(FilM(u')) C [P M(u).

Via E,/ (¢f proposition 4.25), le sous-module Mg correspond au sous- ACHS(S')—module

M) = pril, (Ker(1® G pyury)) + [0 MW/
ol on note encore pry_, le morphisme M(u') — ACHS(S’)G BV (51 (M) /[p]* M (u')) de ré-
duction modulo [p]' 7 et ol 1®¢ 4,y désigne la linéarisation du Frobenius sur M (u')/[p]* "*M(u').

La matrice de ce dernier dans la base B déduite de B est

= () B) € Mers (A8 REu(5")

Si X = (;;) € Myysr (KZiS(S’ /Ip)t* KZiS(S’)), ona ®X = 0 si et seulement si BXy = 0
et DX5 = 0. Comme det(D) | [p]”, cela implique X2 € [p]"#~* M, (Ayi(S")/ 1] " Asss(S")).
Ainsi, on a

Fil M(u') € M(u') C FilM (') + [p]“ M (u')

(parce que w < 1 — p —w), de sorte que
M(u') = FiLM(u') + [p]* M (u)

La proposition 4.27 appliquée au o-module M (u') muni de Fil M(u') fournit un sous-o-module
U) C M) = FlM@W) + [p| M(u'), qui ne dépend que de v’ et pas de Fil M(u’). Posons
alors

Us: = S U())

11 reste & montrer que Ug/ est indépendant de u'.
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Soient u): T{ — S" et uh: Ty — S’ deux R-présentations. On dispose alors de la présentation
uy @ uh: T{®rTH — S’ : considérons le diagramme

TI®RT)

Id 1 1®Id
T{y ‘\®T2/

! wou, T

’ ’
Uy Uy

S/
Comme .# est un cristal, on en déduit des isomorphismes
M (u @ uj)
D(u} ® uh) ®p(uy) M (ui) D(u} ® uy) @puy) M (us)
Les modules Fil M (u}) et Fil M (u}) définissent deux filtrations de M (u} ® uj).

En étendant les scalaires & Agis(u] ® uf) et en prenant les sections horizontales, on a des
isomorphismes

e V=0
(Acris(u) ® uh) @p(u;guy) M (u] ® ub))
= T
g v=0 ~ v=0
(Acris (Ull & Ulz) ®D(u'1) M(UD) (AcriS(ull ® ul2) ®D(u’2) M(ué))

Notons que d’apres la proposition 4.17, on a KCHS( ) ®xv M(ul) = Kcris(u;) ®D(ul) M (ul),

Lr]b

(")
de sorte que

Aeris(t @ 1) ® M) 55 Rerio () ® ) @y M (u])

Al (87)
et done M (uf) = (Kms(u’l ® U5) @D (ut) M(U;))V:O pour i € {1,2}. On a donc les isomorphismes
canoniques
M (uy @ up)
/ \
M (uy) M (up)

La proposition 4.27 appliqué a M(u}), M(uj) et M(u} ® uh) fournit des sous-o-modules U (u}),
U(ub) et Uy @ub) sur AV, (S) (remarquons qu'ils ne dépendent pas des sous-modules Fil M (u)})

cris

et Fil M (u}) d’apres la proposition 4.27). Par unicité dans la proposition 4.27, on en déduit des
(57) :
U(uy ® up)

= ™~

U(ui) U(us)

On a alors le diagramme suivant :

U(u)) —— ./\/l (u}

isomorphismes canoniques de o-modules sur ACrls

qui permet de conclure. (I
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Remarque 4.29. (1) D’aprés Dwork (¢f [13]), pour le relévement excellent de Katz-Lubin du
Frobenius, le Frobenius du cristal unité de la famille de Legendre surconverge, mais ce n’est
pas le cas pour le relevement naturel p(A) = AP. Il en résulte que le théoréme précédent n’est
pas valide au niveau de cristaux sur Spf(.5).

(2) Bien siir, les modules M (u') et U(u'") dépendent de u’ et ne sont a priori pas munis d’une
action de Gg/ pour laquelle =, serait équivariant.

4.30. Données de recollement. Plagons-nous sous les hypotheses du paragraphe 4.24 dont on
conserve les notations.

Soient Spf(S2) C Spf(S1) C V deux ouverts affines, avec Sy, So € €. D’aprés le paragraphe 4.13,
si on fixe un morphisme Eg, — Eg, au-dessus du morphisme injectif S; — So, on a des morphismes
S, — S5 et AY (S1) — KZiS(SQ). En particulier, on a un morphisme 51/p1*1/p§1 — S3/pSs

cris
qui, par fonctorialité de la cohomologie cristalline, induit un morphisme Mg, — Mg, et donc,
zis(Sg)—linéarité, un morphisme

Y
f52151 : Acris(SQ) ®XV

cris

par A

(S1) Msl — M52

compatible aux Frobenius ainsi qu’a l'action de Gg, .

Proposition 4.31. L’application fs, s, est un isomorphisme, et sous les hypothéses du paragraphe
4.13 pour Sy, elle induit un isomorphisme

Y
f52151 : Acris(Sé) ®XCV“S(51)

Démonstration. Soient ui: T1 — S7 et ug: To — So des présentations et v = (vr,vg) un mor-
phisme de présentations. On suppose Spf(Si) assez petit pour que les Sj-modules Fil #sy(s,)
et Msps(s,)/ Fil Msps(s,) soient libres. Le morphisme v induit un morphisme D(u;) — D(uz), et
comme . est un cristal, on a un isomorphisme

D(’LLQ) ®D(u1) M(ul) :) M(’LLQ)

Z/[Si — US;

De méme, on dispose d’un morphisme Kms(ul) — Kms(uQ) (¢f paragraphe 4.13) : en étendant
les scalaires & Acps(uz2), on en déduit un isomorphisme

Kcris(ul) ®D(u1) M(Ul)) 5 Kcris(u2) @D (uz) M (u2)

Acris (U’Q) ®Xcris (U1) (

Comme on a Kcris(ul) ®xv M(up) > Kcris(ul) ®D(uy) M (u1) comme modules & connexion, on

Cris(Sl)
a

V=0 7V
(Acris(u2) @3 1) (Acris(w1) @p) M(w1))) " = Acis(92) @39 ()
et I'isomorphisme précédent induit un isomorphisme

AV, (S) ® M(uy) = M(us)

cris

M(uq)

eris (U1

oY
Acris(sl)
en prenant les sections horizontales. Via les isomorphismes =, et =,,, on a le diagramme com-
mutatif

e
Acris (52) ®vam, (51)

1®Zu, l Buy

M(ur) ——= M(u2)

Y
Acris (52) ®XLVT;:. (51)

ce qui prouve que fg, s, est un isomorphisme.

Mg, ——— M,

v

Le fait que fg, g, induit un isomorphisme Kcris(Sé) XY (51 Us; — Usy résulte de I'unicité de
cris 1

Us; (cf théoréme 4.28). O
L’ouvert V est connexe et réduit donc irréductible : soit €2 une cloture algébrique de son corps

des fractions. Si Spf(S) C V est un ouvert affine avec S € €, on note Eg la cloture algébrique de
Frac(S) dans Q.
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Soient Spf(S7) et Spf(S2) deux ouverts affines de V. Comme X est quasi-projectif, 'intersection
Spf(S1) N Spf(S2) = Spf(S1,2) est affine. Supposons S1,Se € € et Spf(S1) et Spf(S2) assez petits
de sorte qu’on dispose de présentations wuj, us et uq 2 de Si, Sz et Sy 2 respectivement telles que
Fil Asp(s,) et Msprs,)/ Fil Mspe(s,) soient libres sur S; pour i € {1,2}. Par construction. on
dispose de morphismes compatibles Es, — Es, , et Es, — Es, , : on dispose des isomorphismes

f31231 f31232 ~
uS’ HZ/lS/ <—Acrls( {,2) ®

Al (81, ® Us,

et donc d’un isomorphisme de transition

AYi(sD) AY(SD)

-1 AV
fS2,S1 = fSl,z,Sz © fS1,27S1: Acris( 1,2) ®XV(S )US’ _>ACI‘IS(SQ,2) AV (85) US’

cris

Soit Spf(S3) C V avec S3 € € tels que les Sz-modules Fil .#sye(s,) et Msp(s,)/ Fil Msp(s,) soient
libres. On a la relation de cocycle

1®fsy,51

Crls(5123) AV (S)u

cris

CTIS(Sl 2 3) AV (8)) US{

CI‘IS(Si ,2 3) ®A¥.§(S/) U A
Remarque 4.32. On peut penser que le site de Faltings est le cadre naturel pour traiter le pro-
bleme de recollement. N’ayant besoin que de techniques cristallines, nous nous sommes contentés
de faire les choses a la main.

5. LE MODULE SYNTOMIQUE

5.1. Définition du module syntomique. Soit (M, ¢) un o-module sur A (S).

(1) Si A est une ACHS(S )-algébre séparée et compléte pour la topologie p-adique et n € N, on
note J™ A I'adhérence, pour la topologie p-adique, de 'idéal de A engendré par {1},
C’est un idéal a puissances divisées.

(2) Soient A, A’ deux ACHS(S)—algébreS séparées et completes pour la topologie p- adique, et
S) et
A € A, ot 0 désigne 'endomorphisme de Frobenius de ACHS(S )). Supposons en outre A’ sans
p-torsion.

On a o(p]) = [P? = (£ +p)? = & +p*n = p(y(§) +pn) avec n € Z[¢] (ot v désigne
Papplication x — a? /p), donc

cris (

¢: A — A’ un morphisme o-linéaire (i.e. tel que <p(a)\) o(a)p(N) pour a € A,

m

o) = (0 () — )™ = B ((E) +pn — 1)

) = m = q(m) — vp(g(m)!) = (p — 2)q(m) + r(m) — Lm=slelm)
(p—2- p—il)q(m) +r(m) > 4 (m) +7(m) > 0 (car p > 3), on a o(JHA) € pA’ : comme A’
dé

p—1
finir 'application o-linéaire

Comme v, (

est sans p-torsion, on peut

1 JUA = A
A= p(A)/p
(3) Soit de plus v: A — A’ un morphisme ACHS(S )-linéaire. On dispose alors d’un morphisme
syntomique
THA By 5 M2 N gy () M

qu’on note .7 (v, ¢, (M, ¢)) (ou, par abus, on note 1 le morphisme Id ). Il est Z-linéaire, et si
A, A’ sont munies d’une action continue de Gg et si v, ¢ sont Gs-équivariants est continus pour
la topologie p-adique, il en est de méme du morphisme syntomique. Le module syntomique

V(v,¢,(M, ) := Ker (L (v,¢,(M, $)))
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est alors un Z,-module. Si M est en outre muni d’une action semi-linéaire continue de Gg,
qui commute & Paction de ¢, le Z,-module V(v, ¢, (M, ¢)) est muni d’une action linéaire
continue de Gg.

5.2. Quelques propriétés de AY,;.(S) et ACHS(S). Fixons une suite ¢ = (§("))neN eW" de
racines primitives p”-iémes de 1'unité, telles que (C (”+1))p = ¢ pour tout n € N, de sorte que
(€Rw CRs. Onpose w = =L =1+ [CJYP + -+ [¢]'YP € W(Rg) : c’est un générateur

)77 —1
de Ker(0) C W(Ryg), de sorte que £ € wW(Rg)*, et
e —_1)n1
t=102l] = > T (10 - 1)1 € Aun(®,) € AT (9) € ALL(S)
n=1

rappelons que (t) = pt et P~ /p € Awis(Z,) ([31, Corollary A3.2] et [16, Théoréme 5.2.7]) : on
pose alors

tn
Hny — (41 [q(")]tr(n) _
(= /2) p1™q(n)!
En outre, t1} divise ¢/ dans AV, (S) (¢f [31, Sublemma A3.8]). Si 7 € N, on pose
[T] AYI‘IS {.T E ACTIS(S)’ (vm E N) (10 ( ) E FllT AYI‘IS(S) J[T] AZI‘]S(S)}

Ona IOAY, (S) = AV (), et

cris

IMTAY. (S) = { Z antt™, (Vn > 1) a, € W(Rs), nhnolo apn, = 0}

(cf [16, Proposition 5.3.1] et [31, Proposition A3.20]).
Lemme 5.3. On a [¢] — 1€ tAY, . (S).

n ne (=1 g
Démonstration. On a [(] —1 =exp(t) — 1 = t( 21 tn_l) Comme tn!l = wt{"q} €
n=

qin — ) Z, "1 (car n — 1 = (p — Dvp(n!) +s(n) — 1> (p— Dvy(n!) = g(n — 1) > vy(n!)) et

lim vp(q(n — 1)!) = 400, la série de terme général t:, converge dans AY.. (S). O

Lemme 5.4. On a AY,.(S) = W(Rs) + IP"TAY . (S).

Démonstration. Comme AV, (S) = ITAY. (S) = Z W (Rg)tint 4 1lp=1 AV,

cris cris

(9), il s’agit de

montrer que pour tout n € {0,...,p — 2}, on a ¢t{™} E W(RS) + 1= AY

wis(S). D’aprés le lemme
(S). On a alors

. \Y
5.3, on peut écrire [(] — 1 = at avec a € A ;.

t = log([¢]) — 14 Z —1)"

= 71+Z Dt =[] —1+0b

avec b € T2I AV

cris

(S).Sin<p—1, on adonc
[ = = (]~ 1) = ([ - 1" +z()waw

On a b e IPAY, (S) (car TUTAY. (9).IVAY . (S) < I+sI AV, (S) en vertu de [31, Lemma

cris cris cris cris

A3.10 (1)]), donc bit"—7 € [[*+3] AY . (S), de sorte que

t € (I¢] = )" + IPFU AL(S) € W(Rs) + 11T AT (S)

cris

On pose I(P=1} AY = {z € Jlr=2 AY.(S), (Vm € Nso) ¢™(z) € JP=1] KZiS(S)}.

CI'IS cris
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Lemme 5.5. On a W(Rg) NI~ AY. (S) = ([¢] — 1)?*2([411/10 —1)W(Rs).

Démonstration. Observons déja que W(Rg) N ITP=1AY, (S = {& € FiI’~ 2W(Rs), (Vm €
N-o) ¢™(z) € Fil’ "' W(Rs)} : cela résulte de I'injectivité de gr" W(Rp) = S«ET gAY (S) =
§§{T} pour tout r € N (¢f proposition 4.7 (2)).

Soit z € W(Rg) N IP~UAY. (S). On a bien str z € IP-2W(R ) ([¢] = 1)P2W(Rs) :
éerivons z = ([¢] — 1)P=2y avec y € W(Rs). Pour m € N+, on a ¢™(z) = ([(]P" — 1)~ 2<pm(y).
Ona ([C]pm—l)p_2 = ([(]-1)P~2aP=2 = P 2([(]V/P —1)P~2aP~2 avec a = 1—|— {4+ L, de
sorte que ([¢JP" —1)""* € FilP2 W(Rg) \ Fil’ "' W(Rsg) (car 6(([(]V/? —1)a) = (¢V) —1)p™ £ 0).

On a donc ¢™(y) € Fil' W(Rg) pour tout m € Nsg, i.e. o(y) € INW(Rg) = ([¢] — 1) W(Rs),
doty € ([(JVP = 1) W(Rs), et donc = € ([¢] - 1)P*([¢]'/? — 1) W(Rs).
L’inclusion réciproque est évidente. (I

Proposition 5.6. L’application naturelle W(Rg) — ACHS(S) induit un isomorphisme
W(Rs)/([¢] = P[P = 1) W(Rs) S AL, (S)/ T AT (S)
Démonstration. Le fait qu’on ait une telle application et son injectivité résultent du lemme 5.5.

Comme 1P~ AV, (§) c IP=1} AY, (5) : le lemme 5.4 implique que
AYI‘IS(S) + I{p 1} ACI‘IS(S) W(RS) + I{p 1} ACI‘IS(S)

Pour montrer la surjectivité, il suffit donc de prouver que ACHS(S ) =AY (S)+T1tr—1} ACHS(S ), i.e.
que pour tout m € Nsg, ona &8 € AV, (§)+1tP~1} ACHS(S). Comme £{m} = (¢lp- })[q(m)]f’”(m),
et comme & € w W(Rg)>, il suffit de voir que pour tout n € N, on a (w!{?~ 1})[n] e AV (S) +
Jate 1}Ac <(9).
L’image de @ dans Rg est (C1/? —1)P~! : on a w = ([¢]'/? — 1)?~! mod p W(Rs), donc
w7 = (Y7 = DY mod pW(Rs) = ([¢] ~ 1) mod p W(Rs)
= (I¢] = DP2([¢)"” —=1) mod pW(Rs)

ce qui implique qu’il existe z € W(Rg) tels que w?~! = pz + ([¢] — 1)P~2([¢]*/? — 1). Comme
@,[¢] — 1 € Ker(0), on a aussi z € Ker(f) (car S n’a pas de p-torsion), ce qui implique que x a
des puissances divisées dans AY._(S). Pour n € N+, on a donc w®~1" = Yo pt il (([¢] -
=) (e — 1)t drou

CI‘IS(

(= = gl 4y
avec y = Y1, p~ (1] — 1)7~2) ()7 — 17", Montrons que y € P~ AT (S).
Ona ([¢]-1)P~2([¢]"/P —1) = @~ 2([(]'/? = 1)P~". Comme ([(]'/? —1)P~" = @ mod p W(Rs),
il existe z € W(Rg) tel que ([¢] — 1)P~2([(]'/P —1) = @P~! 4 pzwP~2. Pouri € {1,...,n}, on a

P (1) = 1P (VP = 1) = pi (P 4 prwt )l

=p' 3 (@) (o) (et )
§=0
_ (w{pfl})[j]zifj(wp*Q)[i*j] c Jlp=2] KZiS(S)
§=0
ce qui implique que y € JIP~2] Acrls(s)‘ Par ailleurs, si m € N, on a
e (7 (1) = 1) = 1) =5 (T =) e -y
_1)(p=1)i
e W= — W(Rs)

e (@ W(Rs) c JPIAT,(S)

m
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(car [(] = 1| [¢]P™ " = 1eti>1), et donc ™ (y) € JP~UAY, (S), ce quon voulait. O
5.7. L’anneau A,(S).
Définition 5.8. On pose
Ao(8) = W(Rs)/([C] = )" *([¢]'" = 1) W(Rs)
D’apres la proposition 5.6, on a

Ao(S) =~ Al (S) /TP~ AT, (S)

cris

Comme [{P—1} KZiS(S) C Ker(#), 'homomorphisme 6 induit un morphisme 0: Ay(S) ~ 5. L'an-

neau Ag(S) est muni d’un endomorphisme de Frobenius et d’une action de Gg induits par les struc-
tures correspondantes sur W(Rg). Comme Ker (§: W(Rg) = 8) = ¢ W(Rs), on a JHAG(S) =
§Ao(S5).

Corollaire 5.9. L’application Rs — S/pS; x — x1 induit un isomorphisme

AO(S)/Z’AO(S);RS/(CUP - 1)(%1)2735 %Rs/ﬁpilegg/plfl/pg

Démonstration. D’apres la proposition 5.6, il suffit de voir que I’application f: Rg — S/pS; x —
21 induit un isomorphisme Rg/(¢/? — 1)P~V*Rg 3 §/p!=1/PT. L’application f est surjective,
et son noyau est I'idéal engendré par pP. L’anneau Rz, est de valuation : notons vg la valuation
normalisée par vg(p) = 1. Ona vg({ —1) = nlirgop"v(g(”) —-1) = ;I_’—l, de sorte que UE((Cl/p -

1)(7”*1)2) =p—1=wvg(pP~!), ce qui implique que (¢1/P — 1)P-1° ¢ 'p”pflRép. O

Lemme 5.10. 01(§) est inversible dans Ao(S) ~ Kzis(S)/I{p_l} Kcvris(S).

Démonstration. On a 01(€) = % —1=-1—¢P mod pAY

dans AY. (S)/p AV, (S), de sorte que oy (€) est inversible dans AY,

cris cris

(S) et £l a une image nilpotente
(S) (ce dernier étant complet

pour la topologie p-adique), et a fortiori dans AY (S) et dans Ag(S5). O

cris

Dans tout ce qui suit, on fixe un relévement u € W(Rg) de I'image de o1(§) dans Ag(S)
W(Rs)/([¢] — 1)P72([¢]'/? — 1) W(Rs). D’aprés le lemme 5.10, 'image de u modulo (p, ([¢] —
1)P=2([¢]M/P — 1)) est inversible, il en résulte que u € W(Rg)*.

Lemme 5.11. L’anneau Ao(S) = W(Rs)/([¢] — 1)P~2([¢]'/? — 1) W(Rs) n'a pas de p-torsion.

Démonstration. Soient x,y € W(Rg) tels que pr = ([QA] — 1)P72([¢]Y/? — 1)y. Modulo p, on en
déduit (¢V/P — 1)®=D*5 = 0, j.e. pP~'7 = 0. Comme S n’a pas de p-torsion, anneau Rg n’a
pas de p-torsion, de sorte que 7 = 0. On a donc pz € p([¢] — 1)P~2([¢]*/? — 1) W(Rs), et donc
z € ([¢] = 1)P72([C]M? — 1) W(Rs) vu que W(Rs) n’a pas de p-torsion. O

Lemme 5.12. Si o € Q- , anneau Ao(S)[T] n'a pas de ([p]|*T — p)-torsion.

Démonstration. Soit f = ZTJLO anT™ € No(S)[T] tel que ([p]*T — p)f = 0. On a donc pag = 0
et pan4+1 = [p|%ay pour 0 < n < N. Le lemme 5.11 et une récurrence immédiate impliquent que
an, = 0 pour tout n € N, et donc que f = 0. O

Sia € QnN[0,p— 1], posons

Ra(8) = 8o(8) [Ta] / (F1°Ta—p) R0(S)[T0] = W(Rs) [i} JUA-17"2(10Y7-1) W(Rs) [ 5

[p) [fﬂ—“]

Clest une A, (S)-algébre munie d’une action de Gs. Si a > 0, elle a de la p-torsion. En effet, on

cris

peut écrire [p|P~! = p!([ﬂlfl/p)[p] de sorte que

I~ = pA
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avec A = (p — 1)!([p]'~ 1/p)[p] € AY..(S). On note encore A son image dans Ag(S) : on a
p(PIP1 " = ATo) = PP (p — [PI"Ta) = 0
dans KQ(S).

Lemme 5.13. Sia € [0,p—1], le noyau de la multiplication par p dans Ao (S) est lidéal engendré
par [p|P~17 — \T,.

Démonstration. D’aprés les lemmes 5.11 & 5.12, 'anneau A = Aq(S)[T,] n’a pas de p-torsion et
pas de ([p]*T, — p)-torsion : on a le diagramme commutatif & lignes exactes :

0 AT Aa(S) ———=0
0 AT Aa(S) ———=0

et la suite exacte 0 = A & A — (Rg/PP 'Rs)[Ta] = 0 (¢f corollaire 5.9). Le lemme du serpent
implique donc que

Ker (p: Aa(S) = Aa(9)) = Ker (p°Ta: (Rs /PP~ Rs)[Ta] = (Rs /PP~ Rs)[Ta])
=P T (R /PP Rs) [T

vu que Rg n’a pas de p-torsion et @ < p — 1. Comme

PP (Rs /PP Rs)[T0] = pP ' ¥ (A/pA)

= P71 (Aa(S)/pAa(S)

(car [p]P=1=2([p]*T — p) a une image nulle dans A/pA) : I'inclusion

([P~ = ATw)Aa(S) C Ker (p: Au(S) = Aa(S))
est donc une égalité. O

Définition 5.14. Si o € QN[0, 1], on note A,(S) le séparé complété, pour la topologie p-adique,
du quotient de A, (S) par sa p-torsion. D’apreés le lemme 5.13, on a

Aa(S) = lim Ao (S)[Tu ]/ ([P1*Ta — p, (1P~ 7% = ATw, p") Ao (S) [ T

(remarquons que la notation est consistante pour oo = 0). Etant le complété p-adique d’un anneau
sans p-torsion, A, (S) est sans p-torsion.

L’homomorphisme §: W(Rg) — S induit §: Ag(S) — S. On prolonge ce dernier a Ag(S)[T,]
en posant 0(7,) = p'~*. On a alors [p]*T, — p, [p|P~17* — AT, € Ker(), de sorte que ce dernier
induit un homomorphisme de AY, (S)-algébres 6: Ay (S) — 5.

Posons ‘
ba =[P~ Tu = B
On a &, € Au(S) et 0(€2) = 0. Pour n € N, homomorphisme @ induit
On: Ao(S)/p"Ao(S) — S/p™S
Lemme 5.15. Sia € QN[0,1[ et n € NsgU{+0o0}, on a
Ker(0) = € (Aa(S)/p"Aa(S))
et EaMo(S) NP A (S) = p"EaMa(S).
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Démonstration. On a bien stir &, (Aa(S)/p"Aa(S)) C Ker(6,). Par ailleurs,

(Aa(S)/P"Aa(8)) /€a(AalS)/P" Aa(S)) = Aa(S)/(P": €a)Aa(S)
= Ao(S)[Ta]/([P)*Ta — p, [P)P ™'~ = AT, [B]' ™ — Ty ") Ao (S) [T ]
= Ao(8)/(&p")Ao(S) ~ §/p"S

(car O([p]P~2 — \) = 0) ce qui prouve I'égalité lorsque n € Nsg. Le cas n = +o0 s’en déduit en
passant a la limite.
Comme A, n’a pas de p-torsion, on a le diagramme commutatif a lignes exactes

n

0 Aa(S) —Z— A (S) —= Au(S)/p"Au(S) —= 0
Lo |
0 s .§ S/p"§ ——=0

Le lemme du serpent fournit la suite exacte
0= Eaha(S) L5 Eaa(S) = AalS)/p"Au(S)
ce qu’on voulait. O

Lemme 5.16. Sip >3, on a A = w[p|P~2 + ppu avec w € Ag(S)* et u= (2w + 1)[p|P=3 + [p]P~2
mod pAo(S). En outre, on a w — 1,w? +w+ 1 € Ag(S)*.

1 _ p—1 ) .
Démonstration. On a A\ = % = gpp S > (pzl)pzflépflﬂ :ona
i=1

A= €t (p- 1)+ p@=lE=20er3 mod p?Ag(S)

=€ 4 (- D(FP2 - plp - 2EP%) +plplP*  mod pPAo(S)

= £ 4 (p— P - plpP ™ mod pPAo(S)

(car p > 3). Etudions maintenant I'image de fp: dans Ag(S). Comme w et £ sont des générateurs
de Ker(#) dans W(Rg), il existe v € W(Rg)* tel que £ = vw.
Ona (X —1)P = XP — 1+ p(X — 1)A(X), et donc (X — 1)P~! = 2= 4 pA(X) avec A € Z[X]
(on a A(1) = —1). On a donc ([¢(]*/? — 1)P~! = @ + pA([¢]*/?) d’'ott
@ = (V7 = 1P = pPAY)OY = )P mod P W(Rs)
= ([P = )PP D —p?A([(]VP)w? ! mod p® W(Rs)

Comme ([(]V/7 —1)? = [¢] = 1+ p([(]"/? — 1) A([¢]"/?), on a

(VP =P~ = ([ = )P +p(p = DAYV = 1) ([() - )P
— ——
(-2 1) = (/P 1)p-2cop—2
+P? (3D AYP(IYP = 121 = )P mod p* W(Rs)
—_——
= (/P 1)p-3cop=3
ie. ([P = 1P@=D = ([¢] = P2V — D + pA([CVP)([CVP = 1P ((p — NP~ +
PA([¢]YP)wP~3) mod p* W(Rs). Comme
([TY? = 1P~ ((p — D@2 + pA([(]YP)w??) = (w + pA([(]7)) (0 — 1)@ ~2 + pA(I]7) P )
=(p—-1x’! modp* W(Rs)
on a en fait

([P = 1pe=1) = ([¢] = 1)P2)([¢]V? — D) + plp — DA([(]')@”~ " mod p* W(Rs)
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et donc
@ = ([¢] = P[P = Dw +p(p — 1)A([C]1/p)wp71 — P A([VP)=" ™ mod p® W(Rs)
= ([ = ")V = Dw = pA([]/")w" " mod p*w W(Rs)
(parce que p?> W(Rgs) N Ker() = p>ew W(Rs)). On a donc
= =p ([ = )PV = 1) — A7) mod p? AT(S)

e{r-13 AY, (S)

cris

de sorte que wz;l = —A([¢]YP)P~2 mod p*A(S). Cela implique que

o —priE s = pA([YP)E? mod pPAg(S)
= —vA([V") ([P = p(p — 2)[F*)  mod p*Ao(S)
On a donc
A= —vA(YP) (B2 + 20017 %) + (p — DI — plplP~* mod p?Ao(S)
= w[p]"™* +pp

avec w = —vA([C]MP) =1 et u= —(2vA([C]Y?) + D)[p]P~3 + [p]P~2 mod pAg(S).

Il reste donc & montrer que w,w — 1,w? + w + 1 € Ag(S)*. Comme Ag(S) est complet pour
la topologie p-adique, il suffit de le montrer modulo p. Comme ¢'/? — 1 est nilpotent dans
Ao(S)/pAo(S), il suffit en outre de le montrer modulo [¢(]'/? —1. Onaw = —vA([(]'/P)-1=v—1
mod ([¢]*/? —1) W(Rs) parce que A(1) = —1. Il suffit donc de montrer que v —1,v—2,2—v+1 €
W(Rs)*. Comme ¢ = vw, on a p = 7(CY/P — 1)P~1 dans Rs/pPRs. On dispose de 1'iso-
morphisme d’anneaux 6; : RS/'p”pRS%S/pS x> x1; on a 01(p) = p'/P et 6;(¢V/P) = (@),

ce qui implique p'/? = 01(7)(¢® — 1)P=! : il suffit de montrer que si x = ﬁ, alors
z—1,z—2,22—z+1 € §*. Comme ((¥—1)P = (M —14p(¢P-1)A(¢(®), donc (¢ —1)Pr~1) =
(M =1)P=t = p(¢® = DACE) (M = 1)P72 mod p?5, et ((V) = 1)P~ = pA(¢™M), on a

_ (2) _1yp(p—1) _ —
P= S = ACD) - (P - AP = 1P mod pS
=—-1 mod (¢ -1)8

(parce que A(Qil)) = —1 mod (¢ —1)8, vu que A(1) = —1). Cela implique que 27 = —1
mod (¢ — 1)S d’ott z = —1 mod (¢® — 1)S, et donc linversibilité de = — 1, 2 — 2 et de
22 —x+ 1, car p &€ {2,3}. O

Proposition 5.17. On a
(Rs /PP~ *Rs)[Tu]

A (S)/pAa(S) =~ = —
(SPRelS) = o R TR ) T
St a < %, le noyau de la multiplication par &, sur Ao (S)/pAa(S) est l'idéal engendré par pP~

2
Démonstration. On a

( )/pA ( ) O(S){Ta} ~ (Rs/ﬁp_lRS)[ ] ~ (Rs/ﬁp—l—aRS)[Ta]
(0, [P1*Te — p, ATo = [PIP717%) (T, AT — pP=179) (p°Ta)
parce que AT, a une image nulle, puisque divisible par p*T,, en vertu du lemme 5.16 (rappelons

que a < 1).

Supposons a < %, et soit © € Aq(S)/pAa(S) tel que Enz = 0. Ecrivons = = Z x, T avec
29 € Rs/pP 1 *Rs et ¥, € Rs/p*Rs si n > 0, nul pour n assez grand On a « < 1 — «, donc
pl=T,, = 0, si bien que p* %z = p' %z, donc £,z = Pl %y — Z 2, TP = 0. Cela implique

que p*~%wg = 0 dans Rg/pP~ 1R, i.e. que zg € pP~2Rg/pP~1~ O‘RS et que x,, = 0 pour n > 0.
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On a donc @ € pP~2(Ao(S)/pAa(S)). Réciproquement, on a &,pP~2 = pP~ 17 — pP=2T,, = 0 dans
Ao (S)/pAn(S), d’apres ce qui précede (rappelons que p > 2). O

Proposition 5.18. Sia < %, on a

ga (Aa (S>/pAa(S)) = ga (RS/ﬁpiliaRS) D gaTaKa
avec Ko = (Rs/DP*Rs)[Tw]. En outre, la multiplication par &, induit un isomorphisme
Rs/PP*Rs = €a(Rs /PP~ " Rs)
Démonstration. La premieére assertion résulte de la proposition 5.17. Pour la deuxiéme, soit x € Rg
tel que &, a une image nulle dans A, (S)/pA4(S) : d’apres la proposition 5.17 on a p! =%z — T,z €
P2To(Rs /PP 1" Rs)[Ty], ce qui équivaut a pt~“x € pP~17*Rg et x € p*Rg. Comme Rg n’a

pas de p-torsion, cela équivaut donc & = € pP~?Rs. O

5.19. Le module syntomique sur A,(S). Si a € [0,1/p[, le Frobenius ¢ sur W(Rg) passe au
quotient modulo ([¢] — 1)P~!, et induit un morphisme o-linéaire

©: Ao (S) = Apa(S)
tel que ¢(Tw) = Tpa (car ¢([p]*) = [p]P*). On dispose en outre du morphisme naturel v: A, (S) —
Apa(S), qui envoie T, sur [i)](p_l)o‘Tpa. Ce dernier ainsi que ¢ sont continus pour la topologie

p-adique, et Gg-équivariants. Si (M, ¢) est un o-module sur AY (S), on peut donc définir le

cris
morphisme syntomique

FaM) = (0.0,(M,0) s TUAL(S) B57 (o M EZT Ao (8) Bzy o M

(rappelons que Ap, est sans p-torsion) et le module syntomique
Vo (M) := Ker (S5 (M))

c’est un Z,-module topologique muni d’une action continue de Gg.
On a JMAG(S) = €A¢(S) donc JMAL(S) = €A (S) = [p]“€aAa(S) (lemme 5.15), et

P(6a) = 0 = Ty = Ty (2 1) = Ty (©

Comme Ap,(S) n’a pas de p-torsion donc pas de Tpq-torsion, on peut définir
¥
Olo = 7—: Ao = Apo
po

Si @ € Aa(S) B3v ()

(1,0 ® ¢ = [p]"0 @ 1)(§ax) = 01(£) (¢ @ 9)(z) —E(v @ 1)(2) = (1 @ ¢ —v @ 1)(£x)

de sorte que le diagramme

eris (S) \%

[p]a Apa (S) ®’A'Cvr]b (S) M

M, on a

/
_ ©1,a®@¢—[p]*v®1
Sala($) B3y, (5) M

Posons

V/a(M) = Ker((pl,a Q¢ — [ﬁ]av ® 1) C goonz(S) ®KV(S) M

(), la multiplication par [p]* induit donc un isomorphisme
Vo (M) = V(M)

(Ao (S) n’a pas de [p]®-torsion parce qu’il n’a pas de p-torsion et [p|*T, = p dans A, (5)).
Le but de la majeure partie de ce qui suit est de montrer que, lorsque M est libre de rang r,
de petite hauteur de Hodge, et « est convenable, le Z,-module V(M) est libre de rang r.

v

cris

Si M est plat sur A
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Remarque 5.20. L’intérét du Z,-module V. (M) réside dans le fait qu’il se préte plus au dé-
vissage que V(M) (c¢f proposition 5.21). Comme 'a également observé le rapporteur, lorsque
a # 0, 'énoncé du lemme 5.15 est faux si on remplace &, par £.

S)-module (pas

Ces constructions s'étendent de fagon immédiate au cas ott M est un AV (

nécessairement projectif) muni d’un endomorphisme o-linéaire.

Proposition 5.21. Soient o € QNI0,1/p[ et (M, drm) un o-module projectif sur ACHS(S). Pour
tout n € Nsg, la suite

0= Vo (M/p"M) % Vi (M/p" T M) — V,(M/pM)
est exacte.

Démonstration. Comme Ao (S) C Aa(S) et Apa(S) sont sans p-torsion par construction, on a
les suites exactes

0 = &aha(S)/P"Eala(S) L faAa(S)/p"+1£aAa(S) — &ala(S)/PEala(S) =0
et 0= Apa(S)/P"Apa(S) = Apa(S)/P" " Apa(S) = Apa(S)/PApa(S) = 0
Par ailleurs, on a
en vertu du lemme 5.15 : comme M est pI‘OJeCtlf sur AV, (S), on a le diagramme & colonnes
exactes :

0 0

| ~ |

#1,a09—[p] " v®1

faAa( )®~Cvns( 9) (M/pn./\/l) Apa(S) ®Acvrls(s) (M/pn./\/l)

i 1,006~ [F]"v@1 I
Mo (S) ® iV s (M/p" M) —————— Apa(S) DIV () (M/p"TIM)

\ P1,000— (5] v®1 \

gaAa(S) ACVHS(S) (./\/l/p./\/l) , Apa(S) ®ACV“S(S) (./\/l/p./\/l)
¥ ¥
0 0

et la proposition résulte du lemme du serpent. ([

5.22. Etude de V/ (M /pM). Soient r € N+g, 4 € M,.(§/pS) et
fa: (8/pS)" — (S/pS)
X — Ao(X) +p/PX
L’application f7 est F-linéaire. Soit 8 € Q ﬂ[ , pp 12) [ On a
fz(pl—(hrﬁ)/pX) = pP A (X)) 4 pt PP X = pt PP (pp—2—(1—1/p)ﬂZU(X) +X)
de sorte que f= induit un homomorphisme F,-linéaire
fA,,g (S/Pl (1+'8)/p5) (§/p1—[3/p§)7"_

Lemme 5.23. Supposons p > 3. Soit A € M,.(S/pS) telle que p* € det(A) avec e € [0,1/p].

(i) Pour tout Y € (S/pS)", l’ensemble fz_l(Za(Y)) est non vide ;

(i) si f € QNI0,2[, on a dimp, (Ker(fzﬁ)) =r
Démonstration. (i) En effectuant le changement de variable Z = X — Y € (§/pS)", il s’agit de
résoudre I’équation
(1) Ac(Z)+pYP(Z+Y) =0
dans (S /pS)". Comme p° € det(A), il existe B € M,.(S/pS) tel que BA = p°1d.
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Il existe S € Fg tel que p'/?,p= € S, A, B € M,.(S/pS) et Y = [yi]1<i<a € (S/pS)". Choisissons
des relevements A, B € M,.(S) et Y = [§i]1<i<qa € S” et posons
h;ﬁ}’;: 57;( — 57}(
Z— AZW) £ pt P (7 +Y)

(ot ZP) = [2P]; <<, pour tout Z = [z]1<i<, € S[p~']"). On a
U=p°BAeld+p'°M,(S) C GL.(S)
vu que S est séparé et complet pour la topologie p-adique. Pour Z € S[p~!]", on a alors

A hs5(2) = 29 4+ p /P U B(Z + V)

Eerivons U~1B = [cijli<ij<r € l\/lr(g) et posons

T

~ Lo N
A= S[Zihsigr/(zf +pl/re Zlcm(zj + yj))lgig
‘7:
C’est une §-a1gébre libre de rang p”. En particulier, elle est séparée et complete pour la topologie
p-adique. La matrice jacobienne du systéme d’équations (Zf + pl/p—e Z;Zl cij(Z; + ﬂj))
1<i<r
est égale a

Ja=pD+p'/P*U'B
ott D = diag(Z"™",..., ZP~"). On a donc

JaA = pYP(1d+p'~V/PDA)
Comme A est complet pour la topologie p-adique, I'image de Id+p'~1/ PDA dans M, (A) est
inversible, de sorte que I'image de J4 dans M, (Ag) est inversible : la Sk-algébre Ax est étale.

Il existe donc p” morphismes de §-a1gébres A — Sk, qui correspondent & p” vecteurs colonnes Z
dans S, qui satisfont Z®) 4+ p'/P=¢U-1B(Z +Y) = 0, ce qui équivaut a h45(Z) = 0. Posons

alors vp(f) = sup {:L' €Q, p’zZ € gr}. Ce n’est pas une valuation, mais on a
vp(/Z\(p)) = pvp(é) =1/p—e+ ’Up((/j_lé(é\ +Y)>1/p—ce+ vp(ﬁ_lé) + inf {’UP(Z),’UP(}/})}

et doncpvp(i) > 1/p—e+min {vp(f), 0} vuque vp(ﬁ’lﬁ) >0et vp(f/) >0, et donc vp(Z) > 1;2’)8
i.e. Z € 8”. Les réductions modulo p des Z sont des solutions de (1) dans (S /pS)".

(ii) Supposons désormais Y = 0. D’aprés ce qu’on vient de voir, I’ensemble E+ de solutions de

I'équation h o (X) = 0 dans S*. est de cardinal p”, et est inclus dans S”. La réduction modulo
p'~(+A)/PS fournit une application
pB: EX — Ker(fzyﬁ)

Montrons que c¢’est une bijection si 5 € Q N[0, 2_[. B
Surjectivité de pg. Soit Z € Ker(fz ;) C (S /pt=(+A)/PG) 11 faut montrer que Z peut se

relever en une solution de I’équation h;O(X ) = 0 dans S”. L’application h 7o est une application

polynomiale a coefficients dans ST on applique I'algorithme de Hensel. Quitte a agrandir S , on
peut supposer que Z € (S/p'=(*+A/PS)" Posons § = 1 — (2 + B)/p. On a § € Q. parce que
p > 5 et B < 2. Par construction, il existe Z, € ST qui releve Z et tel que hgyo(Zo) € pl_ﬂ/pgT.
Soient n € N et Z, € S" relevant Z, tels que hX,o(Zn) € pt=A/rtnigr Ferivons hX,O(Z”) =
pl=A/Ptndy,  On a alors

hZo(Z" +p1—(1+ﬂ)/p+n5X) = pl-F/pindy, +p1—(1+5)/p+n6JA(Zn)X mod p2(1—(1+5)/p+n5)§r



34 BRINON, O. AND MOKRANE, A.

Comme 2(1—(1+3)/p+nd) = 1—/p+(2n+1)8, on a f(Z,+p'~A+A/pind x) ¢ pl=B/pt(n+1)d gr
si et seulement si p! ~A/P+OY, 4 pl=(FB)/ptnd 1 (7 VX € pl=B/pt(n+1)igr e

PYPY, 4+ Ju(Zn)X € pt/PToST

Comme on I'a vu plus haut, on a p'/? € det(J4(Zy)), done Ja(Z,) € GL.(S[p~Y]) et Ja(Zn)"! €
p~YPM,.(S). Ainsi, f(Z, + p*~1HP)/pHnd X)) € pl=B/p+(n+1)0 g7 i et seulement si

X = —pPJu(Z,)"'Y,, mod p’S"

en particulier, si Z, 11 = Z,—p' /P J4(Z,)7Y,, € ST ona Zyy1 = Z, mod pt=(1+8)/pnigr
(de sorte que Z, 1 releve Z) et f(Z,41) € pl=A/p+(n+1IGr T suite (Zn)nen converge pour la
topologie p-adique dans S™ vers une solution Z de hZ, 0(X ) = 0 qui reléve Z, ce qui montre que
pp est surjective.

Injectivité de pg. Soient X7, X5 € S™ de méme réduction modulo p*~(+#)/PS7 . on peut écrire
Xo=X14+YavecY =p? Y €8 et f/ >1— (14 )/p. On a alors hao(X2) = g (X1) +
PP Ja(X1)Y' mod p*#'S7. Si hzo(X1) = hz (X2) =0, on a alors

Y € pP Ja(X,) '8 C pf ml/PEr
d’apres ce qui précede, si bien que v,(Y) = 8’ +v,(Y’) > 28" — 1/p. Comme

Br=v,(Y)=21-(1+8)/p>1/p
vuque p > 5 et f <2, on en déduit v,(Y) = 400, c’est-a-dire Y = 0, ce qu’on voulait. O

Remarque 5.24. (1) Le lemme 5.23 implique que pour tout 8 € QNI0,2[ et YV € (S/pS)",
Pespace affine fz_lﬂ(Aa(Y)) est de dimension r sur F,.
(2) L’ensemble des solutions de (1) dans (S/pS)" est infini (si Y = 0, il contient p'~/?(S /pS)")
c’est seulement sa réduction modulo p'~'/? qui a p” éléments.

Soit (M, ¢) un o-module libre de rang 7 sur Ao(S)/pAo(S). Si a € QNI0,1], on dispose du
morphisme syntomique

SM,a J[l] (AO(S)/pAO(S)) B Ag(S) (ﬂ/ﬁpilfam) M (M/ﬁpflfaﬂ)

Proposition 5.25. Supposons p > 3 et que p*® € det(1 @ ¢7) avec € € [0,1/p[. Alors on a
(i) p* M C Im(¢zz) = Im (Sﬂ,o) ;
(ii) Si o € QN[0,1[, le Fp-espace vectoriel Ker (sxz,,) est de dimension r. Il est muni d’une
action continue (pour la topologie discréte) de Gs.

Démonstration. On a JIU(Ag(S)/pAo(S)) = £(Ao(S)/pAo(S)) (en vertu du lemme 5.15), de sorte
que
TH(A0(8)/Ao(5)) @4(5) /pa(s) M PM C M
Par hypothese on a pP° € det(1 ® ¢z;) : on a pM C pP*M C Im(¢77) (rappelons que o est
surjectif sur S/pS d’apres la proposition 4.2), de sorte que sy o (PM) = (01(&) ¢z — pld) (M) C
Im (¢7) (car 01(§) a une image inversible dans Ag(S)/pAo(S) ~ Rs/PPRs d’apres le lemme
5.10). Montrons l'inclusion réciproque.
Rappelons qu’on dispose de ’isomorphisme

Rs/PP~'Rs 55 /p' 1P
($0,$1, .. ) = T

qui envoie p sur p1) = pl/», o . o o
Soient e = (eq,...,e,) une base de M sur §/p'~1/P5 et A € M,.(§/pS) relevant la matrice de

—01(§)¢x; dans la base e. Par hypothese on a p° € det(A) (car 01(€) a une image inversible dans
Rs/PPRs). Soient 2 € M et (x1,...,2,) € (S/p'~/P8)" ses coordonnées dans la base e. Si X
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est le vecteur colonne dont les composantes sont x1,. .., x4, les coordonnées de sx; O(ﬁx) dans la
base e sont les composantes du vecteur —(Ao(X) + p*/PX).

Soient y € M, (y1,...,yr) € (S/p'~Y/PS)" ses coordonnées dans la base e et Y le vecteur
colonne dont les composantes sont y,...,y,. D’aprés le lemme 5.23 appliqué avec 8 = 1 + a,
'équation Ao(X) 4 p'/PX = Ao(Y) admet exactement p” solutions dans (S /p'~+e)/Pg)r,

Avec a = 0, cela prouve l'inclusion Im (qﬁﬂ) C sﬂ,o(ﬁ/\/l), c’est-a-dire 1'égalité (i). Par ailleurs,
cela implique que Ker (sﬂ a) est un Fj-espace vectoriel de dimension r. Ce dernier est muni de
laction induite par Gg (parce que cette derniére commute au Frobenius). Elle est continue pour
la topologie discréte car elle Pest sur (S /p'~1/25) : cela prouve (ii). O

Proposition 5.26. Supposons p > 3. Soit (M, drm) un o-module libre de rang v sur AY (S).

cris
Supposons que pP* € det(1 @ ¢r7) avec € € [0,1/p[. Alors Vo (./\/l/p./\/l) est un Fp-espace vectoriel
de dimension v, muni d’une action continue (pour la topologie discréte) de Gg.
Sia e QN0,1/p[, on a

1,a®0—[p]*v®1

~ Vi (M/pM) @ £,To Ker (¢ © ¢| Ko B39 () M/pM)
Démonstration. La premiere assertion résulte de la proposition 5.25 appliquée a

M = (A0(5)/pAo(S)) @37 M

D’apres les propositions 5.17 et 5.18, on a
€a(Aa(S)/PAa(S)) = &a(Rs /PP~ Rs) ® CaTuKa
avec Ko = (Rs/p*Rs)[Tu] et
(Rs /PP~ P*Rs)[Tpal
(PP Tpa)

Apa(S)/pApa(S) ~
Par ailleurs, on a

(P10 ® ¢ = [P0 @ 1)(§az @ m) = 01(§)p(r) @ ¢(m) — Ev(x) ©®m

de sorte que 1.4 ® ¢ — [p]%v ® 1 envoie £, (Rs /PP~ *Rs) ®xv ) M dans le facteur

(RS/ﬁp_l_paRS) ®X¥1>(S) M
de (Apa/hpa) B3y (g M ot EaTuFo Oy o M dans le factenr Ty (Aya/phpa) S3v o M.

Via les isomorphismes

TU(Ao(S)/pAo(S)) = E(Rs/PP~'Rs) == Rs /'~ ?Rs ~> £a(Rs /P~ ~"Rs)
(¢f proposition 5.18), on a
Vo (M/pM) S Ker (91,0 ® ¢ — [p]*0 ® 1/€a(Rs /PP~ *Rs) ©xv

eris (5) M)
M, ona

Enfin, si z € K, Qzv )

(@l,a ® ¢ - [ﬁ]av ® 1)(§aTaz) = Ul(g)Tpa((p ® ¢)(Z) - gﬁ(p_l)anoz('U ® 1)('2)
= 01(§)Tpalp ® 8)(2)
car {Tpa = EpaPP*Tpa = 0 dans Ay /pApa. O
Remarque 5.27. Ce qui précéde montre qu’en général, Ker(¢1,4 ® ¢ — [p]*v ® 1) (et a fortiori
A%8 (/\/l /p/\/l)) est un F,-espace vectoriel de dimension infinie. Néanmoins, la proposition qui

suit va impliquer que seul le facteur naturellement isomorphe a Vj (./\/l / p./\/l) va compter dans le
dévissage (¢f preuve du théoréme 5.40).
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Lemme 5.28. Sous les hypothéses de la proposition 5.26, si o > 1%, on a
V/a (M) N Ta(gaAoz(S) ®Kcvris(s) M) = pV/a (M)
Démonstration. Comme p = [p]*T,, dans A,(S), on a bien stir
PVl (M) € Vi (M) N Tul€aha(S) 217 o M)

Réciproquement, soit @ € Ao (S) @zv o M tel que z:= Tz € V., (M). On a alors

eris (5)

71(§)Tpa (0 @ ¢)(x) = PPV Tpa (v @ 1)(2)
c’est-a-dire
(p®d)(x) = 01(&) "&alp) P V(v @ 1)(2)

dans Apq Qv M (rappelons que A, (S) n’a pas de p-torsion, donc pas de Tpo-torsion, et que

exis (5)
M est libre sur AZiS(S)).
Apres le choix d’une base de M, cette égalité se traduit matriciellement par

Ap(X) =04 (E)_lgpa[ﬂ@p_l)a(v ® 1)(X)
(ot X € An(S)" est le vecteur colonne des coordonnées de ). Modulo p, cela implique

AXY = 01(6) b V(v 8 )(X)

Comme pP¢ € det(1 ® ¢57), il existe une matrice B € M,.(Ag(S)/pAo(9)) telle que BA = pr©1d,,
de sorte que
X" = 01(6) " b Blv @ 1)(X)

Cela implique X € ]’5(21);1)&_E(AQ(S)/pAa(S))T. Comme o > 25, on a @ —e > a, dou

1
z € ([p]*,p)Aa BV (s M, de sorte que Tz € pAy(S) XY (s M (car T,[p]® = p dans A, (S)).
Ecrivons T2 = py avec y € A (S) ®

Xcvris(s) M sonaz= Pfay- Comme

P(P10 ® ¢ — [p]"v @ 1)(&ay) = (Pra® ¢ — [P]"v @ 1)(2) =0

et comme Ay ®zv M n’a pas de p-torsion, on a £,y € V., (M), et donc z € p V., (M). O

exis (5)

Proposition 5.29. Sous les hypothéses du lemme 5.28, on a

Vo (M)/p V(M) S Tm (VL (M) = Laha(S) @30 o M/&aTaba(S) @50 o M)
En particulier, on a une application
i V(M) /p V(M) = Vo (M/pM)
aT — ET
dont le noyau est inclus dans l'image de £, ([p]P~2,p)Aa(S) BV (s) M sia<i.
Démonstration. La premiére assertion résulte du lemme 5.28. Soit z € A, (S) B3V () M tel que

£ax € VL (M) et 14(£,T) = 0 (ot T désigne 'image de  modulo p). Alors £,7 a une image nulle
dans

©1,a®0—[p] " v®1L
Ker (£ (Aa($)/pAa(S)) Bxv g M 222 (4 () pA a(S)) B35,
(proposition 5.26 et lemme 5.28) : I’élément T appartient au noyau de la multiplication par &,

dans Ao (S) ®3v ) M), d.e. z € ([p]P~2,p)Aa(S) ® M en vertu de la proposition 5.17. 0O

M)

AV (5)
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5.30. Interlude : relévements & W(Rg). Rappelons qu’on a fixé un relevement u € W(Rg)*
de I'image de 01 (&) dans Ag(5).

Soient M un W(Rg)-module libre de rang fini r et @on: I — 9 un endomorphisme p-linéaire.
Posons M = M /pM. En réduisant modulo pP~1, on dispose de I'application

W/ O
Comme W(Rs)/(p, [p]P~") W(Rs) = Ao(S)/pAo(S) (corollaire 5.9) et JHAG(S) = €Ao(S) (cf
lemme 5.15), cette application s’identifie a
7 (Ao(S)/pAo(S), (M/pP~ M, Gon))

Supposons maintenant que pP° € det(1® ¢gz5;) avec e € Q N[0, 1/p[ et p > 3. Grace a la proposition
5.25 appliquée & M = M /pP~ 1901, on a

(a) PPEO/pP 10N C Tm (90/pP~ 200 222, Ot /pP—193) ;

(b) Ker (90/pP~200 uom-p, 9N/~ est un Fy-espace vectoriel de dimension r muni d'une

action continue (pour la topologie discréte) de Gg.
Lemme 5.31. Sous les hypojhéses qut précédent, on a
(1) 0N C Tm (M 22225 9%7)
(2) Ker (M M) M) = Ker (M/pP~20M M) M/pP~IM) est un Fy-espace vectoriel de
dimension r muni d’une action continue (pour la topologie discréte) de Gg.
Démonstration. Soit y € M. D’apres (a), il existe 2, € N tel que
(upon — p)(x1) = pP°y  mod PP~
Soient n € Nxq et z,, € M tels que

_(®%-3p+1)p""lyp

(upon — p)(zn) =p™y modp — 771

@2 -3p+1)p"14p

Ecrivons (u¢o — p)(zn) = PPy + P p—1 zp et posons

(@2 -3p+1)p™ i1
Tn+1 = T +p p—1 Zn

on a alors

(ugpom — p)(#n41) =
(02 -3p+1)p"4p

P’
=py+p T

_@2=3ptnpnlip @2=3p+1)pn L1 _@%-3p+npn Tl
y+p p=t Zn+u]3p Pt ¢£m(zn)*p p=1 +1Zn
Zn41
avec zp+1 = U (7). Comme p > 2, la suite (2, )nen-, est de Cauchy pour la topologie p-adique,
donc converge dans le Rg-module libre de rang fini 91. Sa limite x € 9 vérifie

(ugom — p)(z) =Py
(@2 =3ptD)p" 41

ce qui prouve (1). Remarquons que la suite (z,)nenN., vérifie 2,41 =z, mod p p=1 ,

si bien que z, = z1 mod PP~ M pour tout n € N+, et donc z = z; mod pP~291. 1l en résulte
que 'application naturelle

Ker (1“2 M) — Ker (/57200 “22, 9 /7~ 100)
est surjective. Pour prouver (2) il suffit, grace a (b), de montrer qu’elle est aussi injective. Soit donc

z € Ker (M b, M) d’image nulle dans M/pP~29M. On peut bcrire z = pP~2z avec z € M.

Comme uggn () = pa, on a donc up? P~ goy(2) = pP~ 12 i.c.
z = uﬁp(p*B)Hng(z)

Comme p > 2, cela implique facilement que z = 0 pour des raisons de divisibilité par p dans le
Rs-module libre de rang fini 91. O
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Proposition 5.32. Sous les hypothéses qui précédent, l'application

M) 2222

est surjective. Son noyau est isomorphe a Ker (W w)(U—tp> zm) : c’est un Fy-espace vectoriel de

dimension r, muni d’une action continue (pour la topologie discréte) de Gs.

Démonstration. Soient A € Qs et © € M tels que p~*z € Ker (M[p~1] M Mp~1]). On
a alors up P oon(x) = p'z d.e. upm(z) = p' TP~V Az, Soient e une base de M sur W(Rgs) et
A € M, (W(Rgs)) la matrice de ¢on dans la base e. Si A désigne la réduction de A modulo p et
X € RY le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de x dans e, 1'égalité qui
précede s’écrit

uAo(X) = pttP-DAY

On a donc o(X) = u'pt T DA A" 'X. En particulier, on a puE(X) > 1+ (p— DA —pe + vg(X)
(car pP¢ € det(A)), de sorte que

1—pe

> A
p—1

ve(X) > A+
Cela implique de z est divisible par p* dans 9, et donc que I'application naturelle

Ker (000 2, 570) — Ker (W[5~ 2222, 35 1)
est bijective : I'assertion sur le noyau de MM[p~?] Lom—p, M[p~!] résulte donc du lemme 5.31 (2).
Montrons la surjectivité. Si A € Qs et x € I, on a

— X

(u¢9ﬁ - 17) 2 ~1+(p71))‘x)

r) = pP (u¢9;n(ac) —p
=5 P ((ugpmn — p)(x) + p(1 — p~ )
Comme pP*OM C (udon — p) (M) d’apres le lemme 5.31 (1), on en déduit que pFe—PAIM C (ugpon —

fﬂ( >‘9ﬁ) modulo p'~P*M. En appliquant ceci & A = ni=ps ppa, un récurrence sur n € N montre
alors que

ﬁl—(n-ﬁ-l)(l—pa)ﬁ C (u¢m 72),)(1) pps —)

pour tout n € N, ce qui prouve la surjectivité (rappelons que 1 — pe > 0). O

Remarque 5.33. D’aprés la proposition 4.2 (1), l’anneau§[p’1] est perfectoide (¢f [30, Definition
5.1 (i)]). On a donc les équivalences de catégories

g[p_l]fét Eg[p_l]fét ~ Rs[ﬁ_l]fét

en vertu de [30, Proposition 7.4 & Theorem 7.12], de sorte que 71 (Spec(Rs[p])) = {1}, ce qui
implique directement les deux premieres assertions de la proposition 5.32. Cela dit, nous aurons
besoin de ’isomorphisme

Ker ([5~"] “22 %, 0[51]) % Ker (900/p7 200 “2222, 5t /77~ 19)
dans la suite (¢f preuve du théoréme 5.40).
Proposition 5.34. Sous les hypothéses qui précédent, pour tout n € Nxo, Uapplication

W (Rs[p™']) @w(rs) M LMW, (Rslp™']) ®w(rg) M

est surjective, et son noyau V(M) est un Z /p"™ Z-module libre de rang r, muni d’une action
continue (pour la topologie discréte) de Gg.
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Démonstration. On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 résultant de la proposition 5.32.
Comme 9 est libre sur W(Rg), on a le diagramme suivant

Vo, (M) . Vi1 (M) ——— V(M)
0——W, (Rs[ﬁfl]) Ow(rg) M s Wit (RS [571]) AOw(rs) M m 0
wupop —& upom —§ upam—p
0——= W, (Rs[p7']) @w(re) M W, (Rs[p™1]) @wrg) M m 0
Cn P Cn+1 Cl

dont les deux lignes du milieu sont exactes. Le lemme du serpent implique alors que la suite
0= Vo) BV, (9) = Vi) = C,, = Cpyr — C1 — 0
est exacte. Par hypothese de récurrence, on a C,, = C; = 0, de sorte que C),+1 = 0 et la suite
0= V,(9) 5V, (9) — V() — 0

est exacte : I’application

ups
Wit (Rs[p']) ©@wirs) M wim b, Wit (Rslp']) Owire) M
est donc surjective et son noyau V,,;1(9M) est libre de rang r sur Z /p" ™! Z. O

Corollaire 5.35. Sous les hypothéses qui précédent, l’application
udom —§
W (Rs[p™']) @w(rs) M ——— W (Rs[p™]) @w(rs) M

est surjective, et son noyau V(M) est un Zy-module libre de rang v, muni d’une action continue
(pour la topologie p-adique) de Gs.

Remarque 5.36. L’application naturelle W(Rg){[p] '} — W (Rgs[p~']) est un isomorphisme
modulo p. Comme la source et le but sont séparés et complets pour la topologie p-adique et sans
p-torsion, c’est un isomorphisme. En particulier, on a W (Rg[p™1]) @w(rs) D = M{[p]~'}.

5.37. Descente a A,(S). Pour m € N, notons cg y, = H’:fg

p™e
1—pe”

Proposition 5.38. Sous les hypothéses qui précédent, on a

V(M) m{ﬁ} c m{[p'}.

Démonstration. Pour j € N, posons ag = 0 et a; = (j + 1)cem 1;756 —e.0Onaa —ag =

2¢em 1;,,’38 —e>ceta; —aj-1 = Cem 1;,’35 > ¢ pour tout j > 1. En outre, pour j > 0, on a
. 1— . 1—

2]Ca,mp—mp,€ —a; = (] - 1)Ca,m pfs

CZ ﬂaj.

7=0

D’aprés la proposition 5.32 et sa preuve, on sait que V1(9M) = Ker (ﬁ M SDT) Il suffit

de vérifier que tout élément du F,-espace vectoriel V1(91) peut se relever dans Z ML +

- [p]*/

7=0
p"I{[p]~'} pour tout n € N5 (le cas n = 1 étant évident) et de I'appliquer a une base de
V1(9). On proceéde par récurrence sur n.
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Supposons n > 1 et soit z,, € Z
7=0
T, = [p]~*"~1m, avec m,, € M, et donc

(udam — €)(wn) = ulp] " ban(m) — E[F) " my € [P0

Cela implique que (ugon — &)(x,) € p™[p] P19 : on peut écrire (udom — &) (xn) = p"[p] Py,
avec y, € M. Cherchons un relevement de x,, de la forme

(upon — &)(zn) € p"M[[p]~']. On peut écrire

Tn41 = Tn +p [A] “rzn € Zm[ﬁ]m

avec z, € 9 a déterminer. On a

(o = §)(was1) = DB (B0 g+ ubon() = €717 20)

de sorte que (ugon — &) (zn+1) € p"TIM{[p] 71} si et seulement si la réduction modulo p de z, est
solution de I’équation

(*) 'ﬁp(an—anfﬂyn + U¢9ﬁ(2) _ ﬁl-l-(p—l)anz -0

dans 90T = O /pM. o o
Posons ¥, o = ¥,,- D’apres le lemme 5.31 (1), sij € {0,...,nc. m} et 7, ; € M, il existe Z,, ; € M
tel que pP°y,, ; = (ugon — P)(Zn,;), si bien que

ﬁp(anfanfl)Jrj(l*pE)yn,j = ?6€’m+j(17p€) (upon — p)(Zn.j)

m+ 7p£ § j(1—pe)+15
— ud)m( e, J Zn,]) 7',51) e,m+i(1—pe)+ Znj

ol 0z = Gp, — ap—1 —€ > 0. On a alors

ﬁp(an*anfl)Jrj(l*pE)gn i+udom(z) —pitP=Dan; — pplan—an-1)+(G+DA-pe)y a1tudm(2)— prtp=Dan 1

(1—pe) _ 1— ps _ .
avec 2/ = z + poemti T Zn,j €6 U jy1 = (ﬁp D(an=0c,m=j ) — 1),2”7]». Le rationnel

1 —pe 1 —pe ~1—pe
A = Oem — J =an-1+e—] = (nce,m — 7)
p p p
NCe,m
.. . e _ _ - i ~5€m+](1 pe)
est positif, et nul lorsque j = nce , si bien que y,, ,,.. 4 = 0. Posons z,, = Sp Zn,j-
m =
D’apreés ce qui précede, si on pose 2’ = z + Z,,, I'équation (x) est équivalente a
ugm () — O = 0
qui admet la solution nulle : Z,, est solution de () et on a fini. O
Remarque 5.39. (1) Lorsque € =0, on a ¢, = 0 : on a l'inclusion (évidente par dévissage

a partir du lemme 5.31) V(91) C 9.
(2) La proposition 5.38 implique que V(90) est « surconvergente » de rayon re ., =

p’ﬂL
2¢e,m (1—pe)?

i.e. que ses « perlodes » vivent dans A (Orem] (cf 2, §4]).

(3) Sie € QnJo, 3% L[,ona lim 2c. 1pm = 2 : pour tout @ € QN|[2¢,1/p|, il existe m € N+

m— o0

tel que 2ce m, 1;,55 <a<1/p.

Théoréme 5.40. Supposons p > 3. Soit (M, ¢) un o-module lzbre de rang v sur ACHS(S) tel que
pPe € det(1® @) avec e € [0, 5 [ Alors pour tout a € Q 0[25 [, le Zy-module V(M) est libre
de rang v, muni d’une action contmue de Gg.

Lemme 5.41. Sous les hypothéses du théoréme 5.40, pour tout n € Nso, le Z /p"™ Z-module
V! (M)/p" V. (M) est libre de rang .
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Démonstration. Sin € Nsg, posons
Va(M/p"M) = Tm V(M) = Vi (M/p"M))
Choisissons 9 un W (RS)—module libre de rang r tel que

Ao(S) @y, (s) M =M/([¢] = 1)" (1] — 1)am

et ¢op un endomorphisme ¢ linéaire de M qui reléve g (pour en construire, il suffit de choisir
une base de 91 et de relever dans M,. (W (Rs)) la matrice de ¢a,(s)g~y M dansla base déduite
A

cris

en réduisant modulo ([¢] — 1)p_2([C]1/p —1)). D’apreés le corollaire 5.35, Papplication

W (Rs[p']) @wre) M LA (Rslp™']) Ow(rs) M

est surjective, et son noyau V(9) est un Z,-module libre de rang r.
D’aprés la proposition 5.38, on a V(9) C sm{

1—pe
e

} pour tout m € Nsg : si m est

~2ce.m
tel que 2cg7mlT;,iE < a < 1, la réduction modulo I'idéal engendré par ([¢] — 1)P=2([¢]*/? — 1),

composée avec la multiplication par &, induit une application V(90) — V’ (M). On dispose alors
du diagramme

0 V,,(9) P Vi1 () V(M) 0
0 —= VL, (M)/p" Vo (M) == V(M) /p"H VI (M) —= V(M) /p Vi (M 0
Va(M/p" M) ——= Vo (M/p™H M) — y

)
Vo (M/pM) Vo(M/pM)
)

0 —— VL, (M/p" M) ——= V/, (M/p" M)

V., (M/pM

ou (o est 'application de la proposition 5.29, et ¢« ’application induite par la multiplication par &
(¢f §5.30). La derniere ligne est exacte en vertu de la proposition 5.21 : Papplication

Vo (M/p"M) £ Vo (M/p" M)

est injective. La premieére ligne est exacte d’apres la proposition 5.34. La deuxiéme l’est parce que
V! (M) est sans p-torsion (étant un sous-Z,-module de £, A, (S9)® AV, (5)M qui est sans p-torsion
parce M est libre).

Par ailleurs, si 9t = 9t/pM, 'application composée

V1 (9) 55 V@571 90) = Ker (90/57 200 2222, 9/~ 100) 5 V(M /pM)

s’'identifie & ¢. C’est un isomorphisme d’apres le lemme 5.31 et la proposition 5.32. L’application
Lo est donc surjective.

Lemme 5.42. Sous les hypothéses du théoréme 5.40, application i, est un isomorphisme.

Démonstration du lemme 5.42. On sait qu’elle est surjective. On a % > % > a > 2 > ppfl :

d’apres la proposition 5.29, son noyau est inclus dans 'image de &, ([p]?~2, p)Aa(9) ®xv ) M.
Soit x € Aa(5) ®xv ) M tel que £z € VI (M) soit d’image nulle dans V(M /pM) : on peut

cris

écrire z = [p]P~%y + pz avec y, z € Aa(S) @zv (5) M- On a alors

a1(&) (PP (e ® ¢)(y) + ple ® ¢)(2)) = £([FP > (v ® 1)(y) + p(v @ 1)(2))
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On a [pP~! = pA, et £[p|P~2 = [p|P! —p[ﬁ]p 2 = p(\ — [p]P~?) : divisée par p (rappelons que
A (S) est sans p-torsion et M projectif sur ACHS(S ), égalité precédente donne :
2) @@ AR e )W) + (v ©)(2) = A =PI (v@1)(y) +Ev @ 1)(2)

et donc

(3) 71()(p ® ¢)(2) = @ — P (v @ 1)(y) + plv @ 1)(2)
modulo p (car p > 3, ol w € Ag(S)™ est 'unité du lemme 5.16), d’ot1 01 (£) (¢ ®¢)(2) = p(v@1)(2)
a5 (A (9)/ (0 TP~ A ()95 M. Liimage de &0 dans (Aa(8)/ (0. 772) 20 ($) 957 15

cris

M fournit donc un élément de V(M /pM) : comme ¢, est surjective, on peut supposer, quitte
A soustraire a &,z un élément de p V. (M), que z € (p, [p]P~2)Aa(S) B3V (s) M, soit encore

z € (P2, p2)Aa(S) ®xv ) M : on peut en fait supposer que z € pA,(S) @~
tion (3) s’écrit alors (@ — 1)pP2(v @ 1)(y) = 0 (dans (Apa(S)/pApa(S)) @+

Ao (S)/PApa(S) ~ (Rs/p" """ Rs)[Tpal (ef proposition 5.17), et comme w — 1 € Ag(S)* (c¢f

(pPTpa)
lemme 5.16), on en déduit (v ® 1)(y) € ([]' P, Tpa)Apa(S) @ M, et donc

AYL(9)

cris

1—-pa
ye([ﬁ] P aTa)Aa(S) ®AV (S)M

Comme p | [p]P~2T,, on peut supposer que y € [p]' P*A,(S)® BXY () Met z € Ay (S) AZ&(S)M
En appliquant de nouveau l’étape précédente, on peut de nouveau se réduire au cas ou z €

PAa(S) ®xw ) M : écrivons y = [p]} 7Py et z = pz’. L’équation (2) s’écrit alors

cris

a1 (&) (P> (BP9 00) (8 ) +p(929) (2) = (A= [BIP2)[B]'P (v@1) (y' ) +pE(v@1) (=)
D’apres le lemme 5.16, on a A = w[p|P~! + pu dans \o(S), on a donc (A — [p|P=2)[p] P> =

(w — 1)[p]P~1=P2 4 pu[p]'=P>. Dans Apa(S), on a [p|P~17P% = X0 = WPIP~2 + pu)Tpa =
p(w[p]P=27P* + uT)p,). 1l en résulte que (A — [p]P=2)[p]' 7™ = pd avec § = (w — 1)(w[p]P~27P* +
Wlpa) + pp)' P> € Apa(S). En divisant 1'égalité qui précéde par p, on obtient :

a1 (AR 2RI (e @ 9) () + (e @ 9)(2)) = S(v @ 1)(y) + E(v @ 1)(2)

Comme p > 5, ’équation précédente donne :

(4) a1 @ ¢)(2') =0(v @ 1)(y) + plv @ 1)(¢)

modulo p (ot la barre désigne la réduction modulo p). D’aprés le lemme 5.16, on a @ = (2w +
1)pP=3 + pP~2, de sorte que filpe = 0, et § = W(W — 1)pP~27PY 4 (2w + 1)pP~27P 4 pp=1i-pa =
@* + @+ 1+ p)pP 277 dans Apa(S)/pApa(S). L'équation (4) montre que 'image de &,z dans
(Aa(S)/(p, [PIP~27P*) A (S)) ®3Y () M fournit donc un élément de V(M /pM) : comme ¢4

est surjective, on peut supposer, quitte a soustraire & £,z un élément de pV/ (M), que 2’ €
(p, [PIP727P%)Aa(S) @3v () M. Ainsi, [Pl(v@1)(2'), (¢ @ ¢)(2') € pApa(S) @xv M (parce que

cris

p(p—2—pa) >p—2—pa, et ¢f proposition 5.17), et '’équation (4) implique que
@ +o+ )PP 2P v 1)(y) =0

dans (APO‘(S)/pAPO‘(S»@XZS(S)M' Comme Apo (S)/pApa(S) ~ (RS/pp(%;;;:SS)[Tpa] ot wliwtl e

Ao(S)%, on a (v @ 1)(y) € (), Tpa)Apa(S) @3v (o M, dott y’ € ([P], Tu)Aa(S) @5v () M et
donc z € [p]P~ 1— pe([p), Tn) = ([2370 pa,p[ﬂp 1— (p+1)a> C pAs(S) ®Acvns

p — pa et [p)P717* a une image nulle dans A,(S)/pAs(S). On peut donc écrire z = px’ avec
' € Au(S) BV (5 M, et £z € V(M) = o' € V(M) (parce que Apa(S) DXV (s M n’a

crls crls

pas de p-torsion). On a donc &,x € p V., (M), ce qu’on voulait. O

)./\/lpulsquep—l—ozg

Suite de la démonstration du lemme 5.41. L’injectivité de ¢, entraine celle de 71, qui est donc
bijective. Le composé

V(D) = Vo (M)/p Vi, (M) = Vo (M/pM)
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est m 01=1 04 : ¢’est un isomorphisme, ce qui implique la surjectivité du composé
« b)

V() = Vi() = Va(M/pM)
la surjectivité de a,, en résulte.

Soient maintenant = € Ker(a,,) et & € Vo, (M)/p" Tt V. (M) tel que & = mp41(2). Comme 7
est un isomorphisme, I'image de # dans V., (M)/p 'V’ (M) est nulle : on peut écrire & = pj avec
9 € VL (M)/p" V., (M), de sorte que z = 7,11(2) = pmn(§) € Im(p). Cela implique I'exactitude
de la suite _ _ _

0= Va(M/p" M) & Vo (M/p" M) 225 Vo (M/pM) — 0
Comme V, (M/pM) ~ F}, une récurrence immédiate montre que pour tout n € Nxq, le Z /p™ Z-
module V,, (M /p™ M) est libre de rang r, et que Papplication ,, est un isomorphisme. O

Remarque 5.43. Il résulte de ce qui précede que la représentation auxiliaire V(9) est en fait
indépendante du choix du relevement 9.

Démonstration du théoréme 5.40. Le Z,-module V' (M) est séparé et complet pour la topologie

p-adique (parce que c’est le cas du A, (S) module libre {oAq ®5v ) M, et parce que @14 @ ¢ —
[p]%v @ 1 est continu pour la topologie p-adique) : on a V., (M %Ln VI (M)/p" V. (M). Il est
donc libre de rang r en vertu du lemme 5.41. La multiplication par [p]® induisant un isomorphisme

VI (M) SV, (M) (cf §5.19), le théoréme en résulte. O

Proposition 5.44. Sous les hypothéses du théoréeme 5.40, soit € Q ﬂ[a —[ Alors Uapplication
naturelle Ao (S) — Ag(S) induit un isomorphisme Ggs-équivariant

Va(M) = V(M)
Démonstration. L’application naturelle A, (S) — Ag(S) fournit un diagramme

Va(M) V(M)

Sha(8) @3, (5) M= Ap O3, (5) M

cris

M —

qui induit le morphisme Vo (M) — Vg(M). Il est Gs-équivariant (parce que {Aq(S)®zv )
Ag® iV (s M Vest), et c’est un isomorphisme parce que c¢’en est un modulo p (preuvg du lemme
5.41), et les Zy-modules V(M) et Vz(M) sont de type fini. O

5.45. Preuve du théoréme 3.23.

e On peut supposer que T = Spec(Q) est au-dessus du point générique de V. D’apres le théoreme
4.28, si Spf(S) C V est tel qu'on est dans les conditions du paragraphe 4.24, on dispose d’un
Crls(S’), dont la hauteur de Hodge est H(Us:, du,, ) =
((p—1)r+1)w ot w = H(.#) (avec les notations du paragraphe 4.24). D’aprés la section 4.30,
le choix de €2 fournit des données de recollement

f52,31 B crls(SQ) AKY (S1 )US/ — usé

unique sous-o-module libre Us: C Mg/ sur A

pour Spf(Sy),Spf(S2) C V.
Onap>3 et pre € det(1® ¢y, ) avec e € QN[0, 5 [VU. quepe = ((p—1)r+Dw < ((p—1)r+

l)éﬁ% < 5 :on peut choisir a € Q ﬂ[2€, 5 [ Pour tout n € Nsg, le théoréme 5.40 appliqué

au o-module (Z/lgr,gbus,) sur KZiS(S’), fournit une représentation pg: Gs — GL.(Z /p" Z), et
donc un revétement fini étale Vs, — (V% , Spf(S)) . en fibre générique, de fibre GL,.(Z /p" Z).
x

D’apres la proposition 5.44, les représentations pg, et donc les revétements Vs, ne dépendent
pas du choix de a.

Les données de recollement de la section 4.30 induisent des données de recollement pour les
revétements Vg, — (Vg, ;<( . Spf(S )) P On en déduit un revétement global fini étale V,, — V', de
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fibre GL,(Z /p™ Z). Par construction, la famille {V,, = V},en., est une tour de revétements, qui
fournit la représentation py recherchée.

o Soit (A, D, Fil #Y) ER (A', ', Fil ;) un morphisme entre deux F-cristaux surconvergents de
Hodge vérifiant les hypotheses du théoreme 3.23. En vertu du théoreme 4.28, on dispose localement
de sous-o-modules Usg: C Mg et Uy, C My, Par unicité, le morphisme f induit un morphisme
Us: — UG, et donc un morphisme Vo (Us ) — Vo (Us, ), de sorte que la représentation py est
fonctorielle en (A, ®,Fil #y).

e Supposons désormais )V formellement lisse, que ¢: V — V est un relevement de Frobenius,
que H(.#) = 0, et montrons que py(—1) est la représentation associée a la partie unité de
(M, Fil ) par la correspondance de Katz. Cela se vérifie localement : on peut supposer que
V = Spf(S) ou S est formellement lisse sur W, de sorte que .# est décrit par un S-module M
muni d’une connexion intégrable V: M — M ®g SA)S et d'un Frobenius ¢p;: ¢*M — M horizontal
et d’un sous-module Fil M. On peut supposer que Fil M et M/ Fil M sont libres sur S. On dispose
alors du cristal unité de Dwork (U, ¢y), tel que M = U @ Fil M comme @-cristaux sur S et U est
étale (c¢f [25, Theorem 4.1]). Par unicité, on a U = (Kcris(S) ®sU) V=0, Remarquons qu’ici, on a
w = 0 vu que U est étale. En particulier, on peut prendre o« = 0 (¢f proposition 5.44) : il s’agit
de voir que V(AN (S),U) = K(U)(1).

On a K(U) = (@E ®s U)U®¢U:1, c’est un Z,-module libre de rang . On a S Aqis(S) C
Acris(S), et donc SRl C Acris(8)®5U. Siz € K(U), ona p(z) = z, et comme ¢V = Vo, on a
©(V(z)) = V(z). Comme ¢(€g) C pQls, on a nécessairement V(z) = 0, et donc & € U. Ainsi, on a
K(U) C U, et donc tK(U) € JW. Comme (¢ —1)(tz) = t(¢p—1)(z), on a tK(U) C V(AL (S), U).

cris 1
oQP= c

D’aprés la proposition 5.26, modulo p, cette inclusion induit I'inclusion ¢ ((S™ /pS™)®@sU)

V(AY..(S),U/pU) entre deux F,-espaces vectoriels de dimension r : ¢’est un isomorphisme. On a

donc tK(U) = V(AY,

cris

(S),U), ce qu’on voulait.

Remarque 5.46. Contrairement au cadre algébrique, les données de recollement sont nécessaires
pour la construction du revétement rigide (cf [26]).

6. APPLICATION AUX ESPACES DE MODULES

6.1. Sous-groupe canonique et monodromie p-adique. Supposons p > 3. On commence par
rappeler quelques résultats et donner quelques compléments sur la surconvergence du relévement
du Frobenius du lieu ordinaire de la variété modulaire de Siegel (¢f [1, §8]).

On fixe des entiers g > 2, N > 3 et un nombre premier p ne divisant pas N. On note Ay n
l’espace de module sur Z, des variétés abéliennes de dimension g, principalement polarisées et
avec structure de niveau N et A;j‘]{,v le schéma abélien universel.

Notons X' le complété formel p-adique de A, n et Q I'ouvert ordinaire, dont la fibre réduite
parametre les variétés abéliennes ordinaires.

On considere le probleme de module A‘g)f% qui associe a tout Z,-schéma localement noethérien
S dans lequel p est localement nilpotent, ’ensemble des classes d’isomorphisme

AN (S) = {(B, A, dn)} /=~

ou (B, 0n) € Ag n(S) telle que toutes les fibres géométriques de B — S sont des variétés
abéliennes ordinaires. Alors Agfﬁ, est ind-représentable par Q. Soient f: A — Q le schéma abélien

formel universel, \: A — A sa polarisation principale et § sa structure de niveau N. Soient A[p]
le noyau de la multiplication par p, A[p]* son plus grand quotient étale (cf [28, II Proposition
4.9]) et A[p]° le noyau du morphisme naturel A[p] — A[p]**. Le quotient B = A/A[p|° est
un Q-schéma abélien formel dont toutes les fibres géométriques sont ordinaires. La polarisation
principale de A et la dualité de Cartier entre Afp] et f&[p] induisent un accouplement parfait
Alp] xo Alp] = p1p Xspf(z,) @, pour lequel A[p]° est totalement isotrope. Par conséquent \ induit

une polarisation \': B — B.
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Soient Frobg, le Frobenius absolu de Qy et A,(f ) Ok le changement de base de Ay — Ok
par Frobg, . Les Q-schémas en groupes formels A[p]° et A[p]°® relévent les noyaux des isogénies
de Frobenius Ay — A,(cp ) et A, — A,(cp ) respectivement. Donc on a des isomorphismes canoniques

B, ~ A](cp) et ]?5;€ ~ Kép) de Qg-schémas abéliens. Sous ces identifications, la polarisation )‘I®Zp F,
de By, est I'image inverse par Frobg, de la polarisation A®z, F), de Aj. Le morphisme canonique
A — B induit un isomorphisme A[N] ~ B[N], donc une structure de niveau ¢’ sur B. Le triplet
(B, XN, ¢’) induit alors un morphisme
Q%09

L’universalité de X et I'isomorphisme By =~ Agf ) (compatible aux polarisations et structures de
niveau) montrent que g releve Frobg, .

La fibre générique rigide Q = Q''® associée, au sens de Raynaud, au schéma formel Q est un
ouvert admissible de X = X", La surconvergence du relévement ¢o du Frobenius de Qy peut se
résumer dans le théoréme suivant (¢f [1, Th 8.1.1] et [15, Théoréme 8 (2)]) :

Théoréme 6.2. [l existe un voisinage strict V de Q) dans X et un morphisme pv:V — X qui
prolonge wrglg: Q—Q.

Théoréme 6.3. La représentation de monodromie associé a A[p™| est surconvergente.

Démonstration. Le voisinage strict V' du théoréme 6.2 admet un modele entier normal ¢: V — X
(défini sur une extension, éventuellement ramifiée, de Z,). Par conséquent, le morphisme ¢y
s’étend en ¢: ¥V — X. D’apres [15, Théoréme 4 (3)], (V, ¢, ¢) est un relévement surconvergent du
Frobenius absolu de Qy, (¢f définition 3.10).

Soit . le cristal de Dieudonné sur le gros site cristallin (V/W)cris associé au schéma abé-
lien universel A;j‘]{;’ (i.e. au groupe de Barsotti-Tate A;‘?]i,"[p"o]). La cohomologie de de Rham
Hlg (Av/V) est évaluation .#), de .# en l'immersion triviale V < V : elle est munie de la
filtration de Hodge Fil .#y C .#y. D’aprés [15, Théoréme 4 (3)], le Frobenius cristallin fait loca-
lement du quadruplet (#,®,Fil.#)) un F-cristal surconvergent de Hodge, de sorte que .# est
un F-cristal surconvergent localement de Hodge.

D’apres le lemme 3.8 et la proposition 7.1, il existe un ouvert d’un éclatement admissible de V
et voisinage formel strict du lieu ordinaire tel que la restriction de .#y,/ Fil .#, ait une hauteur
de Hodge inférieure & la borne du théoreme 3.23. Quitte a remplacer V par cet ouvert, on peut
supposer qu’on est sous les hypotheéses du théoreme 3.23 modulo la condition d’isotrivialité.

D’apres [29, Théoréme 3.4], cette derniére est remplie au voisinage des variétés abéliennes Ag
sur F, telles que a(Ag) = dimg (ap, Aolp]) < 1. Le complémentaire C' de ces points est un sous-

schéma de codimension supérieure a 1 de la fibre spéciale V. Si V' =V, xx, V, le théoreme 3.23
fournit alors une tour de revétements finis étales {Ty,, — U = sp~!(V}, \ C)},, (correspondant &
une représentation w1 (U, ) — GL,(Z,)). D’apreés le lemme qui suit, cette tour se prolonge en une
tour de revétements finis étales {T,, — V'},,, correspondant & la représentation 7 (V,Z) — GL.(Zj)
recherchée. g

Lemme 6.4. Soit Z un W-schéma formel admissible normal, C un sous-schéma de codimension
supérieure a 1 de sa fibre spéciale Zy et Ty un revétement fini étale de U = sp=1(Z; \ C). Alors
Ty se prolonge de facon unique en un revétement fini étale T — Z's.

Démonstration. Le principe de Koecher rigide analytique (¢f [20, Proposition 2.10]) implique que
toute fonction analytique fyy sur U se prolonge (uniquement) & Z'. Si fi; est inversible, on dispose
de f; 1 qui se prolonge elle aussi, de sorte que le prolongement de fi; est encore inversible (par
unicité).

Le revétement Ty — U est donné par un faisceau %y de Op-algebres localement libre de
rang fini, dont l'idéal discriminant Ay est inversible. Notons A le faisceau en O zue-algebres
normalisation de O zwie dans By. Si f est une section locale de %y, ¢’est une racine d’un polynéme
unitaire dont les coefficients sont des sections de Oy . D’apres le principe de Koecher rappelé plus
haut, ces sections se prolongent a Z'8, ce qui implique que f est en fait une section de 4, i.e. est
définie au-dessus de Z'i&.
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Localement, %y admet une base (fu1,..., fur) : si f est une section locale, il existe de sec-
tions locales Au1,..., v, de Oy telles que f = >0 | Ay,ifu,. Soient f, fi,..., fr € B (resp.
Als--oy Ar € Ozrig) les prolongement de fu, fu1,--., fur (resp. Au1,..., Ay) : par unicité, on a

f=>i_; A\ifi, ce qui montre que (f1,..., fr) est une base de B, qui est donc localement libre de
rang fini.

L’idéal discriminant A de B prolonge Ay, qui est inversible : il est donc inversible d’aprés ce qui
précede, de sorte que B est fini étale sur O z:is. Il correspond & un revétement fini étale T — Zis
prolongeant Ty — U. L’unicité provient de celle de £, par normalité. (|

6.5. Tours d’Igusa surconvergentes. Soit V' un voisinage strict de @ tel que la représentation
de monodromie se prolonge a V. On dispose sur V' d’un systéme compatible de faisceaux étales lo-
calement constants finis (£,,),, localement isomorphes a ((Z /p" Z)? )n Ils prolongent les faisceaux
étales (A[p"]*")"e sur Q. Pour n > 1, on pose :

Tn,V = Isﬂv (En; (Z /pn Z)g)

C’est un revétement étale galoisien de V' dont le groupe de Galois est canoniquement isomorphe
a GLy(Z /p™ Z). La famille (Tn,V)n est la tour d’Igusa surconvergente au-dessus de V. On pose
Ty = mn T,.,v. De méme, soit

T, = Isomg, ((A[p"))", (Z /p" 2)%)

la tour d’Igusa classique. On note pry : Too v — V (resp. pr: Too — Q) la projection.
Soit N le sous-groupe algébrique des matrices unipotentes supérieures de GL,. On définit I’espace
des formes modulaires p-adiques de Siegel par :

SN(Z,
M, =H° (Q,pr*ﬁTx( ))

olt le chapeau désigne le complété de Or,, = lim  Or, pour la norme définie par || f|| = sup |f(¢)]
PYeETy
(notons que T, est quasi-compact et que Or, est un faisceau de Banach fini sur 0g).
Si Q C V! CV est un voisinage strict de @ dans V, on a Teo,v» = Too,v Xy V'. Notons
My CHO (V' pry, 67 )

coV/
le sous-espace des sections localement analytiques relativement & ’action de GL4. On définit I’espace
des formes modulaires surconvergentes de Siegel par :
MT = hg MV’
Qcvicv

Les inclusions To, C Too,y+ induisent une inclusion
M' < M,

On munit MT de la topologie limite inductive. On dispose d’une action continue de T(Z,), et
d’un opérateur de Dwork U, induit par l'opérateur de Hecke U, sur M, (¢f [1, Prop. 7.5]).

Soit W l’espace des poids, ¢’est un espace analytique dont les C,-points sont Homeont (T(Z,), Cp).
Pour u € Q. (, notons U, 'ouvert de W constitué des caractéres de T(Z,) qui se prolongent ana-
lytiquement aux disques centrés sur T(Z,) de rayon p~*. La famille {{4,}, est un recouvrement
admissible de W. L’espace M fournit un I'(U,,, Oy, )-module de Banach orthonormalisable muni
de ’action de I'opérateur U et des opérateurs de Hecke. L’étude spectrale de 'opérateur U agissant
sur ces modules de Banach permet de construire des familles de formes modulaires surconvergentes
interpolant les formes classiques. C’est 1’objectif de [10].

7. APPENDICE : NORMALITE DES MODELES FORMELS DES VOISINAGES STRICTS

Proposition 7.1. Soient A un anneau noethérien, excellent, intégre, normal, « € A premier,
r € Nso et f1,...,fr € A. On suppose que pour tout i € {1,...,r}, lidéal p; = aA + f;A est
premier de hauteur 2, et f; & p; st j # 4. 81 f = fi--- fr et n € Nxg, le complété a-adique de

a”

A [7} est normal.
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Commencons par observer que « est régulier dans A/ f; A pour tout ¢ € {1,...,r}. En effet,
comme ht(p;) =2, on a f; € @A : si ax = fiy avec x,y € A, on a y € A puisque « est premier,
si bien que z € f; A

Posons A = [7} = A[X]/(a™ — X f)A[X].

Lemme 7.2. A est un sous-anneau de A[ﬂ , donc intégre.

Démonstration. Soit A: A[X] — A[ﬂ le morphisme d’évaluation en a™/f : il s’agit de montrer
que Ker(\) = (a® — X f)A[X]. Soit P(x) = ag + a1 X + -+ + ay X" € Ker()\). On a agfV +
ara”fNU 4o ana¥™ = 0 donc apfV € a”A. Comme A/aA est intégre, que les images des
fi dans A/aA sont non nulles (vu que ht(p;) = 2), celle de f est non nulle, donc non diviseur de
zéro : comme A est intégre, on a ap = a"by € a™A, de sorte que P(z) = (o™ — X f)bo + (fbo +
a)X +asX?+ - +an XV = (a" — X f)bg + XQ(X). On a alors Q € Ker()\) : on peut conclure
par récurrence sur deg(P). O

Lemme 7.3. Pouri€ {1,...,r}, posons pACA Ona:
(1) lidéal pZA est premier dans A et ANp; A =p; ;

(2) Uanneau A pid €t de valuation discréte, en particulier ht(p;A) = 1;

(3) f; A est plA -primaire ;
(4) une décomposition primaire de fA est fA=f1AN---Nf.A;
(5) pour tout m € Nxo, on a Assy (fA) = {pA,....p-A}.

Démonstration. (1) On a % = A[X]/(a™ — X f)A[X] donc A/p;A ~ (A/p;)[X] est intégre. En
outre, on a Ker (A — A/p;A ~ (A/pi)[XD = pi.
(2) Posons B; = p; A[X] = Ker(A[X] — A/p;A) (car o™ — X f € p;A[X]). On a alors

A =A@ (AXDsy, = (A[X])g, /(0" = X F)(AX])sp,

donc Apiz/oz;l ~ =~ (A[X])s, / (o, X f)(A[X])gp,. Comme ht(p;) = 2, on a X & P, et f; & Ps

piA
pour j # i, df sorte que ApiZ/O‘ApiZ ~ (A[X])gpi/(oa,fi)(A[X])% = k(B;) est un corps. Il en
résulte que aApv 7 est I'idéal maximal de I'anneau local Apv +- Comme cet idéal est non nul et A

donc Zpi 7 est noethérien, ce dernier est un anneau de valuation discréte en vertu de [27, Theorem
11.2].

(3) Ona A/fiAd ~ (A/(a", f;)A)[X]. L'idéal premier p;(A/fiA) = a(A/f;A) est nilpotent : on a
nil(A/f; A) = p;(A/f;A), si bien que \/fl»g = A

Soient P, Q € (A/f;A)[X] tels que PQ € a(A/f;A)[X] i.e. que PQ =0 € (A/p;)[X] : comme p;
est premier, on a P € a(A/f;A)[X] ou Q € a(A/f;A)[X]. L’élément « étant régulier dans A/ f; A
donc dans (A/f; A)[X], cela implique que si PQ € « (A/fiA)[X], alors il existe m € {0,...,n}
tel que P € a™(A/fiA)[X] et Q € a""™(A/ f;A)[X]. Modulo o”, il en résulte que si zy = 0 dans
A/fid,onaz € ozmA/fZA et y € a" ™A/ f;A avec m € {0,...,n}. En particulier, si z est un
diviseur de zéro et y € A/fZA \ {0} est tel que 2y =0, onam > 0 donc z € ozA/fZA L’ensemble
des diviseurs de zéro dans A / fZA coincide donc avec le mlradlcal de sorte que fZA est primaire.
(4) Soit j #4.Ona f; ¢ pig (sinon on aurait f; € AN pZ = pi, ce quin ‘est pas par hypothese)
de sorte que f; ¢ pi(g/fig), i.e. fj est régulier dans A/flA en vertu de (3). Ainsi, si z € A
est tel que f;x € fig, onax € fZA Comme A est integre (¢f lemme 7.2), cela implique que
flg N---N ng Cfi-- A= fﬁ L’inclusion réciproque est triviale.

(5) D’apres [27, §6, exercice 2], on a Assy (fmg) = Assy (f;l) = {p1/~1, e ,prg} en vertu de [27,
Theorem 6.8 (ii)].

O

Démonstration de la proposition 7.1. Commencons par montrer que A est normal. Comme Z[%]

A[ﬂ est normal, les localisés /Tp sont normaux pour p € Spec (ﬁ[ﬂ) de hauteur 1. Sip € Spec (Z)
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contient f, alors il existe ¢ € {1,...,r} tel que f; € p. Comme o™ = f% € p,on aaussi a € p, et

donc p; A C p. Si en outre ht(p) = 1, on a nécessairement p; A =p: comme lelﬁ est de valuation

discréte (¢f lemme 7.3 (2)), il est normal. Ce qui précéde montre donc que Panneau A vérifie la
propriété (R1) de Serre.

L’anneau A [ﬂ étant normal, pour prouver la normalité de Z, il suffit de prouver la propriété (S2)

de Serre pour les diviseurs de f™ avec m € N<g, i.e. que ASSX (fmA) n’est constitué que d’idéaux
premiers de hauteur 1, mais cela résulte du lemme 7.3 (2) & (5).

Comme A est excellent, il en est de méme de la A-algebre de type fini A (¢f [17, 7.8.3 (ii)]). Etant
normale d’apres ce qui précede, son complété a-adique est normal (¢f [17, 7.8.3 (v)]). O

Corollaire 7.4. Placons-nous sous les hypothéses de la proposition 7.1, et soit B une A-algébre
étale. Alors le complété a-adique de B[%} := B[X]/(a"™ — X f)B[X] est normal pour tout n €
N>0.

Démonstration. On a la suite exacte 0 — A[X] LN A[X] — A — 0. Comme B est étale donc

plat sur A, la suite 0 — B[X] ot B[X] - B®4 A — 0 est exacte, de sorte que 'anneau

B:=B [%] ~ B®4 A est étale sur A. Il est donc normal en vertu de la normalité de A et de [18,

Corollaire 9.11]. On en déduit la normalité du complété de B comme 4 la fin de la preuve de la

proposition 7.1. (|
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