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Le calcul scientifique



Le calcul scientifique : définition

• Jonction entre mathématiques et informatique

• Simulation numérique de phénomènes physiques, chimiques, biologiques

• Outil de compréhension, prédiction, optimisation, contrôle

• Démarche du calcul scientifique :

B Modélisation du phénomène⇒ mise en équations (EDO, EDP)

B Analyse mathématique : problème bien posé?

B Approximation numérique : maillage + schéma en temps et en espace

B Implémentation : quel langage? quelles habitudes ?

B Validation du code (solution exacte, convergence)
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Le calcul scientifique chez INRIA BSO

(a) MONC (b) CARDAMOM

(c) CARMEN (d) MEMPHIS
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Les équations de la mécanique des
fluides incompressibles



Les équations de Navier-Stokes incompressibles

• Conservation de la quantité de mouvement

ρ (∂tu + (u · ∇)u) = η∆u−∇p + ρg. (2.1)

• Condition d’incompressibilité
∇ · u = 0. (2.2)

⇒ Comment résoudre ce système d’équations ?
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Une méthode à pas fractionnaire

• Le schéma prédicteur-correcteur de Chorin-Temam

B Prédiction
u? − un

∆tn
= −(un · ∇)un + ν∆un −

1
ρ
∇pn + g. (2.3)

B Correction
un+1 − u?

∆tn
=

1
ρ

(
∇pn −∇pn+1) . (2.4)

• Pour assurer∇ · un+1 = 0, on doit résoudre une équation de Poisson

∆Π =
ρ

∆tn
∇ · u?, Π := pn+1 − pn. (2.5)

• Connaissant u? et Π, on déduit

pn+1 = pn + Π, un+1 = u? −
∆tn

ρ
∇Π. (2.6)
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Méthodes d’ordre élevé de type
Galerkin Discontinu



Un détour par les Différences Finies (DF)

• Équation de transport sur Ω =
⋃
i[xi, xi+1]

∂tu + ∂x(au) = 0 (3.1)

B Euler explicite + DF décentrées en amont

un+1
i − uni

∆tn
+ a

uni − u
n
i−1

∆xi
= 0 ⇒ E = O(∆t) +O(∆x) (3.2)

B Euler explicite + DF centrées

un+1
i − uni

∆tn
+ a

uni+1 − u
n
i−1

2∆xi
= 0 ⇒ E = O(∆t) +O(∆x2)... (3.3)

• Ordre d’une méthode numérique

E = O(hk) ⇔ |E| ≈ Chk ⇔ ln |E| ≈ k · ln h + C′ (3.4)
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Quelques inconvénients des DF (1/2)

• Travail de thèse d’Alice Raeli : DF sur quadtrees
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Quelques inconvénients des DF (2/2)

• Travail de thèse d’Antoine Fondanèche : VF sur quadtrees
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Méthode de Galerkin Discontinu (GD)

• Problème de départ : trouver u ∈ V telle que (EDP sur u)

• Problème approché : trouver uh ∈ Vh telle que (EDP sur uh) avec V̄h = V

• Exemple d’un système de lois de conservation

∂tU +∇ · F(U,∇U) = S, (3.5)

avec

V = H1(Ω), Vh =
{
φ : Ω→ R

∣∣ ∀ i,φ|ωi ∈ Pk(ωi)
}

(3.6)
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Changement de variables

• Après le changement de variables

x(ξ) := xi + ξ∆xi, (3.7a)

t(τ) := tn + τ∆tn, (3.7b)

l’équation dans la maille espace-temps physique cni := [xi, xi+1]× [tn, tn+1]

∂tU + ∂xF(U, ∂xU) = S, (3.8)

devient dans la maille espace-temps de référence ĉ := [0, 1]× [0, 1]

∂τ Û +

(
∆tn

∆xi

)
∂ξ F̂

(
Û,

1
∆xi

∂ξÛ
)

= ∆tnŜ. (3.9)
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Représentation polynomiale par maille
• Polynômes 1D de Lagrange θ1, . . . , θK passant par les points de quadrature 1D de
Gauss-Legendre p1, . . . , pK

θs(p) :=
∏
k 6=s

[
p− pk
ps − pk

]
, p = ξ, τ. (3.10)

• Polynômes 2D de Lagrange Θ1, . . . ,ΘL passant par les points de quadrature 2D de
Gauss-Legendre π1, . . . , πL

Θ`(ξ, τ) := θs(ξ)θs′ (τ). (3.11)
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Méthode ADER-GD : prédiction

• Décompositions de degré (K − 1) par rapport à ξ, τ

Û0(ξ) :=
K∑
`=1

Û0
`θ`(ξ), Φ̂(ξ, τ) :=

L∑
`=1

Φ̂`Θ`(ξ, τ), Φ̂ = Q̂, F̂, Ŝ. (3.12)

• Multiplication par une fonction de test Θk(ξ, τ) + IPP en temps
ˆ
ω̂

ˆ
T̂

Θk∂τ Q̂ dξdτ +

(
∆tn

∆xi

) ˆ
ω̂

ˆ
T̂

Θk∂ξ F̂ dξdτ = ∆tn
ˆ
ω̂

ˆ
T̂

ΘkŜ dξdτ, (3.13)

En notant ~U0 := [Û0
1 , . . . , Û0

K ]T ∈MK,C(R) et ~Φ := [Φ̂0
1 , . . . , Φ̂

0
L ]T ∈ML,C(R), on obtient

A~Q + B~F = ~C. (3.14)

• RQ : si le flux physique F est linéaire par rapport à Q, alors ~F := H~Q avec H ∈ML(R),
donc l’étape de prédiction devient

(A + B H) ~Q = ~C. (3.15)
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Méthode ADER-GD : correction

• Représentation polynomiale de degré D de la solution dans chaque maille spatiale

Û(ξ, τ) :=
D+1∑
`=1

Ûτ` θ`(ξ), ∀ τ. (3.16)

• Multiplication par une fonction de test θk(ξ) + IPP en temps et en espace

ˆ
ω̂

ˆ
T̂
θk∂τ Û dξdτ +

(
∆tn

∆xi

) ˆ
ω̂

ˆ
T̂
θk∂ξ F̂ dξdτ = ∆tn

ˆ
ω̂

ˆ
T̂
θkŜ dξdτ, (3.17)

⇔
ˆ
ω̂
θkÛ(τ = 1) dξ =

ˆ
ω̂
θkÛ(τ = 0) dξ +

(
∆tn

∆xi

) ˆ
ω̂

ˆ
T̂
∂ξθkF̂ dξdτ

−
(

∆tn

∆xi

)(ˆ
T̂
θkF̂(ξ = 1)dτ −

ˆ
T̂
θkF̂(ξ = 0)dτ

)

+ ∆tn
ˆ
ω̂

ˆ
T̂
θk, Ŝdξdτ. (3.18)

avec F̂ = F̂(Q̂), déduit de l’étape de prédiction.
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Méthode ADER-GD : résumé
• Comment MàJ des polynômes locaux avec une précision espace-temps élevée?
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Merci pour votre attention !

Pour m’écrire : alexis.tardieu@inria.fr
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