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LE CALCUL SCIENTIFIQUE




LE CALCUL SCIENTIFIQUE : DEFINITION

e Jonction entre mathématiques et informatique
o Simulation numérique de phénoménes physiques, chimiques, biologiques
e Outil de compréhension, prédiction, optimisation, contréle

e Démarche du calcul scientifique :
> Modélisation du phénoméne = mise en équations (EDO, EDP)
> Analyse mathématique : probléme bien posé?
> Approximation numérique : maillage + schéma en temps et en espace
> Implémentation : quel langage ? quelles habitudes?

> Validation du code (solution exacte, convergence)



LE CALCUL SCIENTIFIQUE CHEZ INRIA BSO
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LES EQUATIONS DE LA MECANIQUE DES
FLUIDES INCOMPRESSIBLES




LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES INCOMPRESSIBLES

e Conservation de la quantité de mouvement

p(Otu+ (u-V)u) = nAu — Vp + pg. (2.1)

e Condition d'incompressibilité
V-u=o. (2.2)

= Comment résoudre ce systéme d'équations?




UNE METHODE A PAS FRACTIONNAIRE

e Le schéma prédicteur-correcteur de Chorin-Temam

> Prédiction
u* —u" n n n 1 n
— =W V" +vAd" - —Vp" +g. (2.3)
At p

> Correction
un+‘l —ur

<
== (Vp" — vp™t). (2.4)

e Pour assurer V - u"t' = 0, on doit résoudre une équation de Poisson

Al = ALt"v -u*, Mn:=p"™" —p" (2.5)

e Connaissant u* et I, on déduit

n—+1 n n+1 * At"
p =p +|_| u =u — TVH (26)



METHODES D'ORDRE ELEVE DE TYPE
GALERKIN DISCONTINU




UN DETOUR PAR LES DIFFERENCES FINIES (DF)

e Equation de transport sur Q = |;[x;, X; ;4]

Otu + dx(au) =0 (31)

> Euler explicite + DF décentrées en amont

untr —yn uft —uf
i A L gL AXH =0 = £=0(At)+O(Ax) (3.2)
i

> Euler explicite + DF centrées

ult —uf uln+1 B u? 1
L L t+a = =0 = E = O(AL) + O(AX?)... .
SR R (At) + O(Ax?) (3:3)

e Ordre d’'une méthode numérique

E=0(h) o [E]|=Ch* & g~k -Inh+C (3.4)




QUELQUES INCONVENIENTS DES DF (1/2)

e Travail de thése d’Alice Raeli : DF sur quadtrees
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QUELQUES INCONVENIENTS DES DF (2/2)

e Travail de thése d’Antoine Fondanéche : VF sur quadtrees
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METHODE DE GALERKIN DISCONTINU (GD)

e Probléme de départ : trouver u € V telle que (EDP sur u)
e Probléme approché : trouver uy, € V, telle que (EDP sur uy,) avec V, =V
e Exemple d’un systéme de lois de conservation

HU+V-F(U,VU) =S,

avec

v =H'(Q), Vh={¢: Q= R|Vi ¢l €Pr(w)}

(3.5)

(3.6)



CHANGEMENT DE VARIABLES

e Aprés le changement de variables
X(§) ==X + £AX;,
t(r) :=t" + TAt",
l'équation dans la maille espace-temps physique ¢! := [x;, x; 4] x [t", t"*"]

OU + OxF(U,5,U) = S,
devient dans la maille espace-temps de référence ¢ := [0, 1] x [0,1]

N A P 5 o
o-u O:F (U 9:U) = At"S.
! +<AX1> : < N )

(3.7a)
(3.7b)

(3.8)



REPRESENTATION POLYNOMIALE PAR MAILLE

e Polynomes 1D de Lagrange 61, ..., 0 passant par les points de quadrature 1D de
Gauss-Legendre p1, ..., px
6s(p) =[] [M] . p=é&T (310)
kzs LPs = Pr
e Polynomes 2D de Lagrange ©4,...,©, passant par les points de quadrature 2D de
Gauss-Legendre 74, ...,
Ou(&, 1) = 6s(8)0s (7). (3.11)
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METHODE ADER-GD : PREDICTION

e Décompositions de degré (K — 1) par rapporta &, +

K

L
0°(¢) =D _0200(8),  ®(&,7) =D ®uOu(,7), @
=

=1

Il

fo )
Sp
w>

(312)

e Multiplication par une fonction de test ©,(&, 7) + IPP en temps

/ / 0r0-Q dedr + ( At") / / Ok dedr = ALY / / osdedr,  (313)

En notant U° := [09,...,09]" € My c(R) et & := [$2,..., 80]" € M, ¢(R), on obtient

AQ + BF = C. (34)

e RQ : si le flux physique F est linéaire par rapport a Q, alors F ;= HQ avec H € M (R),
donc l'étape de prédiction devient

(A+BH)Q= (35)



METHODE ADER-GD : CORRECTION

e Représentation polynomiale de degré D de la solution dans chaque maille spatiale

D+1

0, 7) =D 076,(8), V. (3.6)

=i

e Multiplication par une fonction de test 6,(&) + IPP en temps et en espace

. N .
/ /ekaTQ dedr + (At )/ /ekagir dedr = At”/ /eks dedr, (317)
o Jt AXi ) Jo JT o Jt

o /ﬁ)ekﬂ(T:ndg:/w@U(T:o) de + <i§:)/@/?agek?dgdr

- (2::) (/T BRE (€ = 1)dr — /T ORE (€ = o)dr>

+At”/ /Gk,Sdgdr. (318)
@ JT

avec F = F(Q), déduit de I'étape de prédiction.




METHODE ADER-GD : RESUME

e Comment MaJ des polyndomes locaux avec une précision espace-temps élevée ?

g+l

"
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Cell w;11

X Space DOF : representation of the solution
* Space-time DOF : local Galerkin predictor
e Time DOF : computation of the fluxes
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Merci pour votre attention!

Pour m'écrire : alexis.tardieu@inria.fr
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