INTRODUCTION

A
LAMALYSE COMPLEXE
A

l" UJIFJKJ Vr\KIr\" ES

Tippe Chanpentiin

Université Bordeaux I

Septembre 2009



PHILIPPE CHARPENTIER
UNIVERSITE BORDEAUX I
LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES PURES
351, COURS DE LA LIBERATION, 33405 TALENCE
Adresse électronique: philippe.charpentier@math.u-bordeauxl.fr



PREFACE

e cours est une introduction a I’analyse complexe en plusieurs variable suivie d’'une introduction a la
théorie du probléme 4-Neumann.
Les quatre premiers chapitres sont essentiellement extraits du livre de L. Hormander [H73]. Apres des
rappels sur la théorie des fonctions holomorphes en une variable, le Chapitre II introduit les fonctions
holomorphes en plusieurs variables ainsi que I'équation de Cauchy-Riemann. Dans le Chapitre III on
défini les notions d’ouverts d’holomorphie et pseudo-convexes, leur introduction étant justifiée par
les résultats classiques de prolongement de Hartogs et S. Bochner. Dans la Section II1.3, on introduit la notion d’ouvert
strictement pseudo-convexe et on donne un certain nombre de résultats liés aux fonctions définissantes des domaines
pseudo-convexes.

Le Chapitre IV est consacré a la résolution I? a poids de I'équation du = f due a L. Hormander. Dans la Section
IV.4 nous indiquons, sans démonstration, deux résultats d’estimations [? dans certaines métriques.

Le dernier chapitre est consacré a une introduction du probléme d-Neumann. L étude approfondie de ce probleme
dépasse largement le cadre de ce cours. Aprés une présentation précise de I'opérateur de Neumann associé au 6, nous
définisson précisément le probléme et donnons, sans démonstration, les principaux résultats connus aujourd’hui. La
Section V.3 est consacrée aux projecteurs de Bergman et Szegd. Nous y donnons un résultat de D. Catlin qui donne
un équivalent du noyau de Bergman sur la diagonale et I’appliquons aux domaines strictement pseudo-convexes
ainsi qu'aux domaines pseudo-convexes de type fini de C2. Enfin, nous donnons, sans démonstration, les principales
estimations connues sur les projecteurs de Bergman et Szego.
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CHAPITRE 1

RAPPELS ET COMPLEMENTS
SUR LA THEORIE DES
FONCTIONS D'UNE YARIABLE COMPLEXE

e contenu de ce chapitre est tout a fait classique et ne prétend pas étre exhaustif. Les principaux résultats présen-
tés ici sont contenus dans [[173]. Le lecteur voulant une théorie plus compléte consultera un ou plusieurs des
nombreux livres la traitant en détails (par exemple | , ) , , , D.

I.l
FONCTIONS HOLOMORPHES W

Dans toute la suite, nous utiliserons les notations standard suivantes :
_ . s _ . o _1(0 d) o _1(0 u = _ du A du g
dz=dx+idy, dz=dx-idy, 3; = (ax lay) 35 = (ax + lay) du= —dz+ 3242, 0u=5:dz, 0u= G;dz, de
sorte que du =0u+0u.

DEFINITION I.1.1.
| Soit Q un ouvert de C. On dit qu’une distribution u € 2'(Q) est holomorphe si du = 0.

PRrROPOSITION I.1.1 (Formule de Cauchy-Pompeiu).
Soit Q un ouvert borné de C a frontiere de classe €. Soit u une fonction de classe €' dans Q. Alors

u(z) 1 ou 1
u(() 2”1_ QZT(dZ-Fﬂ &(Z)T(dz/\dz

Cette formule se montre en appliquant le formule de Stokes a la forme ”(Z) dz sur 'ouvert Q\ B((, €), puis en faisant
tendre € vers 0.

PROPOSITION I.1.2.
Soit u une mesure a support compact dans C. Alors la formule

d
ﬂ(&)=/ sl
cz-¢

défini une fonction holomorphe en dehors du support de p1. De plus dans tout ouvert  oil |1 = ﬁ(pdz A dz, avec
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE

||(p€<€k(w),0nap€<€k(w)et (&) =(&).

Démonstration. 1lest clair que fI est holomorphe en dehors du support de . Supposons tout d’abord p = ﬁ(pdzA az,
avec ¢ € €*(C). Alors

=L L
i) = 2iﬂ/<p(z+f)zdz/\ daz,

op . 1 [dp dz A dz
65(5)_21'7:/02(“5) z

Comme ¢ est a support compact, oF ((f) (&) se voit en appliquant le formule de Cauchy-Pompeiu. Pour le cas géné-

et donc

ral, on considere y € ¥*°(C) a support compact dans w valant 1 au voisinage de ¢ ; en écrivant u = yu+ (1 - y) &, on ob-

op _ o(xm) _
of = ot =¢p=¢. O

tient que (1 — y) 1 est holomorphe au voisinage de ¢ et Yt € €°°(C) et donc, au voisinage de ¢,
PROPOSITION I.1.3.

Soient Q un ouvert de C, K un compact de Q) et w un voisinage ouvert de K dans Q. Alors, pour tout entier j = 0 il
existe une constante C; telle que, pour toute fonction holomorphe u dans, on a

sup |u" (z)‘ <Cjllullpry,
zeK

ot u') désigne la i-eme dérivée de u.

Démonstration. En effet, soit ¢ € 2 (w) une fonction valant identiquement 1 sur un voisinage de K. La formule de
Cauchy-Pompeiu donne, pour z € K,

w(2)u(z) = —/u(() _(()(—dCAdC

Comme 1 vaut identiquement 1 au voisinage de K, { — |{ — z| est minorée sur le support de "/ , d’ot1 'inégalité pour
Jj =0.Linégalité pour j quelconque s’obtient en dérivant la formule ci-dessus. O

THEOREME I.1.1 (Théoréme de Runge).
Soient Q un ouvert de C et K un compact de Q. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Toute fonction holomorphe au voisinage de K est limite uniforme sur K d’'une suite de fonctions holo-
morphes dans Q.

2. Q\ K n'a pas de composantes connexes relativement compactes dans Q ;

3. pour tout z € Q\ K, il existe une fonction f holomorphe dans Q telle que |f(z)| > supg |f|

Démonstration. Supposons 2. faux. Il existe donc une composante connexe non vide O de Q \ K dont le frontiere est
contenue dans K. Par le principe du maximum, ceci contredit 3. Ainsi 3. implique 2. De plus, si ¢ € O, la fonction
f(z) = 7 est holomorphe au voisinage de K, et, si on suppose 1. vrai, elle est limite uniforme, sur K, d'une suite
( fn),, de fonctlon holomorphes dans Q, et le principe du maximum montre que cette suite converge uniformément
sur 'adhérence de O vers une fonction F holomorphe dans O continue sur O. Comme (z—-¢) F(z) =1 sur 00 c K, le
principe du maximum donne (z —¢) F(z) = 1 sur O ce qui est absurde. Donc on a montré que 1. implique 2.

Montrons maintenant que 2. implique 1. Par le théoréeme de Hahn-Banach, il suffit de montrer que si p est une
mesure sur K telle que f x hdp =0 pour toute fonction h holomorphe dans (, alors, pour toute fonction f holomorphe
au voisinage de K on a aussi || x J du=0.Pour le voir, considérons le fonction ¢, holomorphe sur C\ K, définie par

d
w(c)=/ﬂ.
kK 2—¢

Par hypothese, si{ € C\K, ona ¢® () = k! fK (z—()~ k1 du(z) =0, ce qui montre que ¢ est nulle sur toute composante
connexe de C\ K qui rencontre C\ Q. Par ailleurs, comme | x 2" du(z) = 0, par hypothese, le développement en série
entiere de ZL_( montre que, pour |[{| > supg |z, ¢ est nulle sur toute composante connexe non bornée de C\ K. Alors
2. entraine que ¢ est nulle sur C\ K. Soit alors f une fonction holomorphe dans un voisinage w de K, et soit ¢ € 2 (w)
une fonction valant 1 sur un voisinage de K. Pour z € K la formule de Cauchy-Pompeiu donne

d(/\d(
(-

f()——/f(() = ()
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I.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

et comme %—? est nulle au voisinage de K, en intégrant par rapport a p il vient

__1 oy 5 _
/f(Z)du(Z)— zm/f(() % @()diAnd(=0.

Il ne reste plus qu’a voir que 2. implique 3. Soit z € Q\ K. Soit D un disque fermé centré en z et contenu dans Q \ K.
Il est clair que K u D vérifie aussi 2. donc aussi 1. d’apres ce qui précede. Alors une fonction valant 0 sur un voisinage
de K et 1 sur un voisinage de D est limite uniforme sur K U D de fonctions holomorphes dans Q ce qui montre qu'’il
existe une telle fonction f telle que | f| < 1/2 sur K et |f — 1| <1/2 sur D. 0

DEFINITION 1.1.2.

Soit K un compact d'un ouvert Q2 de C. On appelle enveloppe d’holomorphie de K relativement a Q) I'ensemble
K = K défini par :

K= {z € Q tels que |f(z)| <sup ‘f(a)| , pour toute fonction f holomorphe dans Q}
(eK

Lorsque K = K on dit que K est holomorphiquement convexe dans ).

PRrROPOSITION I.1.4.
Soit Q un ouvert deC.

1. Soit K un compact de Q).

(@) La distance de K au complémentaire de Q est égale a celle de K i ce complémentaire. En particulier K
est compact dans Q) ;

) K=K.
2. Il existe une suite strictement croissante (K j)]. de compacts de Q) possédant les propriétés suivantes :

(a) Pour tout j, K; est holomorphiquement convexe (dans ) ;

(b) tout compact de Q est contenu dans l'un des K;.

Démonstration. Le 1. (a) se voit en considérant les fonction f{, { e C\Q, les autres propriétés sont presque immé-
diates. O

THEOREME 1.1.2.
|| Soit Q un ouvert de C. Soit f € €°°(Q). Alors il existe u € € (Q) telle que % =f.

Démonstration. En effet, soit (Kj) june suite de compacts de Q ayant les propriétés décrites au 2. de la Proposition
précédente. Pour tout j soit y; € 2(Q2) une fonction valant 1 sur K;. Posons ¢1 = y1, et, ¢; = ¢ — -1, de sorte
que ¢; est identiquement nulle sur K;_; et Z;’.‘;l @; =1 sur Q. La Proposition I.1.2 donne, pour tout j, une fonction

ou; o . . L
uj € €°(C) telle que % = @;f. Ainsi u; est holomorphe au voisinage de K;_; et le Théoreme de Runge montre
qu’il existe une fonction holomorphe dans Q, vj, telle que \uj - vj| <27/ sur K i-1. La fonction cherchée est alors
u=Y%, (uj—vj). En effet, comme (u; - v;) est holomorphe au voisinage de K; pour j = [+1, X%, (u; - v;) est
holomorphe au voisinage de K; et, par suite, u est €°° dans Q et, dans K;, on a

o))
<

l o1
= —] = = =
e —; 32 ;‘Plf vif =1
ce qui termine la preuve. O

Remarque L.1.1. Si f € ¥°°(C) est a support compact, il n’existe pas, en général, de fonction u a support compact
dans C telle que g—g =f.

En effet, si tel était le cas, la formule de Stokes appliquée sur un grand disque Dg contenant les supports donnerait

O:/ udz = fdzAdZ:/fd}L,
aDg Dg C

alors que I'on peut avoir fc fdr#0.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE

THEOREME I.1.3 (Weierstrass).
Soit Q un ouvert de C. Soient (zj)].21 une suite de points de Q) et (nj)jzl une suite d'entiers relatifs. Alors il existe

une fonction méromorphe f dans < telle que, pour tout j =1, (z—z j)_"j f (2) est holomorphe et ne sannule pas
dans un voisinage de z; et qui est holomorphe sans zéros dans Q\ {z;, j = 1}.

Démonstration.

Lemme. Dans les conditions du Théoréme, il existe une suite de chemins continus injectifs y ; tels que, pour tout j,
¥;(0)=zj,v;(1) €QU{oo}, et, pour j # k, v ([0,1]) Ny« ([0,1]) = @.

Démonstration. En considérant, pour tout entier k les ensembles Q. = Qn B(0, k) et
Ey ={z€Qy tels que d (z,C\ Q) = 1/2k},
on construit aisément ces chemins par récurrence sur k. O

Démontrons maintenant le Théoréme. Les chemins y; étant injectifs et deux a deux disjoints, il existe, pour chaque
i, des voisinages ouverts V; et W; de y; ([0,1]) tels que, W; c V;, pour tout € > 0 et tout entier k, W; n {|z| < k} n
{d(z,C\ Q) > ¢} est relativement compact dans V;, V; \ W; est simplement connexe, et, pour i # j, V; N V; = @. Pour
chaque i, soit y € 2 (V;), 0 < x < 1, une fonction valant identiquement 1 sur un voisinage de I'adhérence de W; dans
V;. Comme V; \ V; est simplement connexe, on choisit log (z — z;) une détermination continue du logarithme dans cet
ouvert et, pour z€ C\{z;, i = 1}, on pose

(z—z;)" dans W;\{z;},
g(z)={ exp(xi(2)nilog(z—z;)) dansV;\W;,
1 dans C\U; V;.

Clairement g € €°° (C\ {z;, i = 1}). Considérons enfin la fonction

a .
(2 = o sizeQ\U;iW;,
0 sinon.

La définition de g montre aussitot que cette fonction est bien définie sur Q et y est €. Par suite, le Théoreme 1.1.2

donne une fonction R € €*°(Q) telle que % = w. Posons alors f(z) = g(z) e B3 7z e Q\lz;, i=1}. La construction

donne %(z) = ¢ 1@ (g—‘g(z) - g(z)g—g(z)) =0sur Q\ {z;, i = 1}. Comme f(z) (z— z;) " = e ¥ est holomorphe sur un

disque D(z;, ;) \ {z;} ety est bornée, elle est holomorphe dans D(z;, r;) et ne s’y annule pas. O

1.2
FONCTIONS SOUS-HARMONIQUES

DEFINITION 1.2.1.
Soit Q un ouvert de C. Une fonction u : Q — [—o0, +00] est dite sous-harmonique si elle vérifie les deux conditions
suivantes :

1. u est semi-continue supérieurement (i.e. pour tout réel s, {u(z) < s} est ouvert dans Q) ;

2. pour tout compact K  Q et toute fonction % continue sur K et harmonique dans K, si u < h sur 0K alors
u<hsurK.

Par définition la fonction identiquement égale a —oo est sous-harmonique.
ProproSITION I.2.1.

1. Si u est sous-harmonique, pour toute constante ¢ > 0, cu est sous-harmonique.

2. Soit (ug) o une famille de fonctions sous-harmoniques et soit u = sup, Uq. Alors u est sous-harmonique si
elle est < +oo et semi-continue supérieurement.

3. Soit (u;);»1 une suite décroissante de fonctions sous-harmoniques. Alors u = lim;_ o, u; est sous-
harmonique.

4 DEA de Mathématiques Pures - Analyse Complexe



I.2. FONCTIONS SOUS-HARMONIQUES

Démonstration. 1. et 2. sont évidents et 3. se montre facilement : {u(z) < s} = U; {u;(z) < s} est ouvert, donc u est semi-
continue supérieurement. Par ailleurs, pour ¢ > 0 et i une fonction continue sur K harmonique dans K telle que u < h
sur 0K, les ensembles {z tels que u;(z) = h(z) +¢,z€ GQ} forment une suite décroissante de fermés d’intersection vide
et il existe iy tel que {z tels que u;,(2) = h(z) +¢, z€ 0Q} = @, donc u;, < h+ ¢ sur K ce qui conclut. O

PROPOSITION 1.2.2.
Soient Q un ouvert deC et u : QO — [—oo, +00l[. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. u est sous-harmonique.

2. Si D est un disque fermé contenu dans Q et f une fonction holomorphe dans D continue dans D telle que
u<Ref surdD, alors f <Ref dans D.

3. Pourtoutd >0, soit Qg5 = {z eQ telsqued(z,C\Q) > 6}. Alors pour toute mesure positive y sur [0,6] et tout

zeQsona
2n .
Zﬂu(z)/dus/ (/u(z+ re“c)) du) dd.
0

4. Pour chaque é > 0 et tout z € Qg, il existe une mesure [ positive a support dans [0,08], distincte de la masse
de Dirac en 0, telle que la formule du 3. ci-dessus soit vraie.

Démonstration. Les seules implications a vérifier sont 2. entraine 3. et 4. entraine 1. Montrons tout d’abord la pre-
miere. Soient z € Q, r€]0,6[ et D = {z telsque [ —z| < r} un disque contenu dans Q. Soit ¢; =Y. ake’k{) un poly-

. _k
nome trigonométrique réel tel que u(z+ re’?) < ¢, (9), pour tout 9. Posons f({) = ap + ¥ =1 ar & r,f) . On a donc

u(l) < Ref () sur 0D et I'hypotheése implique u < Ref dans D. En particulier, au point z ceci donne u(z) < ayp =

% Ozn(pl(f)) d9. D’autre part, si ¢ est une fonction continue telle que u(z+ reiﬁ) < @(9), pour tout € > 0 il existe
27

un polyndéme trigonométrique ¢; tel que ¢ < @) < @ + ¢, et, par suite u(z) < ﬁ o @@ dI+e. Ainsion a u(z) <
= 02” u(z+ re?) d9 et, pour conclure, il suffit d’intégrer par rapport a du(r).

Montrons maintenant que 4. implique 1. Soient K un compact dans Q et i une fonction continue sur K har-
monique sur K telle que u < h sur 0K. Supposons sup x(u—h) =M > 0. Alors, par semi-continuité, I'ensemble F =
{t— h = M} est un compact non vide contenu dans K. Soit zy € F tel que d (200K) = d(F,0K), et soit & € 10, d (29, 0K)[.
Alors, pour tout r < §, le cercle centré en zy et de rayon r contient un point z olt u(z)—h(z) < M, et, par semi-continuité,
cette inégalité reste vraie sur un arc ouvert de ce cercle. Comme la mesure p n’est pas la masse de Dirac en 0, ceci im-

plique

// (u—"h) (zo + reiﬂ) addu(r) < MZﬂ/dM(I’) =(u-h) (Zo)ZH/d,U(T),
et la formule de la moyenne pour les fonction harmoniques permet de conclure. O
COROLLAIRE.

La somme de deux fonctions sous-harmonique est sous-harmonique.
La sous-harmonicité est une propriété locale.

Si f est une fonction holomorphe dans Q alorslog | f | est sous-harmonique.

oL b~

Soit ¢ une fonction convexe croissante sur R telle que @(—o0) = limy_._oo @ (x). Si u est sous-harmonique
alors @(u) lest aussi. En particulier, si f est holomorphe dans Q alors |f‘ et |f|p, p > 0, sont sous-
harmonique.

Démonstration. Le 3. est une conséquence immédiate du principe du maximum appliqué a I'inégalité |f| < |e”|.
Démontrons 4. Par convexité, pour tout xg fixé, il existe une constante k telle que ¢(x) = ¢ (xp) + k (x — xp). Donc

1 2m 1 27 X
—/ u(z+ re“c)) dd—xg
27 0

’

(p(u(z+ rem)) ad= @ (x)+k

2m Jo

et, en prenant xo = 5= [ u(z+ re'?) 9, il vient
1 21 i9 1 27 N
(p(u(z))S(p(g/o u(z+ re )df))sg/o (p(u(z+ re ))dﬁ.

PROPOSITION 1.2.3.
Soit u une fonction sous-harmonique dans Q non identiquement égale a —oo sur une composante connexe de Q.
Alors u est localement intégrable dans Q.

Titpppe Chiaperntiin 5




CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE

Démonstration. En effet, si en un point z de Q on a u(z) > —oo et si D est un disque compact centré en z et contenu
dans Q, comme la semi-continuité de u implique qu’elle est majorée sur D, la propriété de sous-moyenne (Proposition
1.2.2) montre que u est intégrable sur D. Comme D est de rayon arbitraire, ceci implique que si E est 'ensemble des
points de Q au voisinage desquels u est intégrable, u est nécessairement identiquement égale a —oo dans un voisinage
de chaque point de Q\ E. Donc E et Q\ E sont ouverts ce qui signifie que Q \ E est une réunion de composantes
connexes de Q et contredit '’hypothese. O

PROPOSITION 1.2.4.
Soit u une fonction sous-harmonique dans un ouvert Q) de C. On suppose que u n'est pas identiquement nulle sur
une composante connexe de Q. Alors pour toute fonction positive v ce classe 6> a support compact dansQ, on a

/ uAvdA =0.
Q

Démonstration. En effet, soient r € ]0,d (Suppy,C\ Q)| et z € Suppv. Linégalité de la moyenne (Proposition 1.2.2)
pour u donne en intégrant contre v et en faisant le changement de variables z + re’? = ¢,

21
2n/u(z)v(z)d/1(z)s/ (/v((—rem) u(()cm(c) dﬂ:/u(c) /u((—re"ﬁ) dﬁ) dAQ),
0

/u(() dir) = 0.

Alors un développement de Taylor a 'ordre 2 de v au voisinage de ¢ donne lim,_.g ,—lz [ fozn v (C - reiﬁ) dd-2nv(()| =
nAv((), ce qui conclut. O

c’est-a-dire

/ZH v((— reiﬁ) dd-2nv(()
0

THEOREME I.2.1.

Soit Q un ouvert de C. Soit u une fonction localement intégrable dans Q vérifiant la propriété de la Proposition
précédente. Alors il existe une unique fonction U sous-harmonique sur Q) égale presque partout a u. De plus, si
@ est une fonction positive radiale a support compact intégrable, pour tout z€ Q ona

Ul2) = lim S u(z—é()(p(()dﬂt(().
=0 [@QdAQ)

Démonstration. Si U existe, la propriété de sous-moyenne donne

Ut < JU@E-60)@)dAQ)
- [o@dAQ)

et, en faisant tendre 6 vers 0, par semi-continuité, la limite du membre de droite de I'inégalité précédente est < U(z)
ce qui montre la formule du théoreme et I'unicité de U.

Montrons son existence. Supposons tout d’abord u de classe 62 et montrons donc que u est sous-harmonique.
Lhypothese faite sur u donne, en intégrant par parties ( page ci-contre), f (Au)vdA = 0 pour toute v € 2(Q) ce qui
implique Au = 0. En écrivant le laplacien en polaires on a donc

72 10 1 02 9
/(W-F;E‘FpW)M(Z'f‘rel )dﬁZO

pour tout point z tel que d (z, C\ Q) > r. En posant M(r) = % fozn u(z+re'?) do, cette inégalité s'écrit M" (1) + %M’(r) >
0, autrement dit, rM’(r) est croissante. Comme rM’(r) tends vers 0 quand r — 0, on a M’(0) = 0 et donc M(0) < M(r),
ce qui montre que u est sous harmonique d’apres la Proposition 1.2.2.

Traitons maintenant le cas général. Soit ¢ € 2(C) une fonction positive a support compact dans le disque unité
centré en 0 radiale et d’'intégrale 1. Pour 6 > 0 la fonction

s = / u(z—60) Q) dAQ)

est € sur Qs = {¢ € Q tels que d(&,C\ Q) > 8} et us tends vers u en norme L! sur les compacts de Q quand § — 0. De
plus, il est clair que us vérifie, sur Q5, la méme hypotheése que u et le premier cas montre que us est sous-harmonique
dans Qs ce qui implique que

- / s (2= ) Q) dAQ)

décroit quand & décroit vers 0. Alors, en faisant tendre d vers 0, on conclut u,(z) décroit quand & décroit vers 0. Ainsi
U =lim,_¢ u, existe et est sous-harmonique. Enfin, comme u, tends vers u dans LllOC on a U = u presque partout. [
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ANNEXE

Remarque I.2.1. Ce qui précéde montre qu'une fonction u de classe €2 est sous-harmonique si et seulement si
Au=0.Lorsque Au >0 on dit que u est strictement sous-harmonique.

PROPOSITION I.2.5.
Soit : Q — Q' une fonction holomorphe. Si u est sous-harmonique dans Q' alors uo f est sous-harmonique dans
Q.
0%uo f_
020z
utilisant la suite décroissante de la preuve du Théoreme 1.2.1 ci-dessus. O

Démonstration. En effet, ceci est éident si u est de classe €2 (puisque

PROPOSITION 1.2.6 (Hartogs).
Soit (v) . une suite de fonctions sous-harmoniques sur un ouvert Q). On suppose que cette suite est uniformément
majorée sur tout compact de Q) et que limg—oo vk(2) < C pour tout z € Q. Alors, pour tout € > 0 et tout compact K
deQ, il existe ko tel que, pourk = kg etze Konavi(z) <C+e.

Démonstration. Quitte a remplacer Q par un ouvert relativement compact dans Q et contenant K, on peut supposer
que vi < 0 dans Q pour tout k. Soit alors r > 0 tel que K < Q3. La formule de la sous-moyenne donne, pour z € K,

nr? v (2) < / v dAQ).
|z—=C|<r}

Le Lemme de Fatou montre que la limite supérieure, quand k — oo, du membre de droite est < 7Cr?, et, pour chaque
z € K il existe un entier ky(z) tel que, pour k = ky(z) on a

/ v dAQ) = 7r? (C+e/2).
lz=Cl<r}
Pour |z — w| < § < r, comme précédement, on a

7 (r+6)> ve(w) < /

{I{-wl<r+6}

v (Q)dA Q) S/ V() dA((),

{lz—Cl=r}

la dernieére inégalité provenant du fait que vy est négative. On en conclut, pour k = ky(z), que vi(w) < (C +¢€/2) (%)2 <
C + ¢, pour 6 assez petit et |z— w| < §. La conclusion résulte alors de la compacité de K, en recouvrant ce dernier par
un nombre fini de disques {|z— w| < < r}. O

ANNEXE

Rappelons rapidement la formule d’intégration par parties dans R™ :

PROPOSITION.
Soit Q un ouvert deR™ a bord de classe €" . Soit p une fonction définissante deQ (i.e. Q = {p <0} erVp#0 suroQ)
telle que |Vp| = 1 sur 0. Soient u et v deux fonctions de classe € dans Q. Alors, pour 1< i < m,

9 P
/—vd/l——/ u—vd/l+/ w2l 4g.
0x;j a Ox; oo 0x;

Démonstration. Considérons la forme différentielle w = dxy A ... A dx;,. La formule de Stokes donne pour w une

fonction de ¢! (Q)
—dA=
/6361 / we= /Q axl

En effet, par un calcul direct, on voit que, sur 0Q, w = a—)fldo', ol do est la mesure euclidienne sur 0Q (ceci se
montre en utilisant le théoréme des fonctions implicites qui ramene le calcul au cas ot1 Q = {x; <0} et 0Q = {x; = 0}).
1l suffit donc d’appliquer la formule précédente a w = uv. O
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CHAPITRE I1

A’

FONCTIONS HOLOMORPHES
D

PLUSIEURS YARIABLES

51

Ce chapitre est entierement extrait du livre de Lars Hormander [[173]. Le lecteur voulant des compléments pourra
consulter ce livre ainsi que ceux de Christine Laurent-Thiébaut [ 1, R. Michael Range [ ] et Steve Krantz
[ I.

II.1 o

NOTATIONS GENERALES ET DEFINITION

Fixons tout d’abord les notations générales. Les coordonnées canoniques de C" = R*" sont notées zj = x;j + i yj,

i = dx: . —yn ; — dxi—idvi. dz =YY" dz;, 2L =1(2 _;90 | 0 _
1< j < n, etonnote dz; = dx; + dyj, dz—ijldz], dzj = dxj - idyj, dz—ijldz], 35 = z(axj layj)’ oz =

B} .9 .. .. . n _yvn Ou i A,_vn Ou -
3 ((,—xj + za—yj).AmsL si u est une distribution sur un ouvert de C", en posant du = Zj:1 oz dzjetdu=3%:_, az—jdzjr on

adu=0u+ou.

Bien que l'utilisation des formes différentielles ne sera pas systématique dans ce chapitre, pour des raisons de
commodité, nous les introduisons dés maintenant. Avec les notations précédentes, les formes différentielles dz’ A
dz’ ouI=(ir,...ip), 1< p<n,J=(ji,...jg) 1 < q<n, dz' =dzy A...Ndz;,, dZ/ = dzj A... A dz;, forment une
base de I'espace des formes différentielles. On appelle alors forme différentielle de type (ou bidegré) (p, q) une forme
différentielle f qui s’écrit

f= Y apgddad?
H=p,|JI=q
ol les coefficients aj; sont des distributions sur un ouvert de C”. L'écriture de la formule si-dessus n’est évidement
pas unique. Pour palier a cet inconvénient on introduit le symbole Z' qui signifie que la somme est prise sur les
multiindices I et J strictement croissants. Ainsi I'écriture

f = Z’ a]]dZI/\dZ]
=p,lJ1=q

est unique pour une forme différentielle de type (ou bidegré) (p,q).
On étends ensuite les opérateurs d et d aux formes différentielles formellement : si f =Y. fi;dz! A dZ’, on pose

af =Y afiyndz'nadz’, etdf =Y dfyyndzl ndz,
de sorte que df =af +0f. Si f est de type (p,q) 0f est de type (p+1,q) et 0f de type (p,q+1). Comme 0 = d*f =

9
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02 f + (80 +00) f + 02 f, pour des raisons de bidegré, on a
0*=0*=00+00=0.
En particulier ceci montre que si f est une forme différentielle de bidegré (p.g), g = 1, pour qu'il existe une forme
différentielle u telle que du = f il faut que 6 f = 0.
Soient u une application ce classe ¢! d’un ouvert Q de C" dans C" et f = Y. fiydz' A dz’ une forme différentielle
définie sur un voisinage ouvert de I'image de u. On appelle image réciproque de f par u la forme différentielle u* f

sur Q définie par la formule
u f=Y fulu@)du’ Adi,

N _ « Ouj ou; _« 0uj ou;j I_ s (s .
oty siu=(uy,...,uy), duj =Y ﬁdzp"‘z ﬁdz_p, duj = aZ 6—Z;dzp+2ﬁdz_p, et, du' = duj A...Aduj,, sil = (i,...0p),
di/ = duj, A...dw, si ] = (ji,... jg). En particulier, si %’7— =0 pour tous j et p, du’ est de type (1,0) et dit/ de type
(0,1), donc du! A dii! est de type (p, q) ; ainsi, sous cette hypothese, si f est une forme de type (p, g) il en est de méme
de u*f.

De plus, on vérifie aisément que d (u* f) = u* (df) ce qui implique 8 (u* f) = u* (0f) et d (u* f) = u* (0f).
Donnons maintenant la définition des fonctions holomorphes dans un ouvert de C” en toute généralité :

DEFINITION I1.1.1.
| Soit Q un ouvert de C". On dit qu'une distribution f € 2(Q) est holomorphe sidf = 0.

Remarque. On montre facilement en théorie des distributions que I'opérateur d est elliptique. Ceci implique
qu'une distribution holomorphe est automatiquement une fonction ¥*°. Nous n’utiliserons pas ce résultat dans cet
exposé.

PrOPOSITION II.1.1 (Théoreme des fonctions implicites holomorphe).
Soient fj (w,z), 1 = j < m, des fonctions de classe € ! holomorphes dans un voisinage d'un point (w°, z°) de C™ x
C™. On suppose que f; (w° 2°) =0,1< j < m, et que det(% (wo,zo))lsjsm # 0. Alors I'équation fj(w,z) =0,
Isk=m
j=1,...,m, a une solution unique w(z) holomorphe au voisinage de z° telle que w(z°) = w°.

Démonstration. Lexistence de w résulte du Théoreme des fonctions implicites usuel. Lholomorphie des fonctions
w = (wy,..., wy) résulte de I'équation
of; of;
J J
0=) ——duwy+) =—dz
> Sy, 25 e

qui peut étre résolue par hypothese ce qui montre que les dwy sont des combinaisons linéaires des dz;, 1< l<n. O

I1.2
LA FORMULE DE CAUCHY DANS UN

POLYDISQUE

Dans C”, on appelle polydisque (ouvert) un produit D = H;’Z:I Dj; de disque D; de C c’est-a-dire un ouvert de C"
de la forme

D= {z: (z1,...2n) € C" tels que V§, )zj—z?‘ < rj}z ﬁD(z}),rj)
j=1

ol z;.’ €Cetrj>0,1=<j<n.Lefermé dyD = {z =(z1,...2,) € C" tels que V j, ‘zj - z;.’| = rj} s’appelle la frontiere dis-
tinguée de D. Le point z2° = (z?,...,zg) s'appelle le centre du polydisque et les nombres r; sont parfois appelés les

multi-rayons du polydisque.

ProPOSITION I1.2.1 (Formule de Cauchy dans un polydisque).
Soient D un polydisque de C" et u : D — C une fonction continue qui est holomorphe par rapport a chaque
variable les autres étant fixées. Alors, pour toutz€ D ona

u(z)=( ! )n/ LG N o
0

2in) Joun T, (¢ - 2))

En particulier u € €°°(D) et est holomorphe.
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I1.2. LA FORMULE DE CAUCHY DANS UN POLYDISQUE

Cette formule est une conséquence immeédiate de la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes d’'une
variable complexe.

COROLLAIRE 1.

Soit Q un ouvert de C". Soit u € €1(Q) une fonction holomorphe. Alors u € €*°(Q) et toutes les dérivées de u sont
holomorphes.

Démonstration. En effet, il suffit de dériver la formule de la Proposition précédente pour obtenir une formule ana-
logue pour les dérivées de u, et le membre de droite de la formule obtenue est clairement holomorphe. O

COROLLAIRE 2.
Soit (uy) une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert Q de C" qui converge uniformément sur les com-
pacts de Q vers une fonction u. Alors u est holomorphe dans Q.

Démonstration. En effet, par passage a la limite, la fonction u vérifie la formule de Cauchy dans tout polydisque
relativement compact dans Q, ce qui montre qu’elle est holomorphe dans ce polydisque. O

COROLLAIRE 3 (Formule de la moyenne).

Soit u une fonction holomorphe dans un ouvert Q de C". Soit z € Q, notons §(z) la distance de z au complémen-
taire de Q) et s0it0 < § < 6(z), de sorte que la boule B(z,6) de centre z et de rayon § est contenue dans Q). Soit w,, le
volume d’une boule de rayon 1 dans C" = R?"., Alors

1 1
u(z)z—/ ul)do = ——— ) dA(2).
2nw2,62"1 Japz0) ¢ wW2,6%" B(z,é)f ¢

En particulier, pour p € [1,+00[, on a|u(z)| < (

—L [l ull
P .
ooy NHIL (B(z,6))

Démonstration. En effet, puisque u est €°°, elle est harmonique, et on sait que les fonctions harmoniques sont ca-
ractérisées par la propriété de la moyenne. O

Il est clair que I'ensemble des fonctions holomorphes dans un ouvert Q de C” est une algébre. Dans toute la suite,
nous noterons A(Q) cette algebre.

PRrROPOSITION I1.2.2.
Soient Q un ouvert de C", K un compact de Q) et w un voisinage ouvert de K dans Q. Alors pour tout multiindice a
il existe une constante C, telle que, pour toute fonction u € A(Q) ona

sup 0% u(2)| < Ca llull 11y -
zekK

Démonstration. En effet, cecirésulte de la Proposition 1.1.3 appliquée a un polydisque coordonnées par coordonnées
puis en recouvrant K par un nombre fini de polydisques contenus dans w. O

COROLLAIRE.
Soit (uy) . une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert Q de C". Si la suite (|uy|) . est uniformément bornée

sur les compacts de Q alors il existe une sous-suite (ukp) de la suite (uy) qui converge uniformément sur les
p

compacts de Q) vers une fonction de A(Q)).

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la Proposition qui montre que la suite () est équicontinue
sur tout compact de Q et du théoreme d’Ascoli. O

ProprosSITION I1.2.3.
Soit u une fonction holomorphe dans le polydisque D = {|z j| <r,lsjs n}. Alors u se développe en série entiére,

(43
9 ;‘!(0) z%, z€ D.

la convergence étant uniforme sur tout compact de D : u(z) = Y genn
Démonstration. On peut supposer u continue sur D de sorte que 1'on peut écrire la formule de Cauchy de la Proposi-
tion I1.2.1. Alors, il suffit de développer en série entiere m et de remarquer que la convergence est normale dans
YA A
(GoD) x rD, 0 < r < 1. Les coefficients % s’obtiennent aussitot en dérivant la formule de Cauchy. O
COROLLAIRE.

Soit Q un ouvert connexe de C". Si u est une fonction holomorphe dans Q qui est nulle sur un ouvert non vide de
Q alors u est identiquement nulle.

Titpppe Chiaperntiin 11



CHAPITRE II. FONCTIONS HOLOMORPHES DE PLUSIEURS VARIABLES

Démonstration. En effet 'ensemble des points de Q au voisinage desquels u est nulle est a la fois ouvert (par défini-
tion) et fermé dans Q (par la Proposition, puisque toutes les dérivées de u sont holomorphes donc continues). O

PROPOSITION II.2.4 (Inégalités de Cauchy).
Soit u une fonction holomorphe dans le polydisque D = {|zj| <rj,1<j<n}. Silul <M dans D alors, pour tout
multiindice a, on a |0*u(0)| < Ma!r=¢.

C’est une conséquence immédiate de la formule de Cauchy (Proposition I1.2.1).
THEOREME I1.2.1 (Théoréeme d’'Hartogs).

Soient Q un ouvert deC" et u une fonction de Q) dans C. On suppose que u est holomorphe par rapport a chaque
variable les autres étant fixées. Alors u est holomorphe dans Q.

Remarque. On notera que, dans cet énoncé, on ne fait aucune hypothese de régularité sur u, en particulier, on ne
suppose pas que u est une distribution sur Q.

Démonstration. Lénoncé étant local, il suffit de démontrer ’holomorphie de u dans un polydisque
D={|Zj|<rj,15j5n}

relativement compact dans Q, et alors, par la formule de Cauchy (Proposition I1.2.1), il suffit de montrer que u est
continue dans D. Remarquons tout d’abord qu'’il suffit de montrer qu’elle est localement bornée :

Lemme 1. Siu est localement bornée alors elle est continue, et, par suite, holomorphe.

Démonstration du Lemme 1. Lénonce étant local il suffit de montrer que u est continue sur un polydisque contenu
dans Q, et, par translation, on peut supposer que ce polydisque est D = H7:1 D(o, rj). On suppose donc u définie au

voisinage de D avec les propriétés de I'énoncé et que |u| < M sur D. Ecrivons alors, pour z et { deux points de D
n
u(z) - u(() = Z u((l)---)(jfl»zj)---!zn) - u((l!“‘)(j)szrl)---erl)'
j=1

La fonction U;j () = u({1,...,{j-1,&,-..,2n) — u({1,...,(}, Zj+1,--.,2n) €st, en module majorée par 2M, et, le Lemme

de Schwarz appliqué a la fonctionV(w) = 5 U; ((pjfl(w)), ol ¢;(v) = qét—ié%, donne |V (@(z)))| = 55 |Uj(z)] <
T

zj=Cj

I 2_2.C;
s zj(;

, et montre la continuité de u dans D. O

Nous faisons maintenant la démonstration du Théoréme par récurrence sur la dimension n. On suppose donc le
Théoréme vrai dans C” avec p < n—1 et nous le démontrons pour un ouvert Q de C”.

Lemme 2. Soit D = ]'[;.’:1 D; un polydisque fermé (i.e. les disques D; sont fermés) contenu dans Q. Soit u: Q — C
une fonction vérifiant les hypotheses du Théoréme. Alors il existe des disque D}. cDj, 1= j<n,derayons>0 tels que u

est bornée dans D' = (]‘[;‘:‘11 D}) x Dy,. En particulier u est holomorphe dans D' (Lemme 1 ci-dessus).

Démonstration. Pour tout entier M posons

n—-1
Ey = {z’ € [ [ Dj tels que |u(Z',z,)| < M pour tout z, € Dn}.
j=i

Lhypothese de récurrence montre que E)s est une intersection de fermés donc est fermé. De plus, comme z, —
u(z', z,) est holomorphe au voisinage de D,,, elle y est bornée et on a donc Uﬁ:l Ey = H;.’:_ll D;. Le Théoreme de
Baire implique alors que 'un des Ej; est d’'intérieur non vide ce qui prouve le Lemme. O

Lemme 3. Soit D:]'[;.’:1 D (z;.), R) un polydisque centré au point z° et de multi-rayons R. Soit u une fonction de D
dans C. On suppose :

1. Pour chaque z, € D (25, R) fixé, 2 = (z1,..., 2Zn-1) — u(2, z) est holomorphe dans[]/! D (z}’, R) ;
2. Ilexiste r >0 tel que u est holomorphe et bornée dans le polydisque (H;‘;ll D (z;’, r)) x D(2%,R).

Alors u est holomorphe dans D.
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I1.3. EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN

Démonstration. Pour simplifier les notations nous supposons dans le preuve que z° = 0. Soient 0 < R; < R, < R. Pour
chaque z, € D(z3, R) fixé, soit u(z) = ¥4 dq (2,) 2’“ le développement en série entiére de 2’ — u(z’, z,). Comme ay =
0%u ’ N 0 . .

57¢ (0,2,), zZn — aq (zy) est, par 'hypothese 2., holomorphe dans D (zp, R), si sup(l_[;:11 D(Z?‘r)) <D(22,R) |ul < M, lesinéga-
lités de Cauchy (Proposition I1.2.4) on a |ay (z,,) r%| < M. Ainsi les fonctions sous-harmoniques vy (z;,) = élog|a( (zn)|
sont uniformément majorées pour |z,| < R. D’autre part, 'hypothése 1. implique lim)4|—~o |aa (zn) R|2“|| =0 pour tout

|z;] < R donc ﬂm\ﬁm Va (25) <log(1/Rr,). Alors la Proposition 1.2.6 montre que, pour |a| assez grand, on a
Vg (2) <log(1/R) pour |z,| < Ry,
c’est-a-dire |a, (2,)| R'la‘ <1 ce qui implique que la série )", aq (z,) 2'% est normalement convergente dans D. O

Achevons maintenant la démonstration du Théoreme. Soit { € Q. Soit R > 0 tel que le polydisque ]'[]’.‘: . D(¢5, 2R) soit

contenu dans Q. Le Lemme 2 montre qu’il existe un point z°, max j |z;.’ - j‘ < R tel que les hypothéses du Lemme 3
sont satisfaites pour un r > 0, et ce Lemme montre donc que u est holomorphe au voisinage de (. O

I1.3
EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN

Dans cette Section, nous présentons une étude simple de 'équation de Cauchy-Riemann
ou=f,

dans un polydisque de C", ol f est une forme qui, comme nous l'avons déja noté, doit vérifier la condition df = 0.
Commencons tout d’abord par les (0, 1)-formes a support compact :

ProproSITION I1.3.1.
Soit f = Z;’zlfj_dz_j une (0,1)-forme a coefficients f; € <ng €M (e d? classe €* et a support compact), k = 1,
n=2, telle quedf = 0. Alors il existe une fonction u € €* (C") telle quedu = f.

Remarque. Comme nous 'avons déja vu (Remarque I.1.1) ce résultat est faux en dimension 1.

Démonstration. Posons

(e = /fl (e ’Z”)d(/\dfzi,/ ﬁ(zl_(’zz"”’zn)d(/\df.
2inm 2iw Jo

(-2 ¢
Remarquons que u € €% (C") et que u = 0 lorsque Z’?_z ‘zj| est grand. D’autre part, d’aprés la Proposition I.1.2 on a
: = fi. Par ailleurs, puisque df = 0 on az= 6fl = f’“, et la formule de Cauchy-Pompeiu (Proposition I.1.1) (et le fait que

f est a support compact) donne

ou 1 a ((’ 22y Zn) _
— @)= | ———d{Ad({= yeerZn).
GZk( z)= 2in -2z ¢ ¢ = fx(z1,...2n)
Ainsi on adu = f et u est donc holomorphe en dehors du support de f, et comme elle est nulle pour Y j=2 |z j| grand,

elle est a support compact. O
Ce résultat a pour conséquence un surprenant théoreme di a Hartogs qui est, bien siir, tout a fait faux en dimen-
sion1:

THEOREME I1.3.1 Hartogs).
Soient K un compact d'un ouvert Q de C", n = 2, tel que Q \ K soit connexe. Alors toute fonction holomorphe
dans Q\ K est la restriction a Q \ K d’'une fonction holomorphe dans Q.

Démonstration. Soit u une fonction holomorphe dans Q \ K. Soit ¢ € 2(Q) valant 1 sur un voisinage de K. Posons
up = (1 - ) u. D’apres la Proposition précédente, I'équation dv = —ud¢p a une solution, v, & support compact. v est
donc nulle sur la composante connexe non bornée du complémentaire de Suppe. Ainsi u = yy = up — v sur un ouvert
non vide de Q\ K, et comme 1y — v est holomorphe dans Q, on a u = yy — v dans Q\ K| ce qui termine la preuve. O
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S.Bochner a donné un énoncé analogue ot la fonction est seulement définie sur le bord du domaine Q. Supposons
que Q soit borné et a bord de classe %! et soit p une fonction définissante de Q (i.e. Q = {z € C" tels que p(z) < O}et
Vp # 0 sur Q). Soit u € €' (Q). Supposons qu'il existe U € €' (Q) une fonction holomorphe dans Q telle que u = U
sur 0Q. Alors U — u = hp ot h € 6 (Q). Par suite, 0U — du = hdp sur 0Q, et donc du A 0p = 0 sur 0Q. Précisément, cette

du 0p _ du Op

condition, appelée « condition de Cauchy-Riemann tangentielle» s’écrit % oz 9% % 0 sur 0Q, pour tous j # k, ce

qui s’écrit encore :

n
Z (z) OSIZIJ _(z) 0, z€0Q.
j=1 j=1 6]

THEOREME I1.3.2 (S. Bochner).

Soit Q un ouvert borné de C" a bord de classe ‘_64 tel que C" \ Q est connexe. Soit p une fonction définissante de
Q. Soit u € €*(Q) une fonction telle que du A dp = 0 sur 0Q. Alors il existe une fonction U € € (Q), holomorphe
dans Q telle que U = u sur 0Q).

Démonstration. Lhypotheése sur u implique que 'on peut écrire du = hodp + phy avec hy € €3 (Q) et hy € ‘6(0 b (Q),
ce qui donne 8 (u— hgp) = p(h1 —8ho) = phy. On a donc 0 (phy) = 0 ’est-a-dire dp A hp + pdh = 0, ce qui montre que
0p A hy est nulle sur 4Q et on peut donc écrire hy = h30p + phy avec h3 €6*(Q) et hy €€ (Q).

Posons alors Uy = u— hyp — h3 . Il vient alors 60Uy = p ( 41— 2 ) Ainsi Uy = u sur 0Q et 0Up = O(pz). Si on

considere alors la forme f qui vaut 0 sur C"\ Q et 8Uj sur Q, elle est de classe €' sur C” et a un si=support compact.
D’apreés la Proposition 11.3.1 il existe une fonction v € €' (C") a support compact telle que v = f. Comme v est
holomorphe dans le complémentaire de Q) (qui est connexe par hypothese) elle y est donc nulle ce qui implique que
U = Uy — v est égale a u sur 6Q). O

Comme nous l'avons déja dit, ces phénomenes sont faux en dimension 1 (de plus les conditions de Cauchy-
Riemann tangentielles n’ont pas de sens). Précisément :

ProOPOSITION I1.3.2.
Soit Q un ouvert de C. Alors il existe une fonction u holomorphe dans Q qui ne se prolonge a aucun ouvert conte-
nant strictement Q.

Démonstration. En effet, si (z), est une suite discréte de points de Q, par le théoréme de Weierstrass (Théoréme1.1.3)
il existe une fonction holomorphe u dans Q qui s’annule aux points de la suite (zx); et qui ne s’annule pas ailleurs.
Alors si on construit (ce qui est possible) la suite (zx); de sorte que pour tout point { € dQ il existe une sous-suite
(ka)p qui converge vers (, sila fonction u se prolonge holomorphiquement au voisinage d’'un point { € 0Q, elle a un

zéro d’ordre infini en ce point et elle est identiquement nulle sur une composante connexe de Q2 contrairement a la
définition de u. O

Lorsque la forme n’est plus a support compact, la résolution de I'équation du = f est beaucoup plus complexe comme
nous le verrons ultérieurement. Par exemple, on ne peut pas, en général, résoudre cette équation avec régularité €
pour un ouvert quelconque : ceci est lié a la notion de pseudo-convexité que nous introduirons dans le chapitre sui-
vant. Le résultat simple qui suit peut étre utilisé pour résoudre le probléme en utilisant un théoreme de Runge appro-
prié ou bien en développant la cohomologie de Dolbeault, mais nous adopterons un point de vue différent (dtt a L.
Hormander) dans cet exposé.

PROPOSITION 11.3.3.
Soit D un polydisque ouvert. Soit f € € y(D) une forme (de bidegré (p,q)), q = 0, telle que of =0. Alors si D'

,(D") telle que ou=f.

(p q+1

est un polydisque relativement compact dans D, il existe une forme u € €2 o

Démonstration. Nous allons faire la démonstration par récurrence sur k = 1 pour les (p, g+ 1)-formes f = Z' firdz'a
dz’ telles que la somme ne porte que sur les multi-indices J € {1,..., k— 1}9*1, Le résultat est trivial lorsque k =1
puisqu’alors, f étant de bidegré (p, g+ 1), g = 0, on doit avoir f = 0. Supposons donc le résultat vrai pour k et soit
=Y n=pin=g+ firdz" A dZ’ telle que df = 0. Ecrivons f = dzg Ag+hot g =Y |n=piyi=q gydz' AndZ et h=

Jefl,..., kya+! Jeil,..., k-139
Y n=pisi=g+1 hiydz! A dZ. Comme df =0, on doit avoir g” —Opour]>k
Jeil,..., k=139

SiD=[]DjetD = HD’ soit D/ un disque ouvert contenu dans Dy, et contenant 'adhérence de D;.. Soit, de plus

Vi € D (Dg) une fonction valant 1 au voisinage de D” Pour tous I et J tels que |I| = p, |JI = g et J€ {1,...,k—1}9,
considérons la fonction

Gyy(2) = drndi.

@eg (21,021, T, Zkt1y---2n) -1 (zr—1) (Z1)+vy2k—1,2k — Ty Zki1r---Zn)
Vi(1)81y (21 k-1 k+1 L Vi (2k 81 (21 k-1, 2k k+1 n
T— 2 T
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I1.3. EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN

Il est clair que Gy € 6€*°(D) et que, si D" désigne un polydisque relativement compact dans D, contenant I’adhérence
de D', et dont la k-iéme composante est D, on a % = gy dans D" (Proposition 1.1.2). De plus, nous avons vu que,

pour j > k, % = 0. Posons alors
]
G= Z, G[]dZI N dZ].
HI=plJI=q
Jel, k=139
Alors, on a 0G = dzx A g + hy, oll hy = Z/Iu{\l:mg:gq Zj?;ll %izl;dz_jA dz' AdZ’. Alors, h— hy = f — G est une forme
efl,...k— _ _
d-fermée a laquelle nous pouvons appliquer 'hypothese de récurrence : il existe v € € (D') telle que dv = f —0G, et
la forme u = v + G est solution de du = f dans D'. O
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CHAPITRE I11

DOMAINES D'HOLOMORPHIE
el

DOMAINES PSEUDO-CONYEXES

es Sections II1.1 et I11.2 sont essentiellement extraites du chapitre II du livre de Lars Héormander [I173]. Le lecteur
L pourra utilement compléter ce cours par la lecture du chapitre de ce livre. La Section II1.3 traite des domaines
strictement pseudo-convexes ainsi que de quelque résultats classiques que 1'on trouve difficilement dans les livres.
Toutefois, les livres [ let[ ] apporteront des connaissances supplémentaires utiles.

Comme nous 'avons vu avec les Théoremes de Hartogs et Bochner, pour certains ouverts de C” toute fonction
holomorphe se prolonge automatiquement a un ouvert strictement plus grand. Ce phénomeéne, absent en dimension
1 montre que tout ouvert de C” n’est pas un ouvert « naturel » de définition des fonctions holomorphes. Les ouverts
«naturels » sont ceux pour lesquels il existe des fonctions holomorphes qui ne se prolongent pas a un ouvert plus
grand (comme en dimension 1 (Proposition I1.3.2)) ; on les appelle les « domaines d’holomorphie ».

1.1 —
DOMAINES D’HOLOMORPHIE

DEFINITION III.1.1.
Un ouvert Q de C", n = 2, est appelé un domaine d’holomorphie si il n’existe pas d’ouverts Q; et Q, tels que :
L g0 cQnQ,
2. Qp estconnexeetQ, ¢ Q,

3. Yu holomorphe dans Q, il existe v holomorphe dans Q, telle que u = v sur Q;.

De fagon plus vague, un domaine est d’holomorphie s’il existe une fonction holomorphe qui ne se prolonge pas a
un ouvert strictement plus grand. Cette propriété qui est bien connue pour un ouvert quelconque du plan complexe
n’est pas satisfaite en général en dimension supérieure comme nous ’avons vu.

Remarque. Il est naturel de se demander si tout ouvert Q de C” est contenu dans un domaine d’holomorphie Q
auquel toute fonction holomorphe sur Q s’étende. Si on reste dans C”, la réponse est, en général non. Par contre si on
s’autorise a étendre Q dans une variété complexe, la réponse est oui : c’est la théorie d’Oka que nous n’aborderons pas
ici (c.f. [H73]).
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CHAPITRE III. DOMAINES D’HOLOMORPHIE ET DOMAINES PSEUDO-CONVEXES

DEFINITION III.1.2.
Soient Q un ouvert de C" et K un compact de Q. On appelle « enveloppe d’holomorphie» de K (dans Q) I'ensemble

@z{zthelsquefeA(Q), f@)| ssup|f(()|}.
(eK

Remarque. Il est clair (considérer la fonction f(z) = e/*%) que Ko est contenu dans I’enveloppe convexe de K. En
particulier, K est borné et fermé dans Q. Mais, en général Kq n’est pas relativement compact dans Q.

PROPOSITION III.1.1.
Soit Q un domaine d’holomorphie. Soit § : C" — R une fonction continue telle que 5(z) = 0 si et seulement si
z=0etd(tz) =1t|5(2), t € C. Soit K un compact de Q, soit f une fonction holomorphe dans Q et soit w un point
deC"\ Q. Alors la relation
|f(2)]<6(2C"\Q):= inf (z—w),VzeK
weCmQ

implique
|f©]=6(¢,C"\Q), ¥ e K.

En particulier (prendre pour f une fonction constante)
inf 6(z—w)=5(K,C"\Q)= 8(Ka,C"\Q)= inf &(z—w).
zZ€E

zeKq
weC™\Q weC™\Q

Démonstration. Nous utilisons le Lemme suivant :

Lemme. SoitQ unouvertdeC". Soit D un polydisque centré en0 etsoitAg(z) =sup{r =0 tels que z+ rD < Q}. Soit
f une fonction holomorphe dans Q telle que, Vz € K, | f (z)| < Ag (2). Alors, pour { € Kq et u une fonction holomorphe
dans Q, la série de Taylor de u en (, Y. %0“ u((), converge dans le polydisque { + | f« )| D. En particulier, si Q est
d’holomorphie, ce polydisque est contenu dans Q.

Démonstration du Lemme. Notons D = [];{|z;| < r;}. Lhypothese |f(w)| = A5 (w), pour w € K, donne que, pour
t€]0,1[, 'ensemble
{lzj - wj| <tri|fw)|, 1= j<n}

est relativement compact dans Q. Si |u| est majorée par M sur cet ensemble, les inégalité de Cauchy donnent
|0%u(w)| 7% | f ()| < @i,

Comme (3%u) f! est holomorphe dans Q, les méme inégalités sont vraies dans Kq, ce qui prouve la convergence de
la série. La derniere remarque est conséquence de la définition de domaine d’holomorphie qui implique qu'’il existe
une fonction holomorphe dans Q qui ne se prolonge a aucun ouvert strictement plus grand. O

Démontrons maintenant la Proposition. Tout d’abord, on vérifie facilement que

6(2C"\Q)= sup {rtelsquez+aweQ},
weC",6(w)=<1
aeC,lal<r

de sorte que sil’on pose, pour w e C",

6w(2,C"\Q)= sup {rtelsquez+aweQ},
aeC,lal<r
on a 6 (z,C"\Q) = infyecn,5)<1 0w (2,C"\ Q), et il suffit de montrer la Proposition pour 6 = §,, w € C", et, par
changement de variable, il suffit de le faire pour 6, ot wy = (1,0,...,0).
Alors, sion pose Dy = {(zl, ...,2Zy) telsque |z1| <1, et |zj| <1l/k2<j< n}, la suite k — Agk (2) converge, en crois-
sant, vers dy, (z2,C"\Q) quand k — +oo en croissant. Alors, le Théoréeme de Dini (et 'hypothése faite sur f dans
I'énoncé) implique que, pour tout € > 0, on a |f(z)| <(l+e¢) Ag" (2) pour k = k(¢) et z € K. Puisque Q est d’holo-

morphie, le Lemme entraine que, pour tout { € Kg, le polydisque { + %Dk est contenu dans (, ce qui signifie que
lfOl=a+e Ag" ), pour k = k(e) et { € Kq, et termine la preuve, en passant a la limite quand k — +oo. O
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III.1. DOMAINES D’HOLOMORPHIE

THEOREME III.1.1.
Soit Q un ouvert de C". Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Q est un domaine d’holomorphie;

2. Pour tout compact K de Q) son enveloppe d’holomorphie Kq est compacte dans Q, et, avec les notation de
la Proposition précédente, pour toute fonction f holomorphe dansQ on a

saup MO _ (o O
2k 6(2,C"\Q) " e 6(¢,CMQ)’

3. Pour tout compact K de Q) son enveloppe d’holomorphie K, est compacte dans Q.

4. il existe une fonction f holomorphe dans Q) qui ne peut étre prolongée a un ouvert strictement plus grand,
c'est-a-dire telle qu'il n'existe pas deux ouverts Q1 et Qp et f, une fonction holomorphe dans Q,, tels que
Q1 #9, Q1 <QanQ, Qy est connexe et distinctdeQ et f = fo dans Q.

Démonstration. Le 4. est une simple reformulation de la définition de domaine d’holomorphie. Compte tenu de la
Proposition précédente, il nous faut seulement démontrer que 3. implique 4. Soit D un polydisque ouvert centré en 0.
Pour tout z € , nous notons Dy le plus grand polydisque de la forme { + rD contenu dans Q. Soit M un sous ensemble
dénombrable dense dans Q. Pour démontrer I'implication, nous allons construire une fonction f holomorphe dans
Q qui ne peut s’étendre a aucun voisinage de Hg, V(e M.

Soit (¢ ]) ., une suite contenant une infinité de fois chaque point de M. Soit (K ,) . une suite exhaustive de com-
pacts de Q telle que, pour tout j, K; rencontre toute composante connexe de Q. Pour tout j soit z; un point de Dy,
qui n’est pas contenu dans I?]\Q (un tel point existe par I'hypothese 3.). Par définition de 'enveloppe d’holomorphie,
pour chaque j, il existe donc une fonction f; holomorphe dans Q telle que f; (zj) =1 et sup K; | f]| <1, et, quitte ala

remplacer par une de ses puissances, on peut supposer sup Kj | f]| < 27J. Posons alors f = H ( f]) : ce produit
infini converge uniformément sur chaque Kj, et f est donc holomorphe sur Q. De plus, par constructlon des Kj, f
n'est pas identiquement 0 sur une composante connexe de Q, et, pour |a| < j, 8% f (z;) = 0.

Ainsi, pour tout { € M et tout entier N, il existe un point de D; ol1 0% f s’annule pour tout || < N. Si f se prolongeait
au voisinage de ﬁ(, elle aurait donc un zéro d’ordre infini et serait donc nulle dans D; donc dans une composante
connexe de Q contrairement a la construction. O

Exemple. Tout domaine convexe est un domaine d’holomorphie (c.f. Remarque suivant la Définition III.1.2).

ProrosITION II1.1.2.

1. Soient Qg, a € A une famille de domaines d’holomorphie de C". Alors Q = (Ngea Qq est d’holomorphie.
2. Soit Q un domaine d’holomorphie et soient f;, 1 < j < N des fonction holomorphes dans Q. Alors Qf =
{zeQtels que |fj(2)| < 1,1 < j < N} est un domaine d’holomorphie.

3. Soient Q< C" et Q' =« C™ deux domaines d’holomorphie. Soit u= (uy,..., U;;) une application holomorphe
de Q dans Q' (i.e. les uj sont holomorphes de Q dans C). Alors Q,, = u™'(Q) = {z € Q tesl que u(z) € Q} est
un domaine d’holomorphie.

Démonstration. Le 1. est presque immédiat puisque Kg © I?Q\a pour tout a donc d (f(g\),C” \Qq) = d(K,C"\ Q). Le 2.
est aussi tres simple : si K est un compact de Qf, on a | f]| < r<1sur K pour tout j, et ces inégalités sont donc aussi
vraies sur KQ ; donc KQ est contenu dans Q f et comme KQ s < KQ, KQ est compact dans Q¢. Vérifions maintenant le
3. Soit K un compact de Q. Comme Kgu c KQ, il suffit de voir que Kgu est fermé dans Q2,,. Comme u(K) est compact
dans Q/, il en est de méme de m/. Or, pour tout { € K/—Q\u, si f est holomorphe dans Q' (donc f o u est holomorphe
dans Q,), | f(u()| < supg|f o u| = sup i | f| donc u() € u(K)qy, ce qui montre que si ¢ est un point adhérent a Ko,
onau(é)e u(/K)\Qr soit{ € Q. O

La Proposition qui suit introduit naturellement la Section suivante :

PROPOSITION III.1.3.
Soit Q) un domaine d’holomorphie. En utilisant les notations de la Proposition III.1.1, pour tous z et w dansC", la
fonction
7— —logd (z+7w,C"\ Q)

est sous-harmonique la ot elle est définie.
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CHAPITRE III. DOMAINES D’HOLOMORPHIE ET DOMAINES PSEUDO-CONVEXES

Démonstration. En effet, soient o€ Q, we C", w#0, r>0et D={z+ 71w, 1€ C, |7| < r}. Supposons D c Q. Soit f (1)
un polynéme holomorphe tel que

—logé (20 +Tw,C"\ Q) <Ref (1), pour |7 =T.

Un changement de variables affine montre qu’il existe un polynéme holomorphe F dans C" tel que F (zy + Tw) = f (7).

Alors |e 9| < 5 (2,C"\ Q) sur 8D, et comme dDq > D (par le principe du maximum), la Proposition II.1.1 donne
|e ¥ <6 (2,C"\ Q) sur D c’est-a-dire

—logb (20 +Tw,C"\ Q) <Ref (1), pour 7| <1,

ce qui montre la Proposition, celle-ci étant triviale si w = 0. O

II1.2
DOMAINES PSEUDO-CONVEXES

La derniere Proposition de la section précédente nous conduit a introduire la notion de fonction pluri-sousharmonique :

DEFINITION IT1.2.1.
Soit Q un ouvert de C". On dit qu'une fonction u: Q — [—o0, +00[ est pluri-sousharmonique si :

1. u est semi-continue supérieurement;

2. pour tous z et w dans C”, la fonction T — u(z+ Tw) est sous-harmonique la ot elle est définie.

Par exemple (c.f. Corollaire de la Proposition 1.2.2) si f est holomorphe, log | f | est pluri-sousharmonique, si ¢ est
convexe croissante et u pluri-sousharmonique, o u est pluri-sousharmonique, et, en particulier, si f est holomorphe
dans Q, pour tout p > 0, | f |p est pluri-sousharmonique.

ProrosiTION III1.2.1.
Soit u une fonction de classe € sur un ouvert de C". Alors u est pluri-sousharmonique si et seulement si
0’ u n
——@wjw =0, pourtousze Qetwe C".
ik azj'azk
b
De plus, on dit que u est strictement pluri-sousharmonique si la forme quadratique w — (Au; w, w) :=
2 . ..
Yik agj—ﬂ% (2) wj wy est définie positive.

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la Remarque 1.2.1 appliqué a la fonction u(z + Tw). O

PrOPOSITION II1.2.2.
Soit u une fonction pluri-sousharmonique dans un ouvert Q de C", non identiquement égale a —oo. Soit ¢ €
2 (C™) une fonction multi-radiale, identiquement nulle sur l'ensemble {|z| > 1} et d’intégrale 1. Pour € > 0 posons

Ug (2) :/u(z—f:()(p(f)dﬂt(().

Alors e est définie, pluri-sousharmonique et € sur{z € Q tels que dist (z, C" \ Q) > €} ete — u, tends en décrois-
sant vers u quand € \ 0.
De plus, toute limite d’'une suite décroissante de fonctions pluri-sousharmoniques est pluri-sousharmonique.

Démonstration. Le fait que u; = u et que 1.\, u quand €\ 0 résulte, par récurrence sur la dimension, du Théoreme
1.2.1, de sa preuve et de la semi-continuité de u. Enfin, comme u, est €°°, la pluri-souharmonicité de v, résulte de la
Remarque 1.2.1.

La derniere assertion de la Proposition résulte d son analogue en dimension 1 (Proposition 1.2.1). O

ProPoOSITION III.2.3.
Soit f: Q< C" — Q' <« C™ une application holomorphe. Si u est pluri-sousharmonique dans Q' alors uo f est
pluri-sousharmonique dans Q.
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II1.2. DOMAINES PSEUDO-CONVEXES

Démonstration. La preuve est la méme qu’en dimension 1. Supposons tout d’abord u € €%(Q'). Alors

noFu(fz) . B %u
Wi = gigk =0,
],%1 0z azk i ];10(](16 /

ofj . . . . yels
avec gj =3, w; 6—2_, de sorte que uo f est pluri-sousharmonique. Pour conclure dans le cas général, il suffit d'utilier la
Proposition précédente et d’appliquer ce qui précede aux fonctions .. O

Avec les Définitions que nous venons d’introduire, la derniére Proposition de la Section précédente est le résultat
fondamental suivant :

THEOREME II1.2.1.

Soit Q un domaine d’holomorphie. Avec la notation introduite a la Proposition II1.1.1, la fonction z —
—logd (z,C™"\ Q) est pluri-sousharmonique et continue.

Nous verrons au chapitre suivant que la réciproque de ce Théoréme est vraie.

DEFINITION III.2.2.
Soient Q un ouvert de C” et K un compact de Q. On appelle enveloppe pluri-sousharmonique de K dans Q
I'ensemble

1/(3’ = {z € Q tels que Y u pluri-sousharmonique dans Q, u(z) < s(ulg u(() }
€

THEOREME II1.2.2.
Soit Q un ouvert de C". Avec les notations de la Proposition II1.1.1, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. —logé (z,C"\ Q) est pluri-sousharmonique dans Q ;

2. il existe une fonction u pluri-sousharmonique continue dans Q telle que, V¢ € R, Qf =
{z € Q tels que u(z) < c} est relativement compact dans Q ;

3. Pour tout compact K de Q, Kg est compact dans Q).

Un domaine de C" vérifiant les conditions ci-dessus est appelé un domaine pseudo-convexe. Tout domaine
d’holomorphie est pseudo-convexe (Théoréme I11.2.1 ci-dessus).

Démonstration. On peut naturellement supposer Q # C”, car les propriétés sont évidentes dans ce cas (pour 2. et 3.
considérer u(z) = |z|?). Pour voir que 1. implique 2., prenons u(z) = |z|> —logd (z,C"* \ Q). La seule chose a vérifier
est que Q¢ est borné. Or, puisque 6(z) = |Z|6(Iz|) on a d(z) < Clz|, donc 6(z — w) < Clz| + Clw| ce qui implique
0(2,C"*"\Q) = Alz| + B (car Q # C"). Les points de QF, vérifient donc

|zI* <logd (z,C"\ Q) + c <log(Alz| + B) + ¢,

ce qui est impossible si Q¢ n’est pas borné.
Comme 2. entraine trivialement 3., démontrons que 3. implique 1. Soient zy € Q, w e C*\ {0}, et r > 0 tel que D =
{zo+ 1w, tels que |7| < r} est contenu dans Q. Soit f(7) un polynome holomorphe tel que —logé (z9 + Tw,C"\ Q) <

Ref (1), pour |7| = r, C'est-a-dire
5(z0+Tw,C"\Q) = |e_f(”

Jtl=r (I11.2.1)

Soit a € C" tel que 6(a) <1.Pour 0 < A <1, soit f(1) = zp +TW+ )Lae‘fm, |7] < r. Notons Dy = fj ({Iz| = r}) de sorte
que Dp = D.

Soit A = {A tels que Dy = Q}. 1l est clair que 0 € A et, par continuité, A est ouvert. Montrons que A est fermé.
Remarquons que

K={z0+rw+/1ae_f(” telsque [t|=ret0<A< 1}

est un compact contenu dans Q (le contraire contredirait (II1.2.1)). Si A € A, pour toute u pluri-sousharmonique dans
Q1—u(zg+Tw+ /lae‘f(”) est sous-harmonique au voisinage de {|7| < r} et on a donc, pour |7| < r

u (zo +Tw+ Aae’f”)) <supu,
K
ce qui montre que Dy c I/(E; .Lhypotheése 3. montre donc que A est fermé. Ainsi D, < Q ce qui implique 6 (z9 + Tw, C"\ Q) =

le=/@|, 7] < 1, cest-a-dire
—logb (2 +Tw,C"\ Q) <Ref (1),

|7 < r, ce qui termine la preuve. O
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ProrosiTION I11.2.4.

1. SoitQg, a € A, une famille d'ouverts pseudo-convexes. Alors(qe 4 Qq est pseudo-convexe.

2. SoitQ un ouvert de C". Si pour tout { € 0Q) il existe un ouvert wy tel que QN wy est pseudo-convexe, alors Q)
est pseudo-convexe.

Démonstration. Le 1. vient du fait qu'un sup de fonctions pluri-sousharmoniques est pluri-sousharmonique quand il
est semi-continu supérieurement (c.f. Proposition .2.1). Démontrons le 2. Chaque point z € 6Q) posséde un voisinage

o tel que wNQ est pseudo-convexe, donc comme, au voisinage de z, 6 (z,C"\ Q) =6 (z,C"\ (QAnw)), —1logd (z,C"\ Q)
est pluri-sousharmonique au voisinage de z. Ainsi il existe un fermé F dans Q tel que —logd (z,C"\ Q) est pluri-
sousharmonique dans Q\F. Alors si ¢ est une fonction pluri-sousharmonique dans C” qui vérifie ¢ (z) > —logd (z,C"*\ Q)
dans F (prendre une fonction ¢ de la forme v (Izlz) avec ¥ convexe croissante assez grande), la fonction

u(z) = sup (¢(z),—1logd (z,C"\ Q))
est pluri-sousharmonique dans Q et vérifie la condition 2. du Théoréme I11.2.2. O

PROPOSITION III1.2.5.

Soient Q) un ouvert pseudo-convexe, K un compact deQ et w un voisinage ouvert de Kg relativement compact dans
Q. Alors il existe une fonction u € €°°(Q) telle que :

1. u est strictement pluri-sousharmonique;

2. u<0surKetu>0dansQ\w;

3. pour tout réel c, I'ensemble {z € Q tels que u(z) < c} est relativement compact dans Q.

Démonstration. Construisons tout d’abord une fonction pluri-sousharmonique continue v satisfaisant 2. et 3. Soit
une fonction pluri-sousharmonique continue vérifiant les conditions du 2. du Théoréme I11.2.2 ; quitte a lui rajouter
une constante, nous pouvons supposer 1y < 0 sur K. Considérons les compacts

K'={zeQtels que uy(z) <2} et L={z€ Q\w tels que uy < 0}.

Le choix de w fait que, pour chaque z € L il existe une fonction w, pluri-sousharmonique dans Q, telle que w < 0 dans
K et w(z) > 0. Par régularisation (Proposition II1.2.2), on obtient une fonction pluri-sousharmonique continue w; au
voisinage de K’, < 0 sur K et > 0 dans un voisinage de z. Comme L est compact, on en déduit I'existence d’une fonction
pluri-sousharmonique continue dans un voisinage de K’ w, qui est < 0 sur K et > 0 sur un voisinage de L. Si C est le
maximum de w», sur K, on pose

bz = {max{Wz(z),Cuo(Z)} si up(2) <2
Cup(2) si up(z) > 1.
Comme les deux définitions coincident lorsque 1 < 14(z) < 2, on obtient une fonction pluri-sousharmonique continue
dans Q qui satisfait 2. et 3. de la Proposition.
Pour tout entier j soit Q; = {z € Qtels que v(2) < j} €Q, et, avec les notations de la Proposition 111.2.2, posons
vj(2) =/ v(()ME;Z"dA+ej 1212,
Qi €j
ou ¢; est choisi suffisamment petit de sorte que v; soit €°°, > v et strictement pluri-sousharmonique dans un voisi-
nage de Q;. De plus, par les choix des ¢, on peut obtenir vp <0 et 1) <0 sur K, et, v; < v+ 1 dans Q;. On considére
maintenant une fonction convexe y € €°(R) telle que y(f) = 0 pour ¢ < 0 et y'(¢) > 0 pour ¢ > 0. Alors la fonction
X ( vitl—j ) est strictement pluri-sousharmonique au voisinage de Q;\Q;_, et on peut choisir des nombres aj, ap, ...
tels que la fonction uy,, = vy + ZT: 1A X (vj +1-— j) soit > v et strictement pluri-sousharmonique dans Q,,. Comme
um = up dans Q; si I et msont > j, la fonction u = lim,; ., U;; est une fonction strictement pluri-sousharmonique
€ dans Q, et comme u = vy <0 sur K et u > v, elle satisfait les conditions de la Proposition. O

Remarque III.2.1. LaProposition II1.2.5 montre que dans le Théoréme I11.2.20on peut remplacer, dans le 2. u pluri-
sousharmonique continue par u pluri-sousharmonique €*° dans Q.

THEOREME I11.2.3.

Soit Q un ouvert de C" a bord de classe €. Soit p une fonction définissante de Q (c.f. notations précédent le
Théoréme 11.3.2) de classe 6> au voisinage de Q. Alors Q est pseudo-convexe si et seulement si, pour tout point
zedQ,ona:

L(ﬁwjﬁkzo;/Jourl‘outwe(C" tel que ) plz
jk=1 6Zjazk j=1 <j

w;j =0.

Cette condition s'appelle la condition de Levi.
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Avant de faire la preuve de ce théoreme, nous faisons quelques remarques. Lensemble des points w € C" tels que
n 0p(2)
j:l 6zj

point z € 09}, et généralement noté Ty C 1(2).

w; = 0 est un espace vectoriel complexe de dimension n —1 qui est appelé l'espace complexe tangent au

Siw= (wj)] (x + ly] ) e TC 1(z) I'équation qui défini w s’écrit, en réel,

0 0
Slagant)=e

oxj / 0y;
0 0
Z( Lwy 2P y}”)=0,
7 dy; 1 = 0x;j
et doncles vecturs (réels) w = ( Y ) etiw= ( y] ) (multiplication complexe par i) sont des vecteurs tangents

a0Q au point z. La propriété « w et i w sont tangents a 0Q) en z » caractérise les vecteurs de To 1(2).

La condition de Levi dit donc que la restriction de la hessienne complexe #p = ddp(z) de p au point z au plan

complexe tangent est une forme hermitienne positive. De plus soit zp un point de 0Q, et supposons qu’en ce point

(2)
le

9p
0z (2)

et, en tout point z de VN oQ I'espace vectoriel T 1 (2) est engendre par ces vecteurs : plus précisément, en tout point z

de V, ces vecteurs engendrent I'espace vectorlel (de dimension complexe n — 1) formé par les vecteurs w qui vérifient
n 0p& . _
j=10z; Wi =0
Remarquons aussi que la condition de Levi est indépendante de la fonction définissante p : en effet si p; est une
autre fonction définissante, on a p; = hp ou h est > 0 sur un voisinage de Q2. En particulier, la condition de Levi est
une propriété intrinseéque locale de I'hypersurface {p = 0} et peut donc se définir localement sur des hypersurfaces de

c".

ona 52 P (z9) # 0. Alors les champs de vecteurs L;(z) = 2 — dz,, 1<i=<n-1,sont %! dans un voisinage V de z,

Démonstration duThéoreme II1.2.2. Montrons maintenant que, si Q est pseudo-convexe, on peut choisir une fonction
définissante vérifiant la condition de Levi. Soit 6 la métrique euclidienne et définissons p par

-0(z,C"\Q) sizeQ,

pla) = { 5(2,Q) sizeC"\Q. (.2.2)

Le théoréme des fonctions implicites montre que p est €2 au voisinage de Q. De plus, d’apres le Théoreme 111.2.2,
—log(—p) est pluri-sousharmonique dans Q ce qui se traduit par

2
—Z(—&(z,@"\ﬂ)_lajaka §(zC"\Q)” 2;5 ;ﬁ w; 5 = 0,
] ]

et s'écrit (Ap; w, w) = 0si ¥ g—zpj w;j = 0. Le résultat voulu (i.e. au bord de Q) s’obtient donc par continuité (c.f. re-
marques précédent la preuve).

Réciproquement, sila condition de Levi est satisfaite pour une fonction définissante de (2, on peut supposer qu’elle
I'est pour p définie par (I11.2.2). Il nous faut montrer que —logé (z,C" \ Q) est pluri-sousharmonique dans UnQ ot U
est un voisinage de dQ o1 p est de classe €. Raisonnons par I'absurde. Si cela est faux, il existe z € Q voisin de 0Q et

we C" tels que
2

0
c= aa_log(S(z+rw,(C”\Q)>Oenr 0.

La formule de Taylor donne alors

logd (z+71w,C"\ Q) =log(z,C"\ Q) +Re (AT + Br?) + c|t]* +o(I7%).

Soit a € C" tel que 6(a) = & (z,C"\ Q) et z+ a € 0Q. Posons z(1) = z+ Tw + ae’™5"  Alors, pour 7 petit on a
6(z(1),C"\Q) = §(z+Tw,C"\Q)-6(a) ‘eA”BTZ
>

6(a) (e 7 1) ‘eAT+B‘[2

Comme 6 (z(0),C"\ Q) =0, la fonction 7 — 6 (z(),C" \ Q) a un minimum en 0 ce qui implique 016 (z(1),C"\ Q)jr=0 =

0, et, par la formule de Taylor, la minoration précédente donne W‘S (z(1),C"\ Q)|r=¢ > 0. Avec la notation p(z) =
-8 (z,C"\ Q), ceci s’écrit

Z—z 0)=0 tz 6_2](0)2 0) <0,

car z(7) est holomorphe, ce qui contredit la condition de Levi. O
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Remarque. La premiére partie de la preuve ci-dessus montre que I'on peut choisir la fonction définissante p d'un
domaine pseudo-convexe a bord régulier de sorte que, pour 0 < § < 8y, §o assez petit, le domaines {p < —&} sont
pseudo-convexes. On pourra comparer ce fait avec la Proposition I11.3.2.

L'énoncé qui suit dit que lorsqu’une hypersurface de C" ne vérifie pas la condition de Levi en un point, toute fonction
vérifiant les conditions de Cauchy-Riemann tangentielles (c.f. page 14) se prolonge automatiquement d'un co6té de
I'hypersurface (comparer avec le Théoréme I1.3.2) :

ProposITION III1.2.6.
Soit p une fonction de classe €* dans un voisinage ouvert w de zy € C" telle que p (zy) = 0 et Vp (z) # 0. On suppose
que

" §%p(z0) = 0p(20)

— w; Wi <0 pour un we C" tel que )
jrk=1 OZjazk j=1 Zj

w;j =0.

Alors il existe un voisinage ouvert o' de zy contenu dans o tel que, pour toute fonction u € €* (w') vérifiant les
équation de Cauchy-Riemann tangentielles, 0u A 0p = 0, sur {z € o' tels que p(2) =0}, il existe une fonction U €
€' (o) telle que U = u sur {z € o' tels que p(z) = 0} et 0U = 0 sur o', = {z € ' tels que p(z) > 0}.

Esquisse de la démonstration. Par un changement linéaire de coordonnées, on se ramene au cas ol zp = 0 et p(z) =
Smz, +A(z) +0 (Izlg), ol A est une forme quadratique. La formule de Taylor donne

n 2
p(O) 0°p(0)
A(z) = zizr + Re ZiZk.
]kzla 6Zk / e ]kzlazfazk I
8%p(0)

Le changement de variables z =zj,pourlsjsn-1,z,=2,+ lZ] k=1 32,02 2 %> ramene le développement de

Taylorde pa
— ! < azp(o / !
p=Smz,+ ) az](?zkz 2t U | )

jk=1
Ainsi, on peut supposer que les coordonnées originales ont été choisies de sorte que

n
p=Smz,+ Y Ajxzjzc+0 [Izlg),
k=1
ou (A j k) est une matrice hermitienne sur laquelle porte 'hypothése de la Proposition. Alors, un autre changement

de coordonnées ramene cette hypothése a A;; < 0. Comme p(z,0,...,0) = Ay |z112 + O(|z1|3), on peut choisir § >

o%p
0z210z1

remarque que, pour zp,..., z, fixés, 3" P2 |zj| < g, 'ensemble des z; oll p < 0 est connexe. Alors, on peut reproduire

0 puis € > 0 de sorte que < 0dans o' = {z tels que |z1] < §, et Z?:z |zj| < 8} et p < 0 sur {|z;| = 6}. Enfin, on
la démonstration de la Proposition I1.3.1 et obtenir que, pour toute forme f € ﬂﬁ(’é H (w') vérifiant df =0 et nulle en

dehors de o/, il existe une solution u € €k (w') de I'équation du = f qui est nulle en dehors de ',. Pour conclure, il
suffit alors de refaire la preuve du Théoréme de Bochner (Théoréme I1.3.2). Les détails sont laissés au lecteur. O

I11.3
COMPLEMENTS ET NOTES

DEFINITION IIL.3.1.
Soit Q un ouvert de C" a bord de classe €?. Soit p une fonction définissante de Q.

1. On dit que Q est strictement pseudo-convexe en z° € 6Q s'il existe ¢ > 0 tel que

n 62 ZO 0
Lw] wr = c|w|? pour tout w tel que Z 9p(=) w;j =0,
k=1 aZ] Zk i 0Zj

c’est-a-dire sila forme de Levi de Q est définie positive en z°.

2. SiQ estde plus borné, on dit que 2 est strictement pseudo-convexe si il est strictement pseudo-convexe en
tout point de son bord (auquel cas la constante ¢ du 1. peut étre choisie indépendante du point du bord).
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Remarque. On notera que la condition du 1. est indépendante de la fonction définissante choisie (a 'exeption
faite de la valeur de la constnte c).

PRroPOSITION III1.3.1.

Soit Q un domaine borné a frontiere de classe €° strictement pseudo-convexe. Alors Q possede une fonction défi-
nissante strictement pluri-sousharmonique.

Démonstration. En effet, soit pp une fonction définissante de Q. Vérifions tout d’abord que, pour A > 0 assez grand, la
fonction p4 = e? — 1 est strictement pluri-sousharmonique dans un voisinage U assez petit de Q. Il est clair que p4
est une fonction définissante de Q. Un calcul direct montre que

2
9po
A —_ .
%" GZ]' LU]

62
SR ijk) . (I11.3.1)

2
Si K estle compact formé des points (z, w) de 0Q x {|jw| = 1} tels que }_ ik (;—g% (z) wjwy <0, la stricte pseudo-convexité
]

de Q montre que |Z]~ g_lz)? wj‘ = C > 0 sur K, donc sur un voisinage de K dans 6Q x {|w| = 1}. Il en résulte que 1'on peut
choisir A de sorte que I'expression entre parentheses du second membre de (I11.3.1) soit uniformément minorée par
une constante strictement positive sur 0Q2 x {|w| = 1}. Par continuité, p,4 est strictement pluri-sousharmonique sur un
voisinage U de 09).

Reste a modifier p4 pour avoir une fonction définissante strictement pluri-sousharmonique au voisinage de Q.
Soient 0 > §, > 0, tels que 'ensemble {61 <palz) < 62} soit relativement compact dans U n Q. Soit y(¢) € €2 (R) une
fonction convexe croissante constante pour ¢ < §1, égale a ¢ pour ¢ = §, et telle que y'(t) > 0 et ¥”(#) > 0 pour ¢ €
161,62[. Soit 3 €181,62[. Soit  une fonction de 2 ({pa < §3}), 0 <n < 1 valant identiquement 1 sur un voisinage V de
{pa =6:1}. D’apres ce qui précede, la fonction yop,4 a un hessien uniformément minoré par une constante strictement
positive sur un voisinage de U n (Q\ V). On voit alors immédiatement qu'il existe € > 0 tel que la fonction p(z) =
xopa(z)+en(z) |z|% est strictement pluri-sousharmonique sur Uu Q. O

COROLLAIRE (Narasimhan).
En tout point du bord d'un domaine strictement pseudo-convexe borné il existe une voisinage V et un difféomor-
phisme holomorphe ® tel que ®(V N Q) soit un domaine strictement convexe.

Démonstration. En effet, soit p une fonction définissante de Q strictement pluri-sousharmonique et soit z° un point
de 0Q. La formule de Taylor appliquée a p au point z° donne, pour z dans un voisinage de z°,

p(2) =ReF (z,2°) +ZM (zj —z})) (2 - 2}) +0(|z—z°|2) =ReF (z,2°) + (#p(2"),z-2°) +0(’z—zo|2),

ik 020k

ap(=° 2%p(2" s .
avec F(z,2%) = 2% 7| %(sz ) (zj - ?) +X7 e #gzzk)j (zj - z;.)) (2 — 27). Quitte a effectuer une rotation sur les coor-
ap(2")

2 y . . _ 0 0
données, nous pouvons supposer s 7 0et I'application ®(z) = (z; — 2]y Zn-1=Zp_q»

F(z,2%)) est alors un biho-
lomorphisme d’un voisinage U de z° sur un voisinage V de I'origine. On considere alors p = po®~!. On a donc p({) =
ReF (971(¢),2°) + (#p(2°), 1) + 0 (|©7 ), et comme F(®71(0), 2°) = {n, Q) = ReCn +(Hp(2°), @71 (O) +

0 (|<1>‘1(()|2). Alors, si ¥ désigne la différentielle de ® ! a l'origine, on a p({) = Re(, + (#p(2°), ¥()) +0(I{1?), et,

comme V¥ est un isomorphisme, la forme { — (#p(2°),¥()) est définie positive, ce qui montre que la hessienne
réelle de p en 0 est définie positive, et, par continuité, elle ’est dans un voisinage de 0. En d’autres termes, p est stric-
tement convexe au voisinage de 'origine. O

11 est alors naturel de se demander si tout domaine pseudo-convexe est, au bord, localement biholomorphe a un
domaine convexe : la réponse est non méme sile domaine est borné a bord régulier.

De méme, 1l est naturel de se demander si tout domaine pseudo-convexe borné (a bord régulier) peut étre défini
par une fonction pluri-sousharmonique en tout point de son bord : la réponse est non aussi. Toutefois, on a le résultat
suivant (qui améliore la remarque qui suit la preuve du Théoréeme I11.2.3) :

PROPOSITION III.3.2.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" ¢ bord de classe €° de fonction définissante p. Alors il existe une
constante M > 0 telle que, pour tout § > 0 assez petit les domaines Qg = {z € Q tels que ps(z) = p(z) + seMia” < 0}

. . L Mz . P
sont strictement pseudo-convexes. Autrement dit, la fonction p(z) = p(z)e M est une fonction définissante de Q.
dont les surfaces de niveaux {p = -8}, § assez petit, sont strictement pseudo-convexes.
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Cette Proposition montre que, pour tout compact K contenu dans Q il existe un domaine strictement pseudo-
convexe Qg contenu dans Q et contenant K : on peut « approcher » Q par I'intérieur avec des domaines strictement
pseudo-convexes. Par contre, en général, un domaine pseudo-convexe ne possede pas de base de voisinages pseudo-
convexes.

Comme il est assez difficile de trouver cet énoncé dans la littérature, en voici une démonstration :

Démonstration. Soit V = V(0Q) un voisinage de Q2. Notons que si V est assez petit, Q2 étant compact, on peut sup-
poser que le gradient de p est uniformément minoré en module sur V, et, par suite, on peut choisir §y > 0 de sorte
que le gradient de ps ne s’annule pas dans V. Fixons §y = § > 0 et M > 0 grand et soit z € VN dQs (notation de
I'énoncé). Soit (a J')j un vecteur tangent a Qs au point z (i.e. X ; a; g%f = 0). Soit 7(z) = Z la projection suivant la nor-
male réelle a p de z sur 0Q. Soit a = a; + @, la décomposition de a en partie tangente et normale a Q au point Z (i.e.
X (lj%(i) (

v = [Vo2)|?

2 ~
La pseudo-convexité de Q donne }_; ; % (Zalal =0, etlarégularité €° de p implique donc
L)

?p  ~ 2
—(2) i ]Z_C~2 (2)| = -Cé Miz|* | =2 ,
;jaZiazj Rajal = -Cla|*|p(2)| M @

ol C ne dépends que de p, la derniére égalité venant du fait que z € 6Q, et on a ainsi

p

" (a;a; = ~CoM |G| + O (1ay | a7 +|a@y ). (IL3.2)
ij 6zi0z]~

En écrivant |Vp(2) | |a,| = ‘Zj a; g—zpj (2) | < ‘Zj a;j g—;; (2) ) + |Zj aj (g—fj (2) - g—fj (z)) |, larégularité de p donne une constante
C, ne dépendant que de p telle que

\Vo(2)|lay < sMeM" +ClalseM, (IL3.3)

2. a4z}
J

puisque la relation ¥ ; ajg%j (2) =0sécrity a; 59_2 (2) = —5MeM#* (X a;z)).

212
Comme ¥, ; %(zmia—j = MeM#F | a2 + M2eMA | ¥, 0,77, de (111.3.2) et (I11.3.3) on tire
0°ps — Miz2 | =2 Miz2 | 2 2 Mzl _I A2
" (z)aja; = -C6eM |G|+ MseM al* + M7 MY aizi| - C(layllar] +1ay)
i aziazj' i
2
= 6eM | (M- C)+ MM Y aizi| —C (@@ +1ay 1)
1

2

> sMEMA (1 - caeM'Z'z) +6eM g2 (M— o caeM'Z'z) —clalia@).

Z a;zj
1

Enfin, en utilisant |G| |G| < ¢|a@; % + % |@y|? (C = 1/4), € >0, il vient (en utilisant & nouveau (I11.3.3))

2
(1 - géeMlzlz) +5eM g2 (M—C— ce_ £6eM|Z|2),
€

8° —
Z—pé_(z)aiaj > 5 M? M 5
zj oeMilzl €

ij azia

Y aiz;
i

la constante C ne dépendant que de p (en particulier elle ne dépends pas du point z). On choisit alors K > 0 ne

2 . 2 2
dépendant que de p tel que, en prenant ¢ = K6eM*" onait 1 - £5eM4" =1- £ > 0. Alors M- C - (J/Iﬁ - LM =

M-C(1+K) - 1% et on choisit M assez grand pour avoir M —C (1 +K) — % > 0. O

On notera que la fonction définissant p de la Proposition précédente n'est pas, en général, strictement pluri-
sousharmonique. Un résultat célebre lié a cette question est dii a K. Diederich et J. E. Fornaess :

THEOREME II1.3.1 (K. Diederich & J. E. Fornaess | D.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiere de classe €' . 1l existe une réeln € 10, 1] et une fonction
définissante p de Q, de classe 6", tels que la fonction p" soit strictement pluri-sousharmonique dans Q.

Des exemples, diis a ces auteurs, montrent que le meilleur 7) possible dans cet énoncé peut étre aussi proche de 0
quel’on veut. Le cas particulier ) = 1 est celui des domaines admettant une fonction définissante pluri-sousharmonique.
Nous reviendrons sur ce résultat par la suite (c.f. Théoreme V.2.7, Théoreme V.2.8).
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CHAPITRE IV

ESTIMATIONS I2
THEOREMES D'EXISTENCE
POUR
L'OPERATEUR 0

Les Sections (IV.1), (IV.2) et (IV.3) sont extraites du chapitre IV du livre de Lars Hormander [I173]. La Section V.4
présente, sans démonstrations, deux résultats plus récents sur cette théorie.

V.1
COMPLEMENTS A LA THEORIE DES

OPERATEURS NON BORNES

Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. Soit T une application linéaire d'un sous-espace de H; dans H,. On ap-
pelle domaine de T, et on notera Dr le plus grand sous-espace vectoriel de H; sur le quel T est défini (pour simplifier
les notations on dira alors que T est un opérateur a domaine de H, dans H). L'image de T, c’est-a-dire T (D7) sera
noté Ry. On dit que T est & domaine dense si Dt = H,. On dit que T est fermé si son graphe dans H; x H, est fermé
(i.e. si (xp, T (x,)) tends vers (y, z) quand n — +oo alors z = T(y)).

Soit T un opérateur a domaine dense de H; dans H,. Supposons qu'’il existe un opérateur a domaine dense T de
H; dans H; tel que

(TWQ),y)+{({,-T*(»)) =0, pour tous { € Dr et y € Dr,.

Alors (y, z) appartient au graphe Gr. de T* si et seulement si ( T, —y>+ {(,z) =0,V( € Dr, c'est-a-dire si et seulement
si (z, —y) est orthogonal au graphe Gy de T. Si on défini V: Hy x H, — Hy x H, par V((x,y)) = (x,—y) et U: Hy x H, —
H, x Hy par U((x, y)) = (y,x), cette condition s'écrit (y, z) € Uo V (G).

Ainsi pour que T* existe il faut et il suffit que Uo V(Gg) soit un graphe, c’est-a-dire que (y,x) € Uo V(Gy) et
(3,2)eUo V(G%) implique x = z. Or ces conditions s'écrivant ({,x) = (T(),y) et ({,z) =(T({),y), ona({,x—z) =0,
c'est-a-direx—z € D%, et ceci doit impliquer x = y ce qui équivaut a D% = {0} c’est-a-dire Dr est dense.

En appliquant de plus celaa T* (lorsque T est dense), on obtient la Proposition suivante :

PROPOSITION IV.1.1.
|| Soit T un opérateur a domaine d'un espace de Hilbert H, dans un autre H,. Soit Gt la graphede T. AlorsUoV (G%)

27



CHAPITRE IV. ESTIMATIONS I> ET THEOREMES D’EXISTENCE POUR I’OPERATEUR 8

est le graphe d'un opérateur a domaine T* de H, dans H si et seulement si T est a domaine dense. De plus, dans
ce cas T* est fermé (car G%‘ est fermé) et T* est dense si et seulement si (Uo V) [(Uo V[GJT-))l] = Gr est le graphe

d'un opérateur a domaine T** de H, dans H, qui est le plus petit opérateur fermé prolongeant T.
En particulier, si T est ferméalors T** =T, T* est a domaine dense et on a (en notant Nt (resp. Nr+) le noyau
deT (resp. T*)):
Nr = Ry. et Nr+ =Ry,

ainsi que les décompositions hilbertiennes suivantes

H; =Nr @R_T* et Hy = Nt» @R_T.

Démonstration. Vérifions les derniéres assertions : y estdans le noyaude T* si(y,0) € UoV (Gz) c'est-a-dire (T((), y) =
0 pour tout { € Dr, c’est-a-dire y € R%. Ainsi, N7+ = R} etona Hp = Rr © Nr+, et, de méme en échangeant les roles de
T et T* (puisque T** =T) Hy = Ny @ Rp=. O

Dans la suite, on supposera toujours que 7 est fermé.

PROPOSITION IV.1.2.
Soient H) et H, deux espaces de Hilbertet T : H) — H, un opérateur a domaine dense fermé. Soit F un sous-espace
fermé de H, contenant l'image Rt de T. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. RT =F N

2. il existe une constante c > 0 telle que, pour tout f € FN D7« ona ”f||H2 <c ” T*fHHl.

Démonstration. Montrons tout d’abord que 2. entraine 1. Soit g € F. On cherche u € Dy tel que Tu = g = T** u.
Comme T* est a domaine dense, cette égalité équivaut a(T* f, u) = ( f, g) pour tout f € Dr-. Alors, si on montre que

Kf &)l =clglyllT" flly, pourtout f € Dy, (IV.1.1)

le Théoreme de Hahn-Banach et le théoréme sur le dual d'un espace de Hilbert donnent I'existence de u € D7+« = Dr,
vérifiant Tu = g, tel que | ullg, <c ”g”HZ.

Montrons donc (IV.1.1). Si f L F, I'inégalité est évidente (de plus, dans ce cas, puisque Ry c F,ona f € RJT- = Nr~
et f € Dp= et T* f =0), et suffit donc de la voir si f € Fn Dy, mais alors c’est exactement ’hypothese.

Vérifions maintenant que 1. implique 2. Il faut voir que 'ensemble B = { f € Fn Dr+ tels que || T f H oS 1} est
borné, et, pour cela, il suffit de voir qu’il est faiblement borné dans F, c’est-a-dire que Vg € F, il existe une constante
cg telle que Y f € B, |(f,g)| = cq. Or, par hypothese il existe u € Dr tel que Tu = g, alors (f,g) = (T* f, u), d'oty, par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz, |(f,g>| < || T*f“Hl lull g < llullp, = cq. O

PRrROPOSITION IV.1.3.
Soient Hy et H, deux espaces de Hilbert et T : H) — H, un opérateur a domaine dense fermé. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Rr=Rr;

2. il existe une constante c > 0 tell que, pour f € Dr+ N Ry, |f“H2 <c || T*f“Hl ;
3. R+ =Ry ;

4. il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour g € Dr N\ R+, || gl < ¢|| Tg| -

Démonstration. D’apres la Proposition précédente, il suffit de voir que 4. implique 2. Or, pour g € Dy N R+, ona
KT = KT L) <N T Fllig gl = el T 1 T8, -

Comme R_T*l = Nr, {Tg ol g€ Dy nR_T*} = Rr, donc, pour tout h € Ry, on a |(f, h)| < c||T*f||Hl I Al g, d’oln le

résultat, puisque f € Rr. 0
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IV.2. RESOLUTION DE LEQUATION U = F

IV.2 -
RESOLUTION DE L’EQUATION Ou = f

IV.2.1 Notations

Soit Q un ouvert de C".
Soit ¢ une fonction continue sur Q. On note Lf,'q (Q, ) l'espace vectoriel des formes f de bidegré (p,q), f =

Z,I I=plJl=q fi.7dz" A dZ telles que, pour tous I et J, f; (que I'on notera parfois f;;) est une fonction mesurable telle

que fQ |fIJ|2 e ?dA < +oo (dA désignant la mesure de Lebesgue sur C"). Sur L%,,q (Q, ) on défini un produit scalaire,
noté (f, g)w, par

(f.8),= Y / fugTe A,

qui fait de cet espace un espace de Hilbert dont la norme est ||f||i = Z,fﬂ |fL]|2 e ?dA. De plus, on pose |f|2 =

! 2
Z 1,]|fIJ \ :
Soient g1 et ¢, deux fonctions continues sur Q. On défini un opérateur a domaine T': Ly, , (@, ¢1) — L5, ., (2, 2)
de la maniére suivante : u € Dy sidu = Z UZ] 1 %JZ] dzj A dz'ndz’ appartient a Lp g+1 (Q,([)g), les dérivées ﬂ étant

comprises au sens des distributions. Il est alors clalr que Dr est dense dans Lp' ¢(Q,¢) et que T est fermé (cont1nu1te
au sens des distributions).

Si p3 est une troisieme fonction continue sur Q, on défini S: L, ., (,92) = L2 ., (Q, ¢3) exactement delaméme
maniére. Alors, si F est 'espace fermé (la continuité dans 'espace de Hilbert impliquant la continuité dans I'espace
des distributions) des formes f de L; g+1 (Q, ) telles que df = 0 au sens des distributions, on a F c Ds et F = Nj.

Le but principal de ce chapitre est de résoudre 'équation Tu = f pour f € F. Pour cela on va appliquer les résultats
des Propositions de la Section IV.1 : comme Ry c F et que F est fermé, cela revient a montrer une estimation de la
forme | £, = ¢[|T* ||, pour f € Fn Dr+. Nous allons montrer cette estimation en calculant T* f pour des formes
suffisamment régulieres, et pour conclure, il nous faudra montrer que ces formes réguliéres sont denses dans Fn Dr
ou dans Dgsn Dr+. Ces deux résultats font I'objet de la Section suivante :

IV.2.2 Deux Propositions préliminaires

LemmeIV.2.1. Sif = Z'”f[,]dzl/\ dz’,ona

n
Z Zaﬁ]dz]/\dz /\dz

7 j=1 9%j
et
2,12 ! aﬁ] ! & (aijK)(afle)
of|" = I 2=, (v.2.1)
| | % ; 0Zj LK ]Zl 6Z]k 0Zj

ot la somme Z’ 1 k st étendue a tous les multiindices croissants I de longueur p et K de longueur q — 1, en définissant
f1.7 pour tout ] comme fonction antisymétrique de J.

Démonstration. Onremarque tout d’abord que

ot () b

LILj,

ol 8 =0saufsij¢J, I ¢ Let {]} uL={l}uLauquel cas E / est le signe de la permutation (%)

Sl j =1, 1a définition de e montre que, dans (IV.2.1) il faut J=Let j¢ ] pour avoir un terme non nul. La somme
de ces termes est donc
ofir|?

V2.2
oz ( )

L] jeJ

Par contre, si j # [, il faut je L et [ € J, c’est-a-dire qu'il existe K, |K| = g, tel que {j} UK =L {lUK=Jetl,j ¢ K. De

plus
JjJ
IL

il _JIK LK _
k€€ =€

%Wé %W 29
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Alors, en définissant f7; pour tout J comme fonction anti-symétrique de J, on a fjjx = eﬁK fir et fix = ejK fi7, etles
termes correspondant a j # [ dans (IV.2.1) sont

o (2 .

1% j71 9% \ 0z
Alors |5 f | s’obtient en additionnant (IV.2.2) et (IV.2.3). De plus, si, dans (IV.2.2) on rajoute les termes j € J et dans
(IV:2.3) les termes j = I, ces termes se détruisent. Ceci montre le Lemme. O

Lemme IV.2.2. Avecles notations de la Section1V.2.1, soit f = Z |1||I| 3 fiydz' ndz un élémentde Dy~ < Lp g+1 (Q,2).
q+
Alors, en définissant fiy pour tous les ] comme fonction anti-symétrique de J, on a

2 fi,jx _
T f=nP Yy’ Z GG I\ P
LK \j= Zj
En particulier, e¥2~%1T* = 9+ a ot a est un opérateur d'ordre zéro et 9 un opérateur d'ordre un a coefficients
constants.

Démonstration. Soitu=Y 5=, uixdz' AdzX une forme de Dpq(Q). Lexpression de 0u montre aussitot que (T* f, u) =
IKI=q
(f,Tu),, s'écrit

K \j=1 0z;

En intégrant par parties (voir page 7) le membre de droite de cette équation (compte tenu du fait que u est a support
compact dans Q) on trouve immédiatement I’expression du Lemme. O

Dans ce qui suit, on utilise, sans le rappeler, les notations introduites a la Section précédente et on suppose ¢, €
%'(Q). On suppose, de plus, que 'on a une suite (m)veN de fonction de 2(Q) vérifiant les propriétés suivantes :

1. pour toutv, 0<n, <1, et pour tout K compact dans ( il existe vk tel que, pour v =vg,onan, =1sur K;

2. pour j=1;2etveN,ona

o [ &0 P
e iy = |<e . (1V.2.4)
k=1 0Zk
Remarquons que, les 1, étant données vérifiant 1., sur chaque compact de Q, les conditions de 2. sont en nombre fini,
et on peut donc toujours trouver des fonctions continues ¢ ; qui les satisfont.

On a alors les deux résultats suivants :

PROPOSITION IV.2.1.
Avec les notation de ci-dessus, l'espace Dp,q4+1(Q) des formes de bidegré (p,q +1) et a coefficients dans 2(Q) est
dense dans Dt~ N Dg pour la norme du graphe

F= Nl + 1T £y, +ISF N, -

PROPOSITION IV.2.2.

2
Avec les notations de ci-dessus, soit v une fonction de classe €* dans Q telle que Yo g%

@ € €%(Q) et posons g1 = @ -2y, 2 = @ — Y et P3 = Q. SUpPposons que

< e¥, v e N. Soir

n 62(p(z)

n
- laZj(’jZ_kw].WkECO(Z)leﬂz,
Jrk=

j=1

pourzeQ, weC" et ¢y € €(Q), cg > 0. Alors :
1. Pour toute f € Dp 4+1(Q),

/(co(z)—2|6u/|2)|f|2e"/’d/152||T*f||il+||Sf||2w3;
2. Sideplus cy =2 (|6u/|2 + e"’), pour toute f € Dr+ N Ds, ona

1705, <07 £ 1, + 17Ty,
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Démonstration de la Proposition IV.2.1. Soit f € Dr N Ds. Montrons tout d’abord que 1, f tends vers f pour la norme
du graphe. Par le théoréme de convergence dominée, |7, f — f|| ot [nvT*f =1 ot |nvSf-f || tends vers 0 quand

v tends vers +oo, et il suffit donc de voir que || T* (v f) =nv T* f|| ,, + S (nv f) = nvSf |, tends vers 0 quand v tends
vers +oo. )
Comme f € Ds, 1y f € Ds et S(nyf) =nvSf +0ny A f. Alors (IV.2.4)donne

|S (v f)—muSfI e < |f|* e,

etle théoréeme de convergence dominé montre que || S(mvf)-mSf ” 0" 0 quand v — +oo.

Remarquons maintenant que, sin € 2(Q) estréelle, on a, pour u € D, (nf, Tu)w2 =(nT*f, u))(p1 +(f,nTu-Tn u))(p2
et comme nTu— T(nu) = 01 A u, le fait que ) est 2 support compact et la continuité des ¢ montre que u— (nf, Tu)(p2
est continue pour la norme [l ully,, t, par le théoreme de Hahn-Banach, il existe v € Lfgq (Q, 1) telle que (nf, Tu) o =

(v,u),,, pour toute u € Dr, ce qui signifie que nf € Dr+ et T* (nf) = v. Appliquons cette remarque aux fonctions 7, :
Ny f € Dr+ et, pour u € Dr,

<T* (nvf) _nVT*f' u>(p1 = <f’TIVTu_ T(nvu)>(p2

Comme 1, Tu— T (nyu) = 0ny A u, (IV.2.4) entraine
InvTu—-T (nvu)| e " < |ul e,

donc

)(T* (v f) =T fru),, | < / |£le " |ule™*""2, pour toute u € Dr.

Comme Dy estdense, ona |T* (n, f) =1, T* f|” e?' < | f| e~2, et le Lemme IV.2.2 et le théoréme de convergence
dominée montrent que || T* (v f)-mvT*f H<p1 — 0 quand v — +oo0.

Pour terminer la preuve de la Proposition, il nous reste a montrer que 'on peut approximer les formes a support
compact de D+ N Dg par des formes a coefficients dans 2(Q2). Ceci se fait par régularisation. Soit donc f € Dr+ N Dg
une forme a support compact et y € 2 (C") une fonction a support dans la boule unité B(0,1) et d'intégrale égale a 1.
Pour ¢ > 0 petit, posons ye(x) = £~2"y (x/¢). Alors, pour € petit, f * . est une (p, g+ 1)-forme a coefficients dans 2(Q).
1l est clair que ||f—f*)(g”(p2 — 0 quand € — 0, et, comme S(f * y¢) = (Sf) * xe, on a aussi | S(f * xe) —Sf||(p3 - 0.
Enfin, pour voir que H T* (f * xe) — T*f“qn — 0 quand € — 0, comme f est a support compact, d’apres le Lemme
IV.2.2 (et avec les notations qui y sont introduites), il suffit de voir que || O+a) ( f* )(g) -O+a)f || 2o~ 0. Mais ceci
est immédiat puisque (9+a) (f * x¢) = (0+a) f) x xe +a(f = xe) — (af) * xe = O+a) f+af —af = (O+a) f, dans
[%(Q), puisque (9 + a) f € L?(Q) par hypothése. O

Démonstration de la Proposition IV.2.2. Pour ¢ et w de classe €' dans Q posons

0 - 0 0
5‘{’w:elﬂM:_w_w_(p. (IV.2.5)
J 6Zj OZ]' aZj

Alors le calcul de T* fait au Lemme IV.2.2 donne

n n
VT f = (-1)!’—1;(’ (_Z 5‘]’.’f,,,-,() dz' AdZX + (1P~ 1ZK (Z fI]K )dz AndzX.
En prenant le module au carré, il vient

Y'Y ot fujdlhexe tars2 |1 f1;, 2 [ 1P vl eran,

IK jk=1
et, en rajoutant a cette inégalité || Sf ||2¢3, par le Lemme IV.2.1, on obtient

, n
[y x
LK jk=1

0f1jx 0fikk
0z 0%

6}0ﬁ,j1<6(]€f1,k1(_ )e“”d/l

=1 OZj

n 2
e VdA+ Z’(Z 0%y
L] \j=

<2711, +Isf Ly +2 [ £ lov e van. vz

En intégrant par parties (voir page 7) le second terme du membre de gauche de cette derniere formule il vient

0 .
/ ﬁ,]K—aﬁiKe_‘pdﬂF_/(sw f”KfIkK ~da,

azk 62j J 6_
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)
67 L =059,
Ok~ j

et comme j oz aszazj,ona
0f1jk 0fikk _, / 0 -— / — 0% _
2 e dA=— | —(8%fi, vdr- [ fi d.
/ oz 07 ¢ az—k( 7 i) e Tuixhiec gz, @

En intégrant a nouveau par parties le premier terme du membre de droite de I'égalité ci-dessus, il devient

/ 8% fujx fixe™ dA,

et en remplacant dans (IV.2.6), on obtient finalement

- — ¢ afI] -
fiikfikk——e ?dA+ e YdA
LZK j,;:l LiK IkKazjazk IZ]’ ]ZI 0z;
<271l ¢ ISl +2 [ 15 Flovieran avan
ce qui acheve la preuve de la Proposition. O

Remarque IV.2.1. la fin de cette preuve, on peut regrouper le premier terme du membre de gauche de (IV.2.7) et
le dernier terme du second membre ce qui donne _(J:f(p — 20y A Oy; f, f). Nous indiquerons un peu plus loin que ceci
permet d’obtenir une estimation pour I'équation du = f, autre que celle que nous allons voir maintenant (Théoreme
V4.1).

IV.2.3 Théoréme d’existence pour les solutions de 'équation ou = f

PROPOSITION IV.2.3.

Soit Q un ouvert pseudo-convexe de C". Soit ¢ une fonction de classe ‘6> dans Q telle que, pour tous z € Q) et
weCn,
n 62
2oz Wz @) Z |y,
jk=19%j9% j=1
oL ¢ est une fonction strictement positive continue sur Q.
Soitg e L(p a+1) (Q,¢), 0g =0 telle que [, |g| d/l < +oo0. Alors il existe une forme u € L(p " (Q, ¢) solution

-9
/Iulze_‘”d/152/|g|2e—d/1.
Q Q c

Démonstration. Q étant pseudo-convexe, d’apres Proposition I11.2.5, il existe s € €°°(Q) strictement pluri-sousharmonique
telle que, Va € R, 'ensemble

de I'équation du = f telle que

Qq ={zeQtels que s(2) < a}

est relativement compact dans Q.

On fixe maintenant a € R. Soit (1) ven Une suite dans 2(Q), 0 < 1y < 1, telle que, pour chaque compact K de Q
il existe vk tel que, pour v = vk, 1, soit identiquement égale a 1 sur K et telle que, pour tout v, ), = 1 sur Q ;. 11
existe alors une fonction ¢ € €%(Q), ¥ = 0, ¥ = 0 sur Qg 1, telle que, pour tout v, on a Yia ‘6nv ’ < ¢V, puisque ces
conditions sont en nombre fini sur tout compact de Q.

Remarquons maintenant qu'il existe une fonction y € €2 (), convexe positive, nulle sur ] —oo, a[ telle que

p+yos—2y= (P»
2 (Iv.2.8)
(X OS)Z] k= laz azk w]wk> |OW‘ ( n—l |w]| )
En effet, pour la premiére inégalité il faut avoir y (a) = sup_,, 2%, ce qui est possible puisque {s = a} est relativement
compact dans Q, et, pour la seconde, comme s est strictement pluri-sousharmonique, il suffit d’avoir y' o s > ¢2 |61//|2,
et puisque y o s =0 dans Q, et dy = 0 dans Q. 1, il suffit d’avoir y’ = 0 et §'(«) suffisamment grand sur [a, +ool.
Ces notations étant fixées, on pose ¢’ = p+yoset; = ¢'+(j—3)y pour j = 1,2,3 et nous appliquons la Proposition
IV.2.2 avec ces fonctions, la fonction ¢ de la Proposition étant remplacée par ¢’ = ¢ + yos. D’apres (IV.2.8), la fonction
¢;(z) de la Proposition IV.2.2 vérifie donc ¢;(z) = ¢(z) +2 |61//(z) |2, et, pour toute f € D 411(Q), on a donc

/C(z) \f@ e @ar=z| T |2 +|SfI,, (IV.2.9)
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et la Proposition IV.2.1 montre que cette inégalité est vraie pour toute forme f € Dr+ N Ds.
D’apres (IV.2.8),ona @, = @' —w =@ et 29, — @ —¢' =0, soit g, = ¢/2+¢'/2,doncsi g € Lp g+1 (Q,¢)c ij 41 (Q,2)
et f € Dr+ N Dg, on a, avec l’1nega11te de Cauchy-Schwarz,

‘/gfe P2da| <

(& 1)y,

En remarquant que sidg =0, i.e. g€ Ns,ona (g, f) 0= 0, cette derniére égalité donne

’ 1/
( / g2 —dﬂ) (|f(z)|26(z)e—<p @a) ’

et (IV.2.9) donne

2 —¢(2)
<[ 7" fl, + 12 Sf [, si / |g(z)|2ecvamsl/z.

2 o0

{ pour toute g€ L7, ., (Q,¢) telle que [ |g(2)|" £ dA <2etdg =0,
|<g,f>¢,2 <|T*f|,, pourtoute f € Dr-.

Ceci montre que I'application T* f — (g, f) 0, St bien définie sur R+ et défini une forme linéaire continue. Le

(Iv.2.10)

théoreme de Hahn-Banach assure alors I’existence d’'une forme u, € L%,Y g (Q,(pl), f lugl? e #1 < 1, telle que ( sf ><p2 =
(Uq, T*f>¢1 , pour toute f € D+, ce qui signifie g = T** u, = Tu,. De plus, puisque ¢; = ¢ dans Q,, ona fQu lugl?> e ?dA <
1.

Pour finir la démonstration, on considere une suite réelle croissante (a]) qui tends vers +oo. Pour chaque com-
pact K de Q, la suite Ug; est uniformément bornée dans L%,, q(K) et on peut donc en extraire une sous suite faiblement

convergente dont la limite est solution de 'équation du = g dans I'intérieur de K (la convergence faible dans L%,' &)
impliquant la convergence au sens des distributions). Ainsi, par le procédé diagonal classique, on construit une suite

(ua ]) de (p, g)-formes qui converge faiblement dans tout 2 »,q(Qa), a € R, vers une forme u qui vérifie ou=fet

an |u|2 e ?dA <1, pour tout j, et donc f lul2e ?dA<1,ce qui termine la preuve. O
J

THEOREME IV.2.1.
Soient Q) un domaine pseudo-convexe et ¢ une fonction pluri-sousharmonique dans Q. Alors, pour toute g €

L%, g+l (Q,¢), 0-fermée, il existe u € L;q}loc (Q,¢) telle quedu =g et

/Iu(z)lze_"’(Z)(1+|z|2)_2dﬂts/|g|2e_"’d/1.
Q Q

En particulier, siQ est borné, il existe une constante C > 0, ne dépendant que du diamétre de Q) telle que

/Iulze“”d/lsc/ g e ?dn.
Q Q

Démonstration. Supposons tout d’abord ¢ de classe €2 dans Q. Comme

(Flog(1+1212); w, w) = (1+]22) (le (1+121%) Z| |=0+|2) " wh,

en considérant ¢(z) = ¢(z) + 2log (1 +|z|?), et c(z) = 2(1 +|z|?), la Proposition IV.2.3 donne le résultat.

Montrons maintenant le cas général. Soit s pluri-sousharmonique dans Q telle que Q, = {s < a} soit relativement
compact dans Q, pour tout a € R (remarquer que Q, est pseudo-convexe). En régularisant ¢ par convolution, on
obtient une famille ¢, de fonction € pluri-sousharmoniques dans Q,), avec a(e) — +oo quand € — 0, telle que
@ \\ @ quand € \, 0. Pour tout € > 0, il existe donc u, € L%,yq (Qa(g), (pg) telle que Ou, = g dans Q) et vérifiant

/ lue(2)[2 (1+1212) e“”dels/
a(e) Q

Comme e % / ¢~% quand € \| 0, u.s est uniformément bornée dans L%, q (Qa(g)) quand &’ \ 0. Ainsi il existe une suite

g e ?edA < /Q g’ e dn.

a(e)

€j — 0 telle que u,; converge faiblement, dans chaque 12 (Q a(gj)) vers une fonction u € LfOC(Q). Ceci implique du = g
dans Q et, pour tout € >0 ettout a € R,

/ |u(z)|2(1+Izlz)_ze“”fdxls/|g|2e“”d/1,
Qq Q

ce qui termine la démonstration. O
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CHAPITRE IV. ESTIMATIONS I? ET THEOREMES D’EXISTENCE POUR I’OPERATEUR 8

IV.3
RESOLUTION DE I’EQUATION ou = f
DANS €*°(Q2) ET EQUIVALENCE
HOLOMORPHIE - PSEUDO-CONVEXITE

IV.3.1 Résolution €* de l'équation 0u = f dans un ouvert pseudo-convexe

PrOPOSITION IV.3.1.

Soit Q un ouvert pseudo-convexe de C". Pour toute forme f € L2 (Q,1oc), 8-fermée, il existe u € L%,v ¢ (€,1oc)

p,q+1
telle quedu = f.

Démonstration. En effet, soit p € €°°(Q) une fonction pluri- sousharmonique (Proposition I11.2.5) telle que, pour tout
a € R, I'ensemble { p< a} est relativement compact dans Q. Alors, si f € LI[J g+1 (Q,1loc), on construit facilement une
fonction convexe croissante y telle que, si ¢ = y(p) on a f € I g+l (Q,¢), et la conclusion découle du Théoréme

IvV2.1. O

Notre prochain but est maintenant de résoudre cette équation avec des estimations Sobolev locales.

Précisons tout d’abord une notation. Pour tout entier s, on notera W*(Q,loc) 'espace des fonction localement de
carré intégrable dans Q telles que, pour |a| < s, D*f € I2(Q,loc).

Rappelons enfin que, d’aprés le Lemme IV.2.2, I'adjoint de 'opérateur 8 au sens des distributions est I'opérateur 9
défini sur une (p, g + 1)-forme f par

19f=(—1)p2/(2 (];“K)d Adz¥. (IV.3.1)

LK \j=1 9%j

PROPOSITION IV.3.2.
|| Soit f € L;qﬂ (C™) une forme a support compact. Siof € L;,q+2 (CYetdfe L%,,q (C™ alors f € W;'qﬂ (CM.

Démonstration. Soit f € D), 441 (C"). La formule (IV.2.6) appliquée avec ¢ = ¢ = 0 donne

0 _
Uil* <o jor|2 + a2

FE

Dans les conditions de 'énoncé, si y, est une suite régularisante, 9 (f * y) = 9f * y converge vers 9f et 9 (f * y¢) =
Of * xe vers f dans L2 quand € — 0, et la formule ci-dessus montre que gf * Y¢ CONVEIge vers % dans L2, pour tous

L] j.
Pour conclure, il suffit donc d’appliquer le Lemme suivant :

Lemme. Soit w € I? (C") une fonction a support compact. Sz e I2(Ch alors e 2 (Ch).

Démonstration. En effet, si w € 2 (C™), une intégration par parties (voir page 7) donne f ’

conclut par régularisation.

PROPOSITION IV.3.3.

Soit Q un ouvert pseudo-convexe. Soit s = 0 un entier. Pour toute forme f € W7 ., (Q,loc), 0-fermée, il existe

pa+
ue WS+l (Q,loc) telle quedu = f. De plus, si q = 0, toutes les solution de 'équation ont cette propriété.

Démonstration. Nous allons faire la preuve par récurrence sur s = 0 en distinguant les cas g=0et g > 0.
Supposons donc tout d’abord g = 0. Soit f € W; 1 (©,loc). D’apres la Proposition IV.3.1 il existe u € Li,o (©Q,loc)

telle que, pour tous I et j, % = fi,j, et, d’apres 'hypothese de récurrence (qui s’applique ici a toutes les solutions)
sis=1,onauec WSO (Q,1oc). Soit y € 2(Q). Alors (”I) = aX + x f1,; appartient a W?(Q) pour 0 < g < s, de sorte

(Q), pour tout j. Le Lemme precedent implique donc que D* [)( ul) € WH(Q), et, par suite

. 0D (yu
que, si la| = o, % eI?

xur € Wt(Q), 0 <o < 5, ce qui montre bien que u; € W1 (Q,loc).
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IV.3. RESOLUTION DE L'EQUATION U = F DANS € (Q) ET EQUIVALENCE HOLOMORPHIE -
PSEUDO-CONVEXITE

Considérons maintenantle cas g > 0. Si s = 1, prenons comme hypothése de récurrence quesi f € W;‘qil (Q,loc) et

2

si, comme dans la démonstration de la Proposition IV.3.1, f € L (Q, ), pour une fonction pluri-sousharmonique

> p.a+1
convenable ¢, alors la solution de I'équation du = f qui est orthogonal au noyau Ny de T est dans W, , (©,10c). Soit
donc f € W;, g+1 (Q,loc), 0-fermée, et choisissons ¢ pluri-sousharmonique de sorte que f € Lf?y g+1 (Q,¢). Soit u la

solution de 'équation du = f donnée par la Proposition IV.3.1 et qui est orthogonale au noyau Ny de T, c’est-a-dire
dans Ry+. Compte tenu de 'expression de T* (c.f. (IV.3.1)) (et du fait que 92 = 0) on a 9(e~%u) = 0, ce qui implique
Ju = au ou a est un opérateur d’ordre zéro a coefficients €°.

Maintenant, d’apres 'hypothese de récurrencesi s=1,ona u e Wg,q (Q,1oc), 0 =0 < s.Doncsi y € 2(Q), 0 ()( u) €
Wo(Q) et 9(yu) € Wo(Q), 0 <o < s. Dong, si |a| = o, le Lemme précédent montre que D* (yu) € W(Q), soit yu €
wer(Q), ce qui termine la preuve. O

COROLLAIRE.
| Soit Q un ouvert pseudo-convexe. Pour toute forme f € %IZOG*'I (Q), 5-fermée, ilexisteu e ‘6;,’?‘7 (Q) telle queau =f.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Lemme d’inclusion de Sobolev, ou, plus simplement, le cas particulier simple
suivant :

Lemme. Pour tout entier s on a W,f,fqzn (Q,loc) c <€;’ q (Q,loc).

" w
6x1 ..ﬁxgn

données réelles de C”* = R?"), on voit que si w € W?" (C") est 4 support compact et si Xe est une suite régularisante,
alors la famille (w * y,), est de Cauchy pour la norme uniforme et converge donc vers une fonction continue qui est
presque partout égale 2 w. En appliquant ceci aux dérivées D*w, |a| < s, on en déduit que si w € W2 (C") est a
support compact alors w € €° (C"). O

Démonstration. En effet, en remarquant que si w € 2(C") on a [|[w| < f dA (les x; désignant les coor-

O

THEOREME IV.3.1.
Soit Q un ouvert de C". Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Q est un domaine d’holomorphie;
2. Q est un ouvert pseudo-convexe;

3. Pour toute forme f € <€;’j’q+l (), a-fermée, il existe une forme u € %;?q(Q) telle que ou= f.

Démonstration. La seule implication qui reste a démontrer est 3. entraine 1. Nous faisons la démonstration par ré-
currence sur la dimension 7. Si n = 1, tout ouvert de C est d’holomorphie (Théoréme 1.1.3) et donc pseudo-convexe
(Théoreme I11.2.2), et le 3. est le Théoréme 1.1.2. Nous supposons donc le Théoréme vrai en dimension n — 1.

Nous devons construire une fonction holomorphe dans Q qui ne se prolonge pas a aucun ouvert plus strictement
grand que Q. Si cela est faux, pour toute fonction f holomorphe dans Q il existe un point z; € 9Q et un r > 0 tels que
f se prolonge dans B(z;, ). Si z’ est un point de QN B(z;,/2), tel que d (2',0Q) = 1’ < /2, alors B(z',1') c QN B(z, 1),
0B(Z', ") n0Q # @ et f se prolonge au voisinage de B(z/, r'). Ainsi, il suffit de montrer que si D est un ouvert convexe
de Q tel que 0DNOQ # @ et si zg € dD N ALY, il existe une fonction f holomorphe dans Q qui ne se prolonge pas au
voisinage de z.

Par translation et changement de coordonnées, on peut supposer zp = 0 et Dy = DN {z, = 0} # @. La convexité de
D entraine alors zy € Dy et z9 € w ot w = {z € Q tels que z,, = 0}. Notons j I'injection canonique de w dans Q, w étant
considéré comme un ouvert de C"~1. Soit 7 la projection (zi,...,2,) — (21,...,24-1) €t M = {z e Qtels que n(z) ¢ w},
de sorte que M et w sont disjoints et fermés dans Q.

Lemme 1. Soit f € G5y, (w), 0-fermée, q = 0. Alors il existe F € 6% (Q), 0-fermée telle que f = j*F.

Preuve du Lemme. Soit ¢ € €°°(Q) nulle sur un voisinage de M dans Q et valant 1 au voisinage de w dans Q. Alors
yn*fe ‘6(‘)";((2) et j*yn* f = f. Reste a modifier cette forme pour la rendre 0-fermée sans changer sa valeur sur w.

Pour cela on cherche v € 659 (Q) telle que la forme F = yn* f — z, v soit 0-fermée ce qui équivaut 2 0v = 2-0y An* f.

Comme y vaut 1 au voisinage de w, Z—lnéu/ AT fe ﬁiﬁ’iH (Q) et'hypothese assure I'existence de v. O

Lemme?2. Si f € %(i% +1 () est 0-fermée, il existe u € <€(‘)’,‘;(w) telle que Ou = f. En particulier  est un domaine
d’holomorphie.

Démonstration. En effet, si F est la forme du Lemme précédent, par hypotheése il existe U € ‘65"27(9) telle que 0U = F
et il suffit de prendre u = j* U. La derniere assertion du Lemme résulte de 'hypothése de récurrence. O
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Terminons maintenant la démonstration de Théoréme. D’aprés le Lemme 2 il existe g holomorphe dans w qui ne se
prolonge pas au voisinage de 0, et, ce méme Lemme donne une fonction G holomorphe dans Q telle que j*G = g.
Alors G ne peut se prolonger au voisinage de 0. O

IV.4
COMPLEMENTS ET NOTES

En faisant les calculs comme il est dit dans la Remarque IV.2.1, on aboutit au théoréme (implicite donc dans les
travaux de L. Hormander) suivant :

THEOREME IV.4.1 (L. Hérmander | 1).
Soit Q un ouvert pseudo-convexe de C". Soit ¢ une fonction pluri-sousharmonique dans Q. Soit f une (0, q)-
forme 0-fermée dans Q). Alors il existe une forme u solution de l'équation 0u = f dans Q vérifiant

/|u|2e*wcms/||f||l.aawe*%m,
Q Q

oit || 1|53 o désigne la norme de f dans la métrique définie par la hessienne de ¢.

La norme | 1 ;55, est définie de la maniere suivante. Supposons tout d’abord g = 1 et #¢ = (Q/¥); ; définie
positive. Alors si (Q;) j.« désigne la matrice inverse de #p, on a I£1li65p = Xj .k 2jkfi fi- En général, cette norme

peut se définir comme suit. Soit f = }_; y dz; A dz la forme de Kéhler fondamentale de C". Pour toute forme u on
défini le produit intérieur Au de u avec 8 par

(Au,v) ={u, B A v), pour toute forme v,

ou (.,.) est le produit scalaire euclidien, et on pose

[ liap = sup — {fih)

(i0dpAA,RY=1

(noter que h — (i@é(p A Ah, h) est une forme quadratique positive).

De nombreuses estimations L? pour les solutions de I'équation du = f ont été obtenus par divers auteurs. Nous
en citerons un certain nombre dans le chapitre suivant. Pour I'instant nous nous contentons de donner une estima-
tion générale obtenue par B. Berndtsson et P. Charpentier (dans le cas ¢ =y c’est un résultat d a H. Donnelly et C.
Fefferman) :

THEOREME IV.4.2 (B. Berndtsson & P. Charpentier | D.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C". Soient ¢ ety deux fonctions pluri-sousharmoniques de classe
6?2 dans Q. On suppose que y = 0 et qu'il existe une constante r < 1 telle que

i0y A0y < ridowy.

Alors il existe une constante C, > 0 telle que, pour toute (0, q)-forme f, 0-fermée, dans L%o, g+1) (Qy-¢)c

2
©,q)

(Q,¢)) donnée par le Théoreme IV.2.1) on a

2 (Q,¢), si u est la solution de I'équation 0u = f de norme minimale dans L%,  (Q,¢) (i.e. la projection

0,g+1) .
sur le noyau de 0 de la solution dans pr ?

/Iulze”’_"”d)lscr/ 171|030+ €77 dA-
Q Q
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CHAPITRE 'V

INTRODUCTION
AU
PROBLEME 5-MEUMANN

ans ce chapitre nous introduisons le « probléme 6-Neumann ». Lexposé détaillé des résultats connus aujourd’hui
dépasse tres largement le cadre de ce cours. Nous nous contenterons donc de poser précisément le probleme
et de donner les résultats fondamentaux. Il y aura trés peu de démonstration (sauf a la derniere Section), le lecteur
intéressé étant renvoyé a la bibliographie.
Dans tout ce qui suit, Q désigne un domaine pseudo-convexe borné de C".

V.1
L’OPERATEUR DE NEUMANN ASSOCIE AU

0

Soit ¢ une fonction pluri-sousharmonique dans Q. Lopérateur T : L%p ?

cédent sera maintenant noté simplement d et son adjoint (hilbertien) T* sera noté 5;‘,, ou simplement d* lorsque

¢ =0.

Le Théoréme IV.2.1 donne la décomposition orthogonale L?p ? (Q¢) =Ry N, et, par passage al'adjoint, on a

Q)= Ry ®Ngy 1=q=n-1. On défini alors I'opérateur de Laplace-Beltrami [, associé a l'opérateur 8,

(Q¢9) - L%p:tiﬂ) (Q,¢) du chapitre pré-

s 12
aussi L( )

(noté simplement [] lorsque ¢ = 0) de la maniére suivante :

DEFINITION V.1.1.

Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C”. Soit ¢ une fonction pluri-sousharmonique dans Q. Pour 1 < g
*
7]

n—1 on note [, l'opérateur a domaineDp, < I? . (Q,¢) & valeurs dans L7,  (Q,¢) défini par [J,, = 60, + 0

<
(p.q) 0.

(p,q)
D, est donc défini par
f € Da N Da* ,
f €D, sietseulementsi<{ x “
¢ afEDa:;) eta:;fEDa.

Les conditions définissant D, s’appellent les conditions de Neumann. De plus, [, est un opérateur autoadjoint.

Les calculs faits a la Section IV.2.2 permettent aussitot de donner I'expression de [, au sens des distributions (i.e.
agissant sur les formes de 2y, () :
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CHAPITRE V. INTRODUCTION AU 8-NEUMANN

PROPOSITION V.1.1.
Pour toute forme f =Y ||, fiydz! A dZ € D, q)(Q) ona

Q=Y (,CZ( ol

6zk6zk 6zk azk

dz' ndZ +Z (Z fik 5 (;p_)dzIAdzk/\dZK.

En particulier, si¢ = 0, (au sens des distributions) est exactement le laplacien usuel composante par composante.

Remarque. On peut naturellement définir aussil’opérateur [, pour g = 0 et g = n (c’est-a-dire sur les fonctions).
Par exemple pour g =0, onpose L, f =9,0f = A f etla condition de Neumanneest f € D;,0f € Da(;. C’estle probleme
de Neumann classique dont I’étude, bien connue, ne sera pas abordée ici.

Nous allons maintenant voir que le Théoréme IV.2.1 montre que [, est inversible.

Soit g € L(p ? (Q,¢). Comme L(p @ (Q¢) = Ny RB;‘,’ on peut écrire g = g1 + & de maniére unique avec dg; = 0 et

@ =0 2, avec hy € L(p +1) (Q ).
D’apres le Théoreme IV.2.1 il existe u € L%p 4-1) (Q,¢) telle que du; = gi, et, par décomposition orthogonale de

I'espace, on peut supposer u; orthogonale a Ny c’est-a-dire qu'il existe fi € L%p ? (Q,¢) telle que u; = 5;;, fi- Laméme

L -
raison de décomposition de I’espace fait que I'on peut supposer f; € (Né* ) C’est-a-dire dans Rj de sorte que df; =
4
Ceci implique que f; € D,. En effet, on a bien f; € Dy et 0fi € D;. (puisque d; = 0), et, par construction, f; € Dj. et
0y, fi = w € D;. Enfin, par définition ona [y fi = 00, fi = &1
Considérons maintenant g = d,h,. Les méme propriétés de décomposition des espaces montrent que I'on peut

1
supposer hp € (NB;;,) = R; desorte que 0hy =0, et,le Théoreme IV.2.1 implique I'existence d’'une forme f, € L(p ? (Q9),
quel’on peut supposer étre dans I'orthogonal de Nj c’est-a-dire dans 'image de 6(’; donc dans DB;, etvérifiant a(p f2=0,

telle que h, = 0 f;. Ceci montre que f; € D, et que Uy, f> =0;,0 2 = g.
En conclusion, la forme f = fi + f> est dans le domaine de [, et vérifie [, f = g. De plus, la norme de f dans
L?p ? (Q, ) est controlée par celle de g a une constante multiplicative prés qui ne dépends que du diametre de Q.
Remarquons de plus que la solution f de I'équation [, f = g est nécessairement unique. En effet, si [, f = 0,

f € Do, pour toute forme g € Drj, on aura (f,0y8) =0, et comme nous venons de voir que Y u € L(p ? (Q,¢) il existe

g € Dy, telle que Ly g = u, cela implique (f,u) =0, pour toute u donc f = 0. Donc I'application quia g € L( .d) (Q,9)
fait correspondre I'unique solution f de I'équation [, f = g est linéaire.
Ainsi:

THEOREME V.1.1.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C” Pour0sp<netl<sg=n-1 l’opémteur a domaine ], est
inversible et sont inverse, que nous noterons ./, q (ou simplement N %), est défini sur L(p ? [Q, (p) tout entier et

est continu de norme ne dépendant que du diametre de Q). Lopérateur JVp, q est appelé l'opérateur de Neumann
associé au 0.

Pour comprendre un peu plus 'opérateur U, il est utile de donner, lorsque cela est possible, une description du

domaine de 5;;. Par exemple, on peut expliciter les forme de DBZJ qui sont a coefficients dans €' [Q ( ) Pour f € €, (p 9 (Q)

et ue‘zo”(pq H (Q), ona
6uH(

), =c [ Y

QLK j

ﬁ ke ?dA.

Si p est une fonction définissante de Q, une intégration par parties (c.f. Section 1.2) donne (avec les notations intro-
duites au début de la preuve de la Proposition IV.2.2 (formule (IV.2.5), page 31))

Zj

. frjke™®
(ou,f), = D” Y'Y wx (I(; )d/1+( 1)’”/0 ' UIK(ZfI]K
Zj

e ?do
QIK Q LK

_ _ —030 _
(=D” 1 Z Zu][(5 f[]Ke YA+ (- 1)19/ Z’ uH((Zﬁ,jKa—ﬁ)e Ydo.
QLK 00 LK j Zj

Comme f € DBZZ si et seulement si il existe une constante C > 0 telle que ‘(5u, ) (p‘ < Cllully, pour toute u, la
formule montre que

op
fe Da* si et seulement si pour tous I, K, Zf”Ka =0 sur 09, (V.1.1)
Zj
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ce qui signifie que les vecteurs (fj, j ) j sont complexe tangents en tout point de Q2. On traduit ces relations en disant

que la partie normale de f est nulle sur 0Q).

Deux opérateurs sont naturellement associés a I'opérateur de Neumann :

PROPOSITION V.1.2.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" et soit ¢ une fonction pluri-sousharmonique dans Q.

1. Le projecteur orthogonal de L%p ?

noté %ﬁ q et est appelé le projecteur de Bergman. De plus, pour1 < g<n-1,

(Q, @) sur le sous-espace fermé Nj noyau de l'opérateur 0,0sg<n-1,est

¢ _ 3* &9 3
By =1d=0p N, 10

(i.e. lopérateur f — f — 5;%% 10f seprolonge de %”(1’% o (@) a L%p, 2

(Q,¢),1 < g < n-1, fait correspondre la solution de 'équa-

(Q,¢) et on a la formule ci-dessus).

) . 3 @ ). . 2
2. Lopérateuro* A, , est l'opérateur quia f € L

! P.a) - € !
tion 0u = Q’é’ﬁq [ qui est orthogonale au noyau Ny de l'opérateur 0. En particulier, si0f =0, O*thlfq festla
solution de I'équation 0u = f de norme minimale dans L(zp 4-1) (Q9).

Remarque. Danslecasg=p=0etp =0, 3880 = 2B est naturellement I'opérateur de Bergman classique (i.e. le
projecteur orthogonal de L?(Q) sur le sous-espace fermé des fonctions holomorphes).

Démonstration. Vérifions la formule du 1. .%Z),q étant un projecteur orthogonal dans un espace de Hilbert, il est ca-
ractérisé par

%ﬁqfeNa, etVge Nyona <%$qu,g>(p = (f,g)w.

SifeLf,,(Qe)et sidg=0,0na

<f_‘§;ﬂp(fq+léf’g>¢ - (f,g)w—<JVp‘f’q+15f,5g> - (f,g),

etd (f - 5;%‘{’q+15f) =0, car, si Ou = 0, par construction, JVp‘f’q+1 u € Ny donc 55(}#;’[] u = u puisque JVp‘f’q estl'inverse
de O, donc 48y, f = f - 5(’;%‘f)q+15f. On conclut alors par densité.

Vérifions maintenantle 2. de la Proposition. Ecrivons f = .@;‘; qf+h,avec fie [Na)L = RB{;,' La construction de A/’,(f’q
montre qu'alors A}, fi € N, etdonc 0N f = 0Ny (,98?' of ), etcomme B, f € N3, 005N, f = 000, N, 0B . f =

%ﬁ ¢f > ce qui montre I'assertion puisque 5;%@,‘2 f est orthogonal au noyau de 9. O

V.2
LE PROBLEME 0-NEUMANN

Le probléme 6-Neumann consiste 2 obtenir des estimations de I’opérateur ,/Vp(f)q. Sauf mention expresse du contraire,
nous nous restreindrons au cas ¢ = 0 ('opérateur étant alors noté .4}, 4).

Nous avons vu (Corollaire de la Proposition IV.3.3) qu’il existe tojours une solution de 'équation du = f, avec une
donnée f € %gf’q +1 (), qui est € dans Q. 1l est alors naturel de se demander s’il existe des solutions qui ont un bon
comportement au bord du domaine; par exemple, si f € %;?q il (5) peut-on trouver u dans 6,7, (5) ? La réponse a
cette question est positive et a été donnée parJ. J. Kohn :

THEOREME V.2.1 (.]. Kohn | 1.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiere de classe €°°. Pour tout entier positif s il existe un

2
réel t > 0 tel que l'opérateur e/fol,;l envoie continiment l'espace de Sobolev W), ,(Q)) dans lui-méme. De plus,

pour toute f € %;f’qﬂ (5) il existe u dans €, (5) telle quedu = f.
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= 2
La solution u de I'’énoncé ci-dessus s’obtient a partir des opérateurs a;zlzwpf‘;' , par un procédé de type Mittag-

Lefler, et n’est pas celle donnée par I'opérateur 5*</Vp,q.

Ce probleme a été étudié par J. J. Kohn pour la solution 0*.4), 4, et la réponse finale (due a M. Christ) est non.
Toutefois cette étude a ouvert toute une théorie dont nous allons brievement exposer les résultats principaux (sans
démonstrations) maintenant.

Pour tenter de répondre a cette question J. J. Kohn a introduit deux approches fournissant des estimées dans les
espaces de Sobolev : la condition de compacité et les estimées sous-elliptiques.

DEFINITION V.2.1.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiére de classe €¢*°. Soit z un point de 6Q.

1. On dit que le probléeme d-Neumann vérifie une condition de compacité au point z s'il existe un voisinage
U de z dans C" tel que, pour tout € > 0 il existe une constante C; > 0 telle que, pour toute forme f €
Dp,q(U) N D3N Dj., on ait

”f“L%,yq(Q) =€ “af”L;qH(Q) + Hé*f”L;q_](Q) +Ce|| 7] W,k

ou l'espace W,; }7(9) désigne I'espace de formes dont les coefficients sont dans I’espace de Sobolev w1l
dual de I'espace de Sobolev wlQ.

2. On dit que le probleme d-Neumann vérifie une estimée sous-elliptique d’ordre £ > 0 au point z s'il existe
une constante C > 0 et un voisinage U de z dans C" tel que, pour toute forme f € Dp,q4(U) N D3N Dj., on ait

I£] WE (@ = C ”af”L;qH(Q) + ||5*f||wail(Q) + ”f”L%,q(Q) )

ol W;;, ¢(Q) désigne 'espace des formes a coefficients dans I'espace de Sobolev WE(Q) (comparer avec la
Proposition 1V.3.2).

Le principal résultat du fameux travail de J. J. Kohn et L. Nirenberg donne des estimation Sobolev quand ces condi-
tions sont remplies :

THEOREME V.2.2 (J.]. Kohn & L. Niremberg [ 1.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiére de classe €.

1. Si le probleme 8-Neumann vérifie une condition de compacité en tout point de 0Q alors, pour tout réel s
,Lopérateur N, 4 est compact de l'espace de Sobolev W,f,, q (Q) dans lui-méme.

2. S'il existe € > 0 tel que le probleme 0-Neumann vérifie une estimée sous-elliptique d'ordre & en tout point
de 0 alors, pour tout réel s ,l'opérateur N, q est continu de U'espace de Sobolev W), ,(Q) dans l'espace de

Sobolev W;f;,zg Q).

En particulier, dans les deux cas ci-dessus, N}, 4 envoie %;?q (5) dans lui-méme.

Une condition, de nature plus géométrique, impliquant les conditions de compacité a été trouvée par D. Catlin :

THEOREME V.2.3 (D. Catlin [ 1.
SoitQ un domaine pseudo-convexe borné de C". Si, pour tout M > 0 il existe une fonction pluri-sousharmonique
A€ E® (5), 0 <A <1, telle que /€A (z) = MId, en tout point z € 0L, alors le probleme 0-Neumann vérifie une
condition de compacité en tout point de 6€).

Remarque. Il a été montré par M. Christ que la condition suffisante du Théoreme ci-dessus n’est pas nécessaire.

La question de savoir si pour un domaine donné, le probléme d-Neumann vérifie une estimée sous-elliptique,
a été caractérisée par D. Catlin dans un travail profond a partir de la notion de points de type fini introduite par J.
D’Angelo.

Explicitons tout d’abord cette notion. Si & est une fonction d'un voisinage de 0 dans C" dans C*%, on appelle ordre
d’annulationde h en 0, et on note ord (%, 0), le nombre entier inf{lal a € N7 tel que 0% (h — h(0))(0) # 0}. Soit z un point
du bord d’'un domaine pseudo-convexe de C" a frontiere réguliere. Soit g € {1,..., n}. Soit p une fonction définissante
de 0Q) au voisinage de z. On appelle g-type de 0Q au point z le nombre A‘;Q(z) =sup, % le sup étant pris sur
toutes les fonction y holomorphes dans un voisinage de I’origine de C7 telles que y(0) = z. On dit que 0Q est de g-type
fini au point z lorsque AZQ(Z) < +o00, et on dit que z est un point de 0Q de type fini si A?Q(z) < +oo (ce qui implique

qu’il est de g-type fini pour tout g) et A?Q (z) s’appelle le type de z.
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En langage imagé, un point z € Q) est de type fini s’il existe une constante C > 0 telle que 'ordre de contact
d’'un ensemble analytique passant par z avec 0Q2 est toujours inférieur a C. Il est clair (considérer 'espace complexe
tangent) que cette constante est = 2. Il est alors facile de voir que si 0Q est strictement convexe au voisinage de z alors
le type de z est 2, et il en est donc de méme de tout domaine strictement pseudo-convexe (c.f. Définition II1.3.1 et la
remarque qui suit).

Le Théoréme fondamental de cette théorie du type est dGi a J. D’Angelo :

THEOREME V.2.4 (. D’Angelo [ 1).
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiere de classe €*°. Soit z € 6L). Si z et de type fini il existe
un voisinage U de z dans C" tel que tout point de U n 0Q soit de type fini.

Attention, ce théoréme ne dit pas qu'il existe un voisinage U de z tel que les points de U N dQ2 ont un type majoré
par celui de z. Ceci est faux en général. J. D’Angelo a montré que I'on peut choisir U de sorte que, en tout point z’ de
2005\ 71 ) ) . N . .
UnoQ on a A‘lm(z’ )<2 (‘T(Z)) , et cette estimation n’est pas optimale. Le probleme de trouver une estimation
optimale pour cette inégalité est toujours ouvert aujourd hui.

Le résultat fondamental de D. Catlin est alors le Théoréme suivant :

THEOREME V.2.5 (D. Catlin | D.

Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiére de classe €. Alors le probleme 6-Neumann vérifie
une estimée sous-elliptique en un point z € 0Q) si et seulement si le point z est de type fini.

Par contre ce Théoréme ne précise pas I'ordre de I'estimée sous-elliptique, il donne seulement une majoration de
celui-ci qui est loin d’étre optimale. La recherche de 'ordre optimal pour I'estimée sous-elliptique semble tres difficile
et est probablement loin d’étre résolu aujourd’hui.

D’autres méthodes ont été développées pour obtenir des estimations Sobolev. Citons simplement trois résultats
typiques.

THEOREME V.2.6 (H. Boas & E. Straube | 1).
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiére de classe €. Si il existe une fonction définissante p
de Q) qui est pluri-sousharmonique sur 0Q) alors, pour tout réel s, les opérateurs Ny, 4, Bp,q (_?*e/Vp,q et fi/VP,q sont
continus de l'espace de Sobolev Wy, ,(Q) dans lui-méme.

Le fait que la frontiere de Q soit €°° est importante dans ce résultat, et la démonstration ne permet pas d’obtenir
de résultat précis avec une régularité plus faible (elle utilise le Théoreme V.2.1). Toutefois, avec une autre méthode, on
peut donner un résultat précis avec une condition minimale de régularité :

THEOREME V.2.7 (A. Bonami & P. Charpentier, | 1,1 1,J. Michel & Mei Chi Shaw, [ 1).
SoitQ un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiére lipschitz. S'il existe une fonction définissante de Q) qui
est pluri-sousharmonique alors les opérateurs Ny q, Bp q 5*Wp_q et &/V,,,q sont continus de l'espace de Sobolev
W2 (Q) dans lui-méme.

On notera que ce résultat s’applique en particulier a tout domaine convexe borné, puisque la frontiére d'un ouvert
convexe est automatiquement lipschitz.

Pour un domaine pseudo-convexe borné a frontiere réguliére quelconque, J. J. Kohn avait remarqué qu’il y a tou-
jours une estimation Sobolev d’'indice > 0 satisfaite par 'opérateur .4}, 4, sans que I'on puisse dire quelque chose sur
cet indice. En liaison avec le Théoréme I11.3.1, le résultat suivant précise ce fait :

THEOREME V.2.8 (B. Berndtsson & P. Charpentier | 1.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiere lipschitz. S'il existe une fonction définissante p de Q
et un réeln €10, 1 tel que p" soit pluri-sousharmonique dans Q alors les opérateurs Np,q, Bp,q 0* Np,q €t 0Ny, q
sont continus de l'espace de Sobolev W;, ¢(Q) dans lui-méme, pour tout s € [0,7/2[.

Contrairement au Théoréme précédent, dans I'’énoncé ci-dessus, la continuité des opérateurs dans I'espace de
Sobolev WZ{ é (Q) est un probléeme ouvert.

Si 'on veut obtenir des estimations dans des espaces autres que les espaces de Sobolev classiques, il est naturel
de se restreindre a des cas ol ces derniéres sont connus. C’est ainsi que I'on a cherché a obtenir des estimations dans
les espaces L” et Sobolev L? ainsi que dans des espaces de lipschitz pour les domaines de type fini. Il est rapidement
apparu qu’il y a alors une tres grande différence entre la dimension 2 et les dimensions supérieures.
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THEOREME V.2.9 (D. C. Chang, A. Nagel & E. M. Stein [ 1).

SoitQ un domaine pseudo-convexe borné de type fini m de C? a frontiére de classe €. Alors Np,q envoie l'espace
de Sobolev Lf (Q) dans Lf oy (), SE R et l'espace Lipschitz Ay (Q) dans Agi2¢ (Q), a > 0. Les opérateurs 0* Mg

+

et [1/V,w envoient l'espace de Sobolev Lf (Q) dans Lf (), SE R et l'espace Lipschitz Ay (Q) dans Ag4q (Q).
Enfin 9y, envoie les espaces Lf (Q) et Ay (Q) dans eux méme.

En dimension supérieure, la situation n’est plus du tout aussi claire et seuls quelque cas trés particuliers ont pu
étre traités (voir [ , , D.

V.3
PROJECTEURS ET NOYAUX DE BERGMAN

ET DE SZEGO

Dans cette Section nous allons présenter un certain nombre de résultats pour 'opérateur % = %o qui peuvent
étre obtenus par des méthodes particuliéres lorsque les résultats analogues pour .4}, 4 ne sont pas connus. Ces ré-
sultats sont en général aussi valables pour le projecteur de Szegé (qui est le projecteur orthogonal de L?(0Q) sur le
sous-espace fermé des traces au bord des fonction holomorphes (voir ci-dessous)).

V.3.1 Définitions générales

Nous notons A?(Q) 'espace de Hilbert des fonction holomorphes dans Q qui sont dans L?(Q). Pour tout z € Q, le
Corollaire 3 de la Proposition I1.2.1 montre que I'application f — f(z) est une forme linéaire continue sur A%(Q) et il
existe donc une unique fonction K, € A%2(Q) tel que f(z) = <f,fz> = fQ K;(w) f(w) dA. La fonction (z, w) — K(z, w) =
K;(w) est appelée le noyau de Bergman de Q).

Soit maintenant (u;) jen une base hilbertienne de A%(Q). Pour toute f € L?(Q) et tout point z € 2, on a donc

%f(z)zZ(/f(w)uj(w)d/l)uj(Z).
Q

J

Si K est un compact de Q, la formule de la moyenne et I'inégalité de Cauchy-Schwarz (Corollaire 3 de la Proposition
11.2.1) montrent qu'’il existe une constante Cx telle que, pour toute f € A*(Q) ona |f(z)| =Cg ||f || 12(q) Pour tout z € K.

Comme )

= sup |f@[,

f LZ(Q)SI

2_a;juj(2)
7

>luj@|* = sup

] Zj|aj|251

pourtout z€ Konay ;|u;(2) |2 < CZ.llenrésulte que la série ¥ ; uj(2) uj(w) est uniformément convergente sur K x K.
Alors, si on note B(z, w) la somme de cette série, pour toute fonction f continue et 2 support compact dans €, on a

Bf(z) = / B%(z,w) f(w) dA, (V.3.1)
Q

pour tout z € K. Et comme, d’apres ce qui précede, pour tout z € K la série de fonctions }_; u;(z)u; converge dans
I*(Q), par densité, la formule (V.3.1) est vraie pour toute f € L?(Q), ce qui montre que B%(z, w) est le noyau de Berg-
man de Q.

De ces remarques, on déduit aussitot la Proposition suivante :

PROPOSITION V.3.1.

SoitQ un ouvert de C". Il existe une unique fonction B*(z, w) , appelée noyau de Bergman de Q) définie sur Qx Q,
telle que

1. pourtoutwe, z— BQ(z, w) appartient a A%(Q),
2. B (z,w) = B*(w, 2),

2
3. Bz 2) =sup i oy, _, [F AN

4. pour toute f € L*(Q) et tout point z € Q, on a Bf(2) = [, B%(z, w) f (w) dA.
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La formule de changement de variables montre que le noyau de Bergman est invariant par biholomorphisme :

PROPOSITION V.3.2.
Soient Q et Q' deux ouverts de C" biholomorphes. Si ® est un biholomorphisme de Q' sur Q et si on note J®(&) =
9%
det( 3% )i'j, alors
B (¢,0) = B} (@(&), 2(0) JO(O) (D).

Le noyau de Bergman peut se calculer pour quelque domaines particulier. Par exemple, celui de la boule unité B

de C" est
n! 1
Bz w) = — ———
" (1-wz)"

(voir [ 1), et celui du polydisque A = {z € C" tels que |z;| < r;} est BP(z,w) = # [1; ——. Le calcul se fait

(ri-wizi)
généralement en construisant une base hilbertienne particuliére de A%(Q).
!
La condition 3. de la Proposition montre que si Q et Q' sont deux ouverts de C” tels que Q' < Q alors BY (z,2) =
B%(z,z), pour tout z€ Q.

Définissons maintenant les projecteur et noyaux de Szego.

Soit Q un ouvert borné de C” a frontiere de classe €°°. Soit p une fonction définissante de Q. Pour tout £ > 0
assez petit soit Q% = {z € Q tels que p(z) < —6}. On appelle espace de Hardy (d’indice 2) de Q I'espace des fonctions
holomorphes f dans Q telles que sups 59 S50 |f |2 do < +oo0, ot do désigne la mesure euclidienne sur 0Q°. Cet
espace est noté H2(Q).

Lanalyse fonctionnelle classique montre que pour toute fonction f appartient 2 H2(Q) il existe une (unique) fonc-
tion ¢ € L?(0Q) telle que f soit I'intégrale de Poisson de ¢. En particulier, le définition ci-dessus est indépendante
de la fonction définissante du domaine. On pose alors | f| 2., = [|#] ;2 - Ainsi H*(Q) est un sous-espace fermé de
I'espace de Hilbert L2 (0Q) et le projecteur orthogonal . de L?(0Q) sur H?(Q) est appelé le projecteur de Szego.

Une autre maniére de définir 'espace H?(Q) est la suivante : H?(Q) est 'adhérence, dans L?(0Q) de la trace sur 4Q
des fonctions holomorphes dans Q continues dans son adhérence.

Si P désigne le prolongement de Poisson classique, pour tout point z € Q, I'application linéaire f — Pf(z) est
continue sur H2(Q) et il existe une unique fonction k, € H2(Q) telle que Pf(z) = fm k() f () do((), pour toute f €
H?(Q). La fonction (z,0) — S(z,{) = kz({) est appelée le noyau de Szeg6 de Q.

Si (¢;); est une base hilbertienne de H?(Q), en identifiant ces fonctions avec leurs prolongement holomorphe
dans Q par I'intégrale de Poisson, un raisonnement tout a fait similaire a celui fait ci-dessus pour le noyau de Bergman
montre que la série S92z, ) =Y pi(2)@;() est uniformément convergente sur K x K, pour tout compact K de Q. De
plus, pour tout { € Q, la série Z(p,’m converge dans H?(Q) et la fonction S(z,{) se prolonge presque partout sur
0Q x Q. De méme, pour z € Q fixé, { — S(z,() se prolonge presque partout sur Q x dQ. Comme, pour toute f € H?(C))
ona, pour z€ Q, f(2) = [35 5%z, f () do (), S%(z,{) estle noyau de Szegd de Q.

En général le calcul de ces noyaux est impossible et on cherche a avoir des estimation aussi fines que possible de
maniére a pouvoir en déduire des propriétés du projecteur de Bergman associé. C’est un étude qui est, en général, tres
difficile car elle fait intervenir la géométrie de la structure complexe du domaine.

Nous donnons d’abord un résultat de D. Catlin reliant cette géométrie au noyau de Bergman sur la diagonale de
Q x Q. Nous verrons ensuite, sur des exemples, comment on peut utiliser ce résultat et nous énoncerons les principaux
résultats connus aujourd’hui.

V.3.2 Une estimation du noyau de Bergman sur la diagonale

THEOREME V.3.1 (D. Catlin | D.

Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C" a frontiere de classe €. Soit z° un point de Q. Soient 8; > 0,
1 < i < n, des nombres réels tels que le polydisque A = {z € C" tels que |zi - z?| < Bi} soit contenu dans Q. On
suppose qu'il existe une fonction pluri-sousharmonique ¢ € €°(Q) et des constantes ¢ > 0 et C > 0 telles que

lwil? .

2 )
bi

1. pour toutz€ A ettout we C", on a{#H¢p(z),w) = cy;

2. |(p‘ <1ldansQ;
3. pourtoutze A ettoura e N", |al <3, ona|D%p(2)| < CII; p;*.

Alors, il existe une constante A ne dépendant que c, C et du diametre de Q) telle que AT] ,6;2 < B2(z%, 20 <] ,BLTZ.
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Démonstration. Lexpression du noyau de Bergman d’un polydisque et les remarques ci-dessus montrent que
B%(z,2) =[] B;%

en tout point z € A. Nous allons maintenant montrer qu’il existe une constante A ne dépendant que de ¢, C et du
diametre de Q telle que B%(z,z) = A[] ;2.

Par translation on peut supposer 0 € Q. Quitte & remplacer ¢ par ¢ + |z|? + D, ce qui fait que la constante C dépend
alors du diametre de Q, on peut supposer ¢ (zo) =0et (Jf(p(z), w> > |w|?, pour tous z€ Q et we C".

En appliquant la formule de Taylor a ¢, les hypotheses 1. et 3. montrent qu’il existe une constante d € ]0, 1], ne
dépendant que de c et C, telle que, si on note Ay = {z € A tels que |z; — 20| < df;, 1 < i < n}, et sion pose
n 62([)

_ & 0_(t0 0 0 0 _ 0 0
e =23 S8 =)+ 2 5o ) (=) [5-3).

pourtoutz€ Azona

012
(p(z)>%eh(z)+dz | ZZ |
i=1 ﬁ
En particulier, Reh est majorée par une constante ne dépendant que de c et C sur A 4. On suppose d ainsi fixé dans
tout ce qui suit.
Soit ¥, 0 < ¢ < 1, une fonction €*° a support compact dans le polydisque unité {|z;| <1, 1 < i < n} valant identi-

(V3.2)

21 —Z? Zn—2zy,

quement 1 sur le polydisque {|z;| <1/2,1 < i < n}. On pose Yy 4(2) =¥ (d_ﬁl"' T ) de sorte que ¥4 est a support
h

dans A, et vaut 1 dans Agp,. La fonction vy 4e*" vaut alors 1 au point 2z et, le choix de d montre qu’il existe une

constante C; ne dépendant que de c, C et s telle que ||y ze*" ”iz(Q) <G, |Bi |. La fin de la démonstration consiste
alors a montrer que I'on peut choisir s, de sorte qu'il existe une fonction uy, telle que la fonction v ;€% h_ ug, soit holo-
morphe dans Q et vérifie les méme propriétés que v ze®". Lexistence de ug, va étre établie en utilisant des arguments
similaires a ceux utilisée pour la démonstration du Théoreme IV.2.1.

Posons a = 4%/8, de sorte que (d’apres (V.3.2))
Reh(z) < —apour z € {p(z) < a} N Supp (dy,).

Soit ¥ une fonction convexe croissante sur R telle que y () = 0 pour ¢ < a/2 et " () > 0 pour t = a/2, et posons A4(z) =
@(2)+ szxow(z).

Lemme 1. Pour toute forme g € L(o n (Q,A)N @azs N%;ona

n 62 . 2 _ 9
& s <elonl, - o

Preuve rapide du Lemme 1. Nous nous contentons de vérifier I'inégalité pour les formes qui sont dans ‘6(0 H ( ) et

lorsque ¢ € €3 (Q), le cas général s’'obtenant par un argument de densité un peu plus délicat que celui de la Propo-

sition IV.2.1 (voir [ 1). Pour obtenir I'inégalité dans ce cas, on reprends les calculs faits dans la démonstration de
la Proposition IV.2.2 en faisant ¢ = 0 et ¢ = 1. La seule chose qui change est que, lors des intégrations par parties, la
forme n’étant plus a support compact dans €, il faut tenir compte des intégrales sur 6Q2. Pour la premiére, 'intégrale

au bord est 5 6
0% azk az,

g] @p _ . 62_p e . .
% = 28 dz070 et 'intégrale ci-dessus de-

Comme g € @5* R onaZ]gjaz = 0 sur 0Q (c.f. (V.1.1)) donc Z] =

vient — f 50 az azk gj8ke ~Asdo. Pour la seconde intégration par parties, I'intégrale au bord est /: 50 6 gj gk 20 = Asdo et

comme Y i gka—sz =0 sur 0Q), ces intégrales disparaissent. Finalement, I'inégalité (IV.2.7) de la fin de la demonstration
de la Proposition IV.2.2 devient

2}
/Zggka aL e M dA+ Z

A 62,0
e heda+ / v LP egmet +||ag||w
J k=1 J,k=1

007 7020z,

az]

et, pour conclure, il suffit de remarquer que, comme ) est pseudo-convexe et} ; gj 5~ 5 Z =0surdQ,ona

sur 0Q). O
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Lemme 2. Pour toute forme f € I2
vérifie

.1 (@, As) O-fermée, il existe une solution u € L*(Q, As) a l'équation du = f qui

2 _ 2| o—a " a2 12| A
“““A.V—B(/Q\A(];W)e +/A(j2_lﬁ]|ffl)e )

ol B est une constante qui ne dépends que de c, C et du diamétre de Q).

Démonstration du Lemme 2. Soit g € [2 ) (Q, Ay). Linégalité de Cauchy-Schwarz donne

0,1

n n . 2 12 n
‘(g»fhx S( Q\A;|gilzeﬂs+/A;@eﬂs) ( Z\fi|ze”“+/ﬁ2|fz|2 AS)

O\A =1

Lhypothese sur ¢ et la définition de 1; donnent

oA,
Z &l = Z az,az, 8i8j = Z azla—g’gf

sur £ et
| | — v A
= _Z azlaz—]gzg] Zazlazglg]

sur A, et du Lemme précédent on déduit que, si g € L(0 n (@ A9N @515 nA3,

L[ S [mre]

ol B est une constante qui ne dépends que de ¢, C et du diametre de Q. En appliquant le Théoréme de Hahn-Banach a

(&.)a|=B03.8

la forme linéaire 0} g~ (g, f),_ définiesurd; (@5; N JVB) donc sur 0} (@5; puisque 0} est nul sur I'orthogonal de
A5, on en déduit qu’il existe u € 12 (Q, As), de norme majorée par B(fQ\AZ?=1 |f,-‘2 et 4 fA ,B? |f,-|2 e_ﬂs), telle que,

pour toute h € D5. , (h, ={0* hu ={h,0u), ,ce qui prouve le Lemme. O
a: As As A As

Terminons maintenant la démonstration du Théoréme. Soit as = Y ; aédz_,- =4 (wd eSh). Le second Lemme dit qu’il
. . . .= S _ n2
existe une solution u; de 'équation du = a; qui vérifie fQ Iusl2 e Msd) < BfAZ;‘zl ﬁ% |a§| e s dA, et, comme h est
. 1 2 —p—s2 N
holomorphe, un calcul immédiat montre que [, Y7 f2|al|” e dA < stllpp(aw) e?Reh=¢=5"X°¢ 42 o1 B est une
(autre) constante qui ne dépends que de ¢, C et du diametre de Q.

Remarquons maintenant que, sur le support de 0y 4, ona2sReh—¢ < (2s—1)p—4/2 < 2sC et y o est minorée par
une constante strictement positive, et, par suite 2sReh—¢— s>y o converge uniformément vers —oo sur Suppy quand
s tends vers +oo. Alors, pour tout £ > 0 il existe sy > 0 tel que fQ | Us, \2 e o d) < Beg H:lzl ,Bf De plus, Cornzme ag, est
identiquement nulle sur Ag,, ug, estholomorphe dans A, et, la formule de la moyenne donne |u, (2°)|” < Beo, o
B ne dépende que de c, C et du diametre de Q.

Ay, . . _ h 44
Considérons pour finir la fonction holomorphe f = ,;e%" — ug,. Les calculs précédents montrent que n f || 2@ S

(Cs, +Beo) [T1L, % et | f (2°)| = 1 - Bey, et pour conclure, il suffit de choisir &y de sorte que 1 — Beg = 1/2. O

V.3.3 Exemples d’estimations du noyau de Bergman sur la diagonale

V.3.3.1 Cas des domaines strictement pseudo-convexes

Lexemple typique le plus simple d’application du Théoréeme V.3.1 est celui d'un domaine strictement pseudo-
convexe (Définition I11.3.1).

PROPOSITION V.3.3.
Soit Q un domaine strictement pseudo-convexe borné de C" a frontiere de classe €. Alors il existe un voisinage U
de 0Q) tel que, pourze UnQ ona BY(z,2) =6(2)""" L, o1 6(2) désigne la distance de z a 0Q), les constantes dans
l'équivalence étant indépendantes de z.

Démonstration. Soit § > 0. Soit p une fonction définissante de Q strictement pluri-sousharmonique (Proposition
I11.3.1). Notons Qs = {z € Q tels que p > —5}. Comme p est de classe €2 au voisinage de Q, elle est équivalente a la
distance 6(z) d'un point z a Q2 dans un voisinage V de 02 dans lequel le module du gradient de p est uniformément
minoré. Nous supposons 6 < 8y, 0o étant choisi de sorte que Qs soit contenu dans V.
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Soit ¢ = e”?. Cette fonction est pluri-sousharmonique au voisinage de Q, 0 < ¢ < 1 et e~ < ¢ < 1 sur Q5. De plus
s /o o ' 1 8
—wiw; = e — wj ——— W, Wi
21020z " 52 Z < 3z; 5 S 0z0z 1k
2
6p 1
-1 2

e wi| +=lwl|”| surQs. 3.3
[ 52 Z 52| 5 || 5 (V.3.3)
Soit z € Q4 tel que p(z) = —9/2, de sorte que 6(z) = J, les constantes de I'équivalence ne dépendant pas du point

z. Soit ({1)1<i<n un systeme de coordonnées centré en z tel que {;, 1 < i < n— 1, soit complexe tangent a p en z
(i.e. a{ L(z)=0) et {,, normal. Comme p est de classe € 2 au voisinage de Q, il existe une constante ¢ > 0 telle que le

polydisque A = {I(,'I < o', pourl<i<n-1let|{,l < 06} soit contenu dans Q. Alors, si ¢ désigne 'expression de ¢
dans le systeme de coordonnées ({;)1<;<5, la formule (V.3.3) donne

3°p(0) 1., 1l
Eifeze | 18P+ 2 Y ¢
e e
d’oli on déduit I'existence de ¢ >0 tel que ¥ & ;3((/;(;) e 0(62 1E,12 + 7;11 |§j|2) pour tout z € A. O

V.3.3.2 Cas des domaines de type fini de C?

Lestimation de B?(z, z) ci-dessus a été généralisée aux domaines pseudo-convexes de type fini de C par D. Catlin
dans [ ]. Nous allons présenter maintenant ce résultat en utilisant la méthode développée dans [ ] adaptée
ala dimension 2.

Soit Q un domaine pseudo-convexe borné a frontiere de classe € de C? de type fini. Nous notons M un entier
plus grand que le maximum m des types des points du bord de Q. Soit p une fonction définissante de Q telle que
|Vp| =1 surdQ, |Vpl| # 0 dans un voisinage U de 4Q.

Soient =22 0 9 0 | champ complexe tangent (i.e. Lo=0) et N = 2 400

32 92, 92 9% az] n o az le champ complexe normal
(i.e. ReN est la normale réelle sortante aux surfaces de niveaux de p), qui sont tous deux définis et de modules non
nuls dans U.

Nous supposerons dans toute la suite (ce qui n’est pas une restriction, Proposition 1I1.3.2) que les surfaces de
niveau {p = —¢}, 0 < € < ¢, sont pseudo-convexes. Ceci se traduit par le fait que ¢;; = (iaép; (L, D} >0dans Qn{p =
—80} cU.

On appelle liste & une suite £ = (L',...,L¥) o1 L’ = Lou L, et k = | £| est appelé la longueur de £. Pour toute liste
% de longueur k, on note £ (dp) = L' ...Lk‘2(<65p; [Lk‘l,Lk)>. Quitte a réduire U si nécessaire, I'’hypothese de type
fini faite sur Q est équivalente a

mf sup |£0p)(2)|>c>0,
z€U1<k=m
et c’est sous cette hypothése que nous allons travailler (cette équivalence résulte d'un travail de T. Bloom et I. Graham
[ ] que nous admettrons ici).
Pour § > 0 et tout z € U, on pose

Mo ZL0p)@)| T
Ss=S@= Y |/,
I=|ZL|=2 4

oun=M ,
M | Z0p)(2)|T

Ss0()=So@) = Y. Tp

I=|%£|=2
Comme Q est supposé de type fini m, on a
§>§2MMm et 5y > 572m, (V.3.4)

dans U, les constantes étant indépendantes du point.

Ces notations étant fixées, construisons tout d’abord la fonction pluri-sousharmonique a grand hessien qui nous
servira pour appliquer le Théoréme V.3.1.

On note & = {Re(ZL(0r), SM(LO), | L =1}, 122,83 =UM, & et & =UML, 6. Pour tout [ = 2 et toute ¢ € &}, on
pose

b1 1
s_ollel” _o|Le|
Vo=—"%u1 "5
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et,pour A >0et B>0,

Ly 2nll

5 _ 5
F(p'/l’B—cosh()lww)ﬁB —s |

1 si t>1

ouﬂg(t)=19(l‘3),aVeC19(t)={ 0 si t<1/2

. 6 ) N
.On notera que si Fq), 2,5 Westpas nulle en un point, a cause du support
21

> Sy = |%|1/(H) ce qui

de 9p(t) Ly est non nul (puisque S est non nul, Q étant de type fini) et, d’autre part, |%‘p %

1
1
implique |%| ‘%‘p " <21 <2M e qui montre que F(‘Z 1 st majorée par cosh (2M2).
Dans toute la suite, la notation A < B signifie qu'il existe une constante C > 0 ne dépendant que de Q telle que
A < CB, et de méme pour le symbole > .

THEOREME V.3.2.
Q étant comme ci-dessus, et avec les méme notations, il existe des constantes A;, B;, | = 2, K, C et ne dépendant

que de Q) telles que, pour tout0 < & < &, si on pose Fs = Y. yee Fg +KeP'd, ol Fg = Fg Ao Byl alors, surQn{p >
Al By

-6},ona:
1. |F5|<C dansQ.
2. SiW=aL+DN, )
(30Fs; (W, W)) = |a> Y™ +|b|? 672,

3. Pour tous entiers k et I, il existe une constante Cy,; ne dépendant que de k, [ et Q) telle que, pour toute liste
£ =(X,...,Xx) avecX; = Lou L ou N ou N, le nombrede L ou L (resp. N ou N) étant k (resp. 1), on a

L|Fs| < C, 1S~ F2ns71,

Dans toute la suite 6 > 0 est fixé ainsi que W = aL+ bN.

Lemme 1. Avec les notations précédentes, il existe des constantes C et 6y ne dépendant que de Q) telle, pour0 < 6 <
8p,0na

- - |b|? i C
ad(e”%); (W, > a2 2 az(———)
(000 (W, W) 2 laP =5+ +1al* | 5 pon
dans Qn{r>-06}.
Démonstration du Lemme 1. C’est un calcul direct. O

Pour des commodités de notation nous reécrivons S et Sy de la maniere suivante :
11\
(5
1)

et Sop de méme sans le n. M étant choisit assez grand, ces définitions sont équivalentes aux précédentes. Nous démon-
trerons le théoreme avec ces notations.

2

““:

Ly
0

5= ¥

l:?)(p€$l,1

PROPOSITION V.3.4.
Il existe des constantes positives B;, M;, K; et E;, 1 = 3,...,M, vérifiant B; = By, = By = 2card(8), K; >
Y j<icard(8;)K;j +card(&), telles que, pour < 6o, et3 < I < M, il existe un réel positif A tel que pour toute p € &y,

la fonction Fg ALB = F vérifie les propriétés suivantes :
1. |Fl<M;
Lol
2. Si’%” "< 55, alors F=0;

Lol 2
P S |Le|!
3. 812315‘5

S .
<3 alors :

2n
-1

(@) si|%] s% on a|{(00F;(W; W))| < lal®> SY" +|b|*672;
2n _ _
M) si|g|™ > 5 onal(90F;(W; W))| < By (lal® SY'" +|b* §72).
2n
4. Si %‘p ! zz%lalors:
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2n _ _
@ si|§|7" < 5~ onal(00F;(W; W))| = Ki(lal*$"" — |bI*67%) ;
2 - -
(b) si | L4 = % ona |(00F;(W; W))| < E; (lal? SY™ +|b|*572).
Commencons tout d’abord par déduire les 1 et 2 du théoréme de la proposition. Pour le 3, on peut tout de suite

noter que Z |ep/ 5| =< Cy, 167! (calcul élémentaire a I'aide de crochets) ; I'autre estimation se déduira des calculs qui
seront faits pour les 1 et 2.

Démonstration des parties 1 et 2 du Théoreme V.3.2 a partir de la Proposition. On prend donc

M
F=Fs=) Y F), 5+Ke®=F+Ke",

1=3¢peé)_
avec K assez grand. Séparons deux cas.
2n
Tout d’abord, siVI=3etVpe &, ‘%‘p "< g ,ona 4> 5~ “, donc % > 52, ol ¢ ne dépend que de Q, c'est-a-
2
dire % 5— (c — Comon+D) ) =0, pour 0 assez petit. D’apres le Lemme 1, on a donc

b2

ol ¢ > 0 ne dépend que de Q. Comme la proposition donne, dans ce cas, [(30F"; (W, W))| < X, E; (lal® SY'" + IbI>672),
il suffit de prendre K = 2%3 Ej+1.

Supposons maintenant qu’il existe ¢g € &,1, [ = 3, tel que ‘ =

9:{(p€<§telsquesi(p€éal_1, —

Séparons deux cas.
Si & est vide, la proposition implique

(00F0, 1, 5 i Wi WD) = K (1l 8" = b 672),
et, pour toute ¢, on a
(00FS s (W, W))| <1l SV + 1B 572

On conclut donc en prenant K = Kj, + card(&) + 1.
Supposons maintenant & non vide et soit [y le plus petit indice (= 3) I pour lesquels il existe ¢ € & N &;_;. Deux

cas peuvent se présenter :

2
Si [y =3, on a alors (%) "> B%, et le raisonnement du tout premier cas donne le résultat pour §( assez petit et K

assez grand. Supposons pour finir que [y > 3. D’apres la proposition, il existe donc ¢ € &}, telle que

<65F5

ooyt (Wi WD) = K (1l 8" = b 672),

et, pour toute ¢ on a
|(00F2 s (W, )| < Ky (1al®S"" +1b12672)..

La conclusion résulte alors du choix des K. O

La démonstration de la Proposition va résulter d'une série de lemmes ol11'on estime explicitement les dérivées des

fonctions intervenant dans les Fg ALBy

1
o171

4 . Il existe une constante C ne dépendant que de Q) et des

Lemme 1. Soientpe€&;_1,1=3,et A>0.Soity = 5 T

So

2/1
constantes D(A) et K(A) ne dépendant que de A et de Q) telle que pour W = aL+ bN et A> 0, si ’%p‘ ==, ona:

1-21

L |[Wy|= (A% +1)]alS)"?
=1

Lg2

2. |Wyl? = 12 55— 4c?|pp? S L8,

1642
3. |LLy| < D(A)So.

,saufsz|5|>
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4. |[NNy| <

Démonstration. En effet, des calculs immédiats donnent (Lg ne s’annule pas par hypothése)

2 — 1221 l 21
|Ny| < < (S, +S S S5

et,
1 1
by |l l‘:f'L_w‘fzuLwy
6|0 6|0 1)
1.2 1/1
| , on a donc |Ly| = (A% + 1)S}/?, ce qui donne le 1, et si, de plus, %|Tw ! % > %|%”| ,on a

|%|A283_E > SZ‘)—A, Cest-a-dire | %] > ms . , ce qui donne le 2.

= S

N 14 7 —1/2 LL| L . L
De méme, un calcul élémentaire donne |LL1//| =38+, v 2#. Puisque |—"0 = =}, un autre calcul donne

i Ly 14 .
%’ < S§+ + 5AS§+ , ce qui donne le 3.
Vérifions enfin le 4. Un calcul direct donne tout d’abord

_ Lo|172 N|L NN|L
el <[] ([ R
1)
‘QHNqu’lH_w ,
211 ;
Puisonremarqueque’NLI;(p" 3, et, que, pour‘Lf‘ zs—lf,ona‘W‘S%'—” AB—S 12 et on conclut aisément.

O

“‘:

Lemme 2. Soitgpe&;_1,1=3.Soity = ‘%

<. Avec la notation W du lemme précédent, on a :

_1
1. ILS|S S7ntT, |NS|§315”

2. |NNS| < S

3. [Nx| < 550 |La] S SY/% e, Wy S lal )2 +1b1 2%
4. |LLy| < st

5. |NNX‘ < S ln

6. [N1x] <

Démonstration. Elle se fait par calcul direct. La premiére estimation du 1 provient du fait que le domaine est de type
fini (c.f. (V.3.4)), et les suivantes sur les dérivées de S s’obtiennent par calcul direct. Le 3 s’en déduit aussitot. Les trois
dernieres estimations s’obtiennent de méme sans difficultés. O

Lemme 3. Avec les notation du lemme précédent et du début pour la fonction 9p, il existe une constante K(B) ne
dépendant que de B et de Q) telle que :

s-!
1 |W@p()| < K(B) (|a|85’2+|b|%).
- S-2
2. |WwW@p()| < K(B) (|a|2so+|b|2§—2).
Démonstration. C’est une conséquence immeédiate du lemme précédent. O

Lemme 4. Soit @ € &;_,. Avec les notations des lemmes précédents, pour A > 0, soit F = cosh(Ay)9p(y). Il existe des
constantes positives a(A), K(A), K(B) et K(A, B) ne dépendant que de A, B, et Q) et une constante 3 ne dépendant que de
Q, telles que :
2/1 &

= So Ly
1. S| Aet|T

,ona

[o]1es)

WW(F) = A?cosh(Ay)

Sl 21
a(A)lal® o BIbl* = )

—A|cosh(Ay)|

_ _ §;2
R(A)lal* So+K(B)|bl* %) ,
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-1

saufsi || > 7355,7 -

0
.| Lo 2/1

2n
I

\Y

S
=55, 0na

So 0| Lo
P

. _ Sy?
|WW(F)| < K (A, B)Acosh(Ay) (|a|280 +1bI? %)

I

1
Sideplus|%|<%(s—1§) *,ona

|WW(F)| < K(A B)A

Sy?
|af* So+ 1bI* = )
Démonstration. On écrit simplement

WW(F) = A2cosh(Ay) |[Wy|* 95(p)
+Asinh(Ay) (WW () + (W) (W(Op(1)))
+Asinh(Ay) (Wy) (W (95(x)))
+(cosh(Ay)) WIW(9p(x)),

et on utilise les lemmes précédents. O

Nous allons maintenant voir que, modulo un changement de variables, en chaque point de Q il existe un poly-
disque centré en ce point et de multi-rayons lié a Ss.

PROPOSITION V.3.5.

Soit z° un point de QN U. On suppose que les coordonnées canoniques z sont choisies de sorte que (% (%) #£0. 11

existe un changement de variables holomorphe z = ®({) de la forme (21 = zf +{1,2 = zg +{,+P ((1)), ot P est un
polynéme holomorphe de degré < 2M tel que, en posantp =po®,ona:

1. Pour pour entier p,0< p<2M, %?(0) =0;
1

2. Les modules des coefficients de P sont majorés par une constante ne dépendant que de Q).

Démonstration. La vérification de cette Proposition est un simple calcul : en effet, par récurrence on vérifie que

orp ap oD P 0%*Pp °P()

— == @) —5 O+ * (@) ,

ac’ 9=5, ¢ oy ‘ a§:1 020020 S
s<p,B+s=p

ol * représente des constantes absolues, ce qui détermine entiérement le polynéme P.

On transporte maintenant le champ L sur Q = {p <0} en posant

Z—(I)*(L)— (a_po(p) (i_a_Pi)_(a_po(I))i
B 0z 0f1 0(; 0> 0z oo’

de sorte que, compte tenu de I’expression de ® on a

S0 0 00 (Gp q)) 9 (Gp ¢)+(6p q))ap) 9
= — —— — = | —0 — — | —©° —O0 - | .
00> 001 00100 |0z o¢, \0z 02y 001 ) 0>

Alors, si f est une fonction €' sur Q, on a L(fo®) ({) = (Lf) o ®(() et <65§; fi> = <65p; L,Z> o ®, de sorte que,
avec des notations évidentes, S5 = S5 o ® et Szo = S50 0 D.

On remarque d’autre part que, si on note L= a% + b%, on a a(0) = 37‘; (zo) #0, b(0) =0et, pour p<2M-1,
9Pb () =
o7 (0)=0.
De méme, on note N = ®*(N) = :? % + ;Tﬁ % le champs complexe normal aux surfaces de niveaux de p.
1 2

Lemme V.3.1. Soit I = (I}, b) € N? tel quel|ll = ) + L, = M. Alors il existe une constante K qui ne dépend que de

L. . prazp ~
Q telle que, en notant D! une dérivation de la forme % aveca1+Pr1=h,a+PBr=Db,ona \Dlp(0)| <
3(115{1 6{21‘9(2
<—h/2

K6Ss0 6k,
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Esquisse de la démonstration. La preuve est purement calculatoire et nous ne donnerons pas les détails qui sont lais-
sés au lecteur. Tout d’abord on remarque que, p étant €, il suffit de vérifier le Lemme lorsque I = (4,0). Ensuite,

ot —, avec « (resp. B)le

azl s

nombre de fois que L (resp. L) apparait dans L, L ... Ly, etd’'une combinaison d’opérateurs différentiels

on vérifie que, si L; est soit I soit L alors I'opérateur différentiel L Ly ... L, est la somme de

5—
oyt " o ac, "

de longueur totale s < p, les coefficients étant majorés uniformément par une constante ne dépendant que de Q La
vérification du Lemme se fait alors par récurrence sur /. O

En utilisant ce Lemme, la formule de Taylor appliquée a p donne alors aussitdt une majoration de p(¢{) lorsque ¢
estvoisinde 0 :

Lemme V.3.2. Il existe une constante K, qui ne dépends que de Q, telle que, en tout point { du polydisque
—1
a5 ={icil =S50 12l < 6

ona |,5(( )— ,5(0)| < Keé. En particulier, il existe une constante €y, qui ne dépends que de Q, telle que, pour € < g, le
polydisque Ago (0), oir 6 désigne la distance de0 a la frontiére de Q (de sorte que O est équivalente a |p

dans Qn {|p&)| < 280}.

Pour pouvoir appliquer le Théoreme V.3.1 a Q au point 0, on commence par transporter sur Q la fonction du
Théoréme V.3.2 en posant F501 = Fy5,0 @ puis on modifie cette fonction dans 9250 de maniere a pouvoir ensuite la
rendre pluri-sousharmonique dans Q.

On tronque tout d’abord F,; dans la bande K/Z;; \ 5;; avec une fonction y (9/6,) o1 ¥ (£) est une fonction €° paire,
croissante sur | —oo, 0], égale a 0 sur |—oco, —4], a 1 sur |-2,0] et a (-+4*/44 sur [-4, —3/8] (remarquer que y>/y est bornée
sur |—4, +oo[), en posant 15(;:2 =y (ﬁ/éo)fgoil.

Si W= alL+ bN, |al? +|b|?> = 1, des calculs simples montrent que

2
|bl

aoel ) x () G Koo B e o () (5
e 35

/2 _
SlalSs, ~ +1bl6;"

+1,

[WFion

et, le Théoreme V.3.2 donne <65E{2; W,I/_V> > —K(% |<05,5; Z,f>| \SI + 1) dans 9450 c’est-a-dire la ot elle peut étre

non nulle.
Par ailleurs, comme les surfaces de niveau de p sont pseudo-convexes dans un voisinage U de 0Q, celles de p le
sont dans un voisinage U = {— Po<p< 0} de Q, et la fonction e”% vérifie, dans U,

(3550w, W) = & (' a <aap,Z,f>+E'§—'2)

ol K est une constante qui ne dépends que de Q et <655; L z> = 0. De méme, si 9 est une fonction croissante €3 sur R

valant 0 sur | —oo, —po|, 1 sur [—po/2,0] et vérifiant 9"2/9 borné sur |- po, 0] , la fonction 9 (p) vérifie <6519 (0); W,W> >

—K (K ne dépendant que de Q), et, un calcul direct (utilisant 'inégalité 9”>/9) montre qu'’il existe une constante K, qui
ne dépends que de Q, telle que la fonction )

h=19(p)e” + K|z
est pluri-sousharmonique dans Q.

On pose alors F5, = F5,2 + Kh, avec K une constante assez grande (ne dépendant que de Q). Les calculs qui pré-
cédent montrent que (en supposant 49y < pg/4) que Es; est pluri-sousharmonique dans Q et vérifie <65T~g; W,W> =
lal? Ssy0 + 1bI* 6,2 dans 6;(5/0.

Pour appliquer le Théoreme V.3.1 & Qen 0, il nous reste a vérifier 'estimation de 65/1%; dansles coordonnées ({1,{2)
dans un polydisque Ago (0). En un point ¢ de ce polydisque écrivons

lal? S0+ 112852 < <65E§;W,W>
2~ ~ 2 2
_ 6p(() ap((_)aﬁ(ﬂo) +6p(()
azlacl 052 00,005 0(> 02005 052
+A,
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ol A contient des termes qui sont tous majorés soit par K|al|b| ‘ (()) soit par K(Ial2 +|b|? |§—g(()‘ ou bien par
| % Q) - (0)) avec K une constante qui ne dépends que de Q. En appliquant le Lemme V.3.1, la formule de Taylor
appllquee al'ordre M donne aussitot (en utilisant que 8500 < § par 'hypothese de type fini) | (4 )‘ < K6508§0 ? et

|% Q- % (0)) < Ke. Par suite, pour € < €, £ assez petit (ne dépendant que de Q), il vient
Q)
6(1@(1
et on conclut, puisque % 0) #£0,
8°pi 0° o
PO | op 4 ope P 5, PQ o 1
00103 5(10(2 00200 K

Alors le Théoréme V.3.1 dit que le noyau de Bergman de Q vérifie B2(0,0) = 85006 -2, la constante de I'équivalence
ne dépendant que de Q. Le changement de variables ® ayant un jacobien uniformément majoré et minoré par des
constantes non nulles qui ne dépendent que de Q, on obtient :

op

bZ
|b] a0,

= (0)

2~ ~ 2
6 P((_)al—a(a_l) O)) N 0-p(()
5(16(2 ¢ 020(>

>—(|a|28500+|b|260 )

6(2

lal® Sso0 + 1bI*652).

THEOREME V.3.3 (D. Catlin [ 1).
Soit Q un domaine pseudo-convexe & bord de classe € de type fini de C?. Avec les notation précédentes, en tout
point z de Q le noyau de Bergman de Q) vérifie BY(z,2) = 85(Z)o(z)6(z)’2 oit 0(z) désigne la distance de z a 0L,
les constantes dans I'équivalence étant indépendantes du point z.

En dimension supérieure, seuls des cas particuliers ont été traités (voir a la fin), la géométrie de ces domaines
n’étant pas actuellement comprise.

Pour obtenir des estimations du projecteur de Bergman dans des espaces autre que les espaces de Sobolev clas-
siques, on a essayé d’obtenir des estimation ponctuelles du noyau de Bergman ainsi que de ses dérivées en dehors
de la diagonale de Q x Q, en utilisant une idée due a N Kerzman qui consiste a remarquer que la propriété 1. de la
Proposition V.3.1 implique que B2 (z, w) ainsi que ses dérivées Dﬁ,BQ(z, w) et DQ‘BQ(Z, w) vérifie la propriété de la
moyenne dans chaque variable. Ainsi, si z° est un point de Q et si ,, est une fonction radiale & support compact dans
Q d’intégrale 1 et valant 1 au point w, on a, avec une intégration par parties,

DD} B% (2, w) = DY / D! B% (2,0 y(() dAQ) = D¢ / B2, 0Dy @ dAQ) = DS Dy ) (2),
Q Q

et on cherche des estimations de D?DS,BQ (z, w) (via le lemme de Sobolev) en utilisant des estimation Sobolev suf-
fisamment précises du projecteur de Bergman. Le théoréme de Catlin (Théoréme V.2.5) indique donc que le cadre
naturel d'une telle méthode est celui des domaines de type fini.

Les premiers résultats d’estimations fines des projecteurs de Bergman et Szego on été obtenus en dimension 2 :

THEOREME V.3.4 (A. Nagel, J. P. Rosay, E. M. Stein & S. Wainger | D.
Soit Q un domaine pseudo-convexe borné de C? a frontiére de classe €°°.

1. SiQ est de type fini, le projecteur de Bergman 98 de Q est continu de Uespace de Sobolev LF (Q) dans lui-
méme, pour s€ R et p € [1,+00], et de l'espace de lipschitz Ay (Q) dans lui-méme, pour tout a > 0.

2. Soit 2° un point de type fini de 8Q. Alors, pour tout voisinage ouvert V de z° il existe un voisinage ouvert
W de z° tels que, pour toute fonction f € [?(0Q) N Aq (VN Q), a >0, le projeté de Szego % f de f est dans
Ag(WNOQ).

L'analogue en dimension supérieure n’est toujours pas connu. Seuls des résultats partiels ont été obtenus. Préci-
sément, les principaux résultats actuels pour lesquels le Théoréme précédent est connu sont les suivants :

1. Q est soit convexe de type fini (pour 1.) soit localement convexe de type fini au voisinage de z° (pour 2.). Ce

cas est du a J. McNeal ([ , 1) et]. McNeal & E. M. Stein ([ , 1). Récemment ce résultat a été
étendu aux domaines linéellement convexes et localement linéellement convexes de type fini (P. Charpentier &
Y. Dupain [ D;

2. Laforme de Levi de Q est localement diagonalisable et Q est de type fini (soit en tout point du bord, pour le 1.,
soit en z° pour le 2.). Ce cas est du a P. Charpentier & Y. Dupain (] , , 1;

3. Plus généralement P. Charpentier & Y. Dupain ont introduit dans [ ] une classe de domaines, les domaines

completement géométriquement séparés de type fini, qui contient les deux classes précédentes, ainsi que d’au-
tres, pour laquelle le Théoreme est vrai.
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