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Chapitre 1
ESPACES VECTORIELS QUOTIENTS

1.1 Rappels et compléments

1.1.1 Relation d’équivalence

Définition 1.1.1. On appelle relation d’équivalence sur un ensemble X une relation binaire & telle que :
(1) Vz € X, 2 Zx (réflexivité) ;
(i) Vz,y € X, 2%y = y#x (symétrie) ;
(iii) Vz,y, z € X, 2Ry et y# 2 = x Xz (transitivité).

Définition 1.1.2. Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence % On appelle classe d’équiva-
lence de x I’ensemble

z={y € X, tels quexZy} .

Proposition 1.1.3. Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence Z. L’ensemble {z, x € X} C
P (X) est une partition de X . On le note X/ et on I’appelle I’ensemble quotient de X par Z.

1.1.2 Somme directe de sous espaces vectoriels
Notation 1.1.4. Somme de sous- espaces vectoriels. Soient F; des sous- espaces vectoriels d’un espace
n n

vectoriel £. On appelle somme des sous- espaces F}, et on note Z F; I’espace vectoriel {Z xi, x; € Fi}.
i=1 i=1

Définition 1.1.5. Soit £ un espace vectoriel sur un corps K et soient F; , 1 < ¢ < n, des sous espaces
n

vectoriels de E. On dit que F est somme directe des F;, et on note alors E = @ F;; si I’une des conditions
i=1

équivalentes suivantes est vérifiée :
n

(i) Vz € E, x s’écrit de maniere unique x = E x; avec x; € Fy;
i=1

(ii) E est somme des F; et Z x; = 0, x; € F}, implique z; = 0, Vi.

i=1
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1.2. ESPACES VECTORIELS QUOTIENTS

(iii) Vi, soit E; la somme des Fj, j # i. Alors E est somme des F; et Vi, E; N F; = {0}.

n
(iv) E = ZFi, etsix; € Fj, z; #0,1 < i <n,alors la famille x4, ... , x, est libre.
i=1

Proposition 1.1.6. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et F;, 1 < 7 < n, des sous-espaces de £
tels que £ = @) F;. Alors dim E = » _ dim F.
=1 =1

Remarque 1.1.7. Lorsque £ = F} @ F5 on dit que F7 et F; sont suplémentaires dans E.

1.2 Espaces vectoriels quotients

Définition 1.2.1. Soit & une relation d’équivalence sur un espace vectoriel E sur K. On dit que # est
compatible avec la structure d’espace vectoriel de F si et seulement si : Vy € E,Vx,2' € E, 2%1' =
T +yZr +yetVA e K \aZ)\z'.

Proposition 1.2.2. Soient E un espace vectoriel et Z une relation d’équivalence sur E. % est compatible
avec la structure d’espace vectoriel de F si et seulement si il existe un sous-espace vectoriel F' de F tel
que :Vz,y € E, 2%y < x —y € F. Le quotient E /% est alors noté E/F.

Proposition 1.2.3. E/F défini ci-dessus est canoniquement muni d’une structure d’espace vectoriel sur K
et I’application = : E — E/F, définie par 7(z) = z (i.e. la surjection canonique de E sur E/F) est un
endomorphisme tel que ker 7 = F.

Proposition 1.2.4. Supposons E = E; @ E,. Alors E/E; estisomorphe a E, par = + y — 5.
Proposition 1.2.5. Supposons dim £ < +oc. Alors dim E/F = dim E — dim F'.

Proposition 1.2.6. Soient £ et G deux espaces vectoriels, F' un sous-espace de E' et f € Z(F; G). Alors,
il existe f € Z(E/F;G) tel que f o = f si et seulement si F* C ker f. De plus si F' = ker f alors
f:E/F — f(F) estunisomorphisme.

Cette proposition se représente souvent par le diagramme « commutatif » Diagramme (a) de la Fig. 1.2.1.

Proposition 1.2.7. Soient F' un sous-espace de E et f € .Z(E). Alors il existe f € .Z(E/F) tel que
fom=mo fsietseulementsi F est stable par fi.e. f(F) C F.

Comme pour la proposition précédente ceci se représente par le diagramme commutatif Diagramme (b)
de la Fig. 1.2.1.
Proposition 1.2.8. Supposons F stable par f € Z(E). Alors f(F) et f~*(F) sont stables par f. Si F;,
1 € I, sont stables par f alors ﬂ F; I’est aussi. Soit a € E'; le plus petit sous-espace de E stable par f et
i€l
contenant a est le sous-espace engendré par {a, f(a),..., f™(a),...}.
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1.2. ESPACES VECTORIELS QUOTIENTS

f
FE G E E
T . m T
f
E/F E/F — E/JF
f
Diagramme (a) Diagramme (b)
F1G. 1.2.1 -
Proposition 1.2.9. Soit (ey, ... ,e,) une base de E telle que (e, ... , e,) Soit une base de F' sous- espace

de E. Alors F est stable par f € Z(F) si et seulement si, (a; ;) étant la matrice de f (¢ : colonnes, j :
lignes) dans la base (a;), onaa;; = 0 pour j > peti < p.

Proposition 1.2.10. Supposonsdim F < +oo, f € Z(E)etE = @ F;, les sous-espaces F; étant stables
=1

par f. Soit (a;) une base de E formée par une réunion de bases des F;. Alors la matrice de f dans la base

(a;) est un tableau diagonal de matrices carrées d’ordres égaux aux dimensions des F;. En particulier, si

on peut trouver des F; tels que, pour tout i, 3); € K tel que z € F; = f(z) = Mz alors M (f;(a;)) est

diagonale : on dit dans ce cas que f est diagonalisable.
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Chapitre 2
REDUCTION DES MATRICES

2.1 Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme

Définition 2.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K, et soit f € .Z(FE). z € F est dit vecteur propre de f
si 3A € Ktel que f(z) = Az. A € Kestdit valeur proprede f si 3z € E, z # 0 tel que f(z) = Az.

Remarque 2.1.2. 0 € E est toujours vecteur propre. 0 € K est valeur propre < f est non injectif.

Proposition 2.1.3. Soit f € Z(E).

a) A tout vecteur propre z non nul, correspond une valeur propre unique dite associée a z.

b) A € K estvaleur propre < V(\) = {z € E't.q. f(x) = Az} est un sous-espace vectoriel non réduit
a {0} ; on I’appelle le sous-espace propre associé a A. De plus, V() est stable par f.

Remarque 2.1.4. On peut définir V' () pour tout A € K : alors V' (A) # 0 < A est valeur propre.

Proposition 2.1.5. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est valeur propre de f ;
(if) f — Midg est non injective ;
(iii) Si dim E' < oo, f — Aidg est non inversible.

Remarque 2.1.6. En général, {\ € Kt.q. f — Aidg noninversible} s’appelle le Spectre de f et est plus
grand que ’ensemble des valeurs propres.

Proposition 2.1.7. Soit f € Z(F). Soient \;, 1 < \; < m, les valeurs propres deux & deux distinctes de
f.-AlorsV(Ay) + ...+ V(A,) est somme directe des V' (\;) (i.e. Vz; € V(N;), (21, - .. ,z,) estlibre).

Corollaire 2.1.8. dim £ = n = il y a au plus n valeurs propres deux a deux distinctes

Exercice. Si \est valeurs propre de f, alors : A* est valeur propre de f* pour k € Net, si f est inversible,
pour k € Z.
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2.2. POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UN ENDOMORPHISME

2.2 Polyndme caractéristique d’un endomorphisme

A partir de maintenant, E est un espace vectoriel de dimension finie sur K. Une base (a;) étant choisie,
VA € M,(K), 3lf € Z(E) telle que A = M(f, (a;)). Par définition les valeurs propres de A sont celles
de f. Ceci ne dépends pas de la base choisie :

Proposition 2.2.1. Soit A € M, (K). Pour A € K, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est valeur propre de A ;
(i) A — A1, est non inversible ;
(iii) det (A — A\I,,) = 0.

Proposition 2.2.2. 1) Soit A € M,,(K). Le polynébme de degré n P4(X) = det(A — X I,,) est invariant si
on remplace A par une matrice semblable : on I’appelle le polyn6me caractéristique de A.

2) Soient f € L (F)et A = M(f, (a;)). Alors P4(X) ne dépends que de f (i.e. pas de la base (a;)
choisie). On I’appelle le polyndme caractéristique de f et on le note P;(X).

Remarque 2.2.3. Ona P4(X) = (—1)"X" + (=1)" Y(a11 + - . .+ @pp) X" 1+ ... +det A. Y ays’appelle
la trace de A et se note tr(A). De méme, si f € .Z(E), on définit tr(f) et on a

Pi(X) = (—=1)"X" + (—=1)" Lr(f)X" '+ ... +det f.

Proposition 2.2.4. Soit f € .Z(E). Les valeurs propres de f sont les racines de P;(.X) dans K. On dit
que A € K est valeur propre d’ordre £ > 1 de f si A est racine de Py d’ordre £. Si A; 1 < ¢ < m, sont les

valeurs propres 2 a 2 distinctes de f d’ordre respectifs k;, on a Z k; < n. Si K est algébriquement clos,

1=1
m
onay ki=n.
=1

Proposition 2.2.5. Soit f € Z(FE). Si A € K est valeur propre de f d’ordre k, alors 1 < dim V' (\) < k.

Proposition 2.2.6. Soit f € .Z(E). Supposons E = () E;, avec f(E;) C E;, et posons f; = fig,. Alors
i=1
P =[P
=1

2.3 Réduction a la forme triangulaire

Théoreme 2.3.1. Soit f € Z(F), et soient A;, 1 < ¢ < m, les racines 2 & 2 distinctes de Py dans
K, d’ordres k;. Supposons Zkl = n. Alors il existe une base de F dans la quelle la matrice de f est

i=1
triangulaire, les éléments diagonaux étant les valeurs propres \; de f.

M30 Algebre 7 Ph. Charpentier



2.4. DIAGONALISATION, POLYNOME MINIMAL

Corollaire 2.3.2. Soit A € M, (K). Si P4 a n racines dans K alors A est semblable a une matrice trian-
gulaire.

d d
Notation 2.3.3. Si P € K[X], P(X) = ZaiXi, on note P(f) I’endomorphisme P(f) = Zaifi, ol

f?=idp. Si P,Q € K[X], ona PQ(f) = P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f).

Remarque 2.3.4. Lapplication P — P(f) de K[X] dans .Z(F) est un homomorphisme d’anneau.

Théoréme 2.3.5. (CAYLAY-HAMILTON) Soit f € Z(F) (resp. A € M, (K)). Alors P¢(f) = 0 (resp.
P4(A) =0).

Démonstration. 1) Cas ou Py a n racines dans K. 2 ) Cas général :
Lemme 2.3.6. (admis) Si P € K[X], deg P = n, il existe A sur-corps de K dans lequel P a n racines.

U
Exemple important. K = Rou C. Comme C est clos, pour A € M, (R), P4(X) a toujours n racines dans
K, et le théoréme 2.3.5 montre que P4(A) = 0. Pour A € M,,(R), P4(X) n’a pas nécessairement n racines
dans K mais on a toujours P4(A) = 0.

2.4 Diagonalisation, polynome minimal

Définition 2.4.1. f € Z(F) (resp. A € M, (K)) est dite diagonalisable s’il existe une base de F (resp.
une matrice inversible P € M,,(K)) telle que la matrice de f dans cette base (resp. P~'AP) soit diagonale.

Proposition 2.4.2. f € Z(F) est diagonalisable < il existe une base de E formée de vecteurs propres

m
de f & si )\, 1 < i < m,sont les valeurs propres de f 2 a 2 distinctes, d’ordres &;, on a Z k; =n et
=1

Proposition 2.4.3. f € Z(F) est diagonalisable si P; a n racines 2 a 2 distinctes dans K. En particulier,
lorsque K est algébriquement clos, si Py n’a que des racines simples.

Proposition 2.4.4. Soit f € Z(FE). {P € K[X]t.q. P(f) = 0} estun idéal non réduita {0} de K[X]. En
particulier, il existe un unique polynéme unitaire w;(X') de degré minimal tel que w;(f) = 0. w; s’appelle
le polynbme minimal de f.

Remarque 2.4.5. Les racines de wy dans K sont des valeurs propres de f puisque w; divise P.
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2.4. DIAGONALISATION, POLYNOME MINIMAL

Proposition 2.4.6. Soit f € .Z(E). Si A est valeur propre de f alorsws(A) = 0.

Corollaire 2.4.7. wy divise Py et si A valeur propre de f d’ordre k, alors A est racine de wy d’ordre h avec

1 < h < k. En particulier, si P; an racinesdans K, onaw;(X) = H(X — X\y)" oules \; sont les valeurs

i=1
propres 2 a 2 distinctes de f d’ordre k; et 1 < h; < k;.

Proposition 2.4.8. Soit f € Z(F). Supposons E = @E, avec f(F;) C E;, etposons f; = fg,. Alors
=1
wy est le ppcmdes wy,, 1 <@ < m.

Théoréme 2.4.9. Soient f € Z(F) et P € K[X] tels que P(f) = 0. Supposons P = HPi, les P
=1

étant premiers entre eux deux a deux. Soient N; = ker P;(f), 1 < i < m. Alors N; est stable par f et
E=N.

=1
Lemme 2.4.10. Soit P € K[X]. Alors ker P(f)est stable par f.

Lemme 2.4.11. Soient P;, 1 < i < m, des polyndmes de K[X | premiers entre eux 2 & 2. Alors les poly-
némes P} = H P; sont premiers entre eux dans leur ensemble.
J#i

Lemme 2.4.12. Soient P et () deux polyndmes de K[X'| premiers entre eux. Alors ker P(f) Nker Q(f) =
{0}.

Corollaire 2.4.13. Soit f € Z(F). On suppose que P, a n racines dans K i.e. : si A;, 1 < i < m, sont
les racines 2 a 2 distinctes de P, d’ordre £; on a Z k; = n. Alors, il existe une base de E dans laquelle

1=1
la matrice de f est un tableau diagonal de matrices carrées triangulaires M; d’ordres k; dont les éléments
diagonaux sont égaux a \;. De plus, si N; = ker(f — \jidg)¥i et f; = finpoona:dimN; = k;, M; =
matrice de f;, Py, = (X — A)k, wy, = (X = A, 1 < i <m, etwy = [ Jwp.

Remarque 2.4.14. Dans les conditions du corollaire ci- dessus, les sous- espaces N; sont appelés les sous-
espaces caractéristiques de f.

Corollaire 2.4.15. Soit f € Z(F). Soit wy = Hgf" la décomposition de w; en facteurs irreductibles
i=1

dans K[X]. Posons E; = ker(g}"(f)) et f; = fir,. Alors, E = @D E;, f(E;) C E; etwy, = g}
=1
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2.5. REDUITE DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME OU D’UNE MATRICE

Notation 2.4.16. On dit que f € .Z(FE) est nilpotente d’ordre p € N* si fP = 0 et fP~! #£ 0.

Remarque 2.4.17. Si f € L(E) est nilpotente et si dim £ = n, alors 1’ordre de nilpotence p de f vérifie
p < n.

Corollaire 2.4.18. Soit f € Z(E). On suppose que P a n racines dans K. Alors il existe u € Z(E)
diagonalisable et h € .Z(F) nilpotent tels que uoh = howu et f = u+ h. De plus, une telle décomposition
est unique (u s’appelle la partie diagonalisable de f et A la partie nilpotente).

Théoréme 2.4.19. Soit f € Z(F). les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est diagonalisable;

()N EK 1<i<mi#j=\#N telsquewr(X) =][(X - N\);

=1
m

(iii) Py a n racines dans K et si \; sont les racines 2 a 2 distinctes, on a Py = H()‘i — X)*, avec
i=1

ki = dim V().

Remarque 2.4.20. 1) L’ordre d’une valeur propre A s’appelle aussi la multiplicité algébrique de A et la
dimension de V() la multiplicité géométrique. Le théoreme 2.4.19 dit donc que f est diagonalisable <
Py an racines dansK et, pour chacune d’elles, les multiplicités algébriques et géométriques sont égales. On
remarquera aussi que la diagonalisabilité dépends du corps (voir 3) ci dessous).

2) Soit A € M, (K). Si A = M(f, (a;)), wy est 'unique polyndme unitaire non nul de degré minimal
tel que wy(f) = 0 donc tel que wg(A) = 0. On ’appelle le polynéme minimal de A, et on le note w 4.
Si A et B sont semblables, wy = wg. Les résultats donnés pour wy s’étendent a w4 : wy divise Py et A

est diagonalisable < w4 = H(X — \i), A; deux a deux distincts < Py = 1—[()\Z — X))k, by = dimV(\),

Z 3) Soit A € M, (K). Si K’ est un sur-corps de K, alors A € M,,(K'). Si w4 est le polyndme minimal de
A considérée comme matrice de M, (K), c’est aussi le polyndme minimal de A considérée comme matrice
de M, (K')'. Mais on peut avoir wy = H(X — Ai), A; deux a deux distincts dans K'[X] mais pas dans
K[X] ; dans ce cas A est diagonalisable dans K' mais pas dans K. Par exemple une matrice réelle peut étre
diagonalisable dans C mais pas dans R.

2.5 Réduite de Jordan d’un endomorphisme ou d’une matrice

Définition 2.5.1. Soient A\ € K et m € N*. On appelle matrice de Jordan d’ordre m relative a ), la
matrice Uy, » = (a;;) € My, (K) (¢ : colonnes, j : lignes) telle que o;;; = A\, 1 < i < m, a1 = 1,
2 <1 < m, les autres «; ; €tant tous nuls.

w4 est de degré p signifie que AP est dans 1’espace engendré par les A%, 0 < i < p — 1, ce qui équivaut a I’annulation de
certains déterminants caractérigtiques ce qui ne dépends que des coefficients de la matrice A.
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2.5. REDUITE DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME OU D’UNE MATRICE

Proposition 2.5.2. Soit A € M, (K). Supposons que A est semblable & un tableau diagonal de matrices de
Jordan U,,, », (A; non nécessairement distincts). Alors w4 est le p.p.c.m. des polynémes (X — X;)™:.

Corollaire 2.5.3. Un tableau diagonal de matrices de Jordan U,,, »,est diagonalisable si et seulement si il
est diagonal (i.e. Vi, m; = 1).

Proposition 2.5.4. Soit f un endomorphisme de E nilpotent. Alors il existe une base de E, (b;)1<i<n. telle
que M(f, (b;)) = (a ;) soit un tableau diagonal de matrices de Jordan relatives a 0. i.e. Vi, f(b;) = 0 ou
bien b;_, ou encore, o; ; = 0sij #i—1leta;;—1 =10u0.

Démonstration. On suppose f nilpotente d’ordre p > 2 (i.e. f # 0), et on utilise les lemmes suivants : [

Lemme 2.5.5. Soient NV; = ker(f%), 1 <14 < p, de sorte que N; = ker(f), et N, = E. Alors :
a)Pour1 <i<p-—1,N; C N;j;1 et N; # N;,1; enparticulier, p < n;
b) Pour 2 < i < p, f(N;) C N; 1.

Lemme 2.5.6. Pour 2 < i < p, soit F' un supplémentaire de /V;_; dans NNV;. Alors :
a) fir estinjective ;

Lemme 2.5.7. Soit F; = N;. Pour 2 < i < p, il existe un supplémentaire F; de N; ; dans N; tel que :

D
a)E=PF;
=1
b) pour 2 < i < p, f(F;) C Fi_; et fip, est injective.

Remarque 2.5.8. 1) Si A € M, (K), est un tableau diagonal de matrices de Jordan U,,, o, m; € N*, alors
A est nilpotente d’ordre p = max{m;} et ws(X) = XP. La proposition 2.5.4 dit donc que les matrices
nilpotentes sont les matrices semblables a un tableau diagonal de matrices de Jordan relatives a 0.

2) Un endomorphisme nilpotent est diagonalisable <> il est nul.

Théoreme 2.5.9. Soit A € M, (K). On suppose que P4 a n racines dans K. Alors A est semblables a
un tableau diagonal de matrices de Jordan relatives aux valeurs propres de A. Ce tableau est appelé une
réduite de Jordan de A.

Remarque 2.5.10. 1) Le théoreme 2.5.9 et la proposition 2.5.4 redonnent le théoréme 2.4.19.
2) On peut énoncer le théoréeme 2.5.9 pour les endomorphismes.
3) Il n’y a pas en général une seule réduite de Jordan.

Corollaire 2.5.11. Soit A € M, (K) (resp. f € .Z(FE)). On suppose que son polyndme caractéristique a n
racines dans K. Alors A (resp. f) est diagonalisable < toute réduite de Jordan de A (resp. f) est diagonale.
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2.6. APPLICATION AUX SYSTEMES DIFFERENTIELS

2.6 Application aux systemes différentiels

Soient A € M,,(C), G = (g1, -- - , gn) une application continue d’un intervalle I = [a, b] dans C*, 1 € C"
etty € I. On cherche les fonctions Y = (yi, ... , y,) de I dans C", de classe ¢* telles que V¢ € I, on a
Y'(t) + AY (t) = G(t), et Y(ty) = Vb. (2.6.1)
Soit P € M,,(C) inversible telle que P~ AP soit triangulaire. L’ équation (2.6.1) équivaut a la recherche
de 7 = (z1,..., 2,), fonction de I dans C" telle que
Z'(t)+ (P~"AP) Z(t) = P7'G(t) et Z(ty) = P~'Vj. (2.6.2)

Alors la théorie des équations différentielles linéaires du 1¢" ordre montre que (2.6.2) a une solution
unique définie sur /.

Ecriture des solutions.
On considere tout d’abord I’équation homogene

Y'(t) + AY (t) = 0. (2.6.3)

Alors il existe une unique matrice R(t) € M,(C) telle que la solution de (2.6.3) qui vaut X € C" en
t = 0 est définie par : Y (t) = R(t)X, et de plus R(0) = I,,.

Par suite : V¢ € R, R(t) est inversible, R(—t) = R(t) ' et Vt,,t, € R, R(t; +t2) = R(t,)R(ts).

La solution de I’équation (2.6.1) s’écrit alors

Y(t) = R(t —t)Vo + /tR(t — 5)G(s)ds.

to
Démonstration. Deux possibilités : ou bien on montre I’existence de R(t) par un calcul direct des solutions
+00 n
de (2.6.3) ou bien on introduit et = Z ( )

n=0

—— et alors (e_tA)' = —Ae ™ d’ot R(t) = e . O
n!
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Chapitre 3
DUALITE

3.1 Formes linéaires, dual d’un espace vectoriel

Définition 3.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle forme linéaire sur F, tout élément de
Z(E;K). Z(F;K) s’appelle le dual de E et se note E*. Le dual de E* s’appelle le bidual de E et se note
£,

Notation 3.1.2. 1) L’application (z, f) —< z, f >= f(x) de E x E* dans K s’appelle la forme bilinéaire
canonique.
2) Les éléments de E* seront notés x*, et ceux de £™**, x
3)Vx € E, soitx € E* défini par Vz* € E*, < x*, 7 >=< z,2* >. Alors I’application x + Z est un
homomorphisme de £ dans son bidual £**.

*3k

Proposition 3.1.3. L’homomorphisme z — = de E dans son bidual est injectif.

Théoréme 3.1.4. Supposons E de dimension finie n. Soit (a;)1<i<, Une base de E. Soit a} € E* défini par
< aj,a; >= 0y, 1 <1 < n.Alors (a})1<i<n €St une base de E appelée la base duale de la base (a;)1<i<n-

Corollaire 3.1.5. Supposons dim F < +oc. Alors :
(i) E et E* sont isomorphes;
(ii) x — x est un isomorphisme canonique de F sur E**.

Remarque 3.1.6. Sidim E = +o00, x — Z n’est jamais surjectif.

3.2 Orthogonalité

Définition 3.2.1. x € E et z* € E* sont dit orthogonaux si < z,z* >= 0. A C FE et A* C E* sont dit
orthogonaux si Vo € AetVz* € E*, < z,z* >= 0.
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3.3. TRANSPOSITION D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Proposition 3.2.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
={z* € E"tq.Vx € F, < z,z* >= 0}

est un sous-espace vectoriel de E*que I’on appelle I’orthogonal de F'. De méme, si F'* est un sous-espace
de E*,
(F* )" ={z € Et.q.Vz* € F*, < z,z* >=0}

est un sous-espace de E appelé I’orthogonal de F* dans E.

Remarque 3.2.3. Si dim E < +oo0, E** étant identifié & F, alors (F*)* est aussi I’orthogonal de F* dans
E*.

Théoréme 3.2.4. Onsuppose dim E < +oo. Soit F' un sous-espace de E de dimension m. Alors dim F'*+ =
dimE —met (FH)t = F.

Proposition 3.2.5. Soient F' et G deux sous-espaces de E. Alors
1) (F+G)r=FtnGt;
2) Sidim E < 400, (FNG)*+ = F+ + G+ enparticulier, si E = F & G,ona E* = F- ¢ G*.

3.3 Transposition d’une application linéaire

Définition 3.3.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € Z(E; F). Vy* € F*, I'application x —<
f(z),y* > estun élément de E*. Si ' f(t*) est cet élément, Iapplication y* — *f(y*), de F* dans E*, est
appelée la transposée de f. Elle est donc définie par: Vz € E, Vy* € F*, < z,' f(y*) >=< f(x),y* >.

Remarque 3.3.2. Si £ = F, Yidy = idg-.

Proposition 3.3.3. 1) f — !f est linéaire de .Z(F; F) dans £ F*; E*) et injective.

2) soient f € 'L(E; F)etg € Z(F;G). Alors(go f) = 'f otg. Si f est bijective, *f est bijective et
=0

3) F et F étant de dimensions finies, f +— *f est un isomorphisme et !(*f) = f (E** et F** étant
identifiés a E et F).

Proposition 3.3.4. Soient f € Z(F; F) et E; un sous-espace de E. alors f(E;)* = (*f) " Y(E{). En
particulier, f(E)+ =ker'f.

Proposition 3.3.5. On suppose E et F' de dimensions finies. Alors pour f € Z(E; F), rg(*f = rg(f).

Proposition 3.3.6. Soient (a;) ( ;) des bases de E et F' et (a;) et (b7) leurs bases duales. Alors, pour

et
feZ(E;F), M("f; (b5), (a7)) = "M (f; (2), (b)))-
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Chapitre 4
FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES

4.1 Formes bilinéaires

Définition 4.1.1. Soient F et F' deux espaces vectoriels sur K. On dit que f : F x F' — K est une forme
bilinéaire sur £ x F si les applications z — f(z,y), x € E, y € F sont des formes linéaires. L’ensemble
des formes bilinéaires sur £ x F' est noté %, (E, F'; K).

Proposition 4.1.2. Dans les conditions de la définition ci-dessus, on a :

1) %(F, F; K) est un espace vectoriel sur K ;

2) % (E, F;K) est isomorphe aux espaces .Z(E; F*) et Z(F; E*). Plus précisément, I’application
v LH(E,F;K) — Z(F; F*) définie par f — ¢ o0 ¢(x), v € E, est I’élément de F* défini par
<y, ps(x) >= f(x,y) est un isomorphisme.

Proposition 4.1.3. Supposons E et F' de dimensions finies. Soient (a;)1<i<» Une base de E et (b;)1<j<m
une base de F'. Soient (a;j)1<i<n €t (b})1<;j<m leurs bases duales. Si z* € E* et y* € F*, notons z* ® y* la
forme bilinéaire sur £ x F' définie par z* ® y*(x,y) = 2*(z)y*(y). Alors les formes a; ® b7, 1 < 7 < n,
1 < j < m, forment une base de .%,(E, F'; K). En particulier, dim .%,(F, F'; K) = nm.

Proposition 4.1.4. Soit f € % (F, F;K), et posons c;; = f(ai, b;), (a;) et (b;) étant des bases respectives
de E et F' (de sorte que f = Zaija;“ ® b7). On dit que la matrice A = (as;) (i : colonnes, j : lignes)
2y
de M, (K) est la matrice de f relative aux bases (a;) et (b;). Si x = inai ety = Zyjbj, en notant
? J

L1 Y1
X=| : [etY=] : | onaf(z,y) ="YAX ='XAY.

Tn Ym
Proposition 4.1.5. Reprenons les notations de la proposition précédents, et soient (a;) et (b}) deux autres
bases de E et F. Soient P et @) les matrices de passage de (a;) a (a;) et de (b;) a (b;), de sorte que, si
r=Y ma; =) zjaj,onaX = PX'etdeméme poury € F,Y = QY". Alorssi f € Ly(E, F;K),

7

f(x,y) ="Y'(*QAP)X". Ainsi, la matrice de f relative aux bases (a;) et (b)) est'QAP.
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4.2. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

Proposition 4.1.6. 1) Soit ¢ ; I’lhomomorphisme de E dans F™* défini par ¢;(z) = f, ou f, est defini par
fz(y) = f(z,y). Alorsker oy = {x € Et.q. f(z,y) =0, Vy € F}.SidimE < 400, par définition on
appelle rang de f le rang de ;.

2) Supposons E et F' de dimensions finies. Soit A la matrice de f relative a une base (a;) de E et une
base (b;) de F. Alors, A est la matrice de o relative aux bases (a;) et (b). En particulier, rg(f) = rg(A).

Définition 4.1.7. Soit f € % (E, E;K) = %(E;K). Onditque f est symétrique (resp. anti-symétrique)
siVe,y € E, f(z,y) = f(y,z) (resp. f(z,y) = — f(y, x)). En particulier, si K est de caractéristique diffé-
rente de 2, f est anti-symétrique si et seulement si, 3x € E, f(x,z) = 0, c’est a dire si f est alternée.

Proposition 4.1.8. L’ensemble .%,(E; K) (resp. #%(E; K)) des formes bilinéaires symétriques (resp. alter-
nees) est un sous-espace vectoriel de %, (E; K) et on a %5 (E; K) = % (E; K) @ A(E; K).

Proposition 4.1.9. Supposons que dim E = n. Alors f € % (E;K) est symétrique si et seulement si sa
n(n+1)

matrice (relative a une base quelconque de E) est symetrique. En particulier, dim(.%(E; K)) = 5

et dim(%(E; K)) = @

4.2 Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Définition 4.2.1. Soit f € % (FE;K). On appelle forme quadratique associée & f 1’application =
¢r(z) = f(z,z). De plus f — ¢y est un endomorphisme d’espace vectoriel non injectif. Nous noterons
Q(FE) I’espace vectoriel des formes quadratiques sur E.

Proposition 4.2.2. L’application f — ¢y est un isomorphisme de .#(E;K) sur Q(E). L’homorphisme
réciproque est donné par ¢ — f, avec fy(z,y) = 3 (¢(z +y) — q(z) — ¢(y)). La forme bilinéaire f,
s’appelle la forme polaire de q.

Remarque 4.2.3. Supposons dim E > +o00. Si A est la matrice de f relative a une base (a;) de F, on dit

que A est la matrice de ¢; relative a (a;), et det A est appelé le discriminant de ¢;. Si A = (¢ ), onam

gr(z) = "X AX c’est-a-dire g¢(z) = Z uT? + 2 Z ;. Dans cette écriture, les termes ;27 sont
i i<j

appelés les termes carrés et les termes 2«;;x;x; les termes rectangles : ¢;(z) est un polyndme homogene

de degré 2.

Exemple 4.2.4. 1) Sur K" : f(z,y) = inyi d’ot gs(z) = >, 22

2) Sur B = Ca(la, b)) : f(z,y) = / 2(B)y()dt dot g (x) = / (8)2dt.
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4.3. ORTHOGONALITE, ELEMENTS ISOTROPES

Définition 4.2.5. Soit f € .%(F;K). Par définition on appelle noyau de f le sous-espace vectoriel de E
défini parker f = {z € Et.q.Vy € E, f(z,y) =0} ={y € Et.q.Vz € E, f(x,y) = 0}. f est dite non
dégénérée si ker f = {0} et dégénérée dans le cas contraire.

Proposition 4.2.6. 1) Soit ¢ € L(E; E*) défini par < y, ps(z) >= f(z,y), y € E. Alorsker f = ker ¢;.
2) Supposons dim E < +o0. Soit A la matrice de f relative & une base (a;) de E. Alors f est non
dégénérée si et seulement si det A # 0.

Remarque 4.2.7. Supposons dim E < +o00. f € #(E;K) est non dégénérée < ¢ est un isomorphisme
de E sur E*. On identifie alors généralement F et E* par cet isomorphisme, et, en utilisant les notations du
chapitre précédent, on note f(x,y) =< x,y >, et on dit que f est un produit scalaire.

4.3 Orthogonalite, éléments isotropes

Définition 4.3.1. Soit f € %(F;K). On dit que deux éléments de F sont orthogonaux relativement a f
(ouagy)si f(z,y) = 0. Deux parties de F sont dites orthogonales relativement & f (ou a ¢5) si Vz € A,
Vy € B, f(z,y) = 0.

Proposition 4.3.2. Soient f € .#(E;K) et F un sous-espace de E. Alors I’ensemble
Fr={zcEtq f(z,y)=0,Vy € F} ={y € Et.q. f(z,y) =0, Vz € F}

est un sous-espace vectoriel de E appele I’orthogonal de F' relativement a f (ou a ¢;).

Proposition 4.3.3. Soient f € .%(E;K) et F un sous-espace de E. Alors si F'++ désigne I’orthogonal de
F dans E*,ona F+ = ¢; (FL) En particulier si f est non dégénérée, ¢ est un isomorphisme de F'+
sur Ft-,

Définition 4.3.4. Soit % (E;K). Un élément z € E est dit isotrope relativement a f (ou a gy) si gs(z) =
0. Un sous-espace F' de E est dit isotrope relativement a f (ou a qy) siil existex € F, xz # 0, tel que
f(z,y) =0,Vy € F, c’estadire si F N F+ # {0}.

Exemple 4.35. 1) e =R", q(x) = Z x7 : seul vecteur isotrope : 0.

i=1
n

2)E=C", q(z) = Z z7 : il y a des vecteurs isotropes non nuls ;
i=1

n—1
3 E=R", q(z) = (Z xf) — 22 : il y a des vecteurs isotropes non nuls.
i=1

Proposition 4.3.6. Soit f € .#F;K). Une famille de vecteurs non isotropes deux a deux orthogonaux est
libre.
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4.4. BASES ORTHOGONALES, ORTHONORMALES, FORMES CANONIQUES

Théoréme 4.3.7. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f € #(F;K) et F' un sous-espace
vectoriel de E. Le conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est non isotrope ;

(ii) fir est non dégénéreée ;

(iii) Fn F+ = {0};

(VVE=FoF*

Corollaire 4.3.8. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et ' un sous-espace vectoriel de £ non
isotrope. Alors dim F+ = dim E — dim F. En particulier, si z € FE est non isotrope, I’orthogonal de Kz
est un hyperplan de E ne contenant pas z.

Proposition 4.3.9. Soit f € .7, (F;K). Si F est un sous-espace de F alors F' C (FL)L.

Remarque 4.3.10. Méme si F' est non isotrope et £’ de dimension finie, on n’a pas nécessairement F' =
(FL)L. Par exemple, avec E = R?, f(z,y) = 21y et F = R(1,0), ona F- = R(0,1) d’ob F* = R? :
F peut étre isotrope.

Proposition 4.3.11. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f € .#(E;K) non dégénérée, et F’
un sous-espace vectoriel de E. Alors dim F+ = dim E — dim F et (FL)L =F.

Remarque 4.3.12. Dans les conditions de la proposition 4.3.11, on n’a pas nécessairement £ = F @ F'*.
Par exemple, avec £ = R?, f(z,y) = z191 — Toys, F = R(1,1), on a FX = F : il peut y avoir des
sous-espaces isotropes.

Proposition 4.3.13. Soient ' un espace de dimension finie, f € % (F;K) non dégénérée, et F' un sous-
espace de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est non isotrope ;

(i) F'+ est non isotrope.

Proposition 4.3.14. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € % (F;K) une forme non
degénérée. Soit (a;)1<i<, Une base de E. Alors il existe une unique base de E, (a})i<i<n telle que Vi, 7,
f(as,a3) = d;;. On I’appelle la base duale de (a;)1<i<, relativementa f (ou a gy).

Remarque 4.3.15. Si (a;}) est la base duale dans E* de la base (a;), alors af = ¢ (a;).

4.4 Bases orthogonales, orthonormales, formes canoniques

Définition 4.4.1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € .#(E;K). Une base de E est
dite orthogonale (resp. orthonormale) relativement & f (ot a gy) sii # j = f(a;,a;) = 0 (resp. Vi, j,
f(ai,aj) = 6;;). En particulier, si f est non dégénérée et si (a;) est orthonormale, a; = a;, Vi.
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4.5. ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME

Théoreme 4.4.2. Soient E un espace de dimension finie et f € .%,(F;K) de rang r. Alors il existe des
bases de F telles que :

()i#j= flaia;)=0;

()1 <i<r= f(a;,a) #0;

(ii)r+1<i<n= f(a;,a;) =0.

Si x;, y; sont les coordonnées de x et iy dans une telle base, on a donc les formes canoniques :

Z Q3 T3Ys, qf Z a’z]

Remarque 4.4.3. 1) Si K = C, on peut choisir (a;) telle que, pour 1 < i < 7, f(a;, a;) = 1. En particulier,
si f est non dégénérée, il eX|ste des bases orthonormales relativement & f. Dans ce cas il n’y a qu’une

seule forme canonique : Z T;y; et Z z;

2) Si K = R, méme pour une forme non dégénérée, il n’y a pas en général de base orthonormale : par
exemple, sur R? f(x,) = 2191 — Toyo.

4.5 Adjoint d’un endomorphisme

Proposition 4.5.1. Soient E un espace de dimension finie et f € .#(E; K) non dégénérée. Soitu € L(E).
Alors il existe un unique u* € Z(F) tel que, Vz,y € E, f(u(x),y) = f(z,u*(y)). u* s’appelle I’adjoint
de v relativement a f (ou a gy).

Proposition 4.5.2. Soient E un espace de dimension finie et f € .%(FEK) non dégénérée.

1) Soit ¢, I’application z — f,. Siu € L(E),onau* = go;l o 'u o ;. En particulier, idy, = idp.

2) Vu,v € L(E), VA € K, (u+v)* = u* 4+ v* (Au)* = ¥, (uowv) = v*ou*, (u*)* = u,
rg(u*) = rg(u), et si u est inversible, u* I’est aussi et (u*) ! = (u')*.

3) Soient (a;)1<i<n, Une base de E et (a})i<i<n la base duale relativement a f. Alors :

a) M(u*, (a})) = *M(u, (a;)), d’ou det( *)=detu;

b) si A est Ia matrice de f relativement a (a;), ona M (u*, (a;)) = A™"* M (u, (a;))A ;

c) en particulier, s’il existe une base orthonormale relativement & f ona M (u*, (a;)) = "M (u, (a;)).

Proposition 4.5.3. Soient E un espace de dimension finie et f € .%(FE; K) non dégénérée. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

() Vz,y € E, f(u(z),u(y)) =

(i) Ve € E, qf(u(z)) = qs(z) ;

(i) u* ou = idg ;

(VY uou* =idg;

(v) u est inversible et u* = u=!;

(vi) si (a;) est une base de E, A la matrice de f relativement & cette base, et, M = M (u, (a;)), On a
EMAM = A.

f(z,y);
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4.5. ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME

Si ces conditions sont remplies, on dit que « est un automorphisme orthogonal (ou opérateur orthogo-
nal) relativement a f ou encore un automorphisme de f.

Proposition 4.5.4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f € .#(E;K) non dégénérée et u €
Z(E). Supposons que (a;) soit une base orthonormale. Alors u est orthonormal si et seulement si (u(a;))
est une base orthonormale. De plus, dans ce cas, A = M (u, (a;)) est telle que ‘A = A~'. Une matrice A
possédant cette propriété (*AA = I) est appelée une matrice orthogonale.

Exemple 4.5.5. La matrice de passage d’une base orthogonale a une autre est orthogonale.

Proposition 4.5.6. Soient E un espace de dimension finie et f € % (F;K). L’ensemble des automor-
phismes orthogonaux relativement & f est un sous-groupe de GL,,(K) appelé le groupe orthogonal relati-
vement & f et est noté GL(f) (ou GL(gy)).

Remarque 4.5.7. 1) S’il existe une base orthonormale, il n’y a qu’une forme canonique Z z;y;. Le groupe

orthogonal relatif a cette forme se note O(n, K). Les matrices orthogonales forment un sous-groupe du
groupe des matrices inversibles de M, (K) qui est isomorphe a O(n, K).

2) Si u est orthogonale alors det(u* o u) = (det(u))? = 1. Si det u = 1 on dit que u est une rotation
relativement & f. L’ensemble des rotations est un sous-groupe de GL(f) appelé le groupe orthogonal
spécial. Le groupe des matrices orthogonales telles que det A = 1 est noté SO(n; K) (ou O"(n; K)) et est
isomorphe au groupe orthogonal spécial.

Proposition 4.5.8. Soient E un espace de dimension finie, f € %(F;K) non dégénérée et u € Z(FE).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

() u=u*;

(i) Ve, y € E, f(u(z),y) = f(z,uly));

(iii) si (ai)1<i<n €st une base de E, A la matrice de f relativement a cette base et M = M (u, (a;)), on
a AM = 'M A. En particulier, s’il existe une base orthonormale relativement a f, M est symétrique. Un
tel endomorphisme de E est dit symétrique relativement a f (ou a gy) ou encore autoadjoint relativement

af.

Remarque 4.5.9. 1) Si u est orthogonal ou symétrique, alors on a v o u* = u* o u. Un endomorphisme
vérifiant cette relation est appelé un endomorphisme normal.

2) Si f € AE;K) est non dégénérée, soit ¢ (E) = {u € Z(FE)symtriques relativement f}. Il est
clair que .#{(E) et un sous-espace vectoriel de L(E), et ’application u — f, de .#;(E) dans .#(E;K)
définie par f,(z,y) = f(u(z),y) est un isomorphisme surjectif (£ étant de dimension finie).
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4.6. DECOMPOSITION D’UNE FORME QUADRATIQUE EN CARRES INDEPENDANTS

4.6 Decomposition d’une forme quadratique en carreés indépendants

Soit ¢ une forme quadratique sur K". On cherche a écrire ¢ de la maniere suivante :

glz) =D N (fi@)®, N #0, (4.6.1)

ot les f; sont des formes linéaires sur K™ linéairement indépendantes. Si on a une telle écriture, la forme

n
bilinéaire symétrique associée a g est donc f,(z,y) = Z i fi(z) fi(y).
i=1

Proposition 4.6.1. Si on peut écrire g sous la forme 4.6.1, alors on a une base orthogonale pour q.

Lemme 4.6.2. Soient E un espace vectoriel sur K et f;, 1 < i <[, des formes linéaires sur £ non nulles.
-1

Si ﬂker(fi) C ker(f;) alors les f; sont dépendantes.

i=1

Lemme 4.6.3. Soient £ un espace vectoriel de dimension finie sur K et f;, 1 <4 <[, 1 > 2, des formes
linaires sur E linéairement indépendantes. Alors, pour 1 < p </,

dim (ﬂ ker(f,-)) =dim F — p.

i=1

Détermination pratique des f; : méthode de Gauss.
On raisonne par récurrence sur 7 :
Premier cas : ¢ contient un carré. Par exemple, q(z) = \2? + 22, R + S, A\; # 0, R étant une forme

linéaire en (x5, ... ,z,) et S une forme quadratique en (2, . .. , &, ). Alors
R\’ R?
=) — ) —=+5.
q(z) 1 <x1 + )\1> v +
R 2
En prenant f;(z) =z, + IVE puisque S — N est une forme quadratique sur K", le résultat découle de
1 1

I’hypothese de récurrence, 1’indépendance linéaire étant évidente car seule f; contient ;.
Second cas : ¢ ne contient pas de carré. On a donc par exemple ¢(z) = ax1z2 + 1R + 225 + T ou

a # 0, R et S sont des formes linéaires en (z3, ... ,z,) et T une forme quadratique en (z3, ... z,). Alors
S R RS
raff5) (o) -]
a a a
soit, en posant
R S
fl(ib) —$2+$2+;+E
et
S R
folz) =21 — 20+ — — —,
a a
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4.6. DECOMPOSITION D’UNE FORME QUADRATIQUE EN CARRES INDEPENDANTS

RS

q(z) = % ( fi- f22) — — +T. f; et fy étant des formes linéaires indépendantes, le résultat se déduit de

I’hypothese de récurrence car — + 7" est une forme quadratique ne dépendant pas de z; et x.

a

1 1
Exemple 4.6.4. 1) q(z,y,2) =2y +yz + 2 = Z(Jc +y+22)° — Z(ﬂﬁ —y)’ =2

2)

q(z,y,2,t) = 2*+2y° + 32" — 2zt + tw + 2zy — yt

+\2 t\?
= - —t)?+3(z—2) — —.
(x+y+2) +(y—1t)"+ (z 3) D
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Chapitre 5

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES
REELLES, ESPACE EUCLIDIEN

Dans tout ce chapitre, F est un espace vectoriel de dimension finie sur R.

5.1 Formes bilinéaires symétriques réelles, espace Euclidien

Théoreme 5.1.1. (Lo1 D’INERTIE DE SYLVESTER) Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur
Ret f e yQ(E,R)
1) Il existe une base (a;)1<i<, de E orthogonale relativement & f et deux entiers s et ¢ tels que, pour

n s s+t
tout x = inai € E,onags(z) = Z(acz)2 - Z (z:)% s+t =1g(f).
i=1 =1 1=s+1
n s’ s+t
2) Si (a})1<i<n €St une autre base de E telle que, pour z = Z z;a; € Eonag(z) = Z(Jc;)2 — Z (})?,
i=1 i=1 i=s'+1

alorsonas=s"ett=1t.
Le couple (s, t) s’appelle la signature de f.

Définition 5.1.2. Soient E un espace vectoriel sur Ret f € . (E; R). On dit que f (ou gy) est positive si,
Vz € E, gf(x) > 0 (ce qui entraine que la signature de f est (r,0), r = rgf).

Proposition 5.1.3. (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ) Soient £ un espace vectoriel sur R et f €
S (E;R), f>0.

1) Vz,y € E, (f(z,y))* < ( z)f(y,y) = q;()qs(y) (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
2)Vz,y € E, (g7(x +y))'/? < (g7 ()% + (g;(y))"/? (inégalité triangulaire).

Proposition 5.1.4. Soient E un espace vectoriel sur R et f € .%(F;R), f > 0. Alors z € ker(f) si et
seulement si « est isotrope (i.e. gf(x) = 0).

Remarque 5.1.5. On aurait pu définir les formes négatives f en disant que —f > 0 et développer des
propriétés similaires.
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5.2. COMPLEXIFICATION D’UN ESPACE REEL DE DIMENSION FINIE

Définition 5.1.6. Soient E un espace vectoriel sur R et f € % (E;R). On dit que f est définie positive si
elle est positive et non dégénérée.

Proposition 5.1.7. Soient E' un espace vectoriel sur R et f € #(F;R), f > 0. L’application z +—
qs(z)*/? est une semi-norme sur E et une norme si f est définie positive. Lorsque f est définie positive, £
muni de lanorme || z ||= g;(x)'/2 est appelé un espace préhilbertien réel ; si de plus dim E < +oo, E est
appelé un espace Euclidien.

Proposition 5.1.8. Soient E un espace vectoriel sur R de dimension finie et f € % (E;R). Si f est définie
positive, il existe des bases orthonormales relatives a f.

Remarque 5.1.9. La proposition 5.1.8 montre qu’il n’existe qu’une seule forme canonique définie positive :
n

Z(xi)Q' Autrement dit, il n’existe qu’une seule structure d’espace Euclidien de dimension n. On choisit

i=1

donc sur F, espace vectoriel réel, une forme définie positive fy que 1’on appelle la forme fondamentale

(ou produit scalaire) et on note généralement fo(z,y) =< z,y > (ou fo(z,y) = (x|y)). Dans une base
1/2

orthonormale (pour fy), si x = (21,...,2,),ona ||z|| = (Z(wz)2>

i=1

5.2 Complexification d’un espace réeel de dimension finie

Définition 5.2.1. 1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R et (a;)1<i<, une base de E. On
appelle complexifié de E par rapport a la base (a;) I’espace vectoriel E sur C des combinaisons linéaires

finies formelles a coefficients dans C des a;. On a donc E = @ Ca;.
i=1
2) Si E est I’espace euclidien de dimension n, fj la forme fondamentale sur E et (a;) une base de F
orthonormale pour fy, on peut prolonger fy & E (complexifié par rapport a la base (a;)) de deux maniéres
différentes :
(a) on définit fo € 82(E C) en posant, pour z = Zx a; ety = Z Vi, fo z,Y) leyz ;

=1 =1

(b) on définit fO (c’est une forme hermitienne) en posant, avec les méme notations fo x,y) Z ZiY;-

Remarque 5. 2.2. 1) Il est clair que fo est une forme bilinéaire symétrique sur E et que (a;) est une base de

E orthonormale pour fo En particulier, fO est non dégénérée, mais, il y a des vecteurs isotropes pour fo
2) fo n’est pas une forme bilinéaire : ¢’est une forme hermitienne (elle est linéaire en « et anti-linéaire

en y). Il est clair que (a;) reste une base orthonormale pour f0 , et de plus fo est définie positive.
3) Plus précisément : si x = x1 + ix9, ¥y = y; + 4y sont dans F, x;, y; étant dans F, on a :

%(x,y) = fo(z1, 1) +ifo(@2, 11) +ifo(z1,12) — fo(@2,y2),
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5.3. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX ET SYMETRIQUES

%#(xay) = fo(@1,y1) +ifo(x2,91) — fo(w1,92) + folz2, Y2)-

Proposition 5.2.3. Reprenons les notations de 2) de la définition ci dessus, et soit u € Z(F). Soit u
I’endomorphisme de E tel que M (@, (a;)) = M (u, (a;)).

1) u et u ont les méme valeurs propres complexes.

2) Les conditions suivantes sont equivalentes :

-(1) u est orthogonal (resp. symétrique, normal) ; N

-(ii) u est orthogonal (resp. symétrique, normal) relativement a f ;

-(iii) 7 est orthogonal (resp. symétrique, normal) relativement & f;*.

5.3 Reéduction des endomorphismes orthogonaux et symétriques

Notation 5.3.1. FE étant ’espace Euclidien de dimension n (de forme fondamentale fy), le groupe GL( fo)
est noté O(n; R).

Proposition 5.3.2. Soient E I’espace Euclidien de dimension n et u € O(n;R). Les valeurs propres com-
plexes de u sont des nombres complexes de module 1. De plus, si Eestle complexifié de E et u I’endomor-
phisme de E associé a u comme dans la proposition 5.2.3, si A € C, A ¢ R, est une valeur propre de u, les
vecteurs propres de u associés a A sont isotropes pour f;.

Proposition 5.3.3. Soient E' I’espace Euclidien de dimension »n et » un endomorphisme symétrique de E.
1) u a n valeurs propres réelles.
2) L’orthogonal d’un vecteur propre de u est stable par u.
3) Les sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Théoréme 5.3.4. Soient F I’espace Euclidien de dimension n et » un endomorphisme symétrique de FE.
Alors il existe des bases orthonormales de E formées de vecteurs propres de .

Corollaire 5.3.5. Soit A une matrice réelle symétrique. Alors, il existe une matrice orthogonale réelle P
telle que P~'AP =P AP soit diagonale.

Corollaire 5.3.6. Soient E I’espace Euclidien de dimension n et f € #(E;R). Alors il existe des bases
orthonormales de E qui sont orthogonales pour f.

Remarque 5.3.7. Le corrolaire 5.3.5 n’est pas vrai en général pour une matrice orthogonale. Il suffit de
prendre comme exemple la matrice d’une rotation dans R?. Cet exemple est d’ailleurs typique du cas géné-
ral :
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5.3. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX ET SYMETRIQUES

Théoreme 5.3.8. Soient F I’espace Euclidien de dimension n et » un endomorphisme orthogonal de E.
Alors il existe une base orthonormale (a;)1<;<y de E telle que la matrice de « dans cette base soit le tableau
diagonal suivant

I, 0 - - 0
0 -1, 0 . :
Mu, ()= 0o A . i |
: : 0
0 <+« -+ 0 A,

ou,p,q >0, p+q+2r =n, I, I, sont les matrices identite de dimension respectives p et ¢ et, pour tout ¢,
1< <r,

cosf —sinf
A; = ( sinfd  cosf ) , 0; €]0,27], 6; # 7.

Lemme 5.3.9. 1) Soit F' un sous-espace de E invariant par v (i.e. u(F) = F). Alors F'- est stable par u.
2) Si 1 et —1 sont valeurs propres de u et si z; et x, sont des vecteurs propres qui leurs sont associes,
alors z; et z, sont orthogonaux.

Remarque 5.3.10. 1) Pour les matrices, le théoreme 5.3.8 dit que, pour toute matrice orthogonale A €
M, (R), il existe une matrice orthogonale P telle que P — 1 AP soit de la forme décrite dans le théoreme.

2) Dans le cas n = 2, on peut décrire completement toutes les matrices orthogonales : une matrice
A € M,(R) est orthogonale si et seulement si elle est, soit de la forme

cosf —sinf
(o0 ) o e lo2n, san
soit de la forme
cosf sinf
( sinf —cosf ) 0 €10,2n]. (5.3.2)

Si A est du type 5.3.1, c’est la matrice d’une rotation d’angle . Si A est du type 5.3.2, c’est la matrice
d’une symétrie par rapport a une droite : si # est 0, 27 ou 7, elle s’écrit

(o ) (1)

et sinon c’est une symétrie par rapport a la droite R(sin §,1 — cosf). Le type 5.3.2 est donc toujours

semblable a
1 0
0o -1 /-
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Chapitre 6

FORMES HERTMITIENNES ESPACE
HERMITIEN

6.1 Formes sesquilinéaires et hermitiennes

Définition 6.1.1. Soient F et F' deux espaces vectoriels sur C.

1) On dit qu’une application v : E' — F est semi-linéaire si, Vz, Vy dans E et VA € C,onau(zx+y) =
u(x) +u(y) et u(dz) = Mu(z). Si F = C, on dit que u est une forme semi-linéaire.

2) On dit qu’une application f : E' x F' — C est une forme sesquilinéaire si Vy € F, z — f(z,y) est
linéaire et, Vo € E, y — f(x,y) est semi-linéaire. L’ensemble des formes sesquilinéaires sur E x F sera
noté . (E, F; C).

Proposition 6.1.2. Dans les conditions ci-dessus :

1) Z(E, F; C) est un espace vectoriel sur C.

2) Z(E, F; C) estisomorphe a I’espace vectoriel des applications semi-linéaires de F' dans E*, I'image
de f par cet isomorphisme étant y — f,, f, étant définie par f,(z) = f(z,y).

Proposition 6.1.3. Soient E et F' deux espaces vectorielssur C et f € .Z(FE, F; C).

1) Si z* € E* et y* € F*, I'application z* ® y* définie par z* ® y*(z,y) = z*(x)y*(y) est une forme
sesquilinéaire.

2) Supposons E et F' de dimensions finies, et soient (a;)1<i<n (resp. (b;)iejem) Une base de E (resp.
F). Soient (ay) et (b7) leurs bases duales. Alors les formes a} ® b% forment une base de .(E, F'; C). En
particulier, dim . (E, F'; C) = nm.

Proposition 6.1.4. Soit f € .#(FE, F;C). Avec les notations de la proposition précédente, posons o;; =
f(as,b;) (de sorte que f = Zaija;“ ®b_;f). Alors le matrice A = (c;) (¢ : colonnes, j : lignes) s’appelle
irj
T
la matrice de £ relative aux bases (a;) et (b;). Siz = ) ma;ety = ya;ennotant X = [ : | et
% j Ty
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6.2. FORMES HERMITIENNES ET FORMES QUADRATIQUES HERMITIENNES

Y1
,ona f(r,y) ='YAX =t XtAY.

Ym

Proposition 6.1.5. Avec les notations précédentes, si (a;) et (b;) sont deux autres bases de E' et I/, et, si P et
Q sont les matrices de passage de (a;) & (af) et de (b;) & (b), de sorte que siz = » zja; = » _zja} € E,

ona X = PX'etdeméme poury € F,Y = QY’, alors,ona f(z,y) = 'Y (*\QAP)X'. Ainsi, la matrice
de f relative aux bases (a;) et (b;) est ‘QAP.

Proposition 6.1.6. Soit f € .(E, E; C) = .7(E; C). Les conditions suivantes sont équivalentes :

D)V(z,y) € EXE, f(z,y) = f(y, x).
2)Vz € E, f(z,z) € R

Définition 6.1.7. On dit qu’une forme sesquilinéaire sur £ x E vérifiant les propriétés de la proposition
ci-dessus est une forme hermitienne (on dit aussi qu’elle possede la symeétrie hermitienne). L’ensemble
des formes hermitiennes sera noté %, ( E'; C) ou plus simplement .7, (E).

Remarque 6.1.8. .%,(E) est un sous-espace vectoriel de .7 (E; C) seulement sur R. De plus, on peut faci-
lement voir que toute forme sesquilinéaire s’écrit, de maniere unique, comme somme d’une forme hermi-
tienne et d’une forme sesquilinéaire telle que f(z,x) € iR.

Proposition 6.1.9. Supposons dim £/ = n et soit (a;) une base de E. Alors f € .#(E;C) est hermitienne
si et seulement si sa matrice dans la base (a;) Vvérifie la relation *A = A. En particulier, la dimension de

Ih(E) est @ Une matrice M € M, (C) vérifiant *M = M est dite hermitienne.

6.2 Formes hermitiennes et formes quadratiques hermitiennes

Définition 6.2.1. Soient E un espace vectoriel sur C et f € %, (F). On appelle forme quadratique her-
mitienne associée & f I’application z — ¢¢(z) = f(x,z) € R. On notera Q;(E) I’ensemble des formes
quadratiques hermitiennes sur E.

Proposition 6.2.2. L’application f +— ¢, est un isomorphisme de ., (E) sur Q(E). L’homomorphisme
réciproque est donné par g — f, ou

folz,y) = — (¢(z +y) — q(z — y) +iq(z + 1y) — iq(z —1y)).

e~ =

La forme hermitienne f, s’appelle la forme polaire de gq.
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6.3. ORTHOGONALITE, ELEMENTS ISOTROPES

Remarque 6.2.3. Si f € .#,(F) et si E est de dimension finie, si A est la matrice de f dans une base, on
dit que A est la matrice de ¢; dans cette base. Si z € E on a donc ¢f(z) = 'X AX, c’est-a-dire

Zau |x,| +2 Zawac z;

1<j

Exemple 6.2.4. 1) E=C", f szy,douqf Zm\

2>E:<fc([a,b]),f<x,y>:/x(> (t)dt ot g () /\x ) d.

Définition 6.2.5. Soit f € .#,(F). On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel (sur C) défini par
ker f ={x € Etq.Vy e E, f(z,y) =0} ={y € Et.q.Vx € E, f(x,y) = 0}. f est dite non dégénérée
si ker f = {0} et dégénérée sinon.

Proposition 6.2.6. Soit f € .7, (F).

1) Soit ¢y : E — E* I’application semi-linéaire définie par ¢;(y) = f, ou fy(z) = f(z,y), x € E.
Alors ker ¢ = ker f. Si dim E' < +o0, par définition, on appelle rang de f le rang de ;.

2) Si E est de dimension finie, et si A est la matrice de f relative a une base (a;) de E, alors A est la
matrice de ¢ relative aux bases (a;) et (a}). En particulier, rg(f) = rg(A), et f est non dégénérée si et
seulement si det A # 0.

Remarque 6.2.7. Comme pour les formes bilinéaires, si ¢ ¢ est un isomorphisme, on identifie généralement
E et E*, etonnote f(x,y) =< x,y >, bien que ce produit scalaire ne soit plus bilinéaire, mais hermitien.

6.3 Orthogonalité, eléments isotropes

Définition 6.3.1. Soit f € .7, (F). On dit que deux éléments de E, x et y, sont orthogonaux si f(z,y) = 0.
Deux parties A et B de E sont dites orthogonales si Vo € A, Vy € B, f(z,y) = 0.

Proposition 6.3.2. Soit f € .%,(E). Si F estun sous-espace vectoriel de E alors F+ = {z € Et.q. f(z,y) =
0Vy € F'} est un sous-espace vectoriel de E appelé I’orthogonal de F relativement a f.

Définition 6.3.3. Soit f € .%,(F). Ondit que z € E est isotrope relativement a f (ou a ¢y), si ¢;(z) = 0.
Si F' est un sous-espace vectoriel de E, on dit que F est isotrope relativement a f si £'N F+ # {0}.

Théoréme 6.3.4. Supposons E de dimension finie, et soient f € .#},(F) et F' un sous-espace vectoriel de
E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F' n’est pas isotrope ;

(ii) firxr €st non dégeneree ;

(iiiy Fn F+ = {0};

(iVVE=F@ F*.
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6.4. FORMES HERMITIENNES POSITIVES, ESPACE HERMITIEN

Corollaire 6.3.5. Si E est de dimension finie et si ' est un sous-espace de E non isotrope, alors dim F'+ =
dim E — dim F. En particulier,si z € E est non isotrope, {Cz}* est un hyperplan ne contenant pas .

Proposition 6.3.6. Soient f € ., (F) et F un sous-espace de E.
1) F c (FH™*
2) Si E est de dimension finie et si f est non dégénérée, ona F = (F+)* etdim F'+ = dim E — dim F.

Remarque 6.3.7. Comme dans le cas des formes bilinéaires, si f est dégénérée, on n’a pas nécessairement
F = (F1Y)*ni E=F ® F* (méme lorsque f est non dégénérée pour cette derniére propriété).

Proposition 6.3.8. Soit f € .7,(FE) non dégénérée. Alors un sous-espace F' de E est non isotrope si et
seulement si F'+ I’est.

Proposition 6.3.9. Supposons dim £ < +oo, et soit f € .7, (F) non dégénérée. Si (a;) est une base de F,
il existe une unique base (a;) de E telle que f(a;, a}) = &;; : on I"appelle la base duale de (a;) relativement

af.

Définition 6.3.10. Supposons E de dimension finie et soit f € .#,(E). Une base (a;) de E est dite ortho-
gonale (resp. orthonormale) relativement & f si i # j implique f(a;,a;) = 0 (resp. f(a;a;) = ;).

Proposition 6.3.11. E étant de dimension finie, soit f € ., (E). Alors il existe des bases de E, (a;), telles
que, sir =rg(f), f(a;a;) =0pouri # j, f(aja;) #0pourl <i <retf(a;,a;)=0pourr+1<i<n.

6.4 Formes hermitiennes positives, espace Hermitien

Théoreme 6.4.1. (LOI D’INERTIE DE SYLVESTER) Soient £ un espace vectoriel de dimension finie sur C
et f € yh(E)
1) Il existe une bases (a;) de E et deux entiers s et t tels que siz = Y _za;ety = » ya;, 0na

2 2

s s+t
f(z,y) = Z%E - Z TilYi,
i=1 i=s+1
s s+t
soit ¢f(z) = Z |z;|” — Z |z
=1 i=s+1
2) Si il existe une autre base (a}) de E et deux entiers s’ et ¢’ tels que, dans les coordonnées relatives a

sl S'+tl
cette base, on ait gy (z) = > _[zf|*— Y |z;[* alors,onas=s"ett =1

=1 i=s'+1

3) Le couple (s, t) s’appelle la signature de f.
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6.5. REDUCTION DES OPERATEURS NORMAUX

Définition 6.4.2. Soit F un espace vectoriel sur C et f € .7, (F). On dit que f est positive si Vz € F,
gr(z) > 0. Autrement dit, si A = («;;) est la matrice de F' dans une base de E, alors A est une matrice
hermitienne positive (i. e. ‘A = A et V(zy, - z,) € C, Y _ iz > 0.

,J

Proposition 6.4.3. Soit f € ., (F) positive.
1)Vz,y € B, |f(z,y)]” < ¢;(2)qs(y) (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
2)Va,y € E, qi(x +y)'/? < q7(x)?q;(y)"/? (inégalité triangulaire).

Proposition 6.4.4. Soit f € .7, (F) positive.

1) z est isotrope < x € ker f.

2) Si f est non dégénéreée, on dit que f est définie positive.

3) q}/Q est une semi-norme sur E, et une norme si f est non dégenérée.

4) Si f est non dégénérée, E muni de gy est appelé un espace préhilbertien complexe et si de plus £
est de dimension finie, on I’appelle un espace hermitien.

Remarque 6.4.5. Si f estnon dégénérée, il existe des bases orthonormales. Par suite, il n’existe qu’une seule
structure d’espace hermitien de dimension n. Comme dans le cas réel, on choisit une forme hermitienne
fondamentale f; que I’on appelle produit scalaire hermitien (ou simplement produit scalaire). Dans une

1/2
base orthonormale, on a ¢;(z)/? = ||z|| = (Z |xz‘2> '
i

6.5 Réduction des opérateurs normaux

Proposition 6.5.1. Soient E I’espace Hermitien de dimension n, f, sa forme fondamentale, et soit v €
Z(E). Il existe un unique u* € Z(E) tel queVz,y € E, fo(u(x),y) = fo(z,u*(y)). u* s’appelle I’adjoint
de u. De plus :

1) Si p; : E — E* estI’isomorphisme semi-linéaire associé a f, onau* = gp;lotuogpf. En particulier,
si (a;) est une base de E, A la matrice de f, dans cette base, M la matrice de u et M* celle de u*, on a
M* = A~'*M A. Si cette base est orthonormale, on a M* = *M.

2) De plus, on a les propriétés suivantes : (u+v)* = u*+v*, (A\u)* = ¥, (uov)* = v*ou*, (u*)* = u,
rg(u*) = rg(u), det(u*) = det(u), si u est inversible, u* I’est aussi et (u*)~' = (u™')*.

Proposition 6.5.2. Soient E I’espace Hermitien de dimension n et u € Z(E). f, étant la forme fonda-
mentale, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Vz,y € B, fo(u(z), u(y)) = fo(z,y);

(i) Ve € B, [Ju(z)|| = ||=];

(il u* ou =idg;

(VY uou* =idg;

(v) u estinversible et u ™! = u*;

(vi) Si A est la matrice de f, et M celle de u dans une base de £, ona A = *M AM. Un tel endomor-
phisme de E est appelé un opérateur unitaire de F.
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Remarque 6.5.3. 1) Dans une base orthonormale, la matrice M d’un endomorphisme unitaire vérifie tM = M !,
Une matrice vérifiant cette relation est dite unitaire. Par exemple, la matrice de passage d’une base ortho-
normale a une autre est unitaire.

2) U’ensemble des opérateurs unitaires est un sous-groupe de GL,,(C) appelé le groupe unitaire et noté
U(n,C).

Proposition 6.5.4. Soit » un endomorphisme unitaire de E. Les valeurs propres de « sont des nombres
complexes de module 1 et le déterminant de « a le méme propriété. L’ensemble des u € U(n, C) tels que
det u = 1 est appelé le groupe unitaire spécial et est noté SU(n, C).

Proposition 6.5.5. Soient E I’espace Hermitien de dimension n et v € Z(F). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

() u=u*;

(i) Va,y € E, fo(u(z),y) = folz,uly));

(i) Vo € E, fo(z,u(z)) € R;

(iv) si A est la matrice de f; relative a une base de E et M celle de u, ona ‘M A = AM. En particulier,
si la base est orthonormale, M est hermitienne. Un endomorphisme de E Vvérifiant ces propriétés est appelé
un opérateur hermitien.

Proposition 6.5.6. Les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles.

Remarque 6.5.7. 1) L’ensemble des opérateurs hermitiens n’est pas un sous_espace vectoriel de .Z(F) : si
u et v sont hermitiens, u + v ’est aussi, mais, pour A € C \ R, Au ne I’est pas car (Au)" = Au # Au.

2) L’application v +— f, de I’ensemble des opérateurs hermitiens sur £ dans I’ensemble des formes
hermitiennes définies par f,(z,y) = fo(x, u(y)) est surjective.

Proposition 6.5.8. Soient £ I’espace Hermitien de dimension n. Un endomorphisme u de E est dit normal
Siuowu* = u* owu. De plus, dans ce cas :

() Vx € E, ||u(z)|| = ||u*(x)]||. En particulier, ker u = ker u*.

(i) Soient \ une valeur propre de u et 2 un vecteur propre associé. Alors, u*(z) = Az.

(iii) Si A et )’ sont deux valeurs propres de u distinctes, les sous-espaces propres V() et V(\') sont
orthogonaux.

(iv) Si Aa est une valeur propre de u, alors le sous-espace propre V() qui lui est associé est stable par
u* et son orthogonal V' () et stable par u et u*.

Remarque 6.5.9. Les opérateurs unitaires et hermitiens sont normaux.

Théoréme 6.5.10. Soient E I’espace Hermitien de dimension n, et u € Z(FE). Si u est normal, il existe
une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.
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Corollaire 6.5.11. 1) Soit A une matrice de M,,(C) qui est normale (i. e. A*A = A* A). Alors, il existe une
matrice unitaire P telle que P~ ' AP soit diagonale.
2) Soit f une forme hermitienne sur E. Il existe des base orthonormales de E qui sont orthogonales

pour f.

Définition 6.5.12. Soient E 1’espace hermitien de dimension n et F' un sous-espace de E. On dit que
p € Z(E) est la projection orthogonale sur F'si p(E) C F,et,siVz € E, v — p(z) € F*.

Proposition 6.5.13. Soit E I’espace Hermitien de dimension n.

1) p € Z(FE) est la projection orthogonale sur un sous-espace de E si et seulement si p?2 = p et p = p*.
En particulier, si p est la projection sur F, pr = idp.

2) Soient E; deux sous-espaces de F (i = 1, 2) et p; les projections orthogonales sur E;. Alors E; | Fy
si et seulement si p; o py = 0.

Remarque 6.5.14. Le théoréme 6.5.10 peut s’énoncer comme suit : soit u € .£(E) un endomorphisme

normal. Alors il existe des projections orthogonales p;, 1 < i < j, telles que p;op; = 0,si¢ # j et
k k

des nombres complexes A; tels que u = Z A:p;. De plus, on peut toujours supposer Zpi =idg (. e.
i=1 i=1

E= @pz(E))

Proposition 6.5.15. Soit E I’espace Hermitien de dimensionn et soitu € .Z(E).

1) Supposons qu’il existe une base orthonormale (a;):<;<», de E formée de vecteurs propres de u, i. €.
Vi, u(a;) = Aa;. Alors Vi, u*(a;) = \ia;.

2) u est normal si et seulement si il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de w.

Proposition 6.5.16. Soit E I’espace Hermitien de dimension n et soit (u;);c; une famille d’endomor-
phismes de F tels que :

(@) Vi, j, u; o uj = ujouy;

(b) Vi, u; est normal.

Alors, il existe une base orthonormale de E telle que, pour tout i € I, les éléments de cette base sont
des vecteurs propres de u,;. En d’autres termes, il existe des projections orthogonales p;, 1 < 7 < k telles
que p # [ implique p, o p, = 0, et telles que Vi € I, u; est combinaison linéaire des p;.

Corollaire 6.5.17. Soit (A;);cr une famille dans M, (C). On suppose que :
(a) Vi,j, AzAJ = AJAZ .
(b) Vi, A¥A; = A AL
Alors, il existe une matrice unitaire P telle que, Vi € I, P~'A; P soit diagonale.

Proposition 6.5.18. Soit A une matrice hermitienne positive. Alors, il existe une unique matrice hermi-
tienne positive A’ telle que A’2 = A. A’ s’appelle la racine carrée positive de A.
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Proposition 6.5.19. Soit E I’espace Hermitien de dimension n.

1) Soit u € .Z(E) un endomorphisme hermitien. Alors, u — iid i est inversible et v = (u +7idg) o (u —
iidg)~" est unitaire et 1 n’est pas valeur propre de v.

2) Soit v un endomorphisme unitaire de E tel que 1 ne soit pas valeur propre de v. Alors u = i(v +
idg) o (v —idg)~" est hermitien.
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