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Chapitre 1

ESPACES ET FONCTIONS
MESURABLES, MESURES

1.1 Tribus

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble.
1) On appelle Clan de parties de E, un sous-ensemble non vide C de P(FE) vérifiant les deux
conditions suivantes:
~(CL)) Y(M,N) €C xC, MUN €C;
-(CLg) V(M,N) € C xC, MN N° € C ( N¢ désignant le complémentaire de N ).
2) On dit que A C P(E) est une algébre booléenne sur E si A est un clan vérifiant la condition
-(A) E€ A.
3) On appelle Tribu de parties de E (ou encore c-algébre) une albébre booléenne M sur E telle
que:
-(T) Toute réunion dénombrable d’éléments de M appartient & M.

De la définition 1.1.1 il résulte aussitot les propriétés suivantes:

Proposition 1.1.2 1) Une partie M de P(F) est une tribu si et seulement si elle vérifie les con-
ditions suivantes:

(i) ) € M;

(ii) Toute réunion dénombrable d’éléments de M appartient a M.

(iii) VM € M, M°¢ € M.

2) Soit M une tribu sur E. Toute intersection dénombrable d’éléments de M appartient a M.
3) Toute intersection de tribus sur E est une tribu sur E. En particulier, si T C P(FE) il existe une
plus petite tribu sur E contenant 7. On ’appelle la tribu engendrée par T, et on la note M(T).

Proposition 1.1.3 Soient E et F' deux ensembles, et f une application de E dans F'.
1) Si M' est une tribu sur F, alors f~'(M'’) est une tribu sur E.

2) Soit B C P(F). Alors, f ' (M(B)) = M(f(B)).

Comme précédement, la vérification de cette proposition se fait immédiatement a partir de la
définition 1.1.1.



Exemple 1.1.4 1) P(F) et {E, (Z)} sont les exemples les plus simples de tribus sur E.

2) Tout autre exemple peut étre considéré comme de la forme M(B), avec les notation de la
propositionl.1.2

Nous allons maintenant voir un autre exemple fondamental de tribu:

Définition 1.1.5 Soit X un espace topologique. On appelle tribu des boréliens de X Ia tribu
B(X) engendré par les ouverts de X (i.e. B(X) = M(O) si O est 'ensemble des ouverts de X,
c’est-a~dire la topologie de X ). Un élément de B(X) est appelé un borélien de X. De plus B(X)
est aussi engendré par les fermés de X.

Proposition 1.1.6 Soient E et E' deux espaces topologiques a bases dénombrables d’ouverts By
et By. Alors la tribu des boréliens de ’espace topologique produit E x E' est engendrée par les
ouverts de la forme U x U ou U € By et U' € ;.

Demonstration. En effet, pour le voir, il suffit de remarquer que ’ensemble des ouverts U x U’
est dénombrable g

Corollaire 1.1.7 Soit A un sous-ensemble dense de R.

1) La tribu borélienne de R, est engendré par les intervalles ouverts de la forme ]a, 400 ot a € A.

2) La tribu borélienne de R (= RU {—o0, +o0}) est engendré par les intervalles ouverts de la forme

la,+00] ou a € A.

3) Supposons que A soit dénombrable. Alors la tribu borélienne de R™ est engendré par les pavés
n

de la forme H I; ou I; est un intervalle ouvertde R dont les bornes appartiennent a A.
i=1
Demonstration. Les 1) et 2) sont immédiats, et le 3) résulte de la proposition 1.1.6 g

Remarque 1.1.8 1) Dans le corollairel.1.7, nous avons considéré R comme un espace topologique
. Ceci se répétera constament par la suite. Rappelons donc que les voisinages de 400 (resp. —o0)
sont les ensembles contenant un intervalle ouvert de la forme |a, +o0] (resp. [—00, al).

2) A propos des tribus boréliennes, rappelons les terminologies fort utiles suivantes:

a) On appelle F, toute réunion dénombrable de fermés d’un espace topologique;

b) On appelle G toute intersection dénombrable d’ouverts d’un espace topologique.

Il est clair que les F;, et les G5 sont des boréliens.

1.2 Mesurabilité



1.2.1 Espaces et fonctions mesurables

Définition 1.2.1 1) On appelle espace mesurable un couple (E, M)formé d’un ensemble E et
d’une tribu M sur E.

2) Soient (E, M) et (E', M') deux espaces mesurés. On dit qu’une applcation f : E — E' est
(M, M")-mesurable (ou simplement mesurable si aucune confusion n’est possible) si f~1(M") C
M.

3) Si X et X' sont deux espaces topologiques, les fonctions de X dans X' mesurables pour les tribus
boréliennes sont appelées les fonctions boréliennes.

Remarque 1.2.2 Soit (E, M) un espace mesurable. Lorsque I'on parle de fonction mesurable de
E dans un espace topologique X il est toujours sous-entendu (sauf mention expresse du contraire)
que X est considéré comme espace mesurable muni de sa tribu borélienne.

Les propriétés suivantes sont des conséquences immeédiates de la définition 1.2.1 et de la proposition
1.1.3:

Proposition 1.2.3 1) La composée (convenable) de deux fonctions mesurables est mesurable.

2) Soient (E, M) et (E', M') deux espaces mesurables et f : E — E'. Soit M|, une partie de M’
qui engendre M. Pour que f soit mesurable, il faut et il suffit que f~*(M}) C M.

3) Soient (E, M) un espace mesurable et X un espace topologique. Pour que f : E — X soit
mesurable, il faut et il suffit que V) ouvert de X, f~'(Q) € M. En particulier, toute application
continue d’un espace topologique dans un autre est borélienne.

Proposition 1.2.4 Soient (E, M) un espace mesurable, X, et X, deux espaces topologiques et
f = (f1, f2) une application de E dans X; x Xs.

(i) Si f est mesurable, alors f et f, le sont;

(ii) Si X; et X, sont & base dénombrable d’ouverts et si f1 et fo sont mesurables, alors f 'est aussi.

Demonstration. Le (i) résulte du 2) de la proposition 1.2.3 car les projections sont continues, et
le (ii) resulte de la proposition 1.1.6 et du 2) de la proposition 1.2.3 g

Proposition 1.2.5 Soit (E, M) un espace mesurable.

1) Pour qu’une application f de E dans R ou R soit mesurable, il faut et il suffit que pour a € A,
avec A =R, les ensembles {f > a} appartiennent 4 M.

2) Pour que f : E —> C soit mesurable, il faut et il suffit que Ref et Jm f le soient.

Demonstration. Le 1) résulte du corollaire 1.1.7 et de la proposition 1.2.3. Le deuxiémement
résulte lui de la proposition 1.2.4 @



Proposition 1.2.6 Soient (E, M)un espace mesurable et F' un espace vectoriel topologique sur K
a base dénombrable d’ouverts. Soient f et g deux fonctions mesurables de E' dans F'.

1) Pour tous A et p dans K, \f + pg est mesurable.

2) Si de plus F est R, R ou C, si fg est définie, elle est mesurable.

3) Si F est un espace normé, pour tout p € R, la fonction || f||? (resp. |f[? si F' est R ou C) est
mesurable. De plus, si F' est R ou C, et si, Vo € E, f(x) # 0 le résultat est vrai pour p < 0.

Demonstration. Le 1) et le 2) résultent de la proposition 1.2.4 et de la continuité de ’addition
et du produit. Le 3) résulte lui de la proposition 1.2.3 &

Remarque 1.2.7 Soient f et g deux fonctions mesurables a valeurs dans Ry. Si on pose comme
convention que 0(+o0) = 0, alors fg est partout définie et mesurable.

Proposition 1.2.8 Soient (E, M) un espace mesurable et (f,,)n,eN une suite de fonctions mesura-
bles a valeurs dans R. Alors les quatre fonctions

x+—>supfp(x), =r— ilgffn(:v),

T r— nh_)ncr}ofn(x), T —> nh_)_rglofn(x),
sont mesurables. En particulier:
(a) si f est mesurable, f* et f~ le sont;
(b) (fn)neN étant une suite de fonctions mesurables & valeurs dans R, R ou C qui converge simplement
vers une fonction f, celle-ci est aussi mesurable.

Demonstration. En effet, Vo € R, on a {supfn > a} = U ({fn > a}) et {i%ffn > a} =

ﬂ ({ fn > a}). La mesurabilité des deux premieres fonctions résulte donc de la proposition 1.2.5.
n

La mesurabilité des deux suivantes en résulte car si (u,) est une suite de nombres réels, on a

limu,, = inf (sup un) et lim u,, = sup ( inf un) Enfin les (b) et (a) de la proposition 1.2.8 résultent
P20 X n>p p>0 P27

de ce qui précede et de la proposition 1.2.5 g

Remarque 1.2.9 Soit (E, M) un espace mesurable. Pour qu’une partie A de E appartiennent
M, il faut et il suffit que la fonction caractéristique x 4 de A soit mesurable. C’est pour cette raison
que les éléments de M sont appelés les ensembles mesurables.



1.2.2 Fonctions étagées

Les fonctions mesurables que nous allons maintenant définir sont fondamentales pour la définition
de I'intégrale que nous verrons au chapitre suivant.

Définition 1.2.10 Soient (E, M) et (F, M') deux espaces mesurables. On dit qu’une application
f+ E — F est étagée si elle est mesurable et si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs qui
sont de plus finies dans le cas ot F = R.

Proposition 1.2.11 Soit (E, M) un espace mesurable. pour qu’une application f de E dans un

espace vectoriel topologique séparé a base dénombrable d’ouverts I (resp. R) soit étagée, il faut et

il suffit qu’il existe une partition (E;)1<;<, de E par des ensembles E; mesurables, et n éléments
n

de F (resp. R) (o;)1<i<n tels que I'on ait f = a;Xg,, Xg, désignant la fonction caractéristique de

i=1
E;.

Demonstration. Soient a;, 1 <4 < n les valeurs que prend f. Puisque F est séparé, E; = f~(a;)
est mesurable. La conclusion résulte donc de la proposition 1.2.6 g

Remarque 1.2.12 Dans la propositionl.2.11, I’écriture de f n’est évidement pas unique. Elle I’est
si on impose que les «; soient deux a deux distincts.

Théoréme 1.2.13 Soit (E, M) un espace mesurable.

1) Les fonctions mesurables de E dans R, R ou C sont les fonctions qui sont limites simples d’une
suite de fonctions étagées.

2) Si f est une fonction mesurable de E dans R, il existe une suite croissante de fonctions étagées
positives qui converge simplement vers f.

Demonstration. D’apres la proposition 1.2.8, toute limite simple de fonctions étagées est mesu-
rable . Montrons donc la réciproque.
Soit donc f une fonction mesurable a valeurs dans R, R ou C.

1°) Supposons tout d’abord que f est a valeurs dans [0, M[. Pour tout n € N*, les ensembles
on—1

E, = {g; € E tq. ]‘é—%g f(z) g(kj;ﬂ}, 0 < k < 2" — 1 sont mesurables et f, = z ]E—]}z/[XEk
k=1

est une fonction étagée sur E. De plus on voit immédiatement que la suite (f,) est croissante et
qu’elle converge uniformément vers f puisque 0 < f(z) — fu(x) g%.

2°) Supposons maintenant que f soit a valeurs dans Ry. Pour tout n € N, posons g, = inf(f, n).
La suite (g,) est donc une suite croissante de fonctions mesurables (d’apres la proposition 1.2.8)
positives qui converge simplement vers f. En appliquant le 1 °), il existe, pour tout n, une fonction

étagée h, positive telle que h, < g, et ||gn — hAnllw < 1/n. Posons alors f, = sup h;. Il est
1<i<n
alors clair que (f,) est une suite croissante de fonctions étagées positives telles que f, < f et

lgn — frlloo < 1/n et, par suite, qui converge simplement vers f.



3°) Pour les fonctions a valeurs dans R, on écrit f = f* — f~ (proposition 1.2.8) et on applique
ce qui précede.

4°) Enfin pour les fonctions a valeurs dans C on sépare partie réelle et imaginaire (proposition
1.25)m

1.3 Mesures

1.3.1 Définitions et propriétés générales, exemples

Définition 1.3.1 Soit (E, M) un espace mesurable. On appelle mesure positive (resp. mesure
complexe, mesure réelle) sur (F, M) une application u de M dans R, (resp. C, R) qui est
o-additive, c’est-a~dire telle que, pour toute suite (A, )neN d’éléments de M deux a deux disjoints,

o w(U ) = Suan,

neN neN
la somme ci-dessus étant < 400 (resp. dans C, R).
De plus, si E est un espace topologique localement compact séparé muni de sa tribu des
boréliens, une mesure positive (resp. complexe, réelle) sur E est appelée une mesure de borel
positive (resp. mesure de borel complexe, réelle).
Une mesure positive est dite o-finie (resp. finie) s’il existe une suite (E,) de parties mesurables
de E telle que E = | J E, et u(E,) < +o0, Vn (resp. u(E) < 400).

n
Un espace mesurable muni d’une mesure s’appelle un espace mesuré et on le note (E, M,pu).

Remarque 1.3.2 Placgons nous dans les conditions de la définition1.3.1. Si u est une mesure pos-

itive, la somme Y _ j(A,) n’est pas nécéssairement convergente (elle est < +oc). Par contre dans
neN
le cas des mesures réelles ou complexes, cette somme est (par définition) nécéssairement commu-

tativement convergente et par suite absolument convergente. Une mesure réelle qui prend ses
valeurs dans R, est une mesure positive finie.

Exemple 1.3.3 1) Soit E' un ensemble. Munissons le de la trubu P(E). Si A C E, posons u(A) =le
nombre de points de A si A est fini, +00 sinon. p est clairement une mesure sur (E,P(E)): on
Pappelle la mesure discréte sur E ou mesure de décompte.

2) Soit (E, M) un espace mesuré, et a € E. Si A € M, posons u(A) =1sia € A et u(A) =0 si
a & A. Alors i est une mesure sur (E, M) que 'on appelle la mesure de Dirac au point a.

3) Un exemple fondamental de mesure est celui de la mesure de Lebesgue sur R". Nous verrons
la preuve de son existence au Chapitre 3. Pour I'instant, disons simplement la chose suivante: la
mesure de Lebesgue sur R" est I’'unique mesure positive m sur la tribu des boréliens de R"™ telle que

pourtout pavé P = [[ I;, I; intervalle de R, on a m(P) = [] |Li|, o |I;| désigne la longueur de I;.
i=1 i=1



Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition 1.3.1:

Proposition 1.3.4 Soit (R, M, 1) un espace mesuré, et soient A et B deux parties mesurables de
E.

(i) (AU B) = p(A) + u(B\A) = p(B) + p(A\B). En particulier, si p est positive, et si A C B, on
a p(A) < p(B).
(ii) u(B) = u(B\A) + u(A N B). En particulier, lorsque u est positive, si (A N B) est fini, on a

p(B\A) = u(B) — u(AN B).

(iii) p(AU B) + (AN B) = u(A) + p(B). En particulier, si . est positive et si (A N B) est fini,
w(AUB) = pu(A) + u(B) — p(AN B).

Proposition 1.3.5 Soit (A,)neN une suite de parties mesurables d’un espace mesuré (E, M, ).

n—1
1) Pour tout n € N posons B,, = An\( U Ai). Alors u( U An) = Z w(By,). En particulier, si p
=1 neN neN

est positive, ,u( U An) <D (A
neN neN

2) Supposons que la suite (A,) soit croissante. Alors u( U An) = lim w(Ay).
3) Supposons maintenant que la suite (A,) soit décroissante. Si u est une mesure complexe,

,u( N An) = lim p(Ay); si p est positive et s’il existe n tel que 1(Ay) < +oo alors la méme
neN

formule est vraie.
Demonstration. Les ensembles B,, étant deux a deux disjoints, le 1) résulte aussitot de la définition
1.3.1. Vérifions tout d’abord le 2) pour une mesure complexe: on applique la formule du 1) en

remarquant que ici B, = A,\A,_1, et par suite ((ii) de la proposition 1.3.4), u(B,) = p(A,) —
p(An_1); la série Y p(B,) étant absolument convergente (remarque 1.3.2), la conclusion s’obtient

n
immédiatement. Supposons maintenant que yu soit positive: s’il existe M tel que sup w(Ay) < M, le

résultat s’obtient comme ci-dessus; si par contre ce sup est infini, par le (i) de la proposmon 1.3.4
on obtient ,u(U An) = +00.
n

Vérifions maintenant le 3). La suite (Ap\An)neN est croissante, donc d’apres le 2), on a

u (AO\O An> = limys(Ag\A,,)

et la conclusion résulte du (ii) de la proposition 1.3.4 &

Remarque 1.3.6 La seconde partie du 3) de la propositionl.3.5peut étre fausse si u(A,) = 400
pour tout n € N. Par exemple, avec la mesure de Lebesgue sur R et A, = [n,+o0|.



Proposition 1.3.7 Soit (E, M, i) un espace mesuré, la mesure p étant positive,et soit (A,)neN
une suite de parties mesurables de E. Par definition, on pose: n@o A, = ( U An) et lim A, =

U ( ﬂ An). P n>p

peN "n>p
1) Alors u<1lzl—elln‘IA") < lim p(A,).

n—,oo
2) De plus s’il existe p € N tel que ,u(ngp An) < 400, alors nh_)nolo u(Ay) < “(EEIRIA")'
Demonstration. En effet, d’apres le 1) de la proposition 1.3.5, on a ,u(li_mAn> = pli_)m u( ﬂ An),
n o n>p

et, d’apres le (i) de la proposition 1.3.4 ,u( ﬂ An) < iI;f 1(Ay) < limpu(A,). Le deuxiemement
n>p n=p n
s’obtient de la méme maniére en appliquant le 2) de la proposition 1.3.5 &

Remarque 1.3.8 Lorsque p est une mesure positive, le 2) de la propositionl.3.5 peut étre faux si
on ne suppose pas que I’'un des A,, est de mesure finie.

1.3.2 Mesures positives: ensembles négligeables, complétion

Dans tout ce sous-paragraphe, nous ne considérerons que des mesures positives.

Définition 1.3.9 Soit (E, M, 1) un espace mesuré, u étant une mesure positive. On dit qu’une
partie A de E est négligeable s’il existe une partie mesurable B telle que A C B et u(B) = 0.
On dit qu’une proppriéte est vraie presque partout s’il existe un sous-ensemble négligeable A de
E tel qu’elle soit vraie en tout point de E\A.

On dit qu’un espace mesuré est complet si tout ensemble négligeable est mesurable.

Théoréme 1.3.10 Soit (E, M, p) un espace mesuré (u > 0).

1) L’ensemble M = {A UN, A e M, N negligeable} est une tribu sur E appelée la tribu
complétée de M pour la mesure p.

2) Il existe une et une seule mesure [i sur M prolongeant y telle que 'espace mesuré (E, M, f1) soit
complet. L’espace mesuré (E, M, i) s’appele le complété de (E, M, p).

Demonstration. Vérifions tout d’abord que M est une tribu. Pour cela, vérifions les conditions
de la proposition 1.1.2: d’apres la proposition 1.3.5, les deux premieres conditions sont vérifiées.
Reste la troisieme: Soit A = AUN un élément de M, A € M, N négligeable. Il existe donc B € M
tel que (B) =0 et N C B. On adonc A = AU(BN(B\N)°) et par suite A° = (AUB)°U(B\N),
ce qui prouve que A¢ € M puisque B\N est négligeable.

Démontrons maintenant le 2) du théoréme 1.3.10. Tout d’abord, si p’ est une mesure qui prolonge
i, d’apres le (i) de la proposition 1.3.4, on a p'(A) = 0 pour tout ensemble négligeable A, et comme
tout élément de M peut s’écrire AUN avec A € M, N négligeable et ANN = (), 11/ est entierement
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déterminée sur M. Montrons maintenant Iexistence de fi. Remarquons tout d’abord que si A; U
N1 = Ay U Ny, Ay, Ay € M et N1, Ny négligeables, on a p(A;) = u(As): en effet, si Ny C By avec
By € M, u(Bs) =0, 0na pu(A;) < p(A2UBs) < pu(Az)+u(Bz) = pu(Az), et de méme, pu(As) < p(Ay).
Alors si pour A= AUN € M on pose [i(A) = u(A) on définit bien une application de M dans R,
qui prolonge u. Pour conclure, il suffit donc de vérifier que cette application est o-additive car les
ensembles négligeables pour fi et p sont les méme. Or si (fln) est une suite d’éléments de M deux
4 deux disjoints, A, = A, UN,, une réunion dénombrable d’ensemble négligeables étant négligeable

(proposition 1.3.5), on a ,EL(UA”) = ,u(UAn) = Z,u(An) = Zﬂ(fln), ce qui acheve la preuve

du théoreme g

Remarque 1.3.11 Nous verrons dans le chapitre suivant que deux fonctions mesurables qui sont
égales presque partout (i.e. en dehors d’un ensemble négligeable c.f. définition1.3.9) ne peuvent pas
étre distingués du point de vue de I'intégration. C’est pour cette raison que ’'on étend généralement
la définition des fonctions mesurables de la maniére suivante:

On dit qu’une fonction f définie sur une partie mesurable A d’un espace mesuré (E, M, pu) et
a valeurs dans un espace mesurable (E', M') est une fonction mesurable si p(A°) = 0 et si
VB € M', ona f~Y(B)NA € M. En particulier, si f est a valeurs dans C ou R, il revient au méme
de dire que la fonction f définie sur E tout entier en prolongeant f par zéro est mesurable au sens
de la définition1.2.1.

On appelle parfois les fonctions mesurables au sens ci-dessus les fonction mesurables définies
presque partout.

On pourra remarquer que si un espace mesuré est complet et si f est une fonction mesurable sur
E, elle le reste encore si on la modifie arbitrairement sur un ensemble négligeable.

Théoréme 1.3.12 (Theoreme d’Egoroff) Soient (E, M, u) un espace mesuré (i > 0) de mesure
finie (i.e. u(E) < 400) et (fn)neN une suite de fonctions mesurables sur E a valeurs dans R ou C.
On suppose que:

-(a) si les f, sont a valeurs dans R, pour tout n, ’ensemble { f, =< oo} est négligeable;

-(b) la suite (f,)neN converge simplement presque partout vers une fonction mesurable f;

-(c) si f est a valeurs dans R, I'ensemble {f =< oo} est négligeable.

Alors, pour tout € > 0, il existe une partie mesurable A de E telle que: pu(FE\A) < € la suite (f)neN
converge uniformément vers f sur A.

Demonstration. Tout d’abord, dans le cas ou les f,, et f sont a valeurs dans R, il existe A € M
tel que p(A) =0 et | J{fn =& 00} U {f =& oo} C A. Par suite, quitte & raisonner dans E\A, on

n
se ramene au cas ou toutes les fonctions sont finies, c’est-a-dire lorsqu’elles sont a valeurs dans C.
Pour n € N et 6 > 0 considérons F,, = {\fp(x) — f(z)| <0, Vp > n}: la suite (F,) est croissante,

et d’apres le 3) de la proposition 1.3.5, et I’hypothése, on a lim u(E\F,) = ,u( N (E\Fn)) = 0.

Ceci prouve que pour tout k& € N il existe Gy € M et un entier N, tels que p(Gy) <=5

2_197
pour n > Ny, |fu(z) — f(2)] <2—€k, pour tout z € E\Gy. Posons alors A = () (E\Gk). On a
keN

et,
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w(E\A) = ,u( U Gk) < e d’apres le 1) de la proposition 1.3.5. Pour tout n > 0, soit k& tel que
keN
2%§ n. Alors, pour z € A, et n > Ni, on a |fn(z) — f(z)| < n, puisque A C E\GY, ce qui prouve

le théoreme g

1.3.3 Mesures complexes: variation totale, absolue continuité

Théoréme 1.3.13 Soit y une mesure complexe sur un espace mesurable (E, M). Pour tout
E € M, posons

pl(B) =~ sup > |u(E)l. (3.1)
(E;)icNpartition ;—q

de E, E;eM

Alors, || est une mesure positive finie sur (E, M) que I'on appelle la variation totale de p.

Demonstration. Verifions tout d’abord que la formule 3.1 définit bien une mesure sur (E, M).
Pour cela il nous faut montrer que |u| ainsi définie est o-additive. Soit donc (A;);eN une suite
de parties mesurables de E deux a deux disjointes, et notons A leur réunion. Pour tout %, soit
t; tels que t; < |p|(A;), de sorte qu'il existe une partition Ej; de A; telle que > |u(Ej;)| > t;.

J
Alors les ensembles E;; forment une partition de A et par suite » t; < |u|(A), ce qui entraine

7

> |l(A4;) < |u|(A). Pour voir I'inégalité inverse, soit E; une partition de A. Les ensembles E; N A;

i
sont donc tels que, pour j fixé, ils forment une partition de E; et, pour ¢ fixé, une partition de A;.
Par suite, on a:

S In(E) =%

J

<33 u(E; N 4]
= 3 (B N A)| < Y Jul(4).

Ceci achéve de prouver que |p| est une mesure positive.

Il nous faut maintenant démontrer que |u| est finie. Raisonnons par I’absurde: supposons que
|u|(E) = 400 et montrons, par récurrence qu’il existe deux suites (A, )n>1 €t (By)n>o d’ensembles
mesurables telles que:

-pour n > 1, A, N B, = 0;

-pourn > 1, A, C B,_1;

-pour n > 0, |p|(B,) = +o0;

-pour n > 1, |u(4,)| > 1.

Prenons By = E et supposons A; et B; construits pour 1 < i < n — 1. Puisque |u|(B,_1) = +00,

ZN(Ej N A;)

2

il existe une partition (E;);eN de B,_1 et un entier n € N tels que Y _ [u(E;)| > 6(1 + |p(By_1)|)-
7j=1
Nous utilisons maintenant le lemme suivant:

12



Lemme 1.3.14 Soient z;, 1 < i < n des nombres complexes. Alors il existe un sous-ensemble S
de {1,2,...,n} tel que
1 n
Zi| 2> —0= 2|

i; 1= ﬁ; EA

Admettons un instant ce lemme pour finir la preuve du théoreme 1.3.13. En appliquant le lemme
1.3.14 au nombres complexes p(E;), on trouve une partie S de {1,...,n} telle que, si on pose A =
|J Ej,ona A C B,_q et |u(A)| > 1+ |u(By_1)| > 1. Alorssi B = B,_1\A4, on a |u(B)| > [u(4)| -
jes
|(Bn-1)| > 1. Comme, d’apres la premiere partie de la preuve, on a |u|(B,_1) = |u|(A) + |u/(B),
on a soit |u|(A) = 400 soit |u|(B) = +oo. Il suffit alors de choisir soit A, = A et B, = B soit
A, = B et B, = A. Alors, la suite (4,,) est une suite d’ensembles mesurables deux a deux disjoints
tel que |u(A,)| > 1 pour tout n. Mais ceci contredit la o-additivité de la mesure p car la série
> 1(A,) ne peut pas étre convergente i

n

Preuve du lemmel.3.14. Soit a = Z |z;|. Si on découpe le plan R? en quatre quadrants avec les

i
droites y =< z, I'un des ces quadrant est tel que la somme des |z;| pour les z; contenus dans ce
quadrant est supérieure & a/4. Supposons que ce soit celui défini par |y| < z. Alors puisque dans

ce quadrant on a Rez Zm, si S désigne I'ensemble des 7 tels que z; € {|y| < x}, il vient
V2 8

a

>N ez > ——,
> 0% 2

€S

P

1€S

d’ou le lemme g

Corollaire 1.3.15 L’ensemble des mesures complexes sur un espace mesurable (E, M) est un
espace vectoriel normé pour la norme ||p|| = |p|(E).

Proposition 1.3.16 Soit ;1 une mesure réelle sur un espace mesurable (E, M). Alors les formules

1 1
pt= 5(\u| +p), p= 5(\#\ — 1),

définissent deux mesures positives sur (E, M) appelées respectivement les variations positives et
négatives de p. De plus ce sont des mesures positives finies telles que p = pt—p~ et |p| = pt+pu,
Pavant derniére formule étant connue sous le nom de décomposition de Jordan de p.

Définition 1.3.17 1) Soient i1 et A deux mesures sur un espace mesurable (E, M), i étant supposée
positive. On dit que )\ est absoluement continue par rapport a u et on écrit A < u, si, pour
E e M, u(E) = 0 implique \(E) = 0.

2) On dit que deux mesures (quelconques) \1 et \y sur (E, M) sont mutuellement singuliéres,
et on écrit Ay L X9, s’il existe deux ensembles mesurables A et B disjoints tels que VE € M, on a
)\1(E) = )\1(E N A) et )\Q(E) = )\Q(E N B)

3) On dit qu’une mesure p sur (E, M) est concentrée sur un ensemble mesurable A si VE € M
on a u(E) = p(E N A), ou encore, si u(E) = 0 lorsque EN A = ).
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Proposition 1.3.18 Soient u, A, A; et Ay des mesures sur un espace mesuré (E, M), u étant
positive. Alors:

(a) Si A\ est concentrée sur A, il en est de méme de |A|;

(b) A1 L Xy implique |A\;| L |Aol;

(c) A < p implique || < p;

(d) \i < p et Ay L p impliquent Ay L Ao;

(e) A< p et A L p impliquent A = 0.

Demonstration. (a): si ENA=0et F C FE ona\F)=0. (b): résulte de (a). (c): si u(E) =0
et si (E;) est une partiton de E, on a u(E;) = 0 et comme A < 4, on a A(E;) = 0 pour tout 7. (d):
par hypotheése, il existe A mesurable tel que u(A) = 0 et Ay est concentrée sur A. Alors, pour tout
E C A M\ (E) =0, ce qui montre que \; est concentrée sur le complémentaire de A. (e): par (d),
ona AL Aceimplique A\=0n

Proposition 1.3.19 Soient A et i deux mesures sur un espace mesuré (E, M), u étant positive et
A complexe (donc finie si réelle). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) A < p;

(b) pour tout € > 0 il existe un § > 0 tel que pour E € M, u(E) < § implique |\(E)| < e.

Demonstration. Il est clair que (b) entraine (a), montrons donc que (a) implique (b). Raisonnons
par P’absurde: si (b) est faux, il existe € > 0 et une suite (4,) d’ensembles mesurables tels que

w(Ay) < 27™ et |MN(An)| > € donc |A|(A,) > €. Alors, si on pose E, U A et E = ﬂ E,, on
n=1

a u(E,) < 27"l et par la proposition 1.3.5 il vient u(E) = 0 et |A|(E ) > €. Ainsi |A| n’est pas
absolument continue par rapport a p ce qui contredit le (c¢) de la proposition 1.3.18 &

Remarque 1.3.20 L’implication (a) = (b) de la propositionl.3.19 n’est plus vraie, en général,

pour une mesure positive non bornée \. Par exemple, si p est la mesure de Lebesgue sur |0, 1], et,

si, pour E borélien de |0, 1[ on pose A\(E) = / %ﬁ) alors, le (b) n’est pas satisfait pour un intervalle
B

10,6[, et, u(E) = 0 implique \(E) = 0 par définition de 'intégrale (c.f. Chapitre 2).

1.3.4 Convergence en mesure

Dans tout ce paragraphe nous ne considérerons que des mesures positives.

Définition 1.3.21 Soient (F, M, u) un espace mesuré (u étant une mesure positive), f,, n € N,
et f des fonction mesurables de E' dans R ou C. On dit que la suite (f,),ecN converge en mesure

vers [ si pour tout € > 0, ,u({\fn - f| > 6}) tend vers zéro quand n — +0o0.
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Proposition 1.3.22 Soient (E, M, 1) un espace mesuré et ( f,)neN une suite de fonctions mesura-
bles de E dans R ou C.

1) Si u(E) < oo et si la suite (f,) converge presque partout vers une fonction (mesurable) f alors
elle converge en mesure vers f.

2) Si la suite (f,) converge en mesure vers une fonction mesurable f alors, il existe une suite extraite
(fn,) de la suite (f,) qui converge presque partout vers f.

Demonstration. Pour € > 0 soit A,(¢) = {| fo—fl > e}. La suite (A, (€)) est décroissante
p>n

et par hypothese ﬂAn(e) est négligeable. Comme p(FE) < +o00, la proposition 1.3.5 montre que

n
dim (A (€)) = 0, ce qui prouve le 1). Montrons maintenant le 2). Par hypothese, pour tout

entier k il existe ny € N et un ensemble mesurable N tels que p(Ng) <21—,C et, pour © & Ny,

|fn(z) — f(2)] <% pour n > ny. Si alors on pose N = @Nk, d’apres la proposition 1.3.5, on a
u(N) =0 et la suite (f,,) converge simplement vers f sur E\N c’est-a-dire presque partout |

Remarque 1.3.23 Plagons nous dans les conditions de la propositionl.3.22. Si dans le 1) on retire
I’hypothese ji(E) < 400, la conclusion peut étre mise en défaut: par exemple, sur R la suite X[n 40|
converge presque partout vers 0 mais pas en mesure. De méme, dans le 2) on ne peut pas espérer
qu’en général la suite (f,) converge presque partout: par exemple, sur (0,1], la suite Xjo1/2, X[1/2,1],
X[0,1/4], X[1/4,1/2],---» converge en mesure vers 0, mais en aucun point f,(x) ne converge vers 0.
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Chapitre 2

INTEGRATION ABSTRAITE

Dans tout ce chapitre, on se place dans un espace mesuré (E, M, i), p étant une mesure positive.

2.1 Intégration des fonctions mesurables positives

2.1.1 Intégration des fonctions étagées

Définition 2.1.1 Soient (E, M, u) un espace mesuré (u > 0) et f une fonction étagée positive sur

E. .

1) Soit f = > a;xp, une écriture de f, (E;) étant une partition de E (c.f. propositionl.2.11).
i1

En adoptant la convention 0(+o0) = 0, on appelle intégrale de f le nombre positif, fini ou non,

indépendant de I’écriture de f et défini par

/fdu = i a;p(E;). (1.1)

2) On dit que f est intégrable si /fd,u < +o00.
3) Si A € M on appelle intégrale de f sur A l'intégrale de la fonction étagée fx 4, et on la note

/A fdp.

La vérification de I'indépendance de 'intégrale par rapport & ’écriture de f est immédiate: si

f=>aixg =) Bixs,, on a /fdﬂ =Y > ou(BE;NF) =3 Biu(F;NE;) N
i=1 j=1

i=1j=1 j=14i=1

Remarque 2.1.2 Pour qu’une fonction étagée soit integrable, il faut et il suffit que ,u({f > 0}) <
+00.
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Exemple 2.1.3 Soit (E, M) un espace mesuré, et soient a € E et 0, le mesure de Dirac au point

a. Si f est une fonction étagée, /f&a = f(a).
La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition 2.1.1.

Proposition 2.1.4 Soient (E, M, ) un espace mesuré et f et g deux fonctions étagées positives
sur E.

(i) VA€ R4, on a //\fd,u: )\/fd,u;

GU/U+9MM=/ﬂw+/mm;

(iii) si f < g, on a /fdu < /gdp,;

(iv) si A et B sont deux parties mesurables disjointes de E on a /AUB fdp = /Afdu+ /B fdpu.

Proposition 2.1.5 Soient (E, M, 1) un espace mesuré, ( f,),cN une suite croissante de fonctions
étagées positives et f une fonction étagée positive telles que pour tout x € E, f(z) < nh_)rgo falz) <
+00. Alors

/ﬁmgg%/nwg+m. (1.2)

Demonstration. Remarquons tout d’abord que la limite de la formule 1.2 existe car la suite
n— /fndu est croissante (proposition 2.1.4).

1) Supposons tout d’abord p(E) < +oc. Soit € > 0, et, pour tout n € N, posons E,, = {fn+€ < f}.
La suite (E,) est une suite décroissante d’ensembles mesurables, d’intersection vide, donc, d’apres
la proposition 1.3.5, lim u(E,) = 0. D’apres la proposition 2.1.4, on a /fd,u < (Maxf)u(E,) +

/fnd,u + eu(E), et le résultat s’obtient en passant a la limite.

2) Supposons maintenant u(E) = +oo et f intégrable. D’apres la remarque 2.1.2, si Ey = {f = 0},
E\E, est mesurable de mesure finie, et pour conclure, il suffit d’appliquer le 1) aux restrictions des
fonctions & £\ Ey.

3) Supposons enfin u(E) = 400 et f non intégrable. Par hypothese, il existe « > 0 et E € M tels
que Vz € E f(z) = a et u(E) = +oo. Alors si A, = {fn > a/2}, la suite (A,) est croissante, et
E C JA,. D’apres la proposition 1.3.5, on a donc li7rln u(Ay) = +o0, et comme /fndu Z%N(An),

n
on conclut aussitot g
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2.1.2 Intégration des fonctions mesurables a valeurs dans R,

Définition 2.1.6 Soient (E, M, u) un espace mesuré et f une fonction mesurable de E dans R, .
1) On appelle intégrale de f le nombre positif fini ou non défini par

/fdu: sup /god,u. (1.3)

 étagée positive
o<f

2) On dit que f est intégrable si /fdu < 4o0.

3) Si A est une partie mesurable de E, avec la convention 0(+o0) = 0, la fonction fx 4 est partout
définie et mesurable, et on appelle intégrale de f sur A l'intégrale de la fonction fx, et on note

/ fdu On dit que f est intégrable sur A si / fdu < 4o00.
A A

Proposition 2.1.7 Soient (E, M, u) un espace mesuré, f une fonction mesurable positive et (f;,)
une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. Alors

/ fdp = lim / fndp.
Demonstration. Comme les f, sont étagées et f, < f, la définition 2.1.6 montre que / fodu <

/fdu. Comme la suite n — /fndp est croissante (proposition 2.1.4), on a lign/fndu < /fdu.

Par ailleurs, si ¢ est une fonction étagée telle que 0 < ¢ < f, on a ¢ < lim f,,, et par la proposition
n

2.1.5 on a /(pd,u < lirrbn/fnd,u, ce qui, par définition de /fd,u acheve la démonstration g

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition 2.1.6 et des propositions
2.1.7 et 2.1.4.

Proposition 2.1.8 Soient (E, M, 1) un espace mesuré et fet g deux fonctions mesurables positives
sur E.
() VA€ Ry, [ Afdu=A [ fdu;

(ii) /(f+g)du = /fdu+ /gdu;

(iii) si f < g, alors / fdu < / gdu;

(iv) si Aet B sont deux parties mesurables disjointes de E alors /A fdu = /Afdu —1—/ fdu.
UB B

Proposition 2.1.9 Soient (E, M, p1) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive.
1) Pour tout o > 0, ,u({f > a}) Sé/fdu.

2) Si f est intégrable, alors ,u({f = +oo}) =
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Demonstration. Vérifions tout d’abord le 1): si A = {f > «a}, d’apres la proposition 2.1.8, on a
ap(A) < / fdu < /fd,u. Vérifions maintenant le 2): si A = {f = 400}, pour tout entier n, on a
A

nxa < f et par suite nu(A4) < /fd,u < 400, ce qui donne le résultat |

Proposition 2.1.10 Soient (E, M, u) un espace mesuré f et g deux fonctions mesurables positive.

1) Pour que /fdp = 0 il faut et il suffit que f(x) = 0 p-presque partout.
2) Si f(x) = g(x) p-presque partout, alors /fd,u = /gd,u.
Demonstration. Démontrons tout d’abord le 1). Supposons / fdu = 0; alors, d’apres le 1) de

la proposition 2.1.9, pour tout n € N, on a ,u({f > 1/n}) = 0, et par la proposition 1.3.5, il vient
,u({f # O}) = 0. Supposons maintenant que f(z) = 0 p-presque partout; si A = {f > 0}, il existe
donc B € M tel que pu(B) =0 et A C B. Si alors ¢, désigne la fonction étagée qui vaut n sur B
et 0 sur B¢ on a nh_g)lo v, > f, d’apres la proposition 1.1.7, on a nli_)IgO/gondu > /fd,u, et comme,

pour tout n, /(pndu = 0, on obtient /fdp =0.

Démontrons maintenant le 2). Posons h = inf(f, g); d’apres la proposition 1.2.8, h est mesurable
et, 'hypothese implique que f = h + fi, g = h+ g1, f1 et g1 étant des fonctions nulles presque
partout; le résultat résulte donc du 1) m

Nous pouvons maintenant énoncer le premier théoreme fondamental de convergence:

Théoréme 2.1.11 (Theoreme de Beppo-levi) Soient (E, M, i) un espace mesuré, (fp)neN une
suite croissante de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction mesurable de E dans R
telles que f(x) = Jim fn(x) presque partout. Alors

[ fau= Jim [ fudp. (14)

Demonstration. D’apres le 2) de la proposition 2.1.10, il suffit de montrer ceci pour la fonction
f définie par f(x) = nll)rgo fn(z) qui est mesurable d’apres la proposition 1.2.8. D’apres le théoréme
1.2.13, pour tout n, il existe une suite croissante (f¥)cNde fonctions étagées positives qui converge

simplement vers f,. Pour tout entier £ € N, posons g, = sup fff de sorte que (gi)keN est une suite
n<k
croissante de fonctions étagées positives, et soit g = klim gr (g est mesurable d’apres la proposition
—00

1.2.8). Sin < k,on a f¥ < f, < fi, et, par suite, f¥ < g, < fr < f, et, en passant & la limite quand
k — 400, il vient f,, < g < f, puis, en faisant tendre n vers l'infini, f = ¢g. D’apres la proposition

2.1.7, on a donc /fdp, = klim /gkdu. Puisque ¢, < fn, on a /gndu < /fndp, (proposition 2.1.8)
—00

d’ou /fd,u < nli_{Tolo/fndﬂ et comme f, < f, la preuve est achevée g
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Remarque 2.1.12 ]I faut noter que ce théoreme est en général faux pour les suites décroissantes.
Par exemple, si A, = [n,+o0[, la suite x4, est décroissante et pour tout n on a /XAnd,u = 400
alors que x4, tend vers zéro. Néanmoins, nous verrons plus tard (théoréme 2.2.4) que le résultat

est vrai dans ce cas s’il existe n tel que /fndu < +00.

Corollaire 2.1.13 Soient (E, M, u) un espace mesuré, f,, n € N, et f des fonctions mesurables
de E dans R,.

1) / (i::ofn)duz é/fndu-

2) Si (An)neN est une suite d’ensembles mesurables deux & deux disjoints on a / fdu =
00 nGNAn

Z / fdu.

n—0 7 4n

Théoréme 2.1.14 (lemme de Fatou) Soient (E, M, u) un espace mesuré et (f,)necN une suite de
fonctions mesurables de E' dans R,.. Alors

[dndn <[ fudn (15)

Demonstration. En effet, si on pose g, = Igf fx, gn est mesurable par la proposition 1.2.8, et,
n

par définition de la , on a 7L11—>I& Gn =n—oo [n €t cette derniére fonction est mesurable. Alors, d’aprés
le théoréeme de Beppo-Lévi (théoréme 2.1.11), on a / (n_mfn)d,u = 7}520/9"‘{“’ la suite (gn)neN
étant croissante. Comme, pour tout £ > n, on a /gndp, < /fkd,u (proposition 2.1.8), il vient

lim /gnd,u <poo /fnd,u, ce qui acheve la preuve g

n—00

2.2 Intégration des fonctions a valeurs dans = et ¢

Définition 2.2.1 Soit (E, M, u) un espace mesuré (u > 0).

1) On dit qu’une fonction mesurable f a valeurs dans R est intégrable si les fonctions mesurables
ft =sup(f,0) et f~ = —inf(f,0) sont intégrables, ou, ce qui revient au méme, si la fonction
mesurable | f| est intégrable. Si cette condition est remplie, on appelle intégrale de f Ie réel fini
[rdu= [ frdu— [ f=du= [ |1ldp

2) On dit qu’une fonction f & valeurs dans C est intégrable si les fonctions mesurables e f et Jm f
sont intégrables, ou, ce qui revient au méme, si la fonction mesurable |f| est intégrable. Si cette

condition est remplie, on appelle intégrale de f le nombre complexe /fdu = /ERefd,u—i-/Jmfd,u.
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Proposition 2.2.2 Soient (E, M, 1) un espace mesuré et f et g deux fonctions mesurables sur E.

1) Si f et g sont égales presque partout, alors, si f est intégrable, g I’est aussi et /fdu = /gd,u.
2) Si f et g sont intégrables et a valeurs dans R, et si f < g presque partout, alors /fd,u < /gdu.
3) Si f est intégrable, pour tout A € C, Af est intégrable et / Afdp = X / fdu.

/fdu\ S/\fldu-

5) Si f et g sont intégrables, alors f + g 'est aussi et /(f +g)dp = /fd,u + /gdu.

4) Si f est intégrable,

Demonstration. Le premierement résulte aussitot de la définition 2.2.1 et de la proposition 2.1.10.
Le 2) résulte lui de la définition 2.2.1 et de la proposition 2.1.8, et il en est de méme du 3), et le 4)
découle de la définition 2.2.1 . Vérifions maintenant le 5). Si f et g sont & valeurs complexes, en
prenant les parties réelles et imaginaires, on se ramene aussitot au cas ou elles sont a valeurs réelles.
De plus puisque f+g = fT+g"—(f~+g7), il suffit de montrer que, lorsque f et g sont positives on

a /(f —g)du = /fdu—/gdu: remarquons tout d’abord que f — g est intégrable car (f —g)* < f
et (f —g)~ < g. Posons alors A = {f > g} et B ={f < g}. D’aprés la proposition 2.1.8, on a
/(f—g)xAdu+/ngdu = /fodu et /(g—f)deu+/fXBdu = /ngdu- Comme (f—g)* =

(f=9)xaet (f=9)” = (9—f)xs, il vient / (f—9)dn = / fxadp+ / Fxsdu—( / gxadp+ / gxsdp)
et la conclusion résulte de la proposition 2.1.8 g

Remarque 2.2.3 Le 1) de la proposition 2.2.2 montre que la définition de fonction mesurable
définie presque partout donnée a la remarque 1.3.11 est tout-a-fait justifiée du point de vue de
l’intégration des fonctions mesurables.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de Beppo-Levi pour les suites décroissantes:

Théoréme 2.2.4 (Theoreme de Beppo-Levi pour les suites decroissantes) Soient (E, M, 1) un

espace mesuré (p > 0) et (f,)neN une suite décroissante de fonctions mesurables de E dans R.
S’il existe un entier n tel que f, soit intégrable, alors pour toute fonction mesurable f telle que
flz) = nlg{)lo fn(z) presque partout, on a:

/ fdp = lim / fndp.
Demonstration. D’apres la proposition 2.2.2 (et la remarque 1.3.11), nous pouvons supposer que

flz) = nh_)rgo fa(z) pour tout z € E. Supposons alors par exemple que / fidp < +oo. La suite
(f1— fn) étant croissante, d’apres le théoreme de Beppo-Levi (théoréme 2.1.11), on a /(f1 —f)dp =

lim [ (fi — fn)dp. Puisque 0 < f < f,, < fi, d’aprés la proposition 2.1.4, f ainsi que les f,, sont

n—oo
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intégrables, et, la proposition 2.2.2 donne /(fl — fldp = /fld,u — /fd,u et /(fl — fo)dp =
/fld,u — /fndu, ce qui prouve le théoréeme g

Corollaire 2.2.5 (theoreme de Beppo—Levi pour les suites monotones reelles) Soient (E, M, 1)
un espace mesuré et (f,)neN une suite monotone de fonctions mesurables de E dans R. S’il existe
n € N tel que f, soit intégrable, alors, pour toute fonction mesurable f telle que f(x) = 7}1_)11010 fu(x)

presque partout, on a
/ fdp = lim / Jndp.

Demonstration. Ceci résulte aussitét des théoremes 2.1.11 et 2.2.4 car si (f,) est monotone, les
suites (f,7) et (f,) le sont aussi @

Définition 2.2.6 Soient (E, M, 1) un espace mesuré (i > 0) et A une partie mesurable de E. On
dit qu’une fonction mesurable f de E dans R ou C est intégrable sur A si la fonction mesurable
fxa est intégrable. Si cette condition est remplie, on appelle intégrale de f sur A le nombre

comp]exe/Afdu:/fXAdu.

Proposition 2.2.7 Soient (E, M, u) un espace mesuré, A et B deux parties mesurables de E et
f une fonction mesurable de E dans R ou C. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) f est intégrable sur A et B;

(ii) f est intégrable sur AU B.

De plus, si ces conditions sont remplies, on a:

Demonstration. Puisque |f|xa < |flxaus et|fIxs < |flxaus, la proposition 2.1.4 montre que

(i) implique (i). D’autre part, [f|xaus = [flxa + |fIxs — [flxans < |flxa + |flx5, et la méme
proposition montre la réciproque. Enfin la derniére assertion résulte de la proposition 2.2.2 puisque

fxavs = fxa+ fxs— fxane 1l

Nous pouvons maintenant énoncer le principal théoreme de convergence du chapitre:

Théoréme 2.2.8 (Theoreme de convergence dominee de Lebesgue) Soient (E, M, 1) un espace

mesuré (u > 0) et (fn)neN une suite de fonctions mesurables a valeurs dans R ou C. On suppose
que:

- (i) il existe une fonction mesurable f de E dansR ou C telle que f(x) = 7}1_)1130 fn(z) presque partout;
-(ii) il exsite une fonction intégrable g de E dans R, telle que, Vn € N, on ait |f,(x)| < g(x)
presque partout.

Alors les fonctions f,, et f sont intégrables et

[ fdu= Jim [ fudp. (2:6)

22



Demonstration. D’apres la proposition 2.2.2, il suffit de faire la preuve dans le cas o les propriétés
(i) et (ii) ont lieu partout, et cette méme proposition implique que les fonctions f,, et f sont
intégrables. Démontrons donc la formule 2.6.

1°) Cas ou les fonctions sont d valeurs dans R. Les fonctions g + f, étant a valeurs dans Ry, la

lemme de Fatou (théoréme 2.1.14) donne /(f—i—g)du < lim /(fn + g)dpu, et, d’apres la proposition
n—0oQ
2.2.2, on donc / fdu < lim [ f,du. De la méme maniere, en considérant les fonctions positives
n—r0Q

g — fn, on obtient n@o / fadp < / fdu, ce qui donne la formule cherchée.

2°) Cas général. En remarquant que |Ref| < 1/2g et |Jmf| < y/2g, on voit aussitot qu’il suffit
d’appliquer le 1°) aux fonctions mesurables Re f et Jm f &

Corollaire 2.2.9 Soient (F, M, ) un espace mesuré, f une fonctionintégrable de E dans C, et
(Ap)neN une suite d’éléments de M deux a deux disjoints. Alors

/U Anfdungnfdu-

neN

2.3 Intégrales dépendant d’un parametre

Théoréme 2.3.1 Soient (E, M, ;) un espace mesuré (u > 0), A un espace métrique et f une
application de E X A dans R ou C. On suppose que:

-(i) pour tout A\ € A, la fonction x — f(x,\) est mesurable;

-(ii) pour presque tout x € E, la fonction A — f(x, \) est continue au point \g € A;

- (iii) il existe une fonction intégrable de E dans R telle que pour tout A € A on ait |f(z, \)| < g(z)
presque partout.

Alors, pour tout A € A, la fonction x —— f(x,\) est intégrable et la fonction F' : X\ —>

/f(:c, A)du(zx) est continue au point Ag.

Demonstration. La premiere assertion du théoréme est une conséquence de la proposition 2.2.2 et
la seconde résulte du théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoréme 2.2.8) en considérant
une suite (\,) dans A qui converge vers ), et la suite de fonctions ¢,(z) = f(z,\,) B

Théoréme 2.3.2 Soient (E, M, u) un espace mesuré, I un intervalle de R et f une fonction de
E x I dans C. On suppose que:

-(i) pour tout A € I, la fonction x — f(x, \) est intégrable;

-(ii) pour presque tout = € E, la fonction A — f(x, \) est dérivable en tout point de I et, pour
tout A € I, il existe une fonction mesurable x — fi(x, A), telle que chaque fois que A — f(z, \)

est dérivable, on ait, pour tout A € I, fi(z, \) :L{(g&’ )‘);
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- (iii) il existe une fonction intégrable g de E dans R, telle que, pour tout A € I, on ait |f}(z,\)| <
g(x), presque partout.
Alors, pour tout A € I, la fonction x — f}(z, ) est intégrable et la fonction F' : A — F(\) =

/f(x, A)du(zx) est dérivable en tout point de I, et sa dérivée F'(\) au point A € I est donnée par
F'O) = [ file, Ndp(a).

Demonstration. La premiere assertion résulte de la proposition 2.2.2. Montrons que F' est
dérivable en un point \g € I. Soit (h,) une suite de nombres réels qui tend vers 0, et définissons la
fonction ¢, par: ¢, () =hL [ flz, Ao+ hy) — f(z, )\0)]. D’apres le théoréme des accroissements finis,
I’hypothese (ii) implique qulle pour presque tout z, on a |¢,(x)| < g(x). Comme, par hypothese,
©n () tend presque partout vers f}(z, Ag), la conclusion résulte aussitot du théoreme de convergence
dominée de Lebesgue (théoréme 2.2.8 g

Remarque 2.3.3 1) Le théoréme 2.3.2, qui est connu sous le nom de théoréme de dérivation sous
le signe somme, s’étends immediatement aux intégrales dépendant de plusieurs parameétres et aux
dérivées partielles.

2) En particulier, si on remplace dans le théoréme I'intervalle I par un ouvert de C et la condition
f(z, A) dérivable par f(x,z) holomorphe en z pour presque tout x, on obtient que la fonction F est
holomorphe.
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Chapitre 3
ESPACES LP

Comme dans le chapitre précédent, les espaces mesurés que nous considérons dans ce chapitre
sont toujours munis d’'une mesure positive.

3.1 Les espaces LY(E, M, pu) et L'(E, M, i)

Définition 3.1.1 Soit (F, M, 1) un espace mesuré, u étant une mesure positive. L’espace vectoriel
sur C des fonctions intégrables (a valeurs complexes) sur E est noté L'(E, M, ). Cet espace sera

toujours muni de la semi-norme || f||; = / |f|du. De plus, ’application f — | fdu est une forme

linéaire continue sur L'(E, M, 1) muni de || f||;.

Le fait que ||f||; soit une semi-norme résulte de la proposition 2.2.2; et il en est de méme de la

continuité de f — / fdum

Remarque 3.1.2 Il faut noter que, en général, || f||; n’est pas une norme. Pour que ||f||; soit une
morme, il faut et il suffit que le seul ensemble négligeable soit () (proposition 2.1.10).

Exemple 3.1.3 1) Si on prend pour espace mesuré R muni de la mesure de Lebesgue, ||f||1 n’est
pas une norme.
2) Si on prend M = P(FE) et u la mesure discréte, alors ||f||; est une norme.

Proposition 3.1.4 Soient (E, M, ) un espace mesuré, et (u,),eN une suite dans Li(E, M, )
o

telle que la série Y _u, soit normalement convergente (ie. Y ||u,|i < +00). Alors, pour

n=0
o0

presque tout x € E la série Y u,(z) est absoluement convergente (i.e. Y |u,(x)| < +00) et la

n=0

o
fonction x — Y |u, ()| est intégrable.

n=0
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(e o]

Demonstration. Pour tout € E posons f(z) = Y |u,(z)| de sorte que f est une fonction
n+0

mesurable positive (proposition 1.2.8). D’apres le corollaire 2.1.13, on a /fd,u Z ||tnl]1 < 400,
n=0
et la conclusion résulte de la proposition 2.1.9 g

Théoréme 3.1.5 (Theoreme de Riesz=Fischer) Soit (E, M, i) un espace mesuré. Alors 'espace
semi-normé L'(E, M, 11) est complet.

Demonstration. Pour cela nous allons montrer que toute série dans £!(E, M, 1) qui est normale-
ment convergente est convergente. Soit donc »_ u, une série dans £L'(E, M, 1) qui est normalement

convergente. D’apreés la proposition 3.1.4, pour presque tout x € E la série Y u,(z) est conver-

gente, et, d’apres la remarque 1.3.11, la formule U Z un(z) définie une fonction mesurable

sur F, qui, d’apres la proposmon 3.1.4, est 1ntegrable La conclusmn s’obtient alors immédiatement

puisque HU — n ukH1 < Z ||un||1 (proposition 2.2.2) qui tend vers zéro quand n — +oco i
k=0

=n-+

Une autre manieére d’énoncer le théoréme 3.1.5 est la suivante:

Théoréme 3.1.6 (Espace de Banach L'(E, M, u)) Soient (E, M, 1) un espace mesuré et N, le
noyau de la semi-norme || ||;. Alors I'espace normé quotient L'(E, M,pu) = L'(E, M, u)/N est
un espace de Banach.

Proposition 3.1.7 Soient (E, M, i) un espace mesuré et (f,)neN une suite dans L'(E, M, ).
1) Si la série Z [ est normalement convergente, il existe f € L1(E, M, 1) telle que la série Z fn

converge, dans L'(E, M, i), vers f et telle que, pour presque tout x € E, on ait f(z Z falz

2) Si la suite (f,)neN converge vers f dans L'(E, M, i), alors il existe une suite extra1te (fnk)kEN
de la suite (f,)neN qui converge presque partout vers f.

Demonstration. Le 1) n’est autre que la I’expression précise de la preuve de du théoréme 3.1.5.
Montrons le 2). Puisque la suite (f,,) converge vers f il résulte du critére de Cauchy qu’il existe une
oo

suite extraite (fn,) de (f,) telle que > |[fury, — fuill < +00. Alors la série fo, + > (fa, — foe 1)
k=0 k>1

vérifie les hypotheses du 1) et il existe u € L1 (E, M, p) telle que cette série converge normalement

et presque partout vers u. Puisque les sommes partielles de cette série sont f,,, on a nécéssairement

u = f (proposition 2.1.10) ce qui achéve la preuve g
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Remarque 3.1.8 1) Dans les conditions de la proposition 3.1.7, il est faux en général que la
suite (f,) converge presque partout vers f.

Par exemple, considérons la suite définie sur [0, 1] comme suit: f; = X[o,1,/2 = X[0,1/2, f3 = X[1/2,1)»
Ja= 2X[0,1/22), Js = 2X[1/22,2/22), Jo = 2X[2/22,3/22), Jr= X[3/22,1]5 Je = 3X[0,1/2815 »J17 = 4X[0,1/24)s - I
est clair que (f,) converge vers 0 dans L'(E, M, j1) bien qu’elle ne converge pas simplement vers 0
et, méme, que I’on ne puisse pas la majorer (indépendamment de n) par une fonction intégrable.
2) De la méme fagon, si une suite (f,) converge partout vers une fonction f, toutes ces fonctions
étant intégrables, il est faux, en général, que la suite (f,) converge vers f en norme || ||;.

Par exemple, la suite (f,) définie sur [0, 1] par

n’z siz € [0,1/n],
folx) =< 2n—n?x siz € [1/n,2/n],
0 siz € [2/n,1],

converge simplement vers 0 bien que, pour tout n, / fadp =1 (u étant la mesure de Lebesgue).

Le théoreme de convergence dominée donne, a partir d’'une hypothése de convergence presque
partout, une condition suffisante (non nécéssaire) de convergence dans L'(E, M, u):

Théoréme 3.1.9 (Theoreme de convergence dominee de Lebesgue) Soient (E, M, 1) un espace

mesuré et (f,)neN une suite de fonctions mesurables de E dans R ou C. On suppose que:

(i) la suite (f,) converge presque partout vers une fonction (nécessairement mesurable) f;

(i) il existe une fonction intégrable g de E dans R, telle que, pour tout n, |f,(z)| < g(z) presque
partout.

Alors les f,, et f appartiennent & L'(E, M, 1) et la suite (f,) converge vers f dans L'(E, M, ).

Demonstration. En effet, si on pose h, = sup |fix — f|, la suite (h,) est une suite décroissante de
k>n

fonctions mesurables positives qui tend vers zéro presque partout, et, comme h,, < 2g, Vn, d’apres
le théoreme de Beppo-Levi pour les suites décroissantes (théoréme 2.2.4), / h,dp tend vers zéro ce

qui prouve le théoreme B

Proposition 3.1.10 Soit (E, M, 1) un espace mesuré.

1) Soient f et g deux fonctions de L'(E, M, u) a valeurs réelles. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(a) f < g presque partout;

(b) VAEM;/AfdMS/AQdM-

2) Soit f € L'(E, M, ). Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) f = 0 presque partout;

(i) VA € M, /Afdu —0.
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Demonstration. Le 2) résulte du 1) en considérant parties réelles et imaginaires, car si f est
réelle, f = 0 presque partout équivaut a f < 0 presque parout et —f < 0 presque partout. Par
ailleurs, nous savons déja que (a) entraine (b) (Proposition 2.2.2), il nous suffit donc de vérifier que

(b) implique (a). Soit alors, pour tout n € N, A, = {f —q 2%} D’apres la proposition 2.2.2, on a

%p,(A) < /A fdu—/A gdp, et ’hypotheése donne donc p(A,) = 0, et par suite u({f —¢g > 0}) =0,

ce qui acheve la preuve g

Proposition 3.1.11 Soit (E, M, 1) un espace mesuré.
1) Soit f € LY(E, M, u). Les conditions suivantes sont équivalentes:

@ | [ fau| = 1f1
(b) Il existe o € C, |a| = 1, tel que af = |f| presque partout.
2) Supposons ,u(E) < +o00. Soit S un sous-ensemble fermé de C. Si, pour tout A € M tel que

u(A) #0, onau( )/fd/LES alors, pour presque tout x € E, f(x) €

Demonstration. Il est clair que (b) implique (a), montrons donc la réciproque. Soit o € C, |a| =1

tel que oz(/fdp) = ‘/fd,u‘. Alors, = /%e(af)d,u = /|f|d,u, et comme Re(af) < |f],

on a |f| —Re(af) = 0 presque partout, ce qui donne la conclusion. Démontrons maintenant le 2).
1l suffit de voir que si D = D(«, ) est un disque ouvert contenu dans C\S et si A = f~'(D), on a
u(A) =0. Orsi pu(A) >0, on a

‘ /fua

ce qui est contraire a I’hypothese g

/|f alduy <,

3.2 Des inégalités de convexité

Théoréme 3.2.1 (Inegalite de Jensen) Soient (E, M, i) un espace mesuré de mesure finie (i.e.
u(E) < +00) et f € LY(E, M, u) a valeurs dans un intervalle ]a,b[, —co < a < b < +o00. Si ¢ est
une fonction convexe de |a,b[ dans R, et si ¢ o f est intégrable, on a:

(=55 /fu) ] (0o Dy 1)

Demonstration. Quite a remplacer p par 7 ( E) M, on peut supposer p(FE) = 1. Remarquons tout

d’abord que, toute fonction convexe sur un intervalle ouvert étant continue, la fonction ¢ o f est
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mesurable (proposition 1.2.3). Posons ¢ = /fdp de sorte que a < ¢ < b (propositions 2.2.2 et

2.1.10). ¢ étant convexe, il existe un nombre 3 tel que, pour a < s < ¢ < u < b, on ait

p(u) = p(c)

Y

o) = pls) _ 5.

c’est-a-dire, ¢(s) > p(c) + B(s — ¢) pour a < s < b. Par conséquent, pour z € E, on a ¢(f(z)) —
o(c) — B(f(x) — ¢) > 0, et la formule 2.1 s’obtient en intégrant cette derniere inégalité §

Remarquons que le fait que @ o f soit intégrable n’est pas une conséquence des autres hypotheses.
Mais si tel n’est pas le cas, la derniére inégalité de la preuve reste valable, (¢ o f)~ est intégrable,
et, par suite, on peut considérer que la formule 2.1 reste valable, le second membre étant égal a
+00.

Corollaire 3.2.2 Soit (E, M, i) un espace mesuré de mesure finie.
a) Si f est intégrable a valeurs réelles, on a:

exp{ ﬁ/ fdu} < ﬁ/ eldp. (2.2)

b) Si g est mesurable a valeurs dans |0, +o0l, on a:

eXP{ %E) / (logg) du} / gdp. (2.3)

Demonstration. La formule 2.2 est clairement un cas partlcuher de la formule 2.1. La formule 2.3
s’en déduit aussitot dans le cas ou logg est intégrable. Si g n’est pas intégrable, 2.3 est trivialement
vraie; si par contre g est intégrable mais logg ne ’est pas alors le premier membre de 2.3 est égal a
—o¢ et la formule est encore vraie g

n
Corollaire 3.2.3 Soient z; et o;, 1 <1 < n, des nombres réels positifs tels que Zai = 1. Alors
i=1

(21207, /" < L (3:1 + xo + +2,),

aq Q2 an

2.4
T Ty Ty < %1 + Q%o + 0Ty (2.4)

Demonstration. Soit E = {p1,,p,}, M = P(E) et u({p;}) = 1/n. Alors la formule 2.2 appliquée
a la fonction f(p;) = y; donne

(e + +e¥),

1 1
eXp{ —(y1 + +yn)} <=
n n

et on obtient la premieére formule en prenant x; = e¥. De la méme maniere, la seconde formule de
2.4 s’obtient en prenant u({p;}) = a; et en appliquant 2.3 a la fonction g(p;) = z; W
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Définition 3.2.4 On dit que deux nombres réels strictement positifs p et ¢ sont des exposants

conjugués si

1 1
S+ =1.
p q

En particulier,on al <p < +o00 et 1 < ¢ < +00.

Théoréme 3.2.5 Soient (E, M, i) un espace mesuré et p et q deux exposants conjugués. Alors si
f et g sont deux fonctions mesurables a valeurs dans R, on a:

[ sad< ([ rran) " (f oan) v (2.5)

(inegalite de HOolder) et

( / (f+g pdu) ( / f”du> v + ( / g”du>1/p (2.6)
(inegalite de Minkowski).

De plus on a égalité dans 2.5 si et seulement si

P gl
/ fPdu - / gldu

presque partout.

Demonstration. Montrons tout d’abord l'inégalité de Holder. Si I'une des fonctions fP ou g7
n’est pas intégrable, I'inégalité est évidente. Supposons donc qu’elles le sont toutes les deux. Si

/fpd,u = 0 ou si /quu = 0 le résultat est a nouveau évident (proposition 2.1.10). Alors, en

supposant ces intégrales non nulles, la seconde formule de 2.4 donne
f(z)g(z) 1 flz)? 1 g(z)*
7 7S 0 . T a ar
(o) (e 7 7o

et, pour conclure, il suffit d’intégrer les deux membres de cette derniere inégalité. Vérifions main-
tenant I'inégalité de Minkowski. En remarquant que |f + g[? < |f||f + g[P~" + |g||f + g|P", et que
g(p — 1) = p, l'inégalité de Holder donne

/ (f +9)Pdu < ( / f”du>1/p ( / (f+ g)pdu> v + ( / g”du>1/p ( / (f+ g)pdu)l/q,

ce qui montre 2.6. Enfin la derniere assertion de la proposition 3.2.5 résulte du fait que dans

I'inégalité de convexité ul/Pyl/d §Zl,u+lv on a égalité si et seulement si u =v

q
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3.3 Les espaces LP(E, M, u) et LP(E, M, )

Définition 3.3.1 Soient (E, M, 1) un espace mesuré (11 > 0) et p € [1, +oo[. On note LP(E, M, 1)
lespace vectoriel sur C des fonctions mesurables de E dans C telles que |f|P soit intégrable. Pour

toute f € LP(E, M, i), on note || f||, = (/ |f\pd,u)1/p.

Théoréme 3.3.2 Soient (E, M, 1) un espace mesuré et p et ¢ deux exposants conjugués (définition
3.2.4).

1) (inegalite de Holder) Si f € LP(E,M,u) et g € LI(E, M, u), on a ||fg|lx < || fllpllalle-

2) (inegalite de Minkowski) Si f et g sont dans LP(E, M, u), on a ||f + gll, < |Ifll, + llgll,- En
particulier, I'application f — || f||, est une semi-norme dans L(E, M, ).

Demonstration. Ceci est exactement le théoreme 3.2.5 g

Proposition 3.3.3 Soit (E, M, ) un espace mesuré.
1) Pour toute suite (fn)neN de fonctions mesurables a valeurs dans Ry, on a:

(/ (Z% fn)pdu> "o i) ( / fﬁdp)l/ P e oo

2) Pour toute suite (f,)neN d’éléments de LP(E, M, u) (1 < p < +00), on a H Z | fnl

S Z [ fnllp-

Demonstration. Le 2) étant un cas partlcuher du 1), montrons ce dernler D’ apres r 1negahte de

1 1 1
Minkowski (théoréme 3.2.5), si g, = Z fi, on a /gpd,u & < Z /f,fd & < Z /f,fd /p
OO
et comme la suite (g,,) est croissante et converge simplement vers Z fn, le théoreme de Beppo-Levi
n=0

(théoréme 2.1.11) donne la conclusion §

Théoréme 3.3.4 (Theoreme de Riesz—Fischer) (F, M, p) étant un espace mesuré, pour 1 < p <
+00, I'espace semi-normé LP(E, M, 1) est complet.

Demonstration. Soit (f,,)neN une suite dans £?(E, M, ,u) telle que la série Z fn soit normalement
convergente, et montrons qu’elle est convergente. Si f Z |fu(z)|, f est mesurable (proposition

1.2.8), et la proposition 3.3.3 montre que f? est 1ntegrable. Par suite, la série Z fn est presque
partout absolument convergente, et si A est ’ensemble des points de E ou elle n’est pas absoluement
convergente, A est mesurable (A = {f = +00}) et u(A) = 0. Posons alors u, = frxa et U(x) =

Z un(z). Alors U est mesurable (proposition 1.2.8), et d’apres la proposition 3.3.3, on a

"U_Zf’“ =HU—zuk S w < 3 AL
k=0 P k=0 P k=n+1 p k=n+1
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ce qui montre que U € LP(E, M, ) et que la série »  f, converge vers U i

Une autre manieére d’énoncer le théoréeme de Riesz-Fischer est la suivante:

Théoréme 3.3.5 (theoreme de Riesz-Fischer) Soit (E, M, u) un espace mesuré. Si N, dé-
signe le noyau de la semi-norme || ||,, 1 < p < +oo, sur LP(E, M, j1), I’espace normé quotient
LP(E, M, 1)/ N, est un espace de Banach que 'on note LP(E, M, ).

Corollaire 3.3.6 Soit (E, M, i) un espace mesuré. L’espace L*>(E, M, 1) est un espace de Hilbert,
le produit scalaire hermitien étant donne par < f,g >= / fadpu.

Demonstration. En effet, il est clair, d’apreés I'inégalite de Holder (théoreme 3.3.2), que < f,g >
est un produit saclaire bien défini sur L?(E, M, ). La conclusion résulte donc du théoréme de
Riesz-Fischer puisque la norme associée a ce produit scalaire est la norme || ||o W

La proposition 3.1.7 se généralise sans difficultés aux espaces LP(E, M, u), p < +oc:

Proposition 3.3.7 Soit (f,)neN une suite dans LP(E, M, 11).
1) Si la série > f, est normalement convergente dans LP(E, M, ), il existe f € LP(E, M, p) telle

que la série an converge dans LP(E, M, ) vers f et telle que, pour presque tout x € E, on ait

f@) =Y fula).

n=0
2) Si la suite (fn)neN converge vers f dans LP(E, M, u), alors il existe une sous-suite (fp, )reN de
la suite (fn)neN qui converge presque partout vers f.

Demonstration. Compte tenu de la preuve du théoreme de Riesz-Fischer, il suffit de reprendre
pas a pas la preuve de la proposition 3.1.7 g

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue peut aussi s’exprimer en terme de convergences
dans LP(E, M, p):

Théoréme 3.3.8 (Theoreme de convergence dominee de Lebesgue) Soient (E, M, i) un espace

mesuré et (f,)neN, une suite de fonctions mesurables de E dans C. Soit p € [1,+0c[. On suppose
que:

(i) il existe une fonction mesurable de E dans C telle que pour persque tout z € E, on a f(z) =
dim fo(2);

(i) il existe une fonction mesurable g de E dans R, telle que ¢? est intégrable et telle que, pour
tout n € N, on ait | f,(x)| < g(x) presque partout.

Alors, les fonctions f, et f appartiennent a LP(E, M, ) et la suite (f,)neN converge vers f dans
LP(E,M, ).
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Demonstration. Il résulte aussitot de (ii) que les f, et f sont dans LP(E, M, ). Pour tout n,
posons h, = sup|f, — f|. Il est clair que h? < 2PgP et par suite h, € LP(E, M, u); par ailleurs,
k>n

la suite (hﬁ)ne& est décroissante et tend vers zéro persque partout, donc, d’apres le théoreme de
Beppo-Levi pour les suites décroissantes (theoréme 2.2.4) on a Lim |hnll, = 0, et comme |f, — f| <
hn, la preuve est terminée g

Proposition 3.3.9 Soient (E, M, ) un espace mesuré et p € [1,+oo[. L’espace des fonctions
étagées intégrables est un sous-espace dense de LP(E, M, ). En d’autres termes, I’ensemble des
fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables de mesures finies est total dans LP(E, M, ).

Demonstration. En effet, il résulte des théoremes 1.2.13 et 3.3.8 que toute fonction positive de
LP(E, M, ) est limite, dans LP(E, M, u), de fonctions étagées. Pour conclure, il suffit alors, pour
les fonctions réelles de séparer parties positives et négatives et, pour les fonctions complexes parties
réelles et imaginaires i

Par exemple, dans le cas de la mesure de Lebesgue sur R ce résultat se traduit par:

Corollaire 3.3.10 Pour tout p € [1,4o00|, I’ensemble des fonctions caractéristiques d’intervalles
ouverts bornés est total dans LP(R); ou encore, 'espace vectoriel des fonctions en escalier a support
compact est dense dans LP(R).

En général, il n’y a pas de relations d’inclusions entre deux espaces LP(E, M, ). Par exemple,

la fonction f(z) appartient a £2(R)\L'(R) et la fonction g(z) = appartient

__ 1 1

1+ a] [ 2(1 + |z))
a L'R)\L?(R). Deméme, si 1 <r <p<gq<s<+oo, LP(R) N LIR) n’est pas contenu dans
L"(R) U L*(R). Dans certains cas particuliers, il y a toutefois des relations faciles & obtenir:

Proposition 3.3.11 Soient (E, M, ;1) un espace mesuré et p,q € [1 + oo].

1)Sip<r<gq,onalLl (E,M,u)DLP(E,M,u)NLYE, M, p).

2) Si p(E) < +oo, et sip < q, on a LY E, M, u) C LP(E, M, u) (en d’autres termes, les LP sont
décroissants).

3) Si (E, M, 11) est un espace discret (i.e. yu est la mesure discréte), et sip < g, on a LP(E, M, i) C
LYE, M, p) (ie. les LP sont croissants).

Demonstration. Vérifions tout d’abord le 1): si f € LPNLY, si A; = {|f] < 1} et Ay = {|f| > 1},
ona f = fi+ foavec f; = fxa,; alors, [fi]" < |fi]? et [fa]” < [f2]9, ce qui montre que f € L.
Vérifions maintenant le 2): si f € L7 en reprenant les méme notations, on a |fi|? < 1, donc,
f1 € LP (puisque p(E) < +00) et |folP < |f2|?, et fo € LP. Enfin le 3) se voit de maniére similaire:
si f € LP, avec les méme notations, on a |f1|? < |fi|?, donc fi; € LY, et, puisque |f|P > xq7>1}, A2
est un ensemble fini ce qui implique que f; € L7 g
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3.4 Les espaces L*(E, M, u) et L>®(E, M, )

Définition 3.4.1 Soit (E, M, i) un espace mesuré.

1) On dit qu’une fonction mesurable de E dans C est essentiellement bornée s'il existe un réel
positif M tel que ensemble {|f| > M} est négligeable. Si cette condition est réalisée, on dit que
M est un majorant essentiel de f.

2) L’ensemble des majorants essentiels d’une fonction mesurable f est de la forme [a, +oo[ et «
s’appele la borne supérieure essentielle de f et se note || f||co-

3) L’ensemble des fonctions essentiellement bornées de E dans C est un espace vectoriel noté
L>®(E, M, 1), et application f — || f||c est une semi-norme sur L*(E, M, ).

En effet, il est clair que 'ensemble des majorants essentiels de f est une demi-droite réelle. Si
« est la borne inf de cette demi-droite,, il existe une suite M,, de majorants essentiels de f qui
converge vers a. Alors {|f| > o} = [J{|f| > My} est négligeable @

n

Remarque 3.4.2 Notons que || || n’est une norme que si le seul ensemble négligeable est 1’en-
semble vide.

L’inégalité de Holder se généralise immédiatement au couple (1, co):
Proposition 3.4.3 Soient (E, M, i) un espace mesuré f € LY (E,M,pu) et g € L®(E, M, ).

Alors fg € LYE, M, pn) et |[falli < ||fll1]|g]loo (inegalite de Holder).

Demonstration. En effet, fg est mesurable et |fg| < |f|||g||o0, ce qui donne le résultat §

Le théoreme de Riesz-Fischer se généralise lui aussi au cas £*:

Théoréme 3.4.4 (Theoreme de Riesz=Fischer) Soit (E, M, i) un espace mesuré. Alors 'espace
semi-normé L®(FE, M, i) est complet.

Demonstration. Si (f,,) est une suite de Cauchy dans L>*(E, M, ), soit, pour tout n, f! une
fonction mesurable presque partout égale a f,, telle que, pour tous n, m et tout z € E, on ait | f} (z)—
(@) < || fn—flllco- Alors, la suite (f),) converge uniformément vers une fonction mesurable f qui
appartient a L*(E, M, u), et puisque || fn, — flloo = |/}, — flloo, fn tend vers f dans L>®(E, M, u) R

Comme dans les deux paragraphes précédents, on peut exprimer ce théoreme de la maniere suiv-
ante:
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Théoréme 3.4.5 (Theoreme de Riesz—Fischer) (F, M, u) étant un espace mesuré, si Ny, dé-
signe le noyau de la semi-norme || || sur L>®(E, M, p), 'espace normé quotient L*°(E, M, i) =
L®(E, M, 1)/ Ny est un espace de Banach.

Proposition 3.4.6 (F, M, u) étant un espace mesuré, I’espace vectoriel des fonctions étagées de
E dans C est dense dans L®(E, M, ).

Demonstration. En effet, soit f € L>®(E, M, p) et soit B = {|z| < ||f|leo}- Soit € > 0 fixé, et
soit (A;)1<i<n un recouvrement fini de B par des disques ouverts de diametres inférieurs a e. Pour
tout 7 soit B; = f71(A;), et soit a; € A;. Les B; étant des parties mesurables de F, la fonction

n

he = a;xp; est une fonction étagée, et, par contruction, on a || f — k|| < €W
i=1

Remarque 3.4.7 Dans la proposition ci-dessus, contrairement au cas des espaces LP p < +0o0, on
ne peut pas, si p(F) = 400, considérer seulement les fonctions étagées intégrables.

Proposition 3.4.8 Soient (E, M, u) un espace mesuré de mesure finie (ie. pu(F) < +o00) et
p € [1,+00[. Alors L*(E,M,u) C LP(E,M,u). De plus, pour tout f € L>®(E, M,pu), on a
[flloo = lim || £]]p-

p—00

Demonstration. En effet, la premiere assertion étant évidente, nontrons la seconde. Il est clair
que || fll, < w(E)?||flleo- Si u(E) = 0, le résultat est évident ainsi que si || f|lc = 0. Supposons
donc p(E) > 0 et ||f]loo > 0. De I'inégalité précédente, on tire plgglo Iflly < ||f]lco- Par ailleurs, si

0<a<|flloos A={|fl] > a} est mesurable, u(A4) < +oo, et aPxa < |f[P soit ap(A)/? < ||f]l,-
Comme p(A) > 0, on a lim ||f||, > a, ce qui donne la conclusion B
p—00

3.5 Le théoreme de Radon-Nikodym et son application a
la dualité entre espaces LP.

Dans ce paragraphe, ainsi que dans la suite du texte, nous utiliserons la notation suivante: si
(E, M, i) est un espace mesuré, et si f € L'(E, M, ), fu désignera la mesure sur (E, M) définie
par

Fu(A) = /A Fdu, VA € M.

Le fait que fu est bien une mesure résulte du corollaire 2.2.9.
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3.5.1 Le théoreme de Radon-Nikodym

Le but de ce sous-paragraphe est de démontrer le théoreme fondamental suivant:

Théoréme 3.5.1 (theoreme de decomposition de Lebesgue et theoreme de Radon—Nikodym)

Soit (E, M, 1) un espace mesuré, u étant une mesure positive oc-finie.

1) Soit A une mesure complexe sur (E, M). Alors, il existe une unique paire (A\,, \;) de mesures
complexes sur M telles que A = A\, + As, Ay < p et Ay L p (theoreme de decomposition de
Lebesgue). De plus, il existe une unique fonction f € L*(E, M, 11), positive si \ est positive, réelle
si A est réelle, telle que A\, = hyi (theoreme de Radon-Nikodym ).

2) Si E,, sont des parties mesurables de F, deux a deux disjointes, telles que, pour tout n, u(E,) <
+00, et si A est une mesure positive o-finie telle que \(E,) < 400, Vn, il existe une unique fonction
mesurable positive h, intégrable sur chaque E,, et une unique mesure )\, singuliére par rapport a
i, telle que \s(E,) < +00, Vn, telles que X = hy + As.

Avant de faire la preuve du théoreme, nous pouvons remarquer que le théoreme de Radon- Niko-
dym caractérise les mesures complexes absoluement continues par rapport a u. La fonction A du
théoreme s’appelle la dérivée de Radon-Nikodym de )\, par rapport a u et se note parfois

_d\
h= i

Demonstration. Tout d’abord, remarquons que l'unicité pour la décomposition A = A, + A
résulte du (e) de la proposition 1.3.18, et que 'unicité de h résulte elle de la proposition 3.1.10.Pour
prouver ’existence, nous allons procéder en quatre étapes.

1) Supposons tout d’abord A et i positives finies. Posons v = A+u. Pour toute f € L*(E, M, v),
par I'inégalité de Holder (théoréme 3.3.2), il vient

[ rox < [l < (f a2

L’application f —— / fdX est donc une forme linéaire continue sur I'espace de Hilbert L?(E, M, v),
et il existe donc g € L?(E, M, v) telle que, pour toute f € L?(E, M, v) on ait

/ Fd) = / Fodu. (5.7)

En particulier, si A € M est tel que v(A) # 0, la formule 5.7 appliquée & x4 donne 0 Sﬁ / gdv =
A

3Eﬁ§§ 1, ce qui entraine d’apres la proposition 3.1.11 0 < g < 1 v-presque partout. Quitte

a changer g sur un ensemble r-négligeable, on a donc montré I'existence d’une fonction g €
L*(E, M, v) telle que

0<g<1surE, et, / (1— g)fdr = /fgdu, Vf e L2(E,M, ). (5.8)

Posons alors A = {0 <g< 1}, B = {g = 1}, Aa(F) = MEFNA) et \(F) = A(F N B), pour tout
F € M. En appliquant la formule 5.8 & f = xp, il vient u(B) = 0 ce qui montre que \; L pu.
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Appliquons maintenant la formule 5.8 & la fonction f = (1+ g+ ... + ¢")xr: puisque 1 — ¢"™! vaut

zéro sur B et que ¢"™! tend vers zéro en décroissant sur A, le théoréme de Beppo-Levi (théoréme
2.2.4) montre que le premier membre de 5.8 tend vers A\(F'N A) = A\,(F) quand n — oo. D’autre
part, quand n — oo, (g + g% + +¢™*!) tend en croissant vers une fonction mesurable positive h,
et le second membre de la formule 5.8 tend, d’apres le théoreme de Beppo-Levi (théoreme 2.1.11)

vers / hdu, ce qui termine la preuve dans ce cas.

2) Supposons maintenant A > 0 finie et u o-finie. Par hypotheése, il existe donc E, € M, n € N,
tels que E = U E., ENE; =0sii# j, et u(E,) < +oc pour tout n. Le cas précédent montre alors

qu'’il existe h, € L' (E,, MNE,, WE,) telle que \jg, = hnpg, +A2. On définit alors h = Z hnXE,
As = Z A” et la conclusion en découle puisque h € L}(E, M, i) puisque A(E) < +oo.

3) Lg cas ol A est complexe et y o-finie se déduit aisément du cas précédent en écrivant A =
A1 + i, A; réelles, puis \; = A\ — A\; (proposition 1.3.16).

4) Supposons maintenant que A et u sont toutes deux positives et o-finies. Comme dans le cas 2), il
existe donc une suite F,, de parties mesurables de F telles que, pour tout n, A(E,,) < +oo et u(E,) <
+00. D’apres le cas 1) il existe donc, pour tout n une fonction positive h, € L' (E,, M N Ey,, jix,)
telle que A\, = hppg, +A; avec A] L ug,. Pour conclure, il suffit donc de considérer h = Z hnXE,

et /\5:2/\?|

Remarque 3.5.2 Si on enléve une des hypothéses de o-finitude dans le théoréme 3.5.1 alors les
conclusions peuvent étre mises en défaut. Par exemple, si ji est la mesure de Lebesgue sur 0, 1] et A
la mesure discréte sur la tribu des boréliens de |0, 1[ alors A n’a pas de décomposition de Lebesgue
par rapport & u, et bien que u < ), il n’existe pas de fonction h € L'(\) telle que p = h.

Proposition 3.5.3 Soient (E, M) un espace mesurable et y une mesure complexe sur (E, M).
Alors, il existe une fonction mesurable h de E dans C, h € L'(E, M, |u|), telle que |h(z)| = 1, pour
tout © € E et telle que p = h|pu.

Demonstration. Puisque p < |u|, le théoreme de Radon-Nikodym nous prouve qu’il existe
h e LYE, M, |u|) telle que pn = h|p|. Si A € M est tel que |u|(A4) > 0, on a donc

i )
‘wA)/Ahd'“" ) <t

et, la proposition 3.1.11 montre que |h| < 1 presque partout. Pour r < 1, soit A, = {|h| < r}. Si
(E;)ieN est une partition de A, par des ensembles mesurables, on a alors

Z [w(E;)| =

i

[ plul]| < S rlul(B) = rlu(an),

et, par définition de |ul, il vient |u|(A,) < r|u|(Ay) ce qui n’est possible que si |u[(A,) = 0. Par
suite, |h| > 1 presque partout g
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La proposition ci-dessus permet en particulier de définir tout naturellement l’intégration par
rapport a une mesure complexe:

Définition 3.5.4 Soit (E, M) un espace mesurable et p une mesure complexe sur (E, M). Soit
h la fonction définie par la proposition 3.5.3 c’est-a-dire telle que u = h|u|. Pour toute f €

LY (E, M, |pu|), on appelle intégrale de f par rapport a u le nombre complexe /fd,u = /fhd\,u|.

Proposition 3.5.5 Soient (E, M, ;1) un espace mesuré et f € L'(E, M, p). Soit X = fu. Alors,
Al = [f]p

Demonstration. En effet, d’apres la proposition 3.5.3, il existe une fonction mesurable A de
module presque partout égal a 1 telle que h|A| = A. Par suite, |A\| = hfu, et comme || et u sont
positives, il résulte de la proposition 3.1.10 que Af > 0 presque partout, et donc hf = |f| presque
partout @

Proposition 3.5.6 (theoreme de decomposition de Hahn) Soient (E, M) un espace mesurable et
u une mesure réelle sur (E, M). 1l existe deux ensembles mesurables A et B tels que AUB = FE,
AN B =0, et, pour tout F € M, ut(F) = u(FNA) et u=(F) = u(FnNB)

Demonstration. Appliquons a nouveau la proposition 3.5.3 pour écrire y = h|u| avec |h| = 1
presque partout. Comme p est réelle, il résulte de la proposition 3.1.10 que h est réelle, et par suite
on peut supposer que, pour tout x € E, on a h(x) =< 1. Posons A ={h =1} et B={h = —1}.
Puisque %(1 + h) vaut h sur A et 0 sur B, pour tout F € M, on a

pr(F) =3 [ mdll = [ bl = p(F 1 4),

et comme u(F) = pu(FNA)+u(FNB), pu=upu" —p~, on a montré la proposition g

Corollaire 3.5.7 Dans les conditions de la proposition ci-dessus, si u = A — A9, A; étant des
mesures positives, on a Ay > ut et Ay > u”.

Demonstration. En effet, comme p < A, pour F € M,ona u™(F)=u(FNA) <M(FNA)<
AM(F) o
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3.5.2 Relations de dualité entre les espaces L*

Soit (F, M, 1) un espace mesuré, et soit p € [1, +oco]. Soit ¢ I'exposant conjugué de p (¢ = +00
sip=1etg=1sip=+40c0). L'inégalité de Holder montre que si g € L?(E, M, u), 'application
O, : LP(E, M, u) — C définie par ®,(f) = /fgdp est une forme linéaire continue sur L?(E, M, )

de norme < ||g||,- La question se pose alors de savoir si toute forme linéaire continue sur LP(E, M, p)
s’écrit de cette maniere.

Si p = 400, la réponse est non. Si 1 < p < 400 la réponse est oui, et si p = 1 elle est aussi
affirmative si on suppose la mesure o-finie:

Théoréme 3.5.8 Soient (E, M, 1) un espace mesuré (u > 0) et p € [1, +o0|.
1) Supposons 1 < p < +o0. L’application g — ®, ot ®, est définie par ®,(f) = /fgd,u,
f € LP(E, M, ), est un isomorphisme isométrique de L(E, M, u) sur le dual de LP(E, M, ).

2) Supposons (E, M, p) o-fini. Alors, I’application g — ®,, définie comme ci-dessus, est un
isomorphisme isométrique de L™ (E, M, i) sur le dual de L*(E, M, p11).

Demonstration. Nous allons faire la démonstration en trois étapes.
Premiére étape: u(E) < 400, 1 < p < 400.

Tout d’abord, il est clair que g — ®, est injective car, si &, = ®,, on a, VA € M, /A(g—h)d,u =0,

ce qui, d’apres la proposition 3.1.10, implique g = h presque partout. De plus, comme nous I’avons
déja dit, I'inégalité de Holder (théoreme 3.3.2 et proposition 3.4.3) montre que

1]l < llgll,- (5.9)

Il nous reste donc & montrer que si ® est une forme linéaire continue sur LP(E, M, u) il existe
g € LY(E, M, ) tel que ® = @, et que I'on a égalité dans la formule 5.9.

Pour tout A € M, posons A(A) = ®(xa). Alors A\ est une mesure complexe sur (E, M, u):
en effet, la seule propriété a vérifier est la o-additivité. Or, si (A;) est une suite d’ensembles
mesurables deux a deux disjoints, et si A = UAiv pour tout £ € N on a, en posant Ej = U A;,

i 0<i<k
lIxa — X llp = (W(A\Eg)Y?, ce qui montre que xz, tend vers xa dans LP(E, M, ), et par suite
MEk) = Y. A(Ag) tend vers A(A). De plus, si u(A) = 0, on a clairement A(4) = 0 ce qui

0<i<k
signifie que A < p. Alors, d’apres le théoréme de Radon-Nikodym (théoreéme 3.5.1), il existe
g € L'(E, M, u) telle que, pour tout A € M,

xa) = [ gdp. (5.10)
D’apres les propositions 3.4.6 et 3.4.8, il en résulte que
o(f) =/fgdu, (5.11)

pour toute f € L*(E, M, u) (noter que la convergence dans L* entraine ici la convergence dans
LP). Montrons maintenant que g € L4(E, M, i) et que I'on a égalité dans la formule 5.9. Séparons
deux cas:
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a): p = 1. Il résulte de la formule 5.10 que, pour tout A € M,

[ 9du| < 10](4).

La proposition 3.1.11 montre donc que ||g[|cc < [|®||-

b): 1 < p < +o0. Soit « une fonction mesurable, || = 1, telle que ag = |g|. Posons alors
A, ={lg| <n}et fn =xa,l9/ 'a. On a donc |f,|P = |g|? sur A,, f € L®°(E, M, ), et la formule
5.11 donne

[, toltdn = [ sodn=(p) < loll ([ lgpan) "

c’est-a-dire / lg|?dp < || @]9, et le théoréme de Beppo-Levi (theoreme 2.1.11) donne ||g||, < ||®]|-
A

On a donc bien g€ LUE,M,pu) et |lgll; = ||®|- Le second membre de la formule 5.11 est donc
une forme linéaire continue sur LP(E, M, ) et comme L*°(E, M, 11) est dense dans LP(E, M, p)
(propositions 3.3.9 et 3.4.8) la démonstration est achevée dans le cas p(E) < +oo.

Deuxieme étape: 1 < p < 4o00.

Soit Mj I'ensemble des A € M tels que pu(A4) < +oo, et, pour A € My, notons L% V'espace
des fonctionsf € LP(E, M, ) qui sont nulles sur E\A muni de la norme || ||,. Il résulte de la
proposition 3.3.7 que L, est fermé et par suite s’identifie & LP(A, M N A, ). Soit ® 4 la restriction
de ® & I%,. La premiere étape de la démonstration montre donc qu’il existe g4 € LY telle que, pour

toute f € LB on a ®4(f) = /gAfd,u, lgall = ||®a]| < ||®||. Par 'unicité de la premiere étape,

si A et B sont dans My, on a gajans = gBjanB = gans Presque partout sur A N B. Par suite,
'application A — ||gal|g = [[®4]|? est croissante (pour I'inclusion) et il existe une suite croissante
(A,) dans M; telle que

0,11 = sup 0. < o], (5.12)

De plus, d’apres ce qui précede, la suite g4, converge presque partout vers une fonction mesurable
o
g, nulle sur F' = E\ U A, et, d’apres le théoreme de Beppo-Levi (théoreme 2.1.11), on a

n=0

n—00

lgll, = lim [|ga,ll, = sup |lgall, = sup [|@a]l. (5.13)
AEM; AEM;

Remarquons maintenant que si A € M, est tel que ANF =0, on a ||gaua, |l§ = [l9all? + llga,ll¢,
et, d’apres la formule 5.13, g4 = 0. Par conséquent, si A € My, on a g4 = ganr + ga\r = ganr = g
presque partout. Ceci implique que si A € My, on a, pour f € L

@(f) = ®a(f) = [ gafdn
= / gfdp.
Puisque les deux membres extrémes de ’égalité ci-dessus sont continus sur LP(E, M, i), et puisque
J L% est dense dans LP(E, M, ) (proposition 3.3.9), la démonstration de la deuxieme étape est

AeM;
achevée a I'unicité pres. Or, si &, = Py, g et h étant dans LI(E, M, uu), en posant A, = {|g—h| > €},
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on a iu(Ae) < 400, et, pout tout A € M, onadonc | (g—h)xa.du = 0, ce qui, d’apres la proposition
M ;
A

3.1.10, implique g = h presque partout.
Troisieme étape: p = 1, u étant o-finie.
Soit (E,) une suite d’ensembles mesurables deux & deux disjoints tels que E = | ] E, et p(E,) <

neN
+00. Reprenons les notations de la deuxieme étape: d’apres la premiere étape, pour tout n, il existe

gn € L®°(E, M, ) nulle sur E\E,, ||gn|lco < [|®x,|| < ||®|], telle que pour toute f € L*(E, M, p),
on ait

®(xe.f) = /E fgndp. (5.14)

Posons g = Y gy, de sorte que g € L®(E, M, p). Si Ay = |J Eg, on a, pour f € L'(E, M, p),
neN 0<n<k

)= [ Sgi+ o+ g)du= [ fod (5.15)
k k

Comme x4, f tend vers f dans L'(E, M, p), la formule 5.15 et le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue (théoreme 2.2.8) montrent que ®(f) = /fgdu pour toute f € L'(E, M, pu). Par
ailleurs, la formule 5.15 et la premiére partie montrent que ||gi + ... + gkllo < [|Pa, || < [|2]], et on

obtient donc ||g]lee < ||®|| ce qui achéve la preuve du théoréme, a ceci prés qu’il nous faut encore

montrer I'unicité. Mais ceci est immédiat, car si &, = @, pour tout A € M et tout n, on a

/ (9 — h)du = 0, et il suffit encore une fois d’appliquer la proposition 3.1.10 =
EnnA

3.5.3 Convergence faible dans les espaces L”.

Rappelons tout d’abord que si E est un espace normé, on dit qu’une suite (z,),cN converge
faiblement vers x € E si, pour toute forme linéaire ® continue sur E, la suite (®(z,,))neN converge
vers ®(x).

La propriété suivante est tout a fait générale:

Proposition 3.5.9 Soit E un espace de Banach. Soit (z,)neN une suite dans E qui converge
faiblement vers x. Alors suRH:an < +00.
ne

De plus, si (®y)reN est une suite dans E' qui converge (en norme) vers zéro, alors la suite (P (2, )keN
converge vers zéro uniformément par rapport a n.

Demonstration. En effet, considérons les z,, comme des formes linéaires sur ’espace normé E'.
Par hypothése, pour tout 2’ € E' la suite (2'(x,,))neN est bornée. Le théoréme de Banach-Steinhaus

entraine alors que sup sup |z'(z,)| < +0o0 et la conclusion résulte du théoréme de Hahn-Banach.
nEN||z’||<1

La seconde assertion résulte aussitot de la premiere car |®(z,)| < || Pl|||zn|| < M||Pk|| =
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Proposition 3.5.10 Soient (E, M, i) un espace mesuré f, et f des fonctions de LP(E, M, ),
1 < p < +oo. Alors, la suite (f,)neN converge faiblement vers f si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites:

() sug lall < oo
ne
(ii) pour tout A € M tel que u(A) < +oc on a nli_)rglo/Afndu = /A fdp.

Demonstration. En effet, si f,, tend faiblement vers f, la proposition 3.5.9 dit que la condition

(i) est satisfaite, et, puisque pour A € M, u(A) < +oo, la fonction x4 est dans LI(E, M, p)

(% %z 1) et la seconde condition est satisfaite par hypothese. Inversement, si les deux conditions

sont remplies, pour toute fonction étagée integrable ¢, on a nh_)nolo / ofndp = / @ fdu et la conclusion
résulte du théoreme 3.5.8 et de la proposition 3.3.9 car ‘/((p — g)fnd,u‘ < |If — gl|4M d’apres la

condition (i) =
Un résultat analogue s’établit sans difficultés dans le cas p = 1:

Proposition 3.5.11 Soient (E, M, 1) un espace mesuré, u étant o-finie, f, et f des fonctions de
LY(E, M, u). Alors, la suite ( f,)neN converge faiblement vers f si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites:

(1) sup [ falls < +o0;
ne
(ii) pour tout A € M, on a lim / frndu :/ fdu.
n—oo J A A

Demonstration. C’est exactement la méme que celle de la proposition précédente en remplagant
simplement la proposition 3.3.9 par la proposition 3.4.6 =

Il est clair que la convergence en norme dans LP implique la convergence faible, et, sur des
exemples, on peut facilement se convaincre que la réciproque est fausse. La suite du paragraphe est
consacrée a donner un résultat qui montre, dans le cas p = 1, ce qu’il faut rajouter a la convergence
faible pour obtenir la convergence forte.

Si f, et f sont des fonctions de LP(E, M, u), p €]1,+oc], et si (Ag)keN est une suite dans M telle
que klim w(Ag) = 0, alors la suite (xa, )keN tend vers zéro dans LY(E, M, u), et la proposition 3.5.9
—00

montre que ( /A fndu)keN tend vers zéro uniformément par rapport a n. Nous allons tout d’abord
k

généraliser ce résultat au cas p = 1.
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Théoréme 3.5.12 (Theoreme de Vitali) Soient (E, M, u) un espace mesuré (1 > 0) et (fn)neN
une suite dans L'(E, M, u) telle que, pour tout A € M, on a nh_)rrolo/ fndp = / fodu. Soit (By)reN
A A

une suite de parties mesurables de E vérifiant I'une des deux conditions suivantes:
(a) la suite (x B, )keN converge vers zéro presque partout;

(b) lim p(By) = 0.

Alors, la suite (/ \fn|d,u)keN tend vers zéro (quand k — oo) uniformément par rapport a n € N.
By,
Pour établir ce théoréeme, nous avons besoin d’un lemme:

Lemme 3.5.13 Soient (E, M, 11) un espace mesuré, et (g,)neN une suite dans L*(E, M, ). Pour
tout n, posons, pour A et B dans M, d,(A, B) = / lgnllxa — xB|du, et

> d,(A, B)

WA B) =2 50l 4 (A, B))

Alors, d est un écart sur M et M muni de cet écart est complet.

Demonstration du lemme. Il est immédiat que les d,, sont des écarts, et, par suite, d est aussi
un écart. Soit donc (Ag)geN une suite de Cauchy pour d. Alors, pour chaque n (Ag) est une
suite de Cauchy pour d, ce qui signifie que (g,xa4,) est une suite de Cauchy dans L'(E, M, u) et
donc converge vers h, € L'(E, M, 1) (théoréme 3.1.6). D’apres la proposition 3.1.7, pour tout n il

existe une suite (kl("))lEN telle que la suite { gnx ,m converge presque partout. De plus, on peut
k

1 /1eN
supposer que la suite (kl("+1))leN est extraite de la suite (kl(n))leN de sorte que si I’on pose A; = A,(Cll),

pour tout n € N, la suite (gnx A;) converge dans L'(E, M, u) vers h,, ainsi que presque partout.

1eN
Alors, si on pose G, = {g, # 0}, ce qui précéde implique que la suite (x A;nGn) converge presque
partout vers la fonction caractéristique d’'un ensemble mesurable B,, et que h, = g,Xxp,- Posons

alors B = U B,,, et montrons que, pour tout n, llim d. (A}, B) = 0. Pour cela, il suffit de voir que
neN 0
h, = gnxB presque partout. Or, si x € B NG, il existe m tel que x € B,,, et, en raisonnant a un

ensemble de mesure nulle pres, si X a0, (x) converge, on a x NG, (z) = 1 pour [ assez grand ce qui
montre que x € B,,.

Ainsi, on a bien lim (4], B) = 0 et comme la suite (Ay) est de Cauchy pour d, on a lim d(A, B) =
0 l—ocd k—00

(1]

Demonstration du theoreme 3.5.12. Placons nous en premier dans le cadre de I’hypothese (a).
Remarquons tout d’abord que, pour tout n, 'application B — / fadp est continue sur M pour
B

I’écart d défini dans le lemme 3.5.13 avec g, = f,,. Par suite, pour tout € > 0, I’ensemble

F,.(e) = {B € M, tels que

/ (fm — fo)d,u‘ < € pour tout m > n},
B
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est fermé pour d dans M. Comme ’hypothese implique M = U F,(e), d’apres le théoreme de
n>1
Baire, il existe ng > 1 tel que l'intérieur de F), (€) soit non vide. Autrement dit, il existe By € M
et n > 0 tels que d(B,By) < n implique B € F, (p). Remarquons maintenant que, pour tout
n, d’apres le théoreme de convergence dominée (théoréme 2.2.8), on a klim dn(Bo, By U By) = 0
—00
et klim dn(Bo, Bo\By) = 0, ce qui signifie qu’il existe ko tel que pour k > ko, By U By et Bo\Bx
—0Q

appartiennent a F, (¢). Comme

Y

sl < o ] = [, 100

pour n > ng et k > ko, on a

\ / fndu\ < \ / fodu\ + 2.

Le théoreme de convergence dominée entrainant aussi que klim / fodp = 0, pour k& > ki et
— 00 Bk
n > ng, on a ‘ / fnd,u‘ < 3e. Une autre application du théoreme de convergence dominée montre
By,

que / fndu tend vers zéro quand k£ — 400 uniformément par rapport a n € N. Reste a voir que
By,
I’on peut mettre des valeurs absolues dans cette derniere intégrale. Or, si cela était faux, il existerait

€0 > 0 et une suite n; telle que, pour tout [ on ait / f;:ld,u > €p. En posant alors 4; = {f,, > 0},
B

ny

on aurait o fndpe > €, et comme la suite | — XB,,n4, tend vers zéro presque partout, ceci
n
ny 1

contredirait le résultat établi sans les valeurs absolues.
Supposons maintenant que ’on a ’hypothése (b) et raisonnons par ’absurde. Si cela était faux,
il existerait €y > 0 et une suite k; tendant vers +oo tels que, pour tout [ € N, dn; € N tel que

/ |fldp > €. Mais ceci contredit le théoreme de Vitali ( 3.5.12) avec I’hypothese (a) car,
By,

d’apres la proposition 3.3.7, il existe une suite d’entiers k, extraite de la suite &; telle que la suite
des fonctions caractéristiques des By, tende vers zéro presque partout =

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat auquel nous voulions aboutir:

Théoréme 3.5.14 Soient (E, M, i) un espace mesuré de mesure o-finie et f,, n € N et f des
fonctions de L'(E, M, 11). Pour que la suite (f,),eN converge vers f dans L'(E, M, i), il faut et il

suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites (en posant E = U By, avec By, D By et
keN
1(Bg) < +00):

(i) pour tout A € M, li_)m / fudp = / fdu (ou bien, la suite (f,)neN converge faiblement vers f);

(i) la suite (f,) converge en mesure vers f sur chaque By;

Demonstration. En effet, les conditions étant clairement nécéssaires, vérifions qu’elles sont suff-
isantes. D’apres le théoreme de Vitali (théoréme 3.5.12) avec ’hypoyhese (a), / | fu— fldu tend
E\B

k
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vers zéro quand k£ — oo uniformément par rapport a n. Soit ky tel que / |fo — fldp < € pour
B,
tout n.

Pour tout € > 0, soit A, (¢) = {|fn— f| > €} N By,. L’hypothese (ii) signifie que Jim u(An(e)) = 0.
Posons par ailleurs F,, = {f, — f > 0} et G,, = {f, — f < 0}. Le théoreme de Vitali appliqué avec
I’hypothese (b) montre que lorsque £ — —+o0 les intégrales / (fu—f)du et / (fu—1f)du

k(f)ﬁFn Ak(e)ﬂGn
tendent vers zéro uniformément par rapport a n. Il en résulte qu’il en est de méme de ’intégrale

fn — fldu. Par suite, lim/ fn—fld =0,et,comme/ fo— fldu < eu(By,),
f =7 Jim [V o o = 1 < (B

la théoréme est démontré =

Remarque 3.5.15 Le théoreme précédent ne s’étend pas sans changements au cas p > 1. Par
exemple, si on prends une suite de fonctions f, de L' N L? telles que dim [ fo][s =0 et [[fall2 = 1,

pour tout n, cette suite converge en mesure vers zéro ainsi que faiblement aussi bien dans L' que
dans L? (propositions 3.5.10 et 3.5.11).
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Chapitre 4

MESURES DE RADON ET MESURES
DE BOREL

4.1 Espaces topologiques localement compacts

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques compléments de topologie qui seront nécéssaires
par la suite.

Définition 4.1.1 Soit X un espace topologique. On dit que X est localement compact si tout
point de X posséde un voisinage compact.

Proposition 4.1.2 Soit X un espace topologique séparé. Soient K une partie compacte de X et
x un point du complémentaire de K. Alors, il existe deux ouverts disjoints U et V de X tels que
KcUetzelV.

Demonstration. En effet, puisque X est séparé, pour tout y € K, il existe deux ouverts U, et V,
disjoints tels que y € U, et z € V,. K étant compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de
tels U,. Pour conclure, il suffit donc de prendre pour U la réunion de ces U, et pour V' 'intersection
des V}, correspondants =

Proposition 4.1.3 Soient X un espace topologique localement compact séparé, K un compact de
X et U un ouvert de X contenant K. Alors, il existe un ouvert V tel que V soit compact et que
K c V ¢V c U. En particulier, tout point de X admet un systéme fondamental de voisinages
compacts.

Demonstration. Si U = X, il suffit de recouvrir K par un nombre fini de voisinages compacts de
points de K ce qui est possible puisque K est compact; en d’autres termes, on peut toujours trouver
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un ouvert G relativement compact tel que K C G. Supposons donc U # X, et soit A = X\U.

D’apres la proposition 4.1.2, pour tout point z € A, il existe un ouvert W, contenant K tel que

x & W,. Lorsque x parcourt A, la famille AN G N W, est une famille d’ensembles compacts

d’intersection vide, et par suite, il existe z; € A, 1 < i < n, tels que ANG ﬂ W,, = 0. Pour
1<i<n

conclure, il suffit donc de prendre V =G ﬂ W,, E

1<i<n

Avant d’énoncer le principal résultat de ce paragraphe, rappelons des notations. Si X est un
espace topologique, et f une application de X dans C, on appelle support de f la fermeture de
Pensemble {z € X t.q. f(z) # 0}. Par ailleurs, A étant une partie de C, nous noterons K(X; A)
I’espace des fonctions continues de X dans A a support compact.

Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant:

Théoréme 4.1.4 (lemme d’Urysohn) Soient X un espace topologique séparé localement com-
pact, K un sous-ensemble compact de X et V un ouvert de X contenant K. Alors il existe
f € K(X;[0,1]), telle que fix =1 et supp(f) C V.

Demonstration. D’apres la proposition 4.1.3, il existe un ouvert W tel que W est compact et
K CcW Cc W c V. Il suffit alors de construire une fonction g € C(X, [0,1]) telle que gjx = 0 et
gix\w = 1. Pour cela, construisons une famille (Ut)te[o,l} d’ouverts de X vérifiant les conditions
suivantes:

-(i) K C Up;

—(11) U, cw;

~(iii) pour 0 <t < # <1,0n a U; C Uy.

Commencons tout d’abord par construire les U; lorsque ¢ est un nombre dyadique c’est—-a-dire de
la forme ¢ =2ﬁn, 0 < k <27 et ceci par récurrence sur n. Pour n = 0 on pose U; = W, et, d’apres

la proposition 4.1.3 il existe U, tel que K C Uy C Uy C U;. Supposons donc les Uk/or construits

pour 0 < p < n — 1. Il nous faut ainsi définir les Uigp41)/2n, et comme 2nk_1<2k2}t 1<k2,;t11, il

suffit d’appliquer encore la proposition 4.1.3 pour trouver un ouvert tel que Uy s2n-1 C Ugggq1y/on €t
U(2k+1)/2n C Upy1/9n—1. Pour tout ¢ € [0,1], on pose alors Uy = U U,. 1l est clair que les
r<t,rdyadique
conditions (i) et (ii) sont satisfaites. D’autre part, si ¢ < ¢’ il existe deux nombres dyadiques r et 7’
tels que t < r <1’ < t' et la condition (iii) est aussi satisfaite.
On définit alors la fonction g en posant g(z) =1si z € X\U; et g(z) = $1é1[£{15} siz € U. Il est

alors clair que ¢ est égale a 0 sur K et a 1 sur le complémentaire de W. Pour conclure, il suffit de
voir que g est continue. Soit z € X, et posons a = f(x). Séparons trois cas:

a) 0 < a < 1. Soit alors € > 0 assez petit de sorte que a — € et a + € soient dans |0, 1[. Alors, par
définition de g, U, N (X\U,_.) est un voisage de z sur lequel g est comprise entre a — ¢ et a + e,
ce qui montre que g est continue au point x.

b) a = 0. Dans ce cas, pour € > 0, U, est un voisinage de z sur lequel g est comprise entre 0 et €.

c) a = 1. De la méme maniére, pour € > 0, X\U;_, est un voisinage de z sur lequel g est comprise
entre ] —eet 1=

47



Proposition 4.1.5 Soient X un espace topologique séparé localement compact, K un sous-ensem-

ble compact de X et (Vi)1<i<n un recouvrement ouvert fini de K (ie. K C |J V;i). Alors il existe
1<i<n

n

des fonctions h; € K(X,[0,1]), supp(h;) C V; telles que »_ h;i(z) = 1 pour tout z € K (existence
i—1

d’une partition de I'unite subordonnée & un recouvrement donné d’un compact).

Demonstration. En effet, pour chaque x € K, il existe ¢ et W, un voisinage relativement, compact
de z tels que W, C V;. Recouvrons K par un nombre fini de ces voisinages: We,;, 1 <7 <m. Pour
tout 7, 1 <4 < n, notons H; la réunion des W, qui sont contenus dans V;. Par le lemme d’Urysohn
(théoreme 4.1.4) il existe g; € K(X;[0,1]) telle que g; i, = 1 et supp(g;) C V;. Posons alors hy = g1,

n n

hi= JI (1-g;)9, 1 <i<n. On vérifie alors aussitot que Z hi =1—[](1—g;) ce qui termine
1<j<i—1 i=1 j=1

—_

la preuve, puisque pour tout z € K, il existe au moins un j tel que g;(z) =12

4.2 Mesures de Borel positives et mesures de Radon sur
un espace topologique localement compact

Nous avons déja donné au chapitre 1 la définition de mesure de Borel sur un espace topologique
localement compact (définition 1.3.1). On notera qu'une mesure de Borel peut étre définie sur une
tribu plus grande que la tribu des boréliens.

C’est dans ce paragraphe que nous allons donner le théoreme fondamental d’existence de mesures
de Borel positives (théoréme 4.2.4). De plus, nous dégagerons les propriétés essentielles de régularité
de ces mesures et nous verrons sous quelles conditions elles sont satisfaites. Introduisons tout
d’abord une nouvelle définition:

Définition 4.2.1 Soient X un espace topologique séparé localement compact et | une mesure
de Borel positive sur X définie sur une tribu M contenant les boréliens. Soit E € M. On
dit que E est extérieurement régulier pour pu (resp. intérieurement régulier pour pu) si
u(E) = inf {u(V) : ECV,V ouvert} (resp. u(E) = sup {M(K) : KCE, K compact}. De plus,
si tout élément de M est a la fois extérieurement et intérieurement régulier pour p, on dit que y
est réguliére sur M ou simplement que p est réguliére.

Proposition 4.2.2 Soient X un espace topologique localement compact séparé et y une mesure
de Borel positive sur X réguliére. Soit (U;);cr une famille d’ouverts de X tels que u(U;) = 0, Vi € 1.

Alors u( U UZ-) =0.

el

48



Demonstration. Posons U = U U;. Puisque p est réguliere, il suffit de voir que pour tout compact
i€l
K C U on a pu(K) = 0. Mais ceci est évident car on peut recouvrir K par un nombre fini d’ouverts
U, =

Cette proposition permet de définir la notion de support d’une mesure de Borel positive réguliere:

Définition 4.2.3 Soient X un espace topologique localement compact séparé et u une mesure de
Borel positive sur X réguliére. On appelle support de p, et on note Supp(u), le plus petit fermé
F de X tel que u(X\F) = 0.

Si p est une mesure de Borel positive finie sur les compacts, alors I'aplication A : f —— [ fdu
de K(X,C) est une forme linéaire positive (i.e. A(f) > 0si f > 0). Le principal résultat de ce
paragraphe dit que la réciproque est vraie:

Théoréme 4.2.4 (theoreme de representation de Riesz) Soient X un espace topologique séparé
localement compact et A une forme linéaire positive sur K(X;C) (i.e. A(f) > 0si f > 0). Alors il
existe une o-algébre M sur X contenant les boréliens de X et une unique mesure de Borel positive
i définie sur M, telle que:

1) Pour toute f € K(X;C) on a

A() = [ Fd

2) Les propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) pour tout compact K de X, u(K) < +o00;

(ii) tout élément de M est extérieurement régulier (pour ), et, s’il est ouvert ou de mesure finie,
il est aussi intérieurement régulier pour y;

(iii) si E € M est tel que u(FE) =0, alors A C E implique A € M (i.e. (X, M, u) est complet au
sens de la définition 1.3.9).

Le théoreme ci-dessus est a l'origine de la terminologie suivante:

Définition 4.2.5 Soit X un espace topologique séparé localement compact. On appelle mesure
de Radon sur X toute forme linéaire A sur K(X;C) telle que, pour tout compact K de X, il
existe une constante Cx telle que, pour toute fonction ¢ € K(X;C), supp(¢) C K, on a

IA(p)| < Crsuplo()|.
zeK
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Si A est une forme linéaire positive sur K(X; C), et si supp(¢) C K, alors, si ¢ € I(X;R™) est telle
que Y = 1 (théoreme 4.1.4 et proposition 4.1.3), on a ¢ < ||¢||«? et par suite A(¢) < A(%))]|¢]|co-
Ainsi:

Remarque 4.2.6 Soit X un espace topologique séparé localement compact. Toute forme linéaire
positive sur IC(X; C) est une mesure de Radon sur X .

Demonstration du theoreme 4.2.4 . Vérifions tout d’abord I'unicité de p. Si py et puo sont deux
mesures vérifiant les conditions du théoreme, il résulte de (i) et (ii) que les ensembles de mesures
finies sont les méme pour pu; et usg, et il suffit de voir que u; et py sont égales sur les compacts. Si
K est un compact, soit V' un ouvert contenant K et tel que pa(V) < p2(K) + €, € > 0. Alors si
f € K(X;[0,1]) est telle que f =1 sur K et supp(f) C V (lemme d’Urysohn, théoréme 4.1.4), on a

m(K) < [ fdu = M) = [ fd < (V) < pa(K) + ¢,

ce qui montre que i, < g, et on obtient 'autre inégalité en échangeant les roles de p; et us.
Nous allons maintenant démontrer ’existence de p et M en les construisant. Posons tout d’abord
pour tout ouvert V de X

u(V) = sup{A(f); f € K(X;[0,1]), supp(f) C V}, (2.1)
puis, pour toute partie £ de X
u(E) = inf{u(V); V ouvert, E C V'}. (2.2)
De plus, soit Mg ’ensembles des parties E de X telles que

u(E) < 400, et, u(E) = sup{ u(K); K compact, K C E}. (2.3)

Enfin, soit M I’ensembles des parties E de X telles que, pour tout compact K de X,ona ENK €
Mp.

Nous allons démontrer que p et M ainsi définis possedent les propriétés requises.

Tout d’abord, il est clair que p est monotone et que p(E) = 0 implique £ € Mp N M. Ceci
montre que la derniere condition du théoreme est satisfaite, et, la régularité extérieure des éléments
de M est automatique par définition. La démonstration des autres propriétés est assez longue, et
nous allons procéder par étapes successives.

1¢™etape: Soit (F;);cN une suite de parties de X. Alors

W(UB) < Sue 24



Demonstration. Remarquons tout d’abord que si Vi et V;, sont deux ouverts de X alors on a
p(ViUVa) < u(Vh) + u(Va): en effet, si g € K(X;[0,1]) est & support dans V1 UV, et si by, i = 1,2,
sont deux fonctions de K(X;[0,1]) & supports dans V; et telles que hy + hy = 1 sur le support de g
(proposition 4.1.5), on a g = h1g + hag, et par suite

Alg) = A(hrg) + Alheg) < p(Vi) + p(Va),

ce qui donne le résultat, par définition de pu.
Par récurrence, cette inégalité s’étend immédiatement & une suite finie V;, 1 <4 < n, d’ouverts.
Supposons p(E;) < +oo pour tout 7, le résultat cherché étant trivial dans le cas contraire. Soit

€ > 0. Par ( 2.3), il existe des ouverts V; tels que E; C V; et u(V;) < u(E;) + €275 SiV = U Vi,
i=1
et si f € K(X;[0,1]) est & support dans V, par compacité, il existe n tel que supp(f) C |J Vi, et,

i=1
d’apres ce qui précede, on a

n

A <u(U V) < S uh) < Sus) + e

i=1

Comme ceci a lieu pour toute f a support dans V' et que U E; C V, il vient
i

o0 o
u(U E) < (V) < S p(E) + e
i=1 i=1
ce qui prouve la premiere étape.

2°M€ etape: M contient tout les compacts de X. En particulier, la condition (i) du théoréme
est satisfaite. De plus, tout ouvert de X est intérieurement régulier pour u. En particulier, Mg
contient les ouverts V' tels que u(V) < +oo0.

Demonstration. En effet, soit K un compact de X et soit f € K(X,[0,1]) valant 1 sur K; alors
siV ={f>1/2}, onapK) < V) <AQ2f) < oo, d’apreés ( 2.1). D’autre part, soit V' un
ouvert de X, et soit « tel que a < u(V); il existe donc f € K(X;[0,1]) & support contenu dans V'
telle que oo < A(f) (d’apres ( 2.1)). Si K est le support de f, et si W est un ouvert contenant K,
ona A(f) < u(W) ((2.1)), et, d’apres ( 2.2), A(f) < u(K), donc a < u(K).

3*™Cetape. Soit (E;);cN une suite d’éléments de My deux & deux disjoints, et soit E = | | E;.
ieN
Alors, p(E) =Y u(E;). De plus, si yu(E) < +oo, alors E € Mg.
ieN

Demonstration. Montrons tout d’abord que si K; et K5 sont deux compacts disjoints, on a
w(K1 U Ky) = p(Ky) + p(Ks). En effet, d’apres la proposition 4.1.3, il existe deux ouverts disjoints
Vi et V; tels que K; C Vi, i = 1,2. Par ailleurs, d’apres la deuxieme étape, u(K; U K3) < 400, et
il existe un ouvert W contenant K; U Ky tel que u(W) < u(K; U Ky) +€, € > 0 (par ( 2.4)) , et,
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par ( 2.1, deux fonctions f; € K(X,[0,1]) a support dans W NV telles que A(f;) > u(WNV;) —e.
Alors f1 + fo € K(X;[0,1]) et est & support dans W, et comme K; C W NV}, il vient

WKL) + () < (W 0 VR) + (W (V) < A + A(f) + 2,

puis
n(K1) + p(Es) < p(W) + 26 < p(K1 U K») + 3e,
ce qui prouve I’assertion.
Poursuivons maintenant la démonstration de la troisieme étape. Remarquons tout d’abord que
nous pouvons supposer u(E) < 400 car dans le cas contraire, le résultat découle de la premiere
étape. Soit € > 0. Comme E; € My, il existe des compacts H; contenus dans F; tels que, pour

tout 4, u(H;) > u(E;) — 2 %. En utilisant alors ce que nous avons montré précédement, il vient
n n

p(E) > > u(H;) > u(E;) — €, et Pégalité cherchée résulte de la premiére étape.
=0 =0
Pour finir cette étape supposons p(F) < 400, et montrons que E € Mp: I’égalité que nous venons

N
de montrer implique qu’il existe N tel que pu(E) < Y u(E;) + €. Avec les notations ci-dessus, on a
i=0

N
donc u(F) < ,u( U Hi) + 2¢, ce qui montre bien que E € Mp.
i=0
4€etape. 1) Si E € My et pour € > 0, il existe un compact K et un ouvert V tels que
KCECVetuV\K) <e.
2) Si A et B sont deux éléments de My alors les ensembles A\B, AU B et AN B appartiennent
a Mp.

Demonstration. En effet, il existe K et V tels que u(V) —¢/2 < pu(E) < u(K) + €/2, et comme,
d’apres 'étape 2, V\K € My, Iétape 3 montre que p(K) + p(V\K) = u(V) < p(K) + ¢, ce
qui montre le 1). D’apres le 1), il existe deux compacts K et H et deux ouverts V et W tel que
KCcACV,HCcBCWetpuV\K) <e, u(H\W) < e. Alors

A\B C (VAK) U (K\W)U (W\H),

et I'étape 1 montre que p(A\B) < u(K\W) + 2¢, ce qui montre que A\B € Mp. Enfin, comme
ANB = A\(A\B), on a aussi ANB € Mp et puisque AUB = (A\B)U B, il resulte de la troisieme
étape que AU B € Mp.

5*™Cetape. 1) M est une o-algébre contenant les boréliens de X .
2) Mp est exactement ’ensemble des E € M tels que u(E) < +00.
3) p est une mesure sur M.

Demonstration. Vérifions tout d’abord le 1). Si A € M et si K est un compact de X alors
(ENA)N K = K\(AN K), et le 2) de I'étape précédente montre que (E\A) N K € My ce qui
signifie que F\ A € M. Soit maintenant A;, i € N des éléments de M, et posons A = U A;. Sion

ieN
pose By = AyNK et B, = (A, N K)\( ﬂ BZ-), alors les B; sont des éléments de Mg, deux a

0<i<n—1

52



deux disjoints, ANK = U B;, et la troisieme étape montre que AN K € Mg donc A € M. Enfin,
ieN

si F' est un fermé de X glors F N K est un compact donc F' € M, ce qui prouve que M contient

les boréliens de X.

Montrons maintenant le 2). Si E € My, les deuxiéme et troisieme étapes montrent que EN K €
M pour tout compact K. Donc E € M. Inversement, supposons E € M et u(E) < +o0, et soit
V' un ouvert tel que E C V et pu(V) < +oo (d’apres 2.2). D’apres la deuxieme étape, on a donc
V € Mp, et la quatrieme étape montre qu’il existe un compact K C V tel que u(V\K) < +¢, € > 0.
Puisque EN K € Mp, il existe un compact H C EN K tel que u(E N K) < pu(H) + €, et comme
E C (ENK)U(V\K), la premiere étape montre que pu(F) < p(ENK) + p(V\K) < u(H) + 2¢ ce
qui montre que F € Mpg.

Enfin, le 3) résulte aussitot de I’étape 3 et du 2).

Pour achever la démonstration du théoreme, il ne nous reste plus qu’a montrer que la mesure p
représente bien la forme linéaire A:

Derniere etape: pour toute f € K(X;C), A(f) = /fd,u.

Demonstration. Il suffit naturellement de le montrer pour f a valeurs réelles, et, en remplagant
f par —f, il suffit de voir que

< [ (2.5)

Soit K le support de f et soit [a,b] un intervalle de R contenant l'image de f. Soient € > 0

et y; 0 < 7 < n des réels tels que yp < a < y; < ... < Yp = b, y; — yi—1 < €, et posons

E;, = {yi-1 < f < y;} N K. Les E; sont donc des boréliens de X deux a deux disjoints dont la

réunion est K. D’apres les étapes précédentes, pour tout ¢ il existe des ouverts V; D FE; tels que

w(Vi) < p(E;) +€/n, et fiy, < y; + €. D’apres la proposition 4.1.5, il existe h; € K(X;[0,1]), a

support contenu dans V; tels que Z h; = 1 sur K et par suite f = Z hif. Puisque h; f < (y;+€)h;,
3

on a

zj;A (hif) < ; vi + )A(B) = ; (ol + v + A (R) — \a|i1A(hz)

Or,si W = {Z hi>ap, 0<a<l,onapu(K)<uW)< A(%Z h,-), et, en faisant tendre « vers
1, il vient p(K) ( ) Par suite, on a

~ €

A <Y (ol + g+ ) [u(E) + n] alu(K
i=1
n € n
=2 (U5 = u(E) + 2eu(K) + =5 _ (lal +y: + o).
i=1 i=1

Comme y; — € < f(x) sur E;, il vient donc

Af)gf:/}f'fdu+e(2u(K)+|a\+b+e)=/fd,u+e(2u(K)+\a|+b+e),
1=1 g

ce qui donne I'inégalité 2.5 et acheve la démonstration =
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Remarque 4.2.7 On notera que I’énoncé du théoreme de Riesz ne dit pas que u est réguliere. En
fait cela est faux en général. Pour que p soit réguliére, il faut faire une hypothése supplémentaire
sur X.

Introduisons tout d’abord une définition:

Définition 4.2.8 On dit qu’un espace topologique X est c-compact s’il est réunion dénombrable
d’ensembles compacts.

Proposition 4.2.9 Plagons nous dans les hypothéses du théoréme de représentation de Riesz (thé-
oréme 4.2.4) et supposons de plus que X est o-compact. Alors la mesure u est réguliere sur M.
De plus, on a les propriétés suivantes:

1) Pour tout E € M, et tout € > 0 il existe un fermé F' et un ouvert V tels que F C E C V et
u(V\F) < e.

2) Pour tout E € M, il existe un F,, A, et un Gy, B, tels que A C E C B et u(B\A) = 0.

3) Si B est la tribu des boréliens de X, I'espace mesuré (X, M, p) est le complété de (X, B, ).

Demonstration. En effet, supposons X = U K;, les K; étant compacts. Si E € M, et € > 0, on
ieN
a u(E N K;) < oo et il existe des ouverts V; contenant E N K; tels que u(V;\(E N K;)) < €/2"2.
SiV = |J Vi, alors u(V\E) < ¢/2. En appliquant ceci & X\E, on trouve un ouvert W tel que
ieN
X\E C W et u(W\(X\FE)) < ¢/2. Le 1) en résulte aussitot en prenant F' = X\W. Par ailleurs,
si F' est fermé, on a u(F) = lim u(( U KZ-) N F) et la régularité de p en découle. Enfin, pour

n—00
0<i<n
voir le 2), appliquons le 1) & e = 1/4, j € N*. On a ainsi des fermés Fj et des ouverts V; tels que
F; C E C Vj et u(V,\F;) < 1/j. 1l suffit alors de prendre A = [ JFj et B =[] V;. Le 3) résulte

j j
du 2) car si A € M est tel que p(A) = 0, il existe un borélien B (un Gj) contenant A et tel que
u(B)=0z2

Proposition 4.2.10 Soit X un espace topologique séparé localement compact pour lequel tout
ouvert est o—compact. Soit A une mesure de Borel positive sur X finie sur les compacts. Alors A
est réguliere.

Demonstration. Pour toute f € IC(X; C) posons A(f) = / fdX L’hypothése sur A implique donc

que A est une forme linéaire positive sur K(X;C). D’apres le théoreme de représentation de Riesz

(théoréme 4.2.4), il existe une mesure p, vérifiant les conclusions de la proposition 4.2.9, telle que,

pour f € K(X;C), /fdu = /fd)\. Soit alors V un ouvert. Par hypothese, V = | J H;, les H;
ieN

étant compacts. D’apres le lemme d’Urysohn (théoréme 4.1.4, on peut trouver une suite croissante

de fonctions f; € K(X;[0,1]) telles que fniq vaille 1 sur | J H; |J supp(f;) et supp(fo41) C

0<i<n  0<j<n
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V. Alors (f,) tend partout vers la fonction caractéristique de V, et le théoréme de Beppo-Levi
(théoreme 2.1.11) appliqué a A et & u donne A(V') = (V). Alors, si E est un borélien de X, d’apres
la proposition 4.2.9, il existe un fermé F' et un ouvert V tels que FF C E C V et u(V\F) < ¢; comme
V\F est ouvert, ce qui précede montre que A(V\F) < e d’ou la régularité de \ =

Remarque 4.2.11 1) On peut donner des exemples d’espaces topologiques séparés compacts pour
lesquels la conclusion de la proposition 4.2.10 est fausse.
2) Il est clair que I’espace euclidien R™ vérifie les hypothéses de le proposition 4.2.10. Plus générale-
ment, on peut montrer que tout espace topologique séparé localement compact a base dénombrable
d’ouverts vérifie les hypothéses de la proposition 4.2.10.

4.3 La mesure de Lebesgue

Proposition 4.3.1 Soit u une mesure de Borel sur R" finie sur les pavés. Alors u est réguliére et
est entierement déterminée sur les boréliens de R" par ses valeurs sur les pavés.

Demonstration. En effet, soit K un compact de R”. Recouvrons K par un nombre fini de pavés
deux a deux disjoints de cotés 1/m. Soit A,, la réunion de ces pavés. Alors K C A,, ce qui montre
que p est finie sur les compacts, et, d’apres la proposition 4.2.10, p est réguliere. Comme les pavés
de R™ forment une base pour la topologie de R", il en résulte que p(K) = i;lnf w(Am), et u est

entierement déterminée =

Cette proposition montre 'unicité de la mesure de Lebesgue sur R”. Nous allons maintenant voir
son existence.

Théoreme 4.3.2 1l existe une tribu M sur R" contenant la tribu des boréliens et une mesure de
Borel réguliére m sur M tels que I'espace mesuré (R", M, m) soit complet et possédant de plus les
propriétés suivantes:

(a) pour tout pavé P, m(P) est égal au volume euclidien de P;

(b) pour tout E € M, il existe un F,, A, et un Gg, B, tels que m(B\A) = 0;

(c) m est invariante par translation (i.e. VE € M, Vz € R", m(E + z) = m(FE)).

De plus, si 4 est une mesure de Borel positive sur R" finie sur les pavés et invariante par translation
alors il existe une constante C' telle que pour tout borélien E de R" on ait u(E) = Cm(E).

Demonstration. Nous allons appliquer le théoreme de représentation de Riesz a la forme linéaire
positive sur IC(R"; C) donnée par I'intégrale de Riemann. Pour étre complet, rappelons cette derniere.
Pour cela fixons quelques notations. Notons Dy ’ensemble des points de R™ dont les coordon-
nées sont des nombres dyadiques de la forme %, et P, I’ensemble des pavés de R™ de la forme

P={reR" oy <z < +2% 1<i<n}, ota= (o,..,a,) € Di. Alors, si f € K(R™;R),
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posons Agx(f) = 27F" > f(z). La continuité uniforme de f montre que, pour € > 0, il existe un
€Dy,
entier M et deux fonctions ¢ et h a support contenu dans un pavé P contenant le support de f

telles que, :
(i) g et h sont constantes sur tout pavé de Pyy;
(i) g < f < b
(iii) h — g < .
Il est alors a peu prés immeédiat que pour £ > M, on a

An(g) = Ai(g) < Ae(f) < Ax(h) = Am(h),

(f))xen different au plus de eVol(P).

) =
et, par suite, les limites supérieures et inférieures de la suite (A
= lm Ak(f) existe: c’est l'intégrale de

Par conséquent, pour toute f € IC(R™;C), la limite A(f)

Riemann de f.

Appliquons donc a A le théoreme 4.2.4: on a ainsi I’existence d’une tribu M contenant les boréliens
et d’une mesure de Borel m, 'espace (R", M, m) étant complet, et la proposition 4.2.9 donne le (b)
du théoreme et la régulariré de m.

Soit maintenant P un pavé ouvert de R™ dont les cotés sont de longueur /; de sorte que le volume

de P est H ;. Soit Ej la réunion des pavés de P, dont ’adhérence est contenue dans P, et
1<i<n
soit f € KC(R";]0,1]) telle que f = 1 sur Ej et supp(f) C P. La construction de A montre que
n

A(f) > JJ(li—2"%), et, en faisant tendre k vers I'infini, ( 2.1) montre que m(P) = Vol(P). Alors le
i=1
(a) du théoréme en résulte car tout pavé est intersection d’une suite décroissante de pavés ouverts.

Comme tout ouvert de R" est réunion dénombrable de pavés deux a deux disjoints, ce qui précede
montre que pour tout ouvert V on a m(V + z) = m(V) pour tout € R". Et comme, pour tout
E e M, on am(E) =inf{m(V); V ouvert, E C V},le (c) est démontré.

Reste a voir 'unicité. Soit Py un pavé dont les cotés sont tous égaux a 1, et posons C' = pu(Fp).
Soit P un pavé de cotés 27%. Comme P, est réunion de 2*" pavés dont les cotés sont 27%, on a
267 (P) = p(Py) = 2**Cm(P). Par suite (proposition 4.3.1), pour tout ouvert V on a u(V) =
Cm(V), et la conclusion résulte de la proposition 4.2.9 =

Remarque 4.3.3 1) La tribu définie dans le théoréme 4.3.2 s’appelle la tribu de Lebesgue et
ses éléments les ensembles Lebesgue-mesurables. La proposition 4.2.9 montre que la tribu de
Lebesgue est la tribu complétée de la tribu des boréliens pour la mesure de Lebesgue.

2) On peut démontrer, en utilisant I’axiome du choix, qu’il existe des sous-ensembles de R qui
ne sont pas Lebesgue-mesurables. Par exemple, si on définit la relation d’équivalence xRy entre
nombres réels par x —y € Q, et si on considére I'ensemble E des points de [0,1] qui contient
exactement un point de chaque classe d’équivalence, il n’est pas tres difficile de voir que E n’est
pas Lebesgue mesurable.
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4.4 Fonctions continues et fonctions mesurables sur un
espace localement compact

Dans ce paragraphe, nous allons voir que, sur un espace localement compact muni d’une mesure
de Borel réguliere, on peut approcher les fonctions mesurables par des fonctions continues de deux
manieres différentes: d’une part ponctuellement et d’autre part en norme LP.

Théoréme 4.4.1 (theoreme de Lusin) Soient X un espace topologique localement compact, u une

mesure de Borel réguliére finie sur les compacts (définie sur une tribu M contenant les boréliens)
et f une fonction mesurable sur X telle qu’il existe un ensemble mesurable A de mesure finie tel
que f(zr) = 0 si x ¢ A. Alors, pour tout € > 0 il existe une fonction g € K(X;C) telle que

p({f # g}) < e etsup|g(z)| < sup|f(x)l.
zeX zeX

Demonstration. Nous allons tout d’abord construire g de sorte que p({f # g}) < e. Nous
montrerons ensuite comment on peut modifier g pour avoir en plus la condition sur les normes
uniformes.

Supposons tout d’abord A compact et 0 < f < 1. Pour n € N* et 1 <7 < 2", soient E,; =

f_l([i—Q_n—l,%;D, Sy = i—Q_n_lXEn,ia t1 = s1, et t, = s, — s,_1. On vérife alors sans difficultée

=1
que 2™t, est la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable 7;, contenu dans A et que f(x) =

o0
Z tn(z), z € X. Soient V un ouvert contenant A tel que V soit compact et, pour tout n un compact
n=1

K, et un ouvert V,, tels que K, C T,, CV, CV et u(V,\K,) < 2 ". D’apres le lemme d’Urysohn
(théoreme 4.1.4), il existe des fonctions h, € K(X,[0,1]) telles que hyx, = 1 et supp(hn) C Vy.
Posons alors

g(x) = io: 2", (2), x € X.

Il est clair que cette série converge uniformément sur X de sorte que g est continue et, de plus elle
est & support compact puisqu’elle est nulle en dehors de V. Par ailleurs, 27"h,, = t, exépté sur
Voi\Kn, et on a g = f en dehors de (Vn\Kn) qui est un ensemble de mesure inférieure 4 e.

L’existence de g se déduit aussitot de ce qui précede lorsque A est compact et f mesurable et
bornée. On étend immédiatement le résultat au cas A € M, u(A) < +oo en utilisant la régularité
de p: on choisit un compact K C A tel que u(A\K) soit assez petit et on remplace f par fxxk-
Enfin le cas général s’obtient aisément car si B, = {|f| > n}, par hypothése B,, est de mesure finie
et () B, = 0 donc (proposition 1.3.5) ngrglou(Bn) = 0, et il suffit de remplacer f par f(1 — xg,)-

n
Reste a voir que I'on peut modifier g pour avoir ||g]lcc < ||f||oo- Il suffit naturellement de le voir
si||fllec = R < 400. Si alors ¢ est la fonction continue de C dans lui méme définie par ¢(z) = z si

zl < Ret p(z —Bz oy > R, on voit immédiatement qu’il suffit de remplacer g par ¢ o g pour
2|

avoir les propriétés voulues =
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Corollaire 4.4.2 Placons nous sous les méme hypothéses que dans le théoréme de Lusin et sup-
posons de plus que |f| < 1. Alors il existe une suite (g,)n,eN de fonctions continues a support
compacts, |g,| < 1 qui converge presque partout vers f.

Demonstration. En effet, d’apres le théoreme de Lusin, pour tout entier n il existe une fonction
gn € K(X,C) telle que |g,| <1 et,si E, ={g, # f}, p(E,) < 27". Alors la fonction h = ZXEn
est intégrable et si A = {h = 400}, on a pu(A) = 0 (proposition 2.1.9). Par suite, si z € X\A il

—
—

existe un entier n tel que pour m > n, x € E,, c’est-a-dire f(z) = g,(z) E

Proposition 4.4.3 (Theoreme de Vitali-Caratheodory) Soient X un espace topologique locale-

ment compact séparé et p une mesure de Borel sur X réguliére finie sur les compacts (définie sur

une tribu M). Soit f € L'(X, M, u) a valeurs réelles. Soit ¢ > 0 fixé. Alors il existe deux fonc-

tions u et v sur X, u semi-continue supérieurement sup |u| < 400, v semi-continue inférieurement
X

igl(f lv| > —oo , telles que
u< f<w, et, / (v—u)du < e. (4.6)
Demonstration. Supposons tout d’abord f > 0 (et non identiquement nulle). Comme f est limite

simple d’une suite croissante (s,) de fonctions étagées, en considérant la suite ¢, = s, — s,_1, on
voit qu'il existe une suite (E;) d’ensembles mesurables et une suite (¢;) de constantes positives telles

o0 o0

que f(z) = Zciin(x), z € X, et, comme f est intégrable, on a Zci,u(Ei) < +o0o. Pour tout i
i=1 i=1 ,

soient alors K; un compact et V; un ouvert tels que K; C E; C V; et c;u(V;\K;) < 27" e. Posons

[e's) N [e's)
alors v = Z ciXv; et u = Z ¢iXk;, ou N est choisi de sorte que Z cii(E;) < €/2. 1l est alors clair
=1 =1 N+1

que u et v vérifient les conditions de la formule ( 4.6). Le cas général d’une fonction f a valeurs
réelles se déduit du cas précédent en écrivant f = f* — f~, en attachant u; et v; & f, uy et vy &
f~, puis en posant u = u; — vy et v =v; — Uy E

Théoreme 4.4.4 Soient X un espace topologique localement compact séparé et yu une mesure
de borel sur X, définie sur une tribu M (contenant la tribu des boréliens), réguliére finie sur les
compacts. Alors pour, 1 < p < 400, K(X.C) est dense dans LP(X, M, u).

Demonstration. En effet, d’apres la proposition 3.3.9, il suffit de voir que pour toute fonction

étagée f il existe g € IC(X;C) telle que ||g — f||, soit aussi petit que ’on veut. Or si on prend pour
g la fonction donnée par le théoréme de Lusin 4.4.1, on trouve ||f — g, < 2¢*/?|| |l E

4.5 Le théoreme de représentation de Riesz pour les me-
sures de Borel complexes
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Dans la définition 4.2.1 nous avons introduit la notion de mesure de Borel positive réguliere.
Etendons tout d’abord cette notion aux mesures de Borel complexes:

Définition 4.5.1 Soient X un espace topologique localement compact séparé et u une mesure de
Borel complexe sur X.

1) On dit que u est réguliére si la mesure de Borel positive |p| est réguliére.

2) Si p est une mesure de borel complexe réguliére, on appelle support de u et on note Supp(pu)
le support de |u| (définition 4.2.3).

Si la mesure p est définie sur une tribu M contenant la tribu des boréliens, la régularité se
rapporte & M comme pour les mesures positives. Si la tribu n’est pas précisée, il est sous-entendu
qu’il s’agit de la tribu des boréliens.

On peut définir de la méme maniere les ensembles mesurables extérieurement et intérieurement
réguliers en disant qu’ils sont réguliers pour la mesure |u/|.

A la définition 3.5.4, si y est une mesure de Borel complexe sur un espace topologique localement
compact séparé X, nous avons donné un sens & l'intégrale d’une fonction de L'(X, M, |u|) par
rapport a p. Comme |u| est de masse totale finie, toutes les fonctions de (X; C) sont intégrables

par rapport a u, et 'application f — / fdu est clairement une forme linéaire sur C(X; C) qui est

continue pour la norme || f||o = sup |f(x)|.
zeX

Ceci nous amene a introduire I’espace Co(X; C):

Définition 4.5.2 Soit X un espace topologique localement compact séparé. On note Co(X;C) le
complété de IC(X;C) pour la norme || ||o. Co(X;C) est formé des fonctions continues sur X qui
sont nulles a I'infini c¢’est-a-dire telles que pour tout € > 0 il existe un compact K C X tel que

sup |f(z)| < €. De plus, muni de la norme || ||o0, Co(X; C) est un espace de Banach.
zeX\K

Le résultat de ce paragraphe dit que le dual de Cy(X; C) s’identifie a ’espace des mesures de Borel
complexes sur X:

Théoréme 4.5.3 (theoreme de representation de Riesz) Soit X un espace topologique locale-
ment compact séparé. Pour toute forme linéaire continue ® sur Cy(X; C) il existe une unique mesure
de Borel complexe réguliere i telle que

(f) = [ fau, ¥f € Co(X;0). (5.7)

De plus, on a [[]| = |1](X).
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Demonstration. Vérifions tout d’abord I'unicité de la mesure. Si p est une mesure de Borel
complexe réguliere sur X telle que /fd,u = 0 pour tout f € Cy(X;C), d’apres la proposition 3.5.3
il existe une fonction borélienne h, |h| = 1, telle que u = h|u| et, si (f,) est une suite dans I(X; C)
qui converge vers i dans L'(X, |u|) (théoreme 4.4.4) on a |u|(X) = / (h— fa)hd|p| < / o= fold|gl

ce qui montre que |u| = 0.
Pour démontrer 'existence de u, nous allons tout d’abord montrer 1’assertion suivante:
Il existe une forme linéaire positive A sur KC(X;C) telle que, pour toute f € K(X;C) on a

[0 < A(SD) < ([ 2l[]f]]oo-
Pour toute f € K(X;R"), on définit A(f) par

A(f) = sup{|®(h)| t.q. h € K(X;C), |h| < f}.

Il est clair que pour 0 < f; < fo, f; € K(X;RT), et c € RT, on a 0 < A(f1) < A(f2) et Aefr) =
cA(f1). Montrons que A est additive sur C(X;RT). Soient f; et fo dans K(X;R") et € > 0. Si
hi € K(X;C) sont telles que |h;| < fi et A(f;) < |P(hi)| +¢ i =1,2, et si a; € C sont tels que
a;®(h;) = |®(hy)], on a A(f1) + A(f2) < P(aghy + aghg) + 2e Aot A(f1) + A(f2) < A(f1+ fo) + 2e.

Inversement, si h € K(X; C) est telle que |h| < fi+ fa, posons h;(x) :% si fi(x)+fo(x) >
1 2
0 et h;(z) = 0 sinon, 7 = 1,2. Il est clair que h; € K(X;C), et, comme |h;| < f; et hy + hy = h,

on a |[®(h)| < A(f1) + A(f2). Finalement on a bien A(f1) + A(f2) = A(f1 + f2). On étend alors
naturellement A & JC(X;C) en séparant tout d’abord pour les fonctions réelles partie positive et
partie négative puis pour les fonctions complexes partie réelle et partie imaginaire.

Appliquons maintenant le théoreme 4.2.4 a A et appelons A la mesure de Borel positive qu’il nous
donne. Puisque [A(f)| < [|@]| si |f| < 1, on a A(X) < ||®| et A est réguliere (proposition 4.2.9).

De plus on a |®(f)| < /\f|d)\, f € K(X;C), ce qui montre que ® s’étend en une forme linéaire
continue sur L'(X;\) (proposition 4.4.4) de norme < 1. Le théoréme 3.5.8 montre alors qu’il existe
une fonction borélienne g, |g| < 1 telle que, pour toute f € K(X;C), on a (f) = /fgd/\ et cette

égalité s’étend a toute fonction f de Cy(X;C) puisque A est de masse totale finie. Ceci démontre la
formule ( 5.7) avec u = gA.

Reste a voir que [|®|| = A(X). Or la formule ( 5.7) montre que /\g|d)\ > ||®||, et comme

on a A(X) < ||®]| et |g] < 1, il vient A(X) = ||®] et |g]

= 1 A-presque partout. Finalement,
lu| = |g|A = A (proposition 3.5.5) et on a bien |u|(X) = ||®|| =

Notons e la mesure donnée par le théoreme précédent. L’application & —— ug est donc une
bijection du dual de I’espace normé Cy(X,C) sur 'espace des mesures de Borel complexes rég-
ulieres (cette derniére condition étant automatique si X vérifie certaines conditions topologiques
(proposition 4.2.10)). Comme cette bijection est isométrique et clairement linéaire, le théoreme de
représentation de Riesz peut s’énoncer comme suit:
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Remarque 4.5.4 Dans les conditions du théoréme précédent, et avec les notations de ci-dessus,
Papplication ® — e est un isomorphisme isométrique du dual de I'espace de Banach Cy(X; C)
sur I'espace des mesures de Borel complexes réguliéres muni de la norme || u|| = |p|(X).
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Chapitre 5
PRODUIT DE MESURES

5.1 Classes monotones

Définition 5.1.1 Soit E un ensemble. On dit qu’une partie M de P(E) est une classe monotone
si M est stable pour les réunions de suites croissantes et pour les intersections de suites décroissantes.

Proposition 5.1.2 Soit £ un ensemble.

1) Toute intersection d’une famille de classes monotones est une classe monotone.

2) Soit A une partie de P(E). Il existe une plus petite classe monotone contenant A. On I’appelle
la classe monotone engendrée par A et on la note M(A).

3) Soit A une algébre booléenne sur E. Pour que A soit une classe monotone il faut et il suffit
qu’elle soit une tribu.

Demonstration. Les deux premieres assertions sont évidentes. La derniere est immédiate car, si

(A,) est une suite de parties de E, la suite n — [ J A est croissante =
k<n

Proposition 5.1.3 Soient E un ensemble et A une algébre booléenne de parties de E. La tribu
T (A) engendrée par A est exactement la classe monotone M(A) engendrée par A.

Demonstration. Puisque 7 (A) est clairement une classe monotone, il nous suffit de voir que
M(A) est une tribu, et, d’apres la proposition 5.1.2, nous devons montrer que M(.A) est une
algeébre booléenne. Soit A € M(A) et montrons que le complémentaire A° de A appartient aussi
a M(A). Soit My ={A € M(A) t.q. A° € M(A)}. 1l est clair que A C My, et, pour conclure,
il suffit de voir que M est une classe monotone ce qui se vérifie immédiatement. De méme, il
faut voir que si A € M(A) et B € M(A) alors AUB € M(A). On considére alors M4 = {B €
M(A) t.q. AUB € M(A)} et on vérifie aussitot que M 4 est une classe monotone. Ainsisi A € A
on a A C My et donc My = M(A). Maintenant si A € M(A), on a donc, pour tout B € A,
A € Mp et donc B € My ce qui montre que A C M4 et acheéve la preuve =
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5.2 Produits finis d’espaces mesurables

Définition 5.2.1 Soit (E;, M;)1<i<n, une famille finie d’espaces mesurables.

n n
1) On appelle ensembles mesurables élémentaires les parties de H E; de la forme H A; ou
i=1 i=1

A; € M;, 1 <i<n. Onappelle tribu produit des tribus M; la tribu H M, sur H E; engendrée
i=1 i=1
par les ensembles mesurables élémentaires.
n n

2) On appelle espace mesurable produit des (F;, M;) I'espace mesurable (HEZ HMZ), et

on le note [[(E;, M;).

=1

Proposition 5.2.2 Soit (E;, M;)i<i<n une famille finie d’espaces mesurables. Toute réunion finie
d’ensembles mesurables élémentaires peut s’écrire comme réunion finie d’ensembles mesurables élé-
mentaires deux a deux disjoints.

Demonstration. Montrons par récurrence sur n que la réunion de deux ensembles mesurables
élémentaires est réunion finie d’ensembles mesurables élémentaires disjoints. Pour n = 2 le résultat
est évident car

(Ax B)U (A" x B') = [(A\A') x BJU[(ANA") < (BUB")] U [(4'\A4) x B.

Soient [] A; et J] B; deux ensembles mesurables élémentaires. Si on écrit

i=1 i=1
n n—1 n—1
()] () -4
i=1 i=1 i=1
et de méme pour H B;, il vient, en posant F' = (H Ai) U (H Bi), F=FNF,ou
i=1

i=1 =1

b= ([ ) o (1 5)] < 82 ([ ] 00,
o (((I0m) < o (Tm) <)o ([T ] [T ) 2] )

Remarquons tout d’abord que

P, = KHE) < (4,UB)| U [(H B4y} x5 v () o (1T 5:)|

et
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D’autre part, I’hypothese de récurrence dit que

(1) o (T O ier).

n—1 n—1
ou les ensembles H , 1 <k < m, sont des ensembles mesurables élémentaires de H E; deux a

=1
deux disjoints. Il Vient donc F' = F3 U F} avec

o (G [(Ter) xenomaf) o ((I2) oo (i 0 0) 5],
re (U e <oomal)of(T4)- (fm)]

On vérifie alors aisément que

0 ([(E ) ] o (i (et ) ] o[ (E (et 29) 2] ).

=1

et,

ce qui s’écrit encore

-9 ) e

[

et le second membre de cette derniere égalité est une réunion finie d’ensembles mesurables élémen-
taires deux a deux disjoints =

Proposition 5.2.3 Soit (E;, M;)1<i<, une famille finie d’espaces mesurables.
1) L’ensemble des réunions finies d’ensembles mesurables élémentaires est une algébre booléenne
n

sur [[ E;.
-1 i

2) La tribu H M, est la classe monotone engendrée par les réunions finies d’ensembles mesurables
i=1
élémentaires.

Demonstration. D’apreés la proposition 5.1.3, le 2) résulte du 1). Vérifions donc ce dernier.
L’intersection de deux ensembles mesurables élémentaires étant clairement un ensemble mesurable
élémentaire, vérifions la stabilité par passage au complémentaire. Pour cela, d’apres ce qui précede,
il suffit de voir que le complémentaire d’un ensemble mesurable élémentaire est une réunion d’en-
sembles mesurables élémentaires ce qui est immédiat =

Avant de poursuivre, rappelons une terminologie de théorie des ensembles:
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Définition 5.2.4 Soit (E;)1<i<n une famille finie d’ensembles.

1) Soit E C ][ Ei. On appelle section d’abcisse z; € E; de E I'ensemble E,, C [[ E; formé des
i—1 i
pOthS (yla ey Yi1 Yig1, - -y yn) tels que (yla oy Ty e, yn) € E.

2) Soit f une application de H FE; dans un ensemble F'. On appelle section d’abcisse z; € E; de
i=1
f ]’app]ication fxz de H E] dans F définie par fzi(ylv e Yi-1Yi41, - yn) = f(yb sy Ly ey yn)
J#i

Proposition 5.2. 5 Soient (E;, M;)1<i<n une famille ﬁnie d’espaces mesurables, E un élément de

la tribu produit H M, et f une fonction mesurable de H E;; M;) dans R ou C, et soit z; € F;.

=1 =1
Alors:
1) E,, est un ensemble mesurable pour la tribu produit H M.
J#4
2) fu, est une fonction mesurable pour la tribu produit H M;.
1#]
Demonstration. Vérifions tout d’abord le 1). Si E est un ensemble élémentaire le résultat est
évident et il en est donc de méme pour une réunion finie d’ensembles élémentaires. Soit alors My
n

I’ensemble des F € H M, tels que E,, soit mesurable. D’apres la proposition 5.2.3, il suffit, pour
i=1

conclure, de voir que M est une classe monotone, ce qui est évident. Vérifions maintenant le 2). Il

suffit de considérer le cas ol f est & valeurs dans R. Si on remarque alors que {f;, > a} = {f > a},,,

la conclusion résulte de la proposition 1.2.5 et du 1) =

Proposition 5.2.6 Soient E;, 1 <1 < n, des espaces topologiques, B; la tribu borélienne sur E;,
n n

et B la tribu borélienne sur ’espace topologique produit H E;. Alors, H B; C B. De plus, si les E;

=1 i=1
n n

sont a bases dénombrables d’ouverts, on a I’égalité H B; = B (i.e. la tribu des boréliens sur H E;
n =1 =1
est la tribu produit [] B;).
i=1
Demonstration. Il suffit de faire la démonstration lorsque n = 2. En effet, si A € By, alors
Ax E, € B car c’est I'image réciproque par la premieére projection de A. De méme pour B € By, et,
par suite A x B € B, ce qui prouve l'inclusion. Maintenant, si E; et E, sont a bases dénombrables
d’ouverts, O; et Oy, tout ouvert de E; X E5 est réunion dénombrable d’ouverts élémentaires O X O,
O; ouvert de E;, donc appartient a le tribu produit B; x By ce qui montre I'inclusion inverse =

Remarque 5.2.7 Si on ne fait aucune hypothése sur les espaces topologiques E; il se peut que
n

P’inclusion H B; C B soit stricte.
i=1
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Proposition 5.2.8 Soient (E;, M;)1<i<, une famille finie d’espaces mesurés, et i; = 0, 1 < iy <
ij P n
. <1, = n des entiers. Pour tout j > 2 posons M’ = H M;. Alors H M = H M;.
1=1j—1+1 j=2 ]

Demonstration. En effet, en raisonnant par récurrence sur p, on est aussitot ramené a montrer
m—1

quesil<m<n M!'= H M; et M? = H M;, on a HM = M! x M2, Pour le voir, d’apres

i=1 i=m =1

n

la proposition 5.2.3, il suffit de montrer que si A' € M! et A% € M?, on a A' x A* € [[ M;. Mais
i=1

ceci résulte de la proposition 5.2.3 car le résultat est évident si A? est élémentaire =

5.3 Produits finis d’espaces mesurés

Théoréme 5.3.1 Soit (E;, M;, j1;)1<i<n une famille finie d’espaces mesurés les mesures p,; étant
n

o-finies. Sur la tribu produit 1_[/\/1Z il existe une et une seule mesure y telle que, pour tout
i=1

n n

ensemble mesurable élémentaire H A; on ait u( H A-) H u;i(A;), étant entendu que, si 'un des
=1

1i(A;) est nul, le produit est nu] La mesure T appeﬂe Ia mesure produit des mesures pu; et

se note H 1; et 'espace mesuré (H FE;, H M, H ,uz> s’appelle ’espace mesuré produit des
=1 =1 =1 =1
n

espaces mesurés (E;, M;, u;) et ce note H(Ez-,./\/li, 1) -
i=1
Demonstration. Nous allons faire cette démonstration en deux étapes.

1¢"etape: Cas ol les mesures ; sont finies.
n

Démontrons tout d’abord I'existence de p. Soit F 1’ensemble des fonctions mesurables f de H E;
i=1

n
dans R ou C telles que, pour tout i, et tout (z;11,...2,) € H FE;, la fonction
j=i+1

T; '—>// [/ fdlfll(xl)]dlfl2(x2)---dﬂz‘—l(xi—l)

est p;-intégrable, et posons M, = {E € HE t.q. Xg € .7-'} Il est clair que Mg contient les

ensembles mesurables élémentaires, donc d’ apres la proposition 5.2.2, les réunions finies d’ensembles
mesurables élémentaires. Montrons maintenant que MO est une classe monotone. Soit (B,)neN une

suite monotone dans M, et posons B = hm B, U B, si (B,) est croissante et ﬂ B, si
neN
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(B,,) est décroissante). Comme la suite (xp,) converge simplement vers xg, et que py(F;) < +o0,
le théoreme de Beppo-Levi (théoremes 2.1.11 et 2.2.4) donne

nh_{glo/ XB, A1 = /XBdﬂl < pi(Er).

Les fonctions xo — / XB,dp étant, par hypothése mesurables, il en résulte qu’il en est de méme

de 7o — / xpdu1 (proposition 1.2.8), et, une nouvelle application du théoréeme de Beppo-Levi

Jim. [ / xBndul]duz / [ / deul]duz-

En raisonnant par récurrence, on conclut 1mmed1atement que xg € F ce qui prouve que B € M.

donne

La proposition 5.2.3 donne alors My = H M,;. Nous définissons alors la mesure p sur H M, en
=1 i=1

w(F) = [ [ [/Xde] ...]dun. n

Il nous faut alors vérifier que p ainsi définie est bien une mesure sur H FE; qui répond a la question.
i=1

posant

n

n
Comme on a ,u( 11 Ai) H 1i(A;) pour tout ensemble mesurable élémentaire [ A;, il nous suffit
i—1

=1
n

de voir que y est o-additive. Or, si (Fi,)meN est une suite d’éléments de J] M; deux & deux

i=1
disjoints, d’apres le corollaire 2.1.14, on a
o
/Xqul =) /XFmdula
m=1
puis
f [/ ] 5 [ [ vl
m=1
o0
et ainsi de suite, on a bien pu(F Z , ce qui acheve de montrer I'existence de la mesure pu.

Montrons maintenant I'unicité de ,1_1 S’il y avait deux mesures p et A répondant a la question,
elles coincideraient sur les ensembles mesurables élémentaires donc aussi (proposition 5.2.2) sur leurs

réunion finies. Si on pose alors M, = {E € H E; t.q. u(E) = )\(E)}, il nous sufit de voir, pour
i—1

conclure que M, est une classe monotone ce qui résulte aussitot de la proposition 1.3.5 puisque
et \ sont de masses totales finies.

2°M€ etape: cas général ou les mesures y; sont o-finies.

Démontrons tout d’abord I'existence de y. Pour 1 < k < 7, soit (BY);eN une suite crmssante de

parties mesurables de Ej, telles que ,uk(B,JC) < +o00,Vj EN, et B = U B,JC et posons B = H Bk,
N -
Je n n
de sorte que (B;);jeN est une suite croissante de parties mesurables de H FE), telle que H FE;, =
k=1 i=1
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|J B’. D’apres la premiére étape, on peut considérer l'espace mesuré produit (B, M7, /) =
jeN
n
11 (Bi, M3, 1) ((Bf, M3, i) étant la restriction de (Ey, My, x) & B}), et Punicité de la premieére
k=1
n
étape montre que 17! restreint & B7 est pf. Soit alors Mg 'ensemble des parties B de [ E; telles

=1
que, pour tout j on ait BN B/ € M. Comme les M7 sont des tribus, il en est de méme de M, et

comme B = | J (BN BY), et, M’ C HMZ, on a My C HM Par ailleurs, pour B € HMZ, on

jeN i=1 i=1 i=1

n n

a BN B € M7, et, par suite, on a Mg = H M;. Alors, pour tout F' € H M, on peut considérer
i=1 i=1

la suite croissante j — p/ (F'N BY?) et poser, par définition

p(F) = lim @/ (F N BY).

J—o0

n n n
Il est alors clair que pour tout ensemble mesurable élémentaire H A; on a ,u( H A,-) = H wi(A;)
1=1 =1 —
et, pour conclure, il suffit de prouver que p est o-addditive. Or, si (F},),eN est une suite d’éléments
n

deux a deux disjoints de HMi, et ' = U F,,, pour tous j et k, on a, d’apres la premiere

=1 neN
k k 0
partie, u(F Z (F, N BY) Z , dott u(F) > > u(F,). Dautre part, pour tout 7,
n=1 n=1 n=1
Z wu(F, Z 1 (F, N BY) = 17 (F N BY), et donc, Y u(F,) > u(F), ce qui achéve de montrer
n=1 n=1

l ex1stence de p.
Vérifions maintenant I'unicité de u. Si A est une autre mesure vérifiant les propriétés du théoreme,
si M désigne la restriction de A & (B?, M7), l'unicité de la premiere partie montre que N = p/.
n

Or, pour tout B € [[ M;, d’aprés la proposition 1.3.5, on a A(B) = lim N(BN B) et u(B) =
=l Jroo

lim pUj(B N B?), ce qui montre que A = y et achéve la preuve du théoréme =

j—o0

n

Corollaire 5.3.2 Dans les conditions du théoreme précédent, pour tout B € H M,;, et pour toute
i=1

permutation o de {1,2,...,n}, on a

(1) 8) = [ [ [ xos] -Jtcr )

Demonstration. Vérifions tout d’abord la formule lorsque o est I'identité. En reprenant les
n

notation de la démonstration du théoréme, et en remarquant que H u; restreinte & B est u/, la
i=1

preuve de la premiere partie du théoréme montre que le formule ( 3.1) est vraie si on remplace B

par BN B’ et la conclusion s’obtient en applquant le théoréeme de Beppo-Levi (théoréme 2.1.11).
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Considérons maintenant la premutation o. Soit f la bijection canonique de [[ E; sur [ E,q)- f
-1 i—1

induit donc une bijection de J[ M; sur J] Moy (proposition 1.2.1). La mesure produit [] poq

=1 =1 =1
n

peut donc étre considérée comme une mesure sur H E;, et, comme elle satisfait les conditions du

=1
n

théoréme, par 'unicité, elle est égale a i, ce qui acheéve la démonstration =
? ? 7
i=1

Proposition 5.3.3 Soient (EZ-, M, li)1<i<n une famille finie d’espaces mesurés les mesures ji; étant

o-finieseti; = 0,1 < ig <...< i, une suite d’entiers et o une permutationde {1,...,n}. Pour tout

n
j > 2, posons p) = H Ho(iy- Alors, H u) H w; (c.f. proposition 5.2.8). En particulier, si
1= ZJ 1+1 =1

BEHMiona

i=1

(H /f'z) / [ / XBdﬂa(l] (ﬁﬂa(z)

Demonstration. [’égalité des deux mesures résulte aussitot de I'unicité du théoreme 5.3.1, et la
derniere assertion résulte du corollaire 5.3.2 =

Proposition 5.3.4 Soit (E;, M;, j;)1<i<n, une famille finie d’espaces mesurés, les mesures j; étant
o-finies. Alors la mesure produit ln_[ 1; est o-finie.
Demonstration. En reprenant les nigtlations de la démonstration du théoréeme 5.3.1, on remarque
que (ﬁ ui)(Bj) =1/ (BY) = ﬁ 12 (B1) < 400, puisque les mesures 2, sont finies =
i=1 k=1
Remarque 5.3.5 Dans les résultats énoncés dans ce paragraphe, I’hypothése de o-finitude des
mesures ; est indispensable.

Par exemple si m est la mesure de Lebesgue sur [0,1] et v la mesure discrete sur [0, 1], il est
clair que la diagonale A de [0,1] x [0,1] est un ensemble mesurable (i.e. dans B x P([0,1]) ou
B est la tribu des boréliens). Or, pour tout =,y € [0,1], v(A;) et m(A,) = 0, ce qui implique

/ (Az)dm =1 et /m Jdv = 0, et la formule ( 3.1) du corollaire 5.3.2 n’est pas vérifiée =

La proposition 5.2.6 montre que, si B est la tribu borélienne sur R, le produit n-fois répété de B
par elle méme, est égal a la tribu borélienne sur R™. L’unicité du théoreme 5.3.1 montre alors le
résultat suivant:

Proposition 5.3.6 Soit B, la tribu borélienne sur R". Soit m la mesure de Lebesgue sur R. Le
produit n-fois répété de m par elle méme est égale a la mesure de Lebesgue sur B,,.
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5.4 Le théoréme de Fubini

Proposition 5.4.1 Soient (El,MZ,,U,Z)1<Z<n une famille finie d’espaces mesurés, les mesures i

étant o-finies, et f une fonction de H E; dans Ry mesurable par rapport a la tribu produit H M,;.
i=1 i=1

Alors, pour toute permutation o de {1,...,n}, on a:
- la fonction z,¢) — f(1,...,Zsq),- -, Tn) est Myy—mesurable, les variables x;, i # o(1), étant
fixés;

- la fonction x,(9) — /fd,u(,(l) est M, 2)~mesurable, les variables x;, i # o(1), i # 0(2), étant
fixées;
-etc.. ..

Demonstration. La premiere assertion résulte de 5.2.5. Compte tenu de la bijection qui existe
n n
entre H E; et H Es(s), 1a fonction

i=1 i=1

(xg(l), (.Ig(g), ce ,xg(n))) — f(:El, ce ,xn)

est mesurable par rapport a la tribu M1y X H Es()- 1l résulte alors des propositions 5.3.4, 1.2.13,

du corollaire 5.3.2 et du théoreme de Beppo- Lev1 (théoréme 2.1.11) que la fonction

(.’L‘a(l), R ,.’L’a(n)) — / fd,ug(l)

n

est mesurable pour la tribu H Es), et la deuxiéme assertion résulte encore de la proposition 5.2.5.
i=2

Pour conclure, il suffit de raisonner par récurrence =

Théoréme 5.4.2 (theoreme de Fubini-Tonelli) Soient (E;, M;, f1;)1<i<, une famille finie d’es-
n

paces mesurés, les mesures ji; étant o-finies, et f une fonction de H E; dans R, mesurable par
i=1

n
rapport a la tribu produit H M;. Alors pour toute permutation o de {1,...,n}, on a
i=1

/fd(i:f[lui) :/[ [/ [ [/ fdug(l)] ...]du(,(i)] ...]dug(n) < 0.

Demonstration. Démontrons tout d’abord le théoreme lorsque o est I'identité. En raisonnant par
récurrence sur 7, les propositions 5.3.3 et 5.3.4 montrent qu’il suffit de faire la preuve lorsque n = 2.
Comme le résulat cherché est vrai pour une fonction étagée d’apres le corollaire 5.3.2, le théoreme
découle dans ce cas de la proposition 1.2.8 et du théoreme de Beppo-Levi (théoreme 2.1.11). Le
cas général pour une permutation o résulte alors de la proposition 5.3.3 =
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Proposition 5.4.3 Soient (E;, M;, [1)1<i<n une famille finie d’espaces mesurés, les mesures p; étant
n
o-finies, o une permutation de {1,...,n} et f une fonction intégrable pour la mesure produit H i

i=1
Alors:
-pour presque tout T,y € Eq;), 2 <14 < n, la fonction x,) — f(%(z),___y%(n)) est fiy(1)~intégrable.
-pour tout j € {2,...,n — 1}, et presque tout T, € Eyy, j +1 <14 <n, la fonction

xUU)F_+‘/‘{"[/iﬁmdruﬁmﬂnmﬂduﬂﬂﬂ ~-]duaw—n

est jiq(;)-intégrable.
-la fonction

To(n) *—>/ [ . [/ fduau)] ] dpbo(n-1)

est fiy(n)~intégrable.

Nota. Dans cet énoncé, le sens de ” presque tout z,;) € Ey(y, j +1 <1 < n” sera précisé dans la
démonstration qui suit.
Demonstration. D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.4.2), on a

/ (/ \f\dua(1)> el (n) < +00,

et il existe donc Asm) € M), to(n)(Asm)) = 0 tel que, pour Ty & Ay, on a

/”(/VM%m)”mwwn<+m.
T (n)

De méme, pour tout Ty & Agwm), il existe A "7(;’)1) € Moy, Hom—1)(A,507) = 0 tel que
/(/ |f|d,uo.(1)) - dplo(n—2) < 400, et ainsi de suite jusqu’'a: pour z,u ¢ A, "(")’ Pel-l) ¢ Mg(

3 < i < n, il existe AU‘(’Z(’;)’ "Pe®) ¢ M), Ho2) (AJ‘(’Q(SL)’ "#79) = 0 tel que pour To2) & AU‘(’Z(")’ ’x"(?’),
0na/|f|du,, < +o0.

Considérons tout d’abord le cas ot f est réelle. D’apres ce qui précede, pour z,(;) ¢ Ai‘(’;") rFeli-n)

2 <1 < n, la fonction x5y — f(z1,...,2,) est Ko(1)~intégrable, et on peut donc considérer la
fonction z, () — / fdusq) en la prolongeant par zéro sur A ‘(’2(3” %@ et d’apres la proposition

5.4.1 (en séparant f* et f7), elle est mesurable, et puisque ‘/fd,u,,(l)‘ < /\f|d,ug(1), elle est aussi

Ko(2)-intégrable. En raisonnant alors par récurrence sur n on conclut immédiatement.
Si f est a valeurs complexes, en séparant partie réelle et partie imaginaire, et en remarquant que
) b))
|me f| + [Im f| < +/2|f], on se raméne au cas précédent =

Théoréme 5.4.4 (Theoreme de Fubini) Soient (E;, M;, 1t;)1<i<n des espaces mesurés, les mesures
n

1; étant o-finies, et f une fonction de H FE; dans R ou C intégrable par rapport a la mesure produit
i=1
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n
I wi- Alors pour toute permutation o de {1,...,n}, on a

/ fd(i:ﬁl m-) - / [ [ / fdug(l)] ...]d,u,,(n).

n
Demonstration. Considérons tout d’abord le cas ou f est a valeurs réelles. On a / fd( H ,ui) =
i=1

/ I CIDE / #d(TI ), et, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.4.2), ces deux
=1 =1

dernieres intégrales sont respectivement égales a

/ - (/ f+dua(1)> Ao (n)
/ ... (/ f_d,ua(l)) e Allg(n)-

Le théoreme découle donc de la proposition 5.4.3. Dans le cas ou f est a valeurs complexes, il
suffit de séparer partie réelle et partie imaginaire et d’appliquer ce qui précede =

et

5.5 Complétion des espaces produits

Si (Fy, My, i), i = 1,2, sont des espaces mesurés complets, il n’est pas vrai, en général que lespace
produit (E1, My, p1) X (FEa, My, pg) est aussi complet. Par exemple, si A € Ej, ui(A) = 0, alors
A x Fy appartient a la tribu produit et est de mesure nulle pour la mesure produit. Par suite si
B est une partie quelconque de Fy, A x B est négligeable pour la mesure produit. Or si B € M,
il résulte de la proposition 5.2.5 que A x B n’appartient pas a la tribu produit et ’espace produit
n’est donc pas complet.

Dans ce paragraphe, nous nous contenterons de montrer le résultat suivant concernant la mesure
de Lebesgue:

Proposition 5.5.1 Pour tout entier n notons L, la tribu de Lebesgue sur R" et m, la mesure
de Lebesgue de sorte que I’espace (R™, L,, m,) est complet. Soient trois entiers non nuls tels que
k = r +s. Alors, lespace (R*, Ly, my) est le complété de I'espace produit de (R, L,,m,) par
(Rsa ESa ms) .

Demonstration. En effet, d’apres la proposition 5.2.6, si Bj, désigne la tribu de Borel sur R¥, on
a By C L, X L, et, de plus, si A € L, et B € L, E X R® et R" X B appartiennent a L (par
régularité de la mesure de Lebesgue), et, par suite, on a By, C L, x L; C L. D’autre part, d’apres
la proposition 5.3.6, my et m, X mg sont égales sur By. Par suite, par régularité de my elles sont
aussi nécéssairement égales sur £, X L, ce qui entraine que Ly est la tribu complétée de L, x L;
pour la mesure m, X mg, ce qui montre le résultat =
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Chapitre 6
CHANGEMENT DE VARIABLES

6.1 Image d’une mesure par une application mesurable

6.1.1 Définition et propriétés generales

Définition 6.1.1 Soient (E, M) et (F,N) deux espaces mesurables, § une application mesurable
de E dans F et i une mesure sur (E, M). On appelle mesure image de p par 6 la mesure 6(u)
sur (F, N') définie par: VB € N, (p)(B) = u(6~(B)).

Il est bien clair que 6(u) est une mesure sur (F,N), la o-additivité se vérifiant immédiatement.
Si p est positive, O(u) l'est aussi. Si p n’est pas identiquement infinie (¢’est-a-dire si p(@)) = 0)
alors () n’est pas non plus identiquement infinie. Il est aussi évident que 8(p)(F) = u(E).

Si E et F sont des espaces topologiques munis de leurs tribu boréliennes, et si # est borélienne,
pour toute mesure de Borel y sur E, 6(u) est une mesure de Borel sur F. Par contre, les espaces
E et I étant supposés localement compacts séparés, si p est finie sur les compacts, il n’est pas vrai
en général que 6(u) soit aussi finie sur les compacts. En particulier, 'image d’une mesure réguliére
n’est pas en general réguliére. Par exemple, m étant la mesure de Lebesgue sur R?, et # I’application
de R? dans R (1, 22) — z1, O(m) n’est pas réguliere car non finie sur les compacts de R puisque
si A est un borélien de R non négligeable alors (m)(A) = m(A X R) = +oo.

Proposition 6.1.2 Soient (E, M), F,N) et (G,P) trois espaces mesurables, 6 (resp. ) une
application mesurable de E dans F (resp. F dans G) et u une mesure sur (E; M). Alors (¢08)(u) =

$(0(n)).

Demonstration. Evident =
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Proposition 6.1.3 Soient (E, M) et (F,N') deux espaces mesurables, f une application mesurable
de E dans F, et u une mesure positive sur (E, M).
1) Pour toute fonction mesurable f de F' dans R, on a

[ rav(w) = [ 1o 6dp.

2) Soit f une fonction mesurable de F' dans R ou C. Pour que f soit (u) intégrable, il faut et il
suffit que f o @ soit p~-intégrable, et alors on a

[ tas(w) = [ o bap.

Demonstration. En effet, la formule du 1) est la définition de 6(u) lorsque f est la fonction
caractéristique d’un ensemble mesurable, le 1) résulte donc du théoreme 1.2.13 et du théoreme de
Beppo-Levi (théoréme 2.1.11. Le 2) s’en déduit aussitot car si f est a valeurs réelles, (fof)t = fTof
et (fol)” = f o0, et, sif est a valeurs complexes, on sépare parties réelles et imaginaire =

Proposition 6.1.4 Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts séparés, ) une
application borélienne de X dans Y et p une mesure de Borel positive sur X.

1) Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) O(u) est finie sur les compacts de Y';

b) pour toute f € K(Y;Ry) on a /f o fdp < +o0.

2) Si p est finie sur les compacts de X et si 6 est une application propre (i.e. I'image réciproque
d’un compact est relativement compacte) (par exemple si 6 est un homéomorphisme) alors 6 (1) est
finie sur les compacts de Y.

Demonstration. L’équivalence de a) et b) résulte immédiatement du lemme d’Urysohn (théoréme
4.1.4), et le 2) est évident =

Proposition 6.1.5 Soient (E, M) et (F,N') deux espaces mesurables, 6 une bijection de E sur F
mesurable ainsi que son inverse et y une mesure positive sur (E, M).

1) Si h est une application mesurable de E dans R, on a 0(hy) = (ho671)0(p).

2)Sihe L'Y(E,M,pu) alorsho 0~ € L'(F,N,0(u)) et on a 0(hu) = (ho671)0(u).

Demonstration. Vérifions tout d’abord le 1). Soit A € N et calculons a = (h o 671)0(u)(A).

D’apres la proposition 6.1.3, puisque (x4(ho8~"))of = xg-1(4)h,onaa = / " hdp = hu(0™*(A)),
9-1(A

ce qui montre la formule cherchée. Pour voir le 2), on remarque tout d’abord que, d’apres la
proposition 6.1.3, ho =1 est bien intégrable par rapport & (), puis on vérifie immédiatement que
si, h est & valeurs réelles, on a §(hu) = 6(htu) — 0(h~ ) et on applique le 1), et, si h est & valeurs
complexes, on sépare parties réelle et imaginaire =

Corollaire 6.1.6 Soient (E, M) et (F,N') deux espaces mesurables, 6 une bijection de E dans F
mesurable ainsi que son inverse et y une mesure complexe sur (E, M). Alors |0(u)| = 6(|u|)-
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Demonstration. En effet, d’aprés la proposition 3.5.3, il existe h € L'(E, M, u) telle que |h| =1
et u = h|p|. Le 2) de la proposition 6.1.5 montre donc que 0(u) = (h o 071)8(|u|), et la conclusion
résulte de la proposition 3.5.5 =

Proposition 6.1.7 Soient (E, M) et (F, N') deux espaces mesurables,  une application mesurable
de E dans F et y une mesure sur (E, M).

1) Si p est concentrée sur A € M et si B € N est tel que §(A) C B alors 6(u) est concentrée sur
B.

2) Si p est positive ou si 0 est bijective alors 8(u) concentrée sur B € N implique p concentrée sur
6=(B).

Demonstration. Vérifions tout d’abord le 1). Si C € F\B, C € M, ona 07'(C)NA =0 et
u(@1(C)) = 0, c’est—a—dire, 8(u)(C) = 0, ce qui montre que #(u) est concentrée sur B. Vérifions
maintenant le 2). Supposons tout d’abord p positive et soit C = E\@!(B). On a donc §(C)NB =
soit C' C 01 (F\B) et donc u(C) < 0(u)(F\B) = 0. Si maintenant p est quelconque mais 6 est
bijective il suffit, d’apres le corollaire 6.1.6, d’appliquer ce qui précede a |6(p)| et |p| car une mesure
est concentrée sur un ensemble si et seulement si sa variation totale l'est =

Remarque. Si on ne fait pas d’hypothése sur p et 6 le 2) de la proposition ci-dessus peut étre
faux. Par exemple si f est une fonction continue sur [0, 1] (m mesure de Lebesgue sur [0, 1]), telle

que /fdm =0et f£0,sl u= fm, et sif est la fonction constante de [0, 1] dans lui méme qui

vaut 1/2, alors 8(fm) = 0 alors que fm n’est pas nulle.

Corollaire 6.1.8 Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts séparés, | une
mesure de Borel réguliére sur X et 6 une application borelienne de X dans Y telle que 6(u) soit
réguliere. Alors:

1) Supp(A(i)) C 6(Supp(p)) (c.f. définitions 4.2.3 et 4.5.1);

2) Supposons que i soit positive ou que 6 soit bijective. Alors si 0 est continue, Supp(f(u)) =

0(Supp()).

Demonstration. Le 1) résulte aussitot de 1) de la proposition 6.1.7. Par ailleurs, sous les hypothe-
ses du 2), le 2) de cette méme proposition dit que u est concentrée sur = (Supp(6(p)). Comme cet
ensemble est fermé puisque 6 est supposée continue, la conclusion est immédiate =

6.1.2 Propriétés particulieres a la mesure de Lebesgue

Proposition 6.1.9 Soit m la mesure de Lebesgue sur R". Pour tout endomorphisme u de R" et
tout borélien A de R"™, on a m(u(A)) = |det(u)|m(A). En particulier, si u est un automorphisme de

n _ m . —
R", u(m) =Tdet(a)] et si u est de plus orthogonal, u(m) = m.
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Demonstration. Soit p 'application définie sur les boréliens par u(A) = m(u(A)). Il est clair que
1 est une mesure de Borel positive sur R" finie sur les pavés. De plus, si z € R" et A est un borélien,
on a u(A+ ) = m(u(A) + u(z)) = m(u(A)), ce qui montre que y est invariante par translation.
D’apres le théoréeme 4.3.2, on a p = C'm,,. Tout revient & montrer que C = |det(u)|, ce que nous
allons faire en trois étapes.

Supposons tout d’abord que u soit une transformation orthogonale. On a alors u(B) = B si B
est la boule unité de R™, et il vient aussitot C = 1 = |det(u)].

Supposons maintenant que u soit un endomorphisme hermitien. Si les éléments de la base canon-
ique de R" sont des vecteurs Propores ¢ de u correspondant a des valeurs propres )\ > 0, le transformé

par u du pavé unité P, est le pavé H[O Ai] qui a pour mesure de Lebesgue H Ai = det(u), d’ou
=1 =1
C = det(u) > 0. Dans le cas général, on sait qu’il existe un endormorphisme v du type précédent

et une transformation orthogonale  tels que u = 0~ o v o §( diagonalisation des endormorphismes
hermitiens), ce qui nous ramene aux cas précedement étudiés.

Supposons maintenant u quelconque. On se ramene alors aux cas précédents en considérant la
décomposition polaire de u, u = 6k ot h = (u* o u)'/?est hermitien positif et # une transformation
orthogonale de sorte que det(h) = |det(u)| =

6.2 Le théoreme de changement de variables

Soient A et D deux ouverts de R". Si ¢ est un difféomorphisme de A sur D, nous noterons J,(£) le

__1

| i de 7,
Le théoreme de changement de variables est basé sur la détermination de la mesure sur A dont
I'image par ¢ est la mesure de Lebesgue sur D:

jacobien de ¢ au point & € A qui est un nombre non nul. Rappelons de plus que J,-1(¢(§))

Théoréme 6.2.1 (theoreme de changement de variables) Soient A et D deux ouverts de R" et

¢ un difféomorphisme de A sur D de classe C'. Notons ma (resp. mp) la restriction de la mesure
de Lebesgue a A (resp. D) c’est-a~dire ma = xam (resp. mp = xpm). Alors, mp = ¢(|J,|ma).
En particulier, si f est une fonction borélienne positive, on a

| fdm(@) = [ F(p(€)I1,(©)ldmi(s).
Demonstration. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer I'inégalité suivante

mp < (| J[ma) (2.1)

En effet, si une telle inégalité est prouvée pour tout difféomorphisme de classe C!, en échangeant les
roles de D et A, il vient ma < ¢~ !(|J,-1lmp). Alors, la formule 2.1 et la proposition 6.1.5 donnent

p < (|Jol oo™ e(ma) < (|Jp] 0 ™" Jp-1|mp = mp,
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ce qui donne I’égalité cherchée.

Comme ¢(|J,/ma) est une mesure de Borel finie sur les compacts (proposition 6.1.4), d’apres la
proposition 4.3.1, tout revient a montrer que, pour tout pavé fermé () contenu dans A dont les
cOtés sont tous égaux, on a

mp(p(Q)) < (|Jplma)(@Q) = /Q|J¢|mA. (2.2)

Pour établir I'inégalité 2.2, nous utilisons le lemme suivant:

Lemme 6.2.2 Soit § une application de classe C* de A dans R™. Si, pour toute matrice M = (aij),

on pose ||M|| = sup > |as;l|, alors pour tout pavé Q dont les cotés sont tous égaux contenu dans
<g<n =1
A, on a

m(0(Q)) < iggllde(t)llnm(@-

Demonstration du lemme 6.2.2. En effet, soit h la longueur des cotés de (). La formule des
accroissements finis montre que si £ et ¢ sont dans @), pour chaque ¢ il existe 7; € Q) tel que

n

06~ 0:6) = 3.

k:l

) &k — Ck)s

ce qui donne

10:(£) — 0;(C)| < supl|df(n)]|h,
neqQ
et le lemme s’en déduit aussitot =

Reprenons maintenant la démonstration du théoreme 6.2.1. Appliquons le lemme 6.2.2 a la
fonction 8(t) = (dp~'(z) o )(t), avec & = p(£) € ©(Q). 1l vient

m((de™'(z) 0 9)(Q)) < iggﬂdeo x) o dy(t)

n

m(Q).

Or, d’apres la proposition 6.1.9, le premier membre de I'inégalité ci-dessus est égal a

7‘ Jw1(£)|m(90(Q))-

On a donc
mp((Q)) < sup|dg (@) 0 do(B)]"1,(6) lma(@)- (2.3)
Remarquons maintenant que pour tout & € A, [[dp '(p(£)) o dp(€)]| = 1. Alors la continuité

uniforme de dy et de dp~! (p est supposée de classe C') montrent que, pour tout € > 0, il existe

un recouvrement fini de @) par des pavés @;, 1 < i < N(e), deux a deux disjoints, tels que les cotés

des @; sont égaux et sup ||do " (¢(&)) o dp(t)|| < 1 + € pour tout & € @Q;. Choisissons alors &; de
1€Q;

sorte que

To(&)|ma (@) = /Q REAGHAGH
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ce qui est possible puisque |J,| est continu. Alors en ajoutant les inégalités 2.3 obtenues pour
chaque pavé Q);, il vient

mo(p(Q)) = X mp((Q) < (149" [ 17,(6) dm(©).

ce qui donne I'inégalite 2.2 en faisant tendre € vers zéro =

Corollaire 6.2.3 (formule de changement de variables) Soient A et D deux ouverts de R"™ et

¢ un diffSomorphisme de A sur D de classe C'. Pour qu’une fonction borélienne f sur D soit
integrable par rapport a la mesure de Lebesgue, il faut et il suffit que la fonction (borélienne)
(f o)|J,| soit integrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur A, et on a alors

| fdm= [ (£ o@)lJ,ldm.

Demonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme 6.2.1 =

6.3 Intégration en coordonnées polaires

6.3.1 Mesure invariante sur la sphere unité de r"

Soit S, 1 la sphere unité de R™: S, ; = {z € R" t.q. ||z|| = 1}, et notons ¢ : S,, 1 xR} — R™\{0}
I’homéomorphisme ¢(&,7) = r£. Si A est un borélien de l'espace topologique S,_1, alors le cone
épointé I'(A) = ¢(Ax]0,1]) est un borélien de R™ car c’est I'image réciproque du borélien Ax]0, 1]
de S,_1 X R} par 'application continue ¢~ 1. On pose alors par définition:

Définition 6.3.1 Soit S, ; la sphére unité de R". On appelle mesure invariante sur S, | la
mesure borélienne réguliére o,, | définie, avec les notations précédentes, par: pour tout borélien A
de S,_1, 0p,—1(A) = nm(T'(A)), m désignant le mesure de Lebesgue sur R™.

La terminologie "mesure invariante” provient du fait que o0,_; est invariante par les transforma-
tions orthogonales d’apres la proposition 6.1.9.

Proposition 6.3.2 Soit f une fonction borélienne sur R". Supposons que f est positive ou inté-
grable sur R™ (i.e. par rapport a la mesure de Lebesgue m). Alors on a

/ fdm, = /0 +°°r”—1( /S f(r§)da(§))dr, (3.4)

les deux intégrales de cette égalitée pouvant étre égales a +oo si f est positive.
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Demonstration. Remarquons tout d’abord que le second membre de la formule 3.4 a bien un sens
lorsque f est positive: ceci résulte du théoreme de Fubini-Tonelli (plus précisément de la proposition
5.4.1) appliquée a la fonction borélienne (£,7) — "1 f o p(&,r). Remarquons ensuite qu’il nous
suffit de prouver la formule 3.4 lorsque f est positive: en effet, si cela est démontré, lorsque f est
réelle ou complexe, le second membre de la formule 3.4 & un sens d’apres le théoréme de Fubini (plus
précisément de la proposition 5.4.3) et la formule s’obtient en séparant partie positive et négative
dans le cas réel et partie réelle et imaginaire dans le cas complexe.

I1 suffit donc de faire la preuve dans le cas ou f est positive ce que nous supposerons maintenant.
Dans ce cas, f étant limite croissante de fonctions étagées (proposition 1.2.13), d’apres le théoréme
de Beppo-Levi (théoréme 2.1.11), nous pouvons nous restreindre au cas ou f est la fonction carac-
téristique d’un borélien de R". Autrement dit, si p est la mesure définie sur les boréliens £ de R"
par la formule

wE) = [ [ xureydote) )ar,

nous devons montrer que 4 = m. Pous cela montrons tout d’abord que ces deux mesures prennent
les méme valeurs sur les tronc de cones E = rI'(A)\r'(A) (i.e. E = ¢(AxI) ou A est un borélien
de S et I =|ry,rg), 0 <7 < 19 < +00. Or les propriétés de la mesure de Lebesgue (proposition

6.1.9) et la déﬁnitig)n de o donnent m(FE)) = (ry — r*)m(I'(A)), soit m(F) :%J(A). Par
ailleurs, p(F) = / " (xz(r)o(A))dr et on a bien u(E) = m(FE). Pour conclure, il suffit alors de
0

remarquer que tout ouvert de R™ est réunion dénombrable d’une famille de tronc de cones deux a
deux disjoints et que la mesure de Borel p est réguliére (proposition 4.2.10) =

Corollaire 6.3.3 Soit F' une fonction borélienne sur R et, pour tout z € R", posons f(x) = F(||z||)
(on dit que f est radiale).
1) Si F est positive, on a

“+o00o
/fdm = sn_l/ " E(r)dr < +o0, (3.5)
0

ou s,_1 désigne la masse totale de la mesure invariante o sur S,_; c¢’est-a-dire o,_1(Sp_1)-
2) Si F est réelle ou complexe, alors f est intégrable sur R™ si et seulement si r — r" "' F(r) est
intégrable sur R, et la formule 3.5 est est alors vraie.

Demonstration. En effet, le cas ot F' est positive est un cas particulier de la proposition 6.3.2,
et le cas ou F est réelle ou complexe s’en déduit aussitot =

Corollaire 6.3.4 Soit b, le volume (i.e. la mesure de Lebesgue) de la boule unite {||z|| < 1} de

R™. On a les formules
7r”/2 2,/Tn/2
b,=———~c¢ets,.1 =nb, =

r(z+1) r(z)’

ou I est la fonction, d’Euler définie par I'(«) = / et ldt, a > 0.
0
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De maniere plus explicite, on a
P 2P Figp
byy = —, sip>1leth = ,
=y S P = O e = e 0p 1)
Demonstration. On applique le corollaire 6.3.3 a la fonction F(r) = e~
+o00 1 +00 n
a2 = /e‘”mnzdm = sn_l/ e dp = §Sn_1/ e tt2dt,
0 0

ce qui donne les premieres formules compte tenu de la relation de récurrence I'(a + 1) = al'(«).
Les dernieres formules explicites s’obtiennent en utilisant cette formule de récurrence et la formule
r(1/2) =722

sip>0.

2 . .
™. il vient

. , — 2 , o\ .
Remarque. Pour calculer 'intégrale / e~ ll=l dm, on peut procéder de la maniere suivante: en

appliquant tout d’abord le théoreme de Beppo-Levi puis le théoreme de Fubini, il vient

2 2 +rR "
/e_”””” dm = lim e 1P dgm = lim / e Vdt|
R—+o0oJ[—R,+R]™ R—+oco|J-R
et on est ramene a calculer 'intégrale lorsque n = 1. On applique alors le corollaire 6.3.3 a

F(r)=e" pour n =2 ce qui donne:

+00 2 +00
[/ e_t2dt] = 81/ te P dt = % = .
0

—0o0

6.3.2 Integration en coordonnées polaires dans r® et R"

Les formules
T1 = rSinucosv, Ty = rsinusinv, rz = rcosu,

définissent un difféomorphisme (de classe C*°) du demi-cylindre ouvert
{0<r<+4o0, 0<u<m 0<v<2r},

sur 'ouvert

R?\{Jb ==0,$1:> 0}.

Le Jacobien de ce difféomorphisme est J(r,u,v) = r’sinu > 0. Le théoréme de changement de
variables (théoreme 6.2.1) donne donc le résultat suivant:

Proposition 6.3.5 Soit f une fonction borélienne sur R®. Si f est positive ou intégrable, on a la
formule suivante:

/ fdm = / f (rsinucosv, rsinusinv, rcosu)rsinudrdudv. (3.6)
0<r

O<u<m
O<v<2m
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La formule 3.6 permet de déterminer de maniere explicite la mesure invariante o sur Ss: si A est un
borélien de Sy, on a, par définition, o(A) = 3m(I'(A)), ou I'(A) est le cone {r&, r € [0,1], £ € A}.
Si h désigne I'application

h: (u,v) — (sinucosv, sinusinv, cosu)

de U = {(u,v);0 <u<m0<wv< 27} sur la sphére S, privée d’'un demi méridien M, on a
A) =3[ xredm = [ sinududo.
o(A) Xr(a)dm i sinududv

Ainsi:

Proposition 6.3.6 La restriction de la mesure oo a So\M est I'image par 'application h ci-dessus
de la restriction de la mesure (sinu)m au rectangle U.

Les résultats que nous venons de décrire dans R® peuvent naturellement se généraliser & R™. Pour
cela on définit un difféomorphisme de 1’ouvert

{0<r<+4o0, —1/2<0;<7/2,1<i<n—2,0<6,_1 <27}
sur R" privé d’'un demi-hyperplan fermé par les formules

T, = rcost;
ZT9 = 1rcosf;sinfy

Tp_1 = rcosficosls . . .cosh,_ssinb,_;
Ty, = rcosficosh, . . .cosl,_ocosb,_1.
Le jacobien de ce difféomorphisme est
n—1

r"Lcos™ 20 cos™ 30, . . . cosb,_s,

et la formule 3.6 se généralise immédiatement.

6.4 Mesure naturelle sur une sous-variété différentiable
de r"
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6.4.1 Cas des sous-variétés paramétrées

Rappelons tout d’abord qu’on appelle sous-variétée différentiable paramétrée de dimension p de
R"™ un couple (U, ¢) ou U est un ouvert de R? et ¢ une application différentiable de U dans R" de
rang p en tout point de U.

On notera G, le déterminant de Gram des vecteurs dérivées partielles %, 1 <1 < p, c’est—a—dire
(3

le déterminant (p,p) dont le terme de la i-ieme ligne et la j-ieme colonne est le produit scalaire

(Q@

ou; Q(E) Par définition, on pose alors:

U

Définition 6.4.1 On appelle mesure naturelle sur la variété différentiable paramétrée (U, ) la

mesure o,y = 0 = ¢(y/Gymy), ot my désigne la restriction & U de la mesure de Lebesgue sur
RP.

La propriété essentielle de cette mesure est:

Proposition 6.4.2 (invariance par changement de parametrage) Soit (U, ) une variété différ-
entiable paramétrée de dimention p, et soit A un ouvert de RP difféomorphe a U et soit 6 un
difféomerphisme de classe C' de A sur U. Alors les mesures naturelles sur les variétés paramétrées

(U, p) et (A, po8) sont égales. En d’autres termes, ¢(1/G,my) = ¢ o 0( G(pogmA).
Demonstration. En effet, un calcul élémentaire montre que, pour £ € A,

Goon(€) = G, (0(9))] s ()"

Il résulte alors du théoréme de changement de variables (théoréme 6.2.1) et de la proposition 6.1.5
que l'on a:

o(\Gomu)=p(\/Gob(1TsIma)) = o(\/Go(| o o 67 |0(ma)))
=0(((fGoor 0 071)0(ma)) = 0(0(\/Gpooma)) = ¢ 0 0(/Gopma ),

ce qui acheve la démonstration =

6.4.2 Cas général

Rappelons tout d’abord que I'on appelle sous-variété différentiable de R™ de dimension p une
partie V de R™ possédant la propriété suivante: pour tout z € V, il existe un voisinage ouvert w de
x dans R" et un difféomorphisme h de w sur un ouvert h(w) de R™ tel que h(wNV) = h(w) NR? (le
couple (w NV, h,nv) est appelé une carte locale de V' au voisinage de z).
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La proposition 6.4.2 va nous permettre de définir une mesure de Borel sur V' (qui est un espace
topologique localement compact pour la topologie induite par celle de R").

Soit £ I'ensemble des ouverts w de R™ ayant la propriété qu’il existe un difféomorphisme A de
w sur un ouvert de R" tel que A(w NV) = h(w) NRP (nous dirons que h est associé a w). Pour
w € & et h asocié & w, soit U = h(w) NR? et appelons ¢ la restriction & U du difféomorphisme h~*.
Considérons alors o, la mesure de Borel sur V Nw définie par

=

D’apres la proposition 6.4.2, cette mesure est indépendante du difféomerphisme h associé a w. De
plus si w et w' sont deux ouverts de £ tels que wNw' NV # (), cette méme proposition 6.4.2 montre
que les restrictions de o, et o, a wNw' NV sont égales.

On en déduit alors facilement l'existence d’une mesure de Borel oy sur V telle que, pour tout
w € &, la restriction de oy & w NV soit o, (on utilise pour cela un recouvrement dénombrable de
V par des éléments de £). C’est cette mesure que I'on appelle la mesure naturelle sur V.

Remarque. 1) S’il est bien clair que oy est une mesure de Borel sur V', on peut aussi considérer oy
comme une mesure sur R™; mais alors, en général, ce n’est plus une mesure de Borel (par exemple:
mesure linéaire sur une spirale de longueur infinie dans R?).

2) A titre d’exercice, on pourra vérifier que 1’on retrouve aisément la mesure invariante sur la
spheére unité de R? par la méthode décrite dans ce paragraphe en utilisant deux cartes locales.

6.4.3 Un théoreme d’intégration par tranches

Théoréme 6.4.3 Soit F' une fonction réelle de classe C' dans un ouvert ) de R"™ dont le gradient
ne s’annule en aucun point de §). Soit Sy la variété différentiable Sy, = {F = A\}. Alors pour toute
fonction borélienne f de () dans R ou C positive ou intégrable dans €2 on a:

Jotam= [ VsA R it

ou ||[VF(x)|| désigne la norme euclidienne du gradient de F' au point x et og, la mesure naturelle
sur S,.

Demonstration. Il suffit naturellement de montrer la formule 4.7 lorsque f est positive. Soit
a € §; puisque VF ne s’annule pas, on peut supposer par exemple gF (a) # 0. D’apres le théoreme
des fonctions implicites, il existe un ouvert U dans R™ !, un intervalle I =]\, \o[, F(a) € I, et un
difféomorphisme h d’un voisinage w de a dans R™ sur U x I de la forme h;(z) = z;, 1 <i<n—1,
hn(z) = F(z). Le difféomorphisme réciproque h'est de la forme h;'(§) = &, 1 < i < n — 1,
h1(€) = ¢(€), et, entre les dérivée partielles de F' et ¢ on a les relations

oF oF 0y .
= 1<i1<n-—-1
8xiog0+<3xnow>3§z 0,1<2<n ,

83



oF 8<p
o =1.
Oz, 0,
Pour A € I la sous-variété S, N U est I'image de U par I'application ¢, définie pour v =
(u1,...up—1) € U par
QO)\(’U,) = (ula cees Un—1, Qp(ula <o Un—1, /\))

Remarquons maintenant que, pour u e U, A€ [ et 1 <i,5<n—1,0na

Dox . . Opn O (o () 2 (pa(u)) |
(U')a (u) >= : 2 L F ],
i O S (or(w)
don, [P (o) + (2 (paw)”
‘aw (u)] = OF 2 ’
i 27 (pa(u)|

Alors un calcul élémentaire montre que le déterminant de Gram G, est égal a:

IVE ()]

o (02 (w)

wa (u) =

Par suite, par définition de la mesure og, et compte tenu du fait que

T8 = ar ey

pour toute fonction borelienne positive nulle hors de w, on a:

ORI S  ( ) R
o TR 5@ —Hmmﬁlmdw

—/ floa(u))|Jp-1(u, A)|duy - .. duy—1.

En intégrant les deux membres de cette égalité sur I et en utilisant le théoreme de changement de
variables (théoreme 6.2.1) il vient

/*2 V iGN ]d)\ /h [/ Flon(@) | Tnr (1, )\)|du1...dun_1]d)\
a |siw [|[VF()] ™ A Lo
= [ F(h7©) 1 (§)ldm(&) = [ f(a)dm(a
Ceci démontre la formule 4.7 lorsque f est nulle hors de I'ouvert w. Pour conclure dans le cas

général, il suffit alors de recouvrir €2 par une famille dénombrable d’ouverts w,, du type précédent
et d’utiliser une partition de 1'unité adaptée aux w,, =

Remarque 6.4.4 Par exemple, dans le cas Q = R"\{0} et F(z) = ||z| le théoréme précédent
redonne la formule de la proposition 6.3.2.
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Chapitre 7
CONVOLUTION

7.1 Convolution des fonctions mesurables sur r"

Dans tout ce paragraphe la seule mesure que nous considérons est la mesure de Lebesgue sur R".
Pour simplifier I’écriture, nous dirons d’une fonction f qu’elle est intégrable sur R” si elle appartient
a lespace L'(R™, M, m) ol m est la mesure de Lebesgue et M la tribu de Lebesgue (c.f. remarque
4.3.3). De méme, nous noterons simplement LP(R™) au lieu de L(R™, M, m). Quand nous parlerons
de fonction mesurable sur R”, il s’agira toujours de fonctions Lebesgue-mesurables (remarque 4.3.3).

7.1.1 Définition et premieres propriétés

Definissons tout d’abord une notation: soit f une application de R dans un ensemble E et a € R".
On appelle translatée de f par a l'application 7,f = 7,(f) définie par 7,f(z) = f(z —a). On
appelle symétrique de f la fonction f¥ définie par fY(z) = f(—zx).

Proposition 7.1.1 Soit f une application mesurable (ou borélienne) de R" dans R ou C. Alors les
applications 7,f (a € R") et f¥ sont mesurables (ou boréliennes). De plus, si f est intégrable sur
R"™ alors 7, f et fV le sont aussi.

Demonstration. L.a mesurabilité est immediate car £ — = 4+ a et £ — —x sont continues et la
derniere assertion résulte de la proposition 6.1.9 =

Proposition 7.1.2 1) Les applications 7, : f — 7,f et V : f — fV sont des isométries surjec-
tives sur les espaces LP(R"), 1 < p < +o0.
2) Pour 1 < p < +00, et pour toute f € LP(R") on a liII(l) l7af — fll, = 0.

a—
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Demonstration. Le 1) résulte de la proposition 6.1.9. Verifions le 2). Supposons tout d’abord
f € K(R™;C). Alors f est uniformément continue et, pour tout € > 0, il existe un voisinage de zéro
relativement compact V' dans R" tel que, pour a € V, on a ||7of — fllec < €. Comme 7,f — f est
nulle en dehors d’un compact fixe pour @ € V, on a le résultat annoncé. Supposons maintenant
f € LP(R™). D’apres le théoreme 4.4.4, il existe ¢ € IC(R™; C) telle que ||f — ¢l|, < e. D’apres le 1)
on a donc ||7.f — fll, < 2||f — ¢llp + ||7ap — ¢llp, €t la conclusion résulte de ce qui précede =

Remarque. Le 2) de la proposition 7.1.2 est faux pour p = +o00. Par exemple pour f = x[o,1j dans
R, on a ||7.f — flleo =1 pour a # 0.

Définition 7.1.3 Soient f et g deux fonctions mesurables sur R". On dit que le produit de
convolution de f par g existe au point = € R", et dans ce cas on le note f * g(x), si I'integrale

/(Tx(fv))gdm a un sens c’est-a-dire si soit f et g sont toutes deux positives soit (1,(fY))g €
L'(R™)).

Proposition 7.1.4 Soient f et g deux fonctions mesurables sur R™ et x € R™. Si f * g(x) existe
alors g  f(x) aussi et f x g(z) = g * f(z).

Demonstration. En effet, I'hypotheése dit que la fonction ¢ — f(z — t)g(f) est integrable; la
formule de changement de variables (corollaire 6.2.3) donne alors aussitot 'intégrabilité de ¢t —

f(t)g(z —t) et le fait que fxg(x) =g =* f(z) =

Cette proposition est la raison pour laquelle au lieu de dire que le produit de convolution de f
par g existe au point z , on dit parfois que f et g sont convolables au point z.

Proposition 7.1.5 Soient f, g et h trois fonctions mesurables positives sur R".
1) L’application x — f * g(x) est mesurable;

2) pour tout z € R" on a [(f*g) *h](x) = [f* (g*h)](x)

Demonstration. En effet, la fonction (z,y) — f(x — y)g(y)est mesurable sur R” x R, et le 1)
résulte de la proposition 5.4.1. Vérifions maintenant le 2). Par définition, on a

() + (@) = [ | [ £l =t = wg(u)dm(u) | p@)dm(®).

Le théoreme de Funini-Tonelli (théoréme 5.4.2) donne alors

(7 #9) s hl(@) = [ | [ £la =t =wh@dm(®)|gwdma),

36



et la formule de changement de variables (corollaire 6.2.3) donne a son tour

(/%95 bl(w) = [ [ [ £ = )ty = wdm(y)] g(w)dm(w)

Une autre application du théoreme de Fubini-Tonelli donne enfin

(Fx9) b)) = [ fw=y)

[ by = wg(dm(w)|dm(y) = [f  (h+ g)](z),

et la conclusion résulte de la proposition 7.1.4 =

Proposition 7.1.6 Soient f et g deux fonctions mesurables sur R" et A et B deux parties de R™.
Si f est nulle en dehors de A et g nulle en dehors de B, en tout point © ¢ A+ B, f * g(x) est défini
et vaut zéro.

Demonstration. En effet, si f(x —1t)g(t) #0,onaz—t € Aett € B ce qui implique x € A+t C
A+BE

7.1.2 Convolution dans les espaces LP(r")

Proposition 7.1.7 Soient p et ¢, 1 < p,q < +o00, tels que Il)-l-%: 1 et soient f € LP(R") et

g € LI(R™). Alors f et g sont convolables en tout point de R", Iapplication x —— f * g(x) est
uniformément continue et || f * gllco < || flIpllgllg- De plus, si 1 < p < +oo, f * g(x) tend vers zéro
quand ||z|| tend vers +oo.

Demonstration. Remarquons tout d’abord que d’apres I'inégalité de Holder (théoreme 3.3.2), la
fonction ¢t — f(xz — t)g(t) est intégrable, ce qui prouve que f * g existe partout, et, en utilisant la
proposition 6.1.9 on a || f * gl < ||fllpllgll- Supposons maintenant que 1 < p < +o0o (ce que 'on
peut toujours faire quite & échanger p et ¢). Le méme raisonnement que précédement montre que

[fxg(@) = fxg(@)] <Nla(fY) =70 (F) gl = oo (F7) = FlI, gl

ce qui prouve, d’apres la proposition 7.1.2, que f * g est uniformément continue. Reste a voir la
derniere assertion de la proposition. Si f et g sont continues a supports compacts, elle résulte de
la proposition 7.1.6. Dans le cas général, il existe ¢ et ¥ continues a supports compacts telles que
If = ll, < e€et[lg=1|l; <e (théoréme 4.4.4), ce qui implique [, < || f[l, + € et [[¢[lg < |lglls+e.
Alors, d’apres ce qui précede, pour tout z € R™, on a

1 g@)| < ellgll, + (IF1l, + €)e+ ¢ * v(w)],

inégalité qui donne aussitot le résultat =
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Théoréme 7.1.8 Soient f et g deux fonctions de L'(R™). Pour presque tout z € R", le produit
de convolution de f par g existe au point x, la fonction x — f x g(x) est intégrable sur R™ et on
a|lf =gl <|fllillgll:- Ainsi, L*(R™) muni du produit de convolution est une algébre de Banach
commutative qui n’a pas d’élément unité.

Demonstration. Posons F(z,y) = f(z — y)g(y). Alors F' est mesurable sur R" x R" et, d’apres

le théoreme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.4.2) et la proposition 6.1.9, F' est integrable sur R" x R™
et ||F|lx < ||fllzllgll1- La proposition 5.4.3 montre alors que f et g sont convolables en presque tout
point de R", que & — f * g(x) est intégrable, et le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.4.2)
donne ||f * g|l; < ||F||1 ce qui achéve de montrer la premiere partie de I’énoncé. Pour voir que
L'(R™) est une algébre de Banach, il nous faut voir que le produit de convolution est commutatif et
associatif (L'(R™) est complet: théoréme 3.1.7). La commutativité a été montrée a la proposition
7.1.4; pour vérifier I’associativité, soient f, g et h trois éléments de L'(R™). D’aprés ce qui précede,
la fonction F(z,u,t) = f(z —t — u)g(u)h(t) est intégrable (||F||x < ||fll1]lgll1|||]1), et, en utilisant
le théoreme de Fubini (théoreme 5.4.4) et la formule de changement de variables (corollaire 6.2.3),
il suffit de raisonner exactement comme dans la preuve du 2) de la proposition 7.1.5. Reste & voir
que le produit de convolution n’a pas d’élément unité dans L*(R"). Supposons qu’il y en ait un g.
Si A est une partie mesurable de R™ de mesure finie, on aurait x4 * ¢ = x4 presque partout, et, la
proposition 7.1.7 impliquerait que x4 est presque partout égale a une fonction continue ce qui est
absurde =

Proposition 7.1.9 Soient f € L'(R") et g € LP(R"), 1 < p < +o00. Pour presque tout x € R" f et
g sont convolables au point = et f x g € LP(R"). De plus, ||f * g, < || f]l1]l9]l,-

Demonstration. Le cas p = +00 est un cas particulier de la proposition 7.1.7, supposons donc
1 < p < +00. D’apres le théoreme 7.1.8, pour presque tout z € R", on a

[ latz = P 1f(@)]dm(t) < +oc,

1, 1_ 1, I'inégalité de Holder (théoréme 3.3.2) appliqué & la mesure | f|m donne

et, Sl 5ty

[ lote—nis@am] < [[ lo@ - nir@yamo][[170mm]". @)

ce qui montre que f x g existe presque partout. Montrons maintenant que f * ¢ est mesurable.
Soit (g,) unr suite de fonctions continues a supports compacts qui converge vers g dans LP(R")
(théoreme 4.4.4). La formule 1.1 appliquée a f et g, — g montre que pour presque tout z € R” on a

1f * g(x) = F* gu(2)] < (g0 — gP * | £) @) | FIF".

Or le théoréme 7.1.8 montre que la fonction x — |g, —g[? *| f|(z) tend vers zéro dans L'(R™) quand
n — 4o00. D’apres la proposition 3.1.7, il existe alors une suite croissante n; d’entiers telle que
(Ign, — gI? * | f])(z) converge presque partout vers zéro ce qui montre que la suite f * g, converge
presque partout vers f x g. Comme les fonctions f * g, sont mesurables d’apres le théoréme 7.1.8,
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il en est de méme de f * g (proposition 1.2.8). Ceci étant établi, si on integre |f * g|P, en utilisant
I'inégalité 1.1, le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 5.4.2) et la proposition 6.1.9 donnent

1f * glly < gl A1,

ce qui montre I'négalité cherchée puisque 1+g: pE

7.2 Reégularisation des fonctions mesurables sur r”

Rappelons tout d’abord que si 2 est un ouvert de R", on note D(Q2; C) (resp. D(2;R), D(%;R,))
Pespace des fonctions de €2 dans C (resp. R, Ry) qui sont indéfiniment dérivables et & supports
compacts.

Définition 7.2.1 1) On appelle suite régularisante sur R" une suite (ay)keN dans K(R™;Ry)
telle que:

(i) pour tout n € N, /akdm =1;
(ii) pour tout k, Supp(ay) C B(0,ry) avec klim r, =0 (B(0,7y) étant la boule dans R™ de centre 0
—00

et de rayon ry).
2) On appelle suite trés régularisante dans R" une suite régularisante (oy)xeN telle que, pour
tout k, o, € D(R™;R,).

Exemple 7.2.2 || || désignant la norme euclidienne dans R", la fonction

e 1- Ilmll2 sif|z]] <1
T — ’
ple) = {o i [l > 1,

appartient 4 D(R™;R,) et, si on pose () :/ﬂ, la suite ay(z) = k"a(kz), k € N, est trés
p(t)dm(t

régularisante.

Proposition 7.2.3 Soit f une fonction localement intégrable de R"™ dans R ou C.

1) Pour toute oo € K(R"; C), les fonctions f et o sont convolables en tout point de R™ et la fonction
x — [ * a(x) est continue.

2) De plus, si a« € D(R";C), f * « est indéfiniment dérivable et pour tout muti-indice € N” on a

DA(f xa)(z) = (f * D%a)(z) (la notation D? signifie ﬁ, siff=(f1,...0u0), |8 = Zﬂz

n
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Notation: la fonction f x a s’appelle la régularisée de f par a.
Demonstration. Puisque « est bornée et a support compact, il est immédiat que f *x a existe en
tout point de R™. Soit w un ouvert relativement compact de R”. Pour tout z € w, on a

Fra(z) = / (@ = £) £ () Xo—supp(e (E)dm(L).

Comme |a(z — 1) f(t)| < ||a|loo(| fXw—supp(a))(t), la continuité de f * o résulte du théoreme 2.3.1.
Montrons maintenant le 2). Comme ci-dessus, il nous suffit de voir que f * « est dérivable dans
tout ouvert relativement compact w. Or si x; désignent les coordonnées dans R"™, pour tout ¢, on a,
pour r € w,

oo
6:1:1- 00

ate 010 <|

(‘f‘Xw—SupP(a)) (t)a

et, le théoréme 2.3.2 montre que f * a est dérivable par rapport & x; et que 3%( f * a) (x) =
2
( [ole

oz, * f) (x). D’apres ce qui précede, f*a a donc des dérivées partielles d’ordre 1 continues sur R".

Par récurrence sur I'ordre des dérivées, on conclut immédiatement =

Corollaire 7.2.4 Soient K et F' deux sous-ensembles de R", K compact, F' fermé, tels que KNF =
0. Alors il existe une fonction f € D(R"™;[0,1]) telle que fix =1 et flr = 0.

Demonstration. Soit d la distance de K a F de sorte que d > 0. Soit a € D(R";R.) telle que
/adm = 1 et Supp(a) C B(0,d/4) (exemple 7.2.2). Soit f = xy la fonction caractéristique de

Pensemble V = {z € R" t.q. d(z, K) < d/2}. Montrons que la fonction f * o répond a la question.
Tout d’abord cette fonction appartient a D(R™; R) d’apres les propositions 7.2.3 et 7.1.8, et comme

0< fxa< /ozdm =1, a est a valeurs dans [0, 1]. Enfin, pour z € R", on a

% a(z) :/ alz — ) f(t)dm(t),

B(2,3)

et comme, B(z,d/4) C V pour z € K et B(z,d/4) C R"\V pour z € F, la conclusion est immédiate

—
—

Définition 7.2.5 1) On dit qu’une partie A de IC(R™; R, ) est riche si pour toute f € IC(R™; R, ) il
existe une suite (fy)reN dans A telle que:

(i) les fy sont nulles en dehors d’un compact fixe (indépendant de k);

(ii) la suite (f;) converge uniformément vers f.

2) On dit que £ C IC(R™;R.) est totale si I’ensemble des combinaisons linéaires & coefficients positifs
des éléments de £ est riche.

3) On dit que A C KC(R"; R ) est trés riche si A contient une partie riche contenue dans D(R™; Ry.).
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Proposition 7.2.6 1) Soient f € K(R™;C) et (a)keN une suite régularisante sur R". Alors la suite
(f * ag)keN est une suite d’éléments de K(R"™;C) nuls en dehors d’un compact fixe qui converge
uniformément vers f.

2) D(R™; R, ) est une partie trés riche de KC(R";Ry).

Demonstration. Les fonctions f * oy sont continues d’apres la proposition 7.2.3, et comme les ay,
sont a support contenu dans un compact fixe il en est de méme des f * o d’apres le proposition

7.1.6. Reste a montrer la convergence uniforme. Puisque /akdm =1 et Supp(ayg) C B(0,7%), on
a, pour tout x € R",

|(f * ) () = f(z)] < |[f(& = 1) = f(z)[|aw(t)|dm(?).

— HlItl<re}

Comme f est uniformément continue et comme klim r, = 0, il existe ky tel que pour k > kg et
— 00

It|| < rx on a |f(z—1t)— f(x)| < € (¢ > 0 donné a I’avance) ce qui donne |f * ay(z) — f(x)| < €. Le
2) résulte alors du 1), de la proposition 7.2.3 et de I’exemple 7.2.2 =

Théoréme 7.2.7 1) Soient p € [1,+o0], f € LP(R") et (ay)keN une suite régularisante dans R".
Alors, pour tout k, la fonction f * oy, est dans LP(R™) et la suite (f * a)xeN converge vers f dans
LP(R™)

2) Pour 1 < p < 400, D(R"; C) est dense dans LP(R").

Demonstration. Vérifions tout d’abord le 1). Le fait que f*ay € LP(R™) a été vu a la proposition
7.1.9. Si f est continue a support compact, le résultat découle de la proposition 7.2.6. Alors, si
f € LP(R"™), pour toute ¢ € K(R";C), on a

IF % ek = £l < 10 = @)+ aull, + o an = ll, + o = 7,
et la proposition 7.1.9 et ce qui précede donnent
lim - < -l .
Jim [|f o e = fll, <201 = ell,
Le résultat découle donc du théoréme 4.4.4. Le 2) s’obtient aisément: en effet, d’apres la proposition

7.2.6, D(R™; C) est dense dans K(R";C) pour la norme de LP(R"), et il suffit d’appliquer a nouveau
le théoreme 4.4.4 =

7.3 Convolution des mesures boréliennes sur r"
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7.3.1 Convolution des mesures boréliennes positives

Définition 7.3.1 Soit (j;)1<i<m une suite finie de mesures de Borel positives o-finies sur R". On
appelle produit de convolution de la suite (1;)1<i<m I'image par I'application

m
O (T1,...,Tm) — T
i=1

m m

de (R")™ dans R™ de la mesure produit [ [ p;. On le note py ... * puy,, ou >< pi; et ¢’est une mesure
=1 i=1

de Borel positive sur R".

Proposition 7.3.2 Soit (p;)i1<i<m une suite de mesures de Borel positives sur R". Pour toute

m m
permutation o de {1,...,m}, on a >< p; = SI< pho(s).-
i=1 i=1

Demonstration. Ceci résulte de 'unicité du théoréeme 5.3.1 =

Définition 7.3.3 Soit (u;)1<i<m une suite de mesures de Borel réguliéres sur R". On dit que la

m

suite (4;)1<i<m est convolable si le produit de convolution >i< p; est réguliére (i.e. finie sur les
i=1

compacts).

Proposition 7.3.4 Pour qu’une suite finie ({1;)1<i<m de mesures de Borel positives réguliéres soit
convolable, il faut et il suffit que, avec les notations de la définition 7.3.1 pour toute f € K(R";C),

/fo@d(f[,ui) < +o0.

Demonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition 7.3.4, de la proposition 6.1.3
et du lemme d’Uryshon (théoréme 7.3.4) =

Définition 7.3.5 Soit (1;)1<i<m une suite de mesures de Borel positives sur R". On dit que les
mesures y; vérifient la condition des supports lorsque ’application @\S (Hm ) (© étant
upp ( [T70, wi

Papplication de la définition 7.3.1) est propre (c.f. définition 4.2.3 et proposition 6.1.4).

Proposition 7.3.6 Soit (1;)1<i<m une suite de mesures de Borel positives réguliéres sur R™.
m m

1) Si les p; sont finies alors la suite (u;) est convolable et (>|< ,ui) (R") = ] mi(R™).
i=1 i=1

2) Si la suite (u;) vérifie la condition des supports alors elle est convolable.
3) Sin =1 et si les supports des p; sont minorés par des réels, alors la suite (u;) est convolable.
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Demonstration. Compte tenu de la proposition 4.2.10, le 1) est évident et le 2) découle du fait
n
que la mesure H w; est réguliere. Le 3) se vérifie immédiatement car si K est un compact et si

=1

(z1,...2,) € O (K) N Supp (ﬁ ui> =0 HK)n ﬁ Supp (),

i=1 =1

on a ‘Zx, < k, z; > a;, Vi, et par suite x; < k — Za], ce qui montre que >|< i est fini sur les
i=1 FES i=1
compacts £

Proposition 7.3.7 Soit (1;)1<i<m une suite de mesures de Borel positives réguliéres sur R™ con-
volable. Alors

Supp <>_|f Ni) = Supp(p1) + .. . + Supp(tm)-

Demonstration. En effet, ceci résulte du fait que Supp(H /h') = JI Supp(wi) et du corollaire
i=1 i—1
6.1.8 =

Proposition 7.3.8 Soit a € R™. Toute mesure de borel positive réguliere sur R" est convolable
avec la mesure de Dirac §, au point a. De plus, 7, désignant la translation de vecteur a (i.e.
T.() =x+a), onapxt, =7,(p).

Demonstration. En effet, si f est une fonction mesurable positive, on a, d’apres les propositions
7.3.4 et 6.1.4, /fd EX A /f x + a)du(x) /fd Talt), €t 7o (1) est finie sur les compacts =

On notera en particulier que p * 79 = 7o * u = pu pour toute mesure de Borel.

Proposition 7.3.9 Soient f et g deux fonctions mesurables positives localement intégrables sur
R" et posons u = fm et v = gm. Pour que les mesures i et v soit convolables, il faut et il suffit
que f x g soit localement intégrable. Si cette condition est réalisée, on a v = (f *x g)m

Demonstration. En effet, en appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.4.2 et le
théoréme de changement de variables (théoréme 6.2.1), pour toute fonction mesurable positive, h,

[ nasv) = [ gty Uhm+y w)dm(z)|dm(y) = [ gy [/h y)dm(z)

ce qui, en réappliquant le théoréme de Fubini-Tonelli donne / hd(p*v) = / h(z)(f * g)(z)dm(z)

—
—
—

dm(y),
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7.3.2 Convolution des mesures de Borel complexes

Introduisons tout d’abord une notation: si f : F — C et ¢ : FF — C sont deux applications,
on note f ® g application de F x F' dans C définie par f ® g(z,y) = f(z)g(y). f ® g s’appelle le
produit tensoriel de f par g.

Soient p et v deux mesures de Borel complexes sur R”, et posons u = h|u| et v = k|v| (avec
h € L'(u) et k € L'(v), proposition 3.5.3). On appelle alors produit des mesures u et v la
mesure de Borel complexe u x v = h ® k|u| x |v|. Pour toute fonction borelienne positive f sur
R" x R" on a donc (d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.4.2)

[ fdtuxv) = [ 1@ ph@k)dul)dv|y).

Avec ces notations, on défini alors le produit de convolution de deux mesures complexes de la
maniere suivante:

Définition 7.3.10 Soient p et v deux mesures de Borel complexes sur R™. On appelle produit de
convolution de y par v la mesure de Borel complexe u x v définie sur tout borélien E de R™ par
p*v(E) = ux v(© (E)) ou O est Iaplication de R™ x R™ dans R" définie dans la définition 7.3.1.
En d’autres termes, v = O(u X v).

Le produit de convolution des mesures complexes se définit donc de la méme maniere que celui
des mesures positives. La différence ici porte sur le fait que la notion de mesures convolables n’a
plus de signification puisque toute mesure de Borel complexe sur R™ est réguliere. La mesure p * v
est donc automatiquement réguliere.

Proposition 7.3.11 Soient u et v deux mesures de Borel complexes sur R". Alors p*v est 'unique
mesure de Borel complexe A sur R" telle que, pour toute f € Co(R™; C), on ait

[ tax= [ @+ y)du(z)dv(y). (3.2)

Demonstration. En effet, ceci résulte de la définition et du théoréme de représentation de Riesz
(théoreme 4.5.3) =

Proposition 7.3.12 1) Le produit de convolution des mesures de Borel complexes est commutatif
et associatif.

2) Pour tout a € R™ et toute mesure de Borel complexe sur R" on a p* 0, = 04 % it = T,(14) 0 T,
désigne la translation par a (c.f. proposition 7.3.8). En particulier, u * dg = p.

3) Soit f € L'(R™). m désignant la mesure de Lebesgue sur R™, pour toute mesure de Borel complexe
sur R", on a (fm) * u = Fm ou F désigne la fonction de L'(R") définie par

F() = [ f@~ t)du(t)

En particulier, si i = gm, avec g € L'(R™), on a (fm) x (gm) = (f * g)m.
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Demonstration. Le 1) résulte aussitot de la définition et des propriétés de commutativité et
d’associativité du produit de mesures. En utilisant la proposition 7.3.11, la démonstration du 2)
est exactement la méme que celle de la proposition 7.3.8. Vérifions maintenant le 3). Pour cela,
utilisons la formule 3.2: si ¢ € Cy(R"), le théoréme de Fubini (théoréme 5.4.4) donne:

[ edtmy ) = [ |[ olw+ )1 @adm@)|du).

Or, d’apres la formule de changement de variables (corollaire 6.2.3), on a

[ ele+p)f@dm(z) = [ @)t —y)dm(),

et, en réappliquant le théoreme de Fubini, il vient

[ edCmy ) = [ )] [ £t~ pduty)|dm),

ce qui acheve la preuve =

Théoréme 7.3.13 Soit M(R"™) l'espace vectoriel des mesures de Borel complexes sur R" muni de
la norme ||p|| = |p|(R™) (c.f. remarque 4.5.4). Muni du produit de convolution, M(R™) est une
algeébre de Banach commutative unitaire (en particulier ceci signifie que pour u et v dans M(R"),
|l = v|| < ||u||l|¥||])- De plus le sous-espace vectoriel de M(R") formé des mesures absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue est un idéal de M(R™) isométriquement isomorphe
a lalgébre de Banach L'(R™) (théoréme 7.1.8).

Demonstration. Comme M (R™) est un dual (remarque 4.5.4), c’est un espace de Banach. Compte
tenu de la proposition 7.3.12 pour montrer la premiere assertion du théoreme, il suffit de montrer
Iinégalité ||p = v|| < ||ul|||v||, et celle-ci résulte immédiatement du théoreme de représentation de
Riesz (théoreme 4.5.3), de la formule 3.2, et du théoreme de Fubini (théoréme 5.4.4. Enfin, la
seconde assertion résulte de la proposition 7.3.12 (3)) et du fait que |[fm| = ||f|l; pour toute
f € LY(R™) (proposition 3.5.5) =

7.4 Convolution d’une mesure et d’une fonction

Proposition 7.4.1 Soient f une fonction borélienne positive sur R" localement intégrable et u une
mesure de Borel réguliere positive sur R". Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) les mesures p et fm sont convolables;

(ii) la fonction borélienne positive x — / f(z —t)du(t) est localement intégrable.

Demonstration. Ceci résulte de la définition 7.3.3 et du théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme
5.4.2 =
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Définition 7.4.2 Dans les conditions de la proposition ci-dessus, lorsque les conditions (i) et (ii)
sont satisfaites, on dit que la fonction f et la mesure y sont convolables. Toute fonction égale

presque partout a T — /f(x — t)du(t) est appelée la convolée de u par f et est notée f * p.

Lorsque I'une des fonctions égales presque partout a f  u est continue, c’est la seule possédant cette
propriété et c’est alors celle-ci que I’on note f * p.

Proposition 7.4.3 Soient f une fonction borélienne localement intégrable sur R™ et j une mesure
de Borel réguliére positive sur R". Alors f et i sont convolables si et seulement si les mesures p et
fm sont convolables et on a (fm) % u = (f * p)m.

Demonstration. En effet, compte tenu du théoréeme de Fubini-Tonelli (théoreme 5.4.2) et de la
formule de changement de variables (corollaire 6.2.3), on a, pour toute fonction borélienne positive

[edmy ) = [ @) [ fu - y)au)]am(w),

ce qui donne aussitot la proposition =

En utilisant la proposition 7.3.12, on peut définir de maniere analogue la convolée d’une fonction
intégrable et d’'une mesure complexe:

Définition 7.4.4 Soient f € L'(R™) et u une mesure de Borel complexe sur R®. On appelle
convolée de f par p, 'unique fonction F € L'(R™) telle que (fm) * u = F'm (c.f. proposition
7.3.12) et on note F' = f * pu.

Lorsque 'on est dans les conditions de I'une des définitions 7.4.2 ou 7.4.4, la mesure (p* f)m est
parfois appelée la régularisée de p par f.

Proposition 7.4.5 Soient y une mesure de Borel réguliére positive (resp.complexe) sur R" et f €
K(R™;Ry) (resp. f € K(R™;C)).

1) f et u sont convolables et f * u est continue;

2) si p est a support compact alors f * u € K(R™; Ry ) (resp. K(R™;C));

3)si f € D(R™;Ry) (resp. D(R™; C)) alors f *p est indéfiniment dérivable. Si de plus p est & support
compact alors f * u € D(R";Ry) (resp. D(R";C)).

Demonstration. La convolabilité de f et p dans le cas positif est évidente, et la continuité de
f * p résulte immédiatement du théoreme 2.3.1. Le 2) résulte alors de la proposition 7.3.7 si f et
i sont positives et de la définition dans le cas complexe. Le 3) résulte lui de la méme maniére du
théoréme 2.3.2 =
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Proposition 7.4.6 Soient (ay)reN une suite régularisante sur R"™ et p une mesure de Borel réguliére
positive (resp. complexe) sur R". Alors pour toute ¢ € KC(R™;C) (resp. ¢ € Co(R™;C)) on a

/gpd,u: lim/ap(a,C * p)dm.
k—o0
On dit que la suite ((ay * 1)m)geN converge vaguement vers .
Demonstration. Remarquons tout d’abord que oy, * 4 existe et est continue d’apres la proposition
7.4.5. Remarquons ensuite que, dans le cas positif ¢ et ay sont convolables et ay * ¢ € K(R";C)

(proposition 7.2.6, et que, dans le cas complexe, oy * ¢ est continue et bornée. Alors les théoremes
de Fubini-Tonelli et de Fubini (théoremes 5.4.2 et 5.4.4) donnent

[ el@)en p)@)dm(@) = [ (@ ¢)(@)du(e)

Dans le cas ou u est positive la conclusion résulte alors de la proposition 7.2.6. Dans le cas complexe
il suffit de reprendre la démonstration de la proposition 7.2.6, en remarquant que les fonctions de
Co(R™; C) sont uniformément continues, pour constater que dans ce cas oy * ¢ converge encore
uniformément vers ¢ =
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Chapitre 8
TRANSFORMATION DE FOURIER

Dans tout ce chapitre, nous utiliserons les notations données au début du paragraphe 7.1 du

chapitre précédent. De plus si f est une fonction intégrable sur R™, nous noterons [ f(z)dz ou bien

/R f(z)dz son intégrale (par rapport a la mesure de Lebesgue). Si A est une partie mesurable de
R", nous dirons qu’une fonction f : A — R ou C est mesurable (resp. intégrable) si la fonction
Xaf est mesurable (resp. intégrable). L’intégrale de f sur A sera notée / f(z)dz.

Le produit scalaire euclidien de R™ sera noté z&; autrement dit, siz = (z1,...,2,) et £ = (&1, ... &)
sont des éléments de R™ on pose

T = Zﬂfz&
i=1

Nous utiliserons aussi les notations f* et 7,(f) (ou 7,f) introduites au chapitre précédent. De
plus si f est une application de R" dans C, nous noterons f I'application fV c’est-a-dire la fonction

f(@) = f(==).

8.1 Transformation de Fourier des fonctions intégrables

8.1.1 Définition, premieres propriétés, exemples

Définition 8.1.1 Soit f € L'(R"). On appelle transformée de Fourier (resp. transformée de
Fourier conjuguée) de f la fonction Ff = F(f) = f (resp. Ff = F(f) = (f)¥) définie sur R"
par:

(FAE = f©) = [ f@)e*de.

Les applications F et F sont appelées respectivement la transformation de Fourier et la trans-
formation de Fourier conjuguée.
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Proposition 8.1.2 1) Les aplications F et F sont des aplications linéaires continues de norme 1
de L*(R™) dans Iespace CB(R™; C) des fonction continues bornées de R" dans C muni de la norme
uniforme.

P P
2) Si f; € LY(R™), 1 <i <p, Y n; =n, alors le produit tensoriel f = (X) f; appartient & L'(R") et
i1 i=1

ona]:fZéffi et?fZé?fi.
i=1 i=1

3) Pour toute f € L'(R") on a: Ff = F(fY), (Ff)Y = F(f¥) = Ff, Ff = F(f) = F(F),
(FHY =F(f) = F(f)

4) Pour tout automorphisme u de R™ et toute fonction f € L'(R") on a

1 e
f(fou)=m}'f0(u )

_ 1 ny
F(fouw) = iy 7o (@)

ou (u=1)* désigne le transposé de u=".

Demonstration. En effet, comme il est évident que || f]lco < |||, le 1) résulte du théoréme 2.3.1.
Le 2) résulte lui du théoreme de Fubini (théoreme 5.4.4). Les formules du 3) résultent elles de la
définition et de la formule de changement de variables (corollaire 6.2.3). Enfin, le 4) résulte lui aussi
de la formule de changement de variables car celle-ci donne

F(f ou)(€) = gy [ F@e 5 W,

et il suffit de remarquer que u~=!(z)¢ = x(u™")*(€); la seconde formule du 4) résulte de la premiere
et du 3) £

Proposition 8.1.3 1) Pour tout A € R\{0} notons H, ’homothétie de rapport A (i.e. Hy(z) = Az,
x € R"). Alors, pour toute f € L'(R"), fo Hy € L'(R") et on a F(|]A|"f o Hy) = (Ff)o Hyjy et
F(A*f o Hx) = (Ff) o Hia.

2) Pour tout a € R™ notons X, la fonction définie sur R™ par x,(z) = e . Alors pour toute
feL'®RY), onaF(raf) = X-afs FXaf) = Tufs et, F(1af) = XaF [y F(Xaf) = T-o(Ff) (formules
du retard).

Nmax

Demonstration. Le 1) est un cas particulier du 4) de la proposition 8.1.2, et, le 2) resulte
immédiatement de la définition et de la formule de changement de variables (corollaire 6.2.3) =

Nous allons maintenant voir un exemple fondamental de transformée de Fourier:
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Proposition 8.1.4 Soient a > 0 et @, la fonction de R dans R définie par p,(x) = e *I4” ou ||z
désigne la norme euclidienne de z (i.e. ||z||* = zz dans nos notations). Alors

n

T™\N2 2.2 ™ 5
‘F(Qoa) = (a) € ¢ lell” = (g) Pr2/a-
En perticulier, si ¢ = ¢, onap = ¢ et Fp = ¢. De plus, pour tout A € R\{0}, on a F(|A\|"poH,) =
wo Hyx et F(po Hyjn) = [A["p o Hy, ce qui signifie que les fonctions |A["¢ o Hy et ¢ o Hy/5 sont
transformées de Fourier I’'une de I'autre (et de méme pour la transforméee de Fourier conjuguée).

n
Demonstration. En effet, puisque e ollell” = H e"“”?, le 2) de la proposition 8.1.2 montre qu’il
i=1

suffit de faire le calcul lorsque n = 1. Dans ce cas le résultat s’écrit

. T 2
e~ cos(2r ) dz = \/ 56_752 ,

“+o00

Flea(©) = [
—0o0
(car F(p,) = F(p,) d’apres la proposition 8.1.2 et le fait que ¢, = ¢,) ce qui n’est autre que la
formule classique
+00 5 o2
/ e * cos(ax)dr = /me 7.
-0

Les dernieres assertions résultent de la proposition 8.1.3 =

Avant de poursuivre, rappelons la définition des fonctions de Bessel. Si v est un réel positif ou
nul, la fonction de Bessel d’ordre v est la fonction J, définie pour x > 0 par

niw = (3)'5 L2

2 nl'(n+v+1)

n=0

Cette fonction est solution de I’équation différentielle de Bessel

1, V2
y”+5y+ 1—P y = 0.

On peut exprimer les fonctions de Bessel par des formules intégrales:

AN 2 /2
Jy(z) = (—) / cos(zcosf)sin® df. (1.1)
) TG
En particulier,
2 [7/2
Jo(z) = ;/0 cos(zcosh)db,

et

|2 .
Jijo(x) = —_sing.

Ceci étant rappelé, on a la proposition suivante:
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Proposition 8.1.5 Soit f € L'(R") une fonction radiale, c’est-a-dire telle que f(x) = o(||z|]).
Alors Ff et Ff sont radiales et on a:

1) Ff=FF,

2) pour n > 2 et pour tout r € R",

flz) = x __1 7rl|z||)r? dr;
fla) = v(lsl) = - ||__1/ Jya@rrlel)re(r)

3) pour n =1 et tout x € R,

Fl@) =o(|z)) =2 /0 * cos(2mr|z))p(r)dr.

Demonstration. Si u est un automorphisme orthogonal de R”, le 4) de la proposition 8.1.2 montre
que F(fou)=Ffouet F(fou)=Ffou et comme f est radiale, Ff = Ffouet Ff=Ffou
ce qui prouve que Ff et Ff sont aussi radiales et le 1)Arésulte alors de la définition.

Supposons maintenant n > 2 et calculons la fonction f au point (||z]|,0, - .., 0) ce qui suffit d’apres
ce qui précede. Le théoreme de Fubini (théoreme 5.4.4) et le corollaire 6.3.4 donnent alors

+00 +o0 .
Ff(z) = an_z/ {/0 62’””'“”90(\/15% + 7“2> r"2dr] dt;.

—00

En intégrant en coordonnées polaires cette intégrale devient
Ff(z)=on of " Lo(r) [/ e_%”"|$”Cosesin”_20d9] dr
0
/2
= Op_ofy " Lo(r) lQ/ cos(27r7"||x||cos€)sin”_20d0] dr.
0

D’apres 1.1, on a

1 1 1 n—1 +oo
ff(x):an_Q—n_lﬁ—_er)r( . )/O r20(r) Ja o (2 )dr

[Jac]| 2"

(n 1)/
et la formule du 2) découle du fait que o, o 2F(( )/2) et T'(1/2) = /7, ce qui résulte du

corollaire 6.3.4. Le 3) est immédiat car f radiale signifie que f est paire =

8.1.2 Propriétés fondamentales de la transformation de Fourier sur
LY(r")

Proposition 8.1.6 (theoreme du transfert) Soient f et g deux fonctions de L'(R™). Alors

[ F©g©de = [ f@)ata)de.
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Demonstration. Puisque f et g sont bornées (proposition 8.1.2), la proposition est une consé-
quence immédiate du théoreme de Fubini (théoreme 5.4.4 =

Corollaire 8.1.7 (formule preparatoire de Riesz) Soient f et g deux fonctions de L*(R™). Alors

[ F©@ge)eide = [ fla+)ga)da.

Demonstration. En effet, il suffit d’appliquer le théoréeme de transfert (proposition 8.1.6 aux
fonctions 7_, f et g et d’utiliser la proposition 8.1.3 2) =

Proposition 8.1.8 (propriete fondamentale de la transformation de FourieQ Soi_ent fetg
deux fonctions de L'(R™). Alors F(f x g) = (Ff)(Fg) et F(f x g) = (Ff)(Fyg).

Demonstration. Tout d’abord ces formules ont bien un sens puisque, d’apres le théoréme 7.1.8,
f * g € L*(R"). La seconde égalité résultant de la premiere, montrons cette derniere. La fonction

(t,u) — e f(u — t)g(t)

étant intégrable, le théoréeme de Fubini (théoréme 5.4.4) donne

F(f+9)(x) = [ gt [ [ e g t)du] dt,

et, d’apres la formule de changement de variables (corollaire 6.2.3), on a

F(f*g)(z /g [/ e £y )dy]dt,

ce qui donne le résultat en réappliquant le théoreme de Fubini =

Avant de continuer, introduisons une notation commode. Pour tout multiindice & € N", nous
n

noterons M la fonction de R" dans lui-méme définie par M*(z) = [] 2. Par ailleurs, pour tout
i=1

entier k, nous noterons C*B(R") 'espace des fonctions de R” dans C qui sont de classe C* et dont

toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k sont bornées.

) || "
Rappelons de plus que si o € N® on note, pour f € C¥(R"), D*f =75z laaax = o) ="
1 -0y =

Proposition 8.1.9 (proprietes d’echange) Soient f € L'(R") et k € N. ~

1) Supposons que pour tout multiindice o € N", || < k, on ait M®f € L'(R™). Alors f € CEB(R™).
De plus, pour o € N*, |a| < k, on a D*f = .7-"(( 2i7r)|”“M"‘f)

2) Supposons que f € Ck(R™) et que, pour tout 3 € N, |3| < k, on ait D°f € L'(R"). Alors
MPf e CB(R™), pour tout 3 € N, |3 < k. De plus, on a (227T)|ﬂ‘Mﬂf F(DPf).
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Demonstration. En effet, pour voir le 1), il suffit de montrer que si z; f(z) est intégrable, alors f
est dérivable par rapport a & et

et ceci résulte aussitot du théoeeme 2.3.2. Montrons maintenant le 2): il suffit de prouver que si

g—:{le L'(R™) N C(R™), alors f(%) — 2in£,f(€). D’apres le théoréme de Fubini (théoreme 5.4.4)
on a

ROz,

f@_i@) ~2ineaf(€) = [

et la conclusion résulte du lemme élémentaire suivant:

/ 0 (f(x)e2iww§)d$1] dzs . .. dl‘n,

Lemme 8.1.10 Soit f € C'(R) telle que f et f' sont intégrables. Alors /Rf'(x)dm =0.

Demonstration du lemme. En effet, puisque f’ est intégrable sur R et est continue, la limite

a
. I _ . _
Jim [ f/(@)de = lim (f(a) - £(0))
existe ce qui montre que f a une limite en +00. De méme, f a une limite en —oo. Puisque f est
intégrable, ces limites doivent étre nulles ce qui montre le lemme =

Théoréme 8.1.11 (theoreme de Riemann—Lebesgue) Les applications F etF sont des applica-
tions linéaires continues de normes 1 de L*(R™) dans Cy(R"™; C) muni de la norme de la convergence
uniforme.

Demonstration. Compte tenu de la proposition 8.1.2, la seule chose a montrer est que, pour
f e LYR"™), Ff(€) tend vers zéro lorsque || tend vers +oo. Supposons tout d’abord f € D(R™;C).
Le 2) de la proposition 8.1.9 et la proposition 8.1.2 montrent que, pour tout j, et tout £ € R",

|2inE; £(€)] < Hg—g{g”oo, et comme, quand £ — 400 ['un au moins des ¢; tend vers +oo, il s’en suit

que [ (¢) tend vers 0. Pour conclure, il suffit alors de se rappeler que D(R"; C) est dense dans L' (R")
(théoreme 7.2.7) et d’utiliser & nouveau la proposition 8.1.2 =

8.1.3 Procédés de sommation

Proposition 8.1.12 Soit o un élément de L'(R"™) vérifiant les deux conditions suivantes:
(a) & est intégrable;

(b) a = F(@Q).

Alors, pour toute fonction f € L'(R") on a f x a = F(af) = F(F(f * a)).
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Demonstration. La derniere égalité de I'énoncé résulte de la proposition 8.1.8, et d’apres le
théoreme 8.1.11, & f est intégrable. Alors le théoréme de Fubini (théoréme 5.4.4) donne

F(af)@) = [ £0)] [ e a()a]ar

et la conclusion résulte de I'hypothese (b) =

Définition 8.1.13 On dit qu’une suite (a,)meN de fonctions de R™ dans C est adaptée si elle
vérifie les six conditions suivantes:

(i) pour tout m, «,, est continue et intégrable ainsi que G,;

(ii) pour tout m on a a,, = F(Gm);

(iii) pour tout m on a &,,(R") C [0,1];

(iv) la suite (Gim)meN converge vers 1 uniformémément sur tout compact de R™;

(v) pour tout m, a,,, >0 et /am(x)dx =1;

(vi) pour toute f € CB(R";C), on a TTngréo/f(x)am(a:)dx = f(0).

Remarque. La condition (vi) de la définition ci-dessus est équivalente a la méme condition énoncée
pour toute fonction de L(R"; C), c’est-a~dire a la convergence vague de la suite de mesures o, (z)dz
vers la masse de Dirac d.

L’exemple fondamental donné a la proposition 8.1.4 fournit un exemple de suite adaptée:

ﬂ)"e—WIIwIIQ

NG . Alors, la suite ((y)meN est

Proposition 8.1.14 Pour tout m € N, soit a,(x) = <
adaptée.

Demonstration. En effet, d’apres la proposition 8.1.4, on a &,,(§) = e~ @/mPIE”  ce qui montre
que (i) est vérifié, et, la méme proposition montre que F(Gpm) = . (iii) et (iv) sont évidents. Le

(v) a déja été utilisé lors de la preuve du corollaire 6.3.4 (voir la remarque qui le suit). Vérifions
enfin le (vi). Soit f € CB(R™;C) et soit n > 0 tel que pour ||z|| < n on ait |f(z) — f(0)] < e La

condition (v) implique donc /{” ) |f(z) — f(0)|am(z)dx < e. On a donc
z|[<n

[ I@an@iz = 1O < et [ 176 = FO)lan(ois (1.2

et pour conclure il suffit de voir que le second membre de la formule 1.2 tend vers zéro quand

m — 400, c’est-a-dire que lim / am(x)dz = 0. Or cette derniére intégrale est égale a
M40 J{lzl|>n}

/ (L)ne—nwn?dx
{llall>mn} \ /T
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(d’apres la formule de changement de variables (corollaire 6.2.3)) et cette derniere intégrale tend
vers zéro quand m — +oo d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoreme
2.2.8) =

Théoréme 8.1.15 (theoreme de sommabilite de l'integrale de ]iourier) Soit f € L'(R").

1) Soit (Cn)meN une suite adaptée. Pour tout m, f,, = F(fd,,) appartient a Co(R™; C) N L*(R™) et
la suite (f,,)meN converge vers f dans L'(R"™). Si de plus f € CB(R"™;C) la suite (fu)meN converge
vers f uniformément sur tout compact de R" (le méme énoncé est valable si on remplace F par F
et réciproquement).

2) Si f (resp. Ff) est integrable, alors f est presque partout égale 4 la fonction continue fo = F( A)
(resp. fo = F(Ff)). En particulier si f est de plus continue on a f = F(f) = F(Ff).

Demonstration. Montrons tout d’abord le 1). La définition 8.1.13 et la proposition 8.1.12 mon-
trent que f,, = f * a,, et d’apres le théoréme 7.1.8, f,, € L'(R"). Par ailleurs, le théoréme 8.1.11
montre que f, € Co(R";C). Remarquons maintenant que

1 = Sl < [ Imef = fllym(®)et (13)

Alors, comme la fonction ¢ — ||z f — f]|1 est continue (d’aprés la proposition 7.1.2), ’hypothese
(vi) de la définition 8.1.13 implique que le second membre de la formule 1.3 tend vers zéro quand
m — 400. Supposons maintenant que f est continue et bornée et soit K un compact de R".
Comme f est uniformément continue sur tout compact, il existe n > 0 tel que, pour [t| < 7
et tout x € K on a |[f(zx —t) — f(z)] < e. Soit alors ¢ € IC(R™;[0,1]) telle que ¢(0) = 1 et
Supp(yp) C {|t| < n}. Alors, pour z € K, on a

/ [f(z—1) — f(2)|p(t)am(t)dt <€

d’apres la condition (v) de la définition 8.1.13, et il vient donc

F@) = @] < €+ 201 [ (1= @) am (B,

et la derniére intégrale de cette inégalité tend vers zéro quand m — 400 grace a la condition (vi)
de la définition 8.1.13.

Montrons maintenant le 2). Les hypotheses (iii) et (iv) de la définition 8.1.13 et le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue (théoreme 2.2.8) montrent que la suite (F(f@m))meN converge

simplement vers F(f). La conclusion résulte donc de la proposition 3.1.7 =

Corollaire 8.1.16 (theoreme d’unicite de la transformation de Fourier) Soient f et g deux
éléments de L*(R™). Pour que f = § il faut et il suffit que f = g.

_ Demonstration. En effet, d’apres le théoreme 8.1.15, f — g est limite dans L' (R") de la suite nulle
F((f —9)am) =
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Corollaire 8.1.17 1) F(L'(R")) N LY(R") = F(L*(R™)) N L*(R™) est I'espace vectiriel des fonctions
continues sur R™ dont les transformées de Fourier et les transformées de Fourier conjugués sont
intégrables.

2) Muni du produit de convolution (resp. du produit ordinaire) F(L'(R")) N L'(R") est une algébre
sur C que nous noterons ici [F(L'(R™)) N L'(R"); ¥] (resp. F(L'(R™)) N L'(R")).

3) F est un isomorphisme de [F(L'(R™)) N L'(R"); x| sur F(L'(R")) N L'(R"™) dont Iisomorphisme
réciproque est F.

Demonstration. Le 1) n’est autre que le 2) du théoréme 8.1.15. Si fet g sont dans F(L'(R")) N
L*(R™), ce méme théoréme montre que g = F(g), f = F(f), f et g sont intégrables, fg et fg sont
des fonctions intégrables d’apres le théoreme 8.1.11, f x g est intégrable d’apres le théoréme 7.1.8
et la proposition 8.1.12 montre que f * g = F(fg). De méme f * g est intégrable, la proposition
8.1.8 montre que fg = F(f x ) et le théoréme 8.1.15 donne que F(fg) est intégrable. Ceci achdve
de montrer le 2). Enfin le 3) est une conséquence immédiate du théoréme 8.1.15, de la proposition
8.1.8 et du théoreme 8.1.11 =

8.1.4 Le théoreme classique de réciprocité dans Rr

Dans ce sous-paragraphe, nous allons donner un théoréme classique qui n’est valable que dans R.
Rappelons tout d’abord certaines terminologies.

Soit I un intervalle de R, f : I — C et z € I. On dit que f est lipschitzienne a droite
(resp. a gauche) en z s'il existe n > 0 et k& > 0 tels que pour z < 2z’ < 2”7 < x + 1 (resp.
r—n<z <z’ <z)onalf(z)— f(z") < k(z” —2'). Ceci implique que f a une limite & droite
(resp. a gauche) en x que 1’on notera f(z™) (resp. f(z7)).

Définition 8.1.18 Soit [a, b] un intervalle compact de R. On dit qu’une fonction f : [a,b] — C est

a variation bornée sur [a, b| s’il existe une constante M < +oo telle que, pour toute subdivision
m—1
zi,a=11 <...<x, =0 dela,b], on a Z |f(@iz1) — flz:)] < M.

i=1

Proposition 8.1.19 Soit f une fonction a variation bornée sur un intervalle compact I. Alors f
est différence sur I de deux fonctions decroissantes. En particulier, f a une limite a droite et a
gauche en tout point de I. De plus toute fonction monotone est a variation bornée.

Demonstration. En effet, pour tout z € I = [a, b] posons

o(filaa) = sup S |f(ea) — Fla)

a=21<...<Tm=% ;—1
Il est clair que £ — v(f, [a, z]) est croissante. Par ailleurs, on vérifie facilement que

v(f, [a,z2]) —v(f, [a,z1]) > f(@2) — f(21)
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pour zy > x, ce qui montre que r — f(z) — v(f, [a,z]) est décroissante. La derniére assertion de
la proposition est immédiate =

Lemme 8.1.20 Soient I un intervalle de R et f une fonction intégrable de I dans C. Alors

lim /f x)cos(A\x)dx = hm/f z)sin(Az)dz = 0

A——+00

Demonstration. Supposons tout d’abord que f soit une fonction de classe C* & support compact
contenu dans l'intérieur de /. En intégrant par parties, il vient

f(z)cos(Az)d f'(z)sin(Az)dz,
J r=5)

et la conclusion est immédiate. Pour conclure dans le cas général, il suffit d’appliquer alors le

théoreme 7.2.7 carsi f; € L'(I), i = 1,2, et si on note F;(\) = /fi(ac)cos()\x)dx, ona ||F1—Fle <
I

11— follr E

Lemme 8.1.21 On a

d sin( A\t
sup / sin )dt‘:A<+oo.
0<e<d|/c t
A>0

Demonstration. En faisant le changement de variables A\t = u, ¢’est une conséquence immédiate

de la semi-intégrabilité de la fonction SBL =

Lemme 8.1.22 Soient a > 0 et f € L'(]0,a]). On suppose que 'une des deux conditions suivantes
est satisfaite:

(D) il existe « €]0, a] tel que f soit lipschitzienne sur |0, a].

(J) il existe « €]0, a] tel que f soit & variation bornée sur [0, a].

Alors

) a sin(At)  w,
,\1—1>Too 0 70 t it = §f(0 )
ou f(0T) désigne la limite & droite en 0 de f.

+oo .
Demonstration. D’apres le lemme 8.1.20, on peut supposer a = +o00. Puisque /0 Sl%dac =T

2
pour 0 <7 <, on a
[0 X7 g0y = [ (50 - 109) 2
+ / - @Sm(”)dt (1.4)
~ o) [T

n
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En faisant le changement de variable A\t = u on voit que la derniere intégrale du second membre de

1.4 tend vers zéro quand A\ — +oo (semi-intégrabilité de S). Le méme résultat est vrai pour la
seconde d’apres le lemme 8.1.20. Pour conclure, il suffit de voir que I’on peut choisir n pour rendre
la premiere intégrale du second membre de 1.4 aussi petite que ’on veut indépendamment de A.

_ f(0t
Sous I’hypothese (D), on a MS k et cette intégrale se majore aussitot par kn. Placons
nous maintenant sous ’hypothése (J). D’aprés la proposition 8.1.19, on peut supposer que f est
décroissante sur [0, a]. D’apres la seconde formule de la moyenne, cette intégrale est alors égale a

(£ - 1(0%) [ 22

avec ¢ €]0, [ et la conclusion résulte du lemme 8.1.21 =

dt,

Théoréme 8.1.23 (theoreme de Fourier—Jordan-Dirichlet) Soient f € L'(R") et x € R. On
suppose que I'on a I'une des deux conditions suivantes:

(D) il existe o > 0 tel que f soit lipschitzienne dans |x — o, z| et |x,z + af.

(J) il existe o > 0 tel que f soit & variation bornée dans [z — «,z + a].

Alors on a Fat) — f) N
) —Jx I + 2%mTE T
= [ s
Demonstration. Comme la fonction (¢,€) — f(t)e?™(@ D¢ est intégrable sur R x [N, +N],
d’apres le théoreme de Fubini (théoreme 5.4.4), on a

/_+ f £)eimTt g = / [/ 2im(a— t§d§‘| di

:l/+ f(t)sm27r( t)th

- r—t

= l/+oo (f(x+t)+f(x—t))8in277TNtdt.
TJo t

La conclusion résulte alors du lemme 8.1.22 =

Exemples.
1) Considérons les fonctions f,(z) = e~®*l, @ > 0. Un calcul élémentaire montre que
Fe) — 2a
fa() a? + A%

1 Le théoréme de Fourier-Jordan-Drichlet donne alors ﬁa(%) = fu(z).

1i__a
m 2 +€2
Alors, d’apres la proposition 8.1.6, on a F(p; * pt)( ) fsai(z) = p3+t(27r) En réappliquant le
théoréeme 8.1.23, il vient py*p; = p,44: la famille de fonctions (p;);~¢ contitue un semi-groupe
pour la convolution. C’est le semi-groupe de Poisson.

2) De la méme maniére, en utilisant la fonction e~ 7l” on montre que: la famille (Gt)1>05

Posons p,(§) =

q(z) :#_te_‘ﬁ/ % contitue un semi-groupe pour la convolution: c’est le semi-groupe
T

des distributions gaussiennes.
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8.2 La transformation de Fourier sur I’espace de Schwartz
S(r"; )

Dans ce paragraphe, nous reprenons les notations M“ et D*f, o € N”, rappelées avant 1’énoncé
de la proposition 8.1.9 du paragraphe précédent pour les utiliser systématiquement.

Définition 8.2.1 On appelle espace de Schwartz sur R" ’espace vectoriel sur C, noté S(R™; C),
formé des fonctions de C*°B(R"; C) telles que pour tous multiindices o et 3 de N™ on a
lim M®(z)D? f(z) = 0.

l|lz[| =00

Remarque 8.2.2 1) Il est clair que D(R"; C) est contenu dans S(R™;C).

2) Pour tout p € [1,+0c]|, S(R™; C) est contenu dans LP(R™), et, pour p < +oo S(R";C) est dense
dans LP(R™).

3) Pour tous multiindices o et 3 et toute f € S(R"; C), la fonction M®DPf appartient a S(R™; C).

Nous allons munir naturellement S(R"; C) d’une structure d’espace métrique complet:

Proposition 8.2.3 Pour tous multiindices o et § appartenant a N" et pour f € S(R™; C) posons
Nos(f) = sup |M®(z)DP f(z)|. Alors N, 45 est une semi-norme sur S(R™; C). De plus, si m
[AS]

(Qm, Bm) est une indexation sur N de N" x N", la formule

B 0 Nam,gm(f_g)
d(f,9) = mgl 27(1 + Nay 0 (f = 9))

definit une distance sur S(R"™; C) pour laquelle S(R"; C) est un espace métrique complet.

Demonstration. Cette proposition est immédiate: il est clair que les N, g sont des semi-normes,
et, si (fi)reN est une suite de Cauchy pour d, alors, pour tout 3 € N*, D? f;, converge uniformément
sur R™. Si f est la limite de cette suite, on a donc, pour tous « et 3 dans N”, klim IMEDP(fr—=Flloo =

—00

0, ce qui montre que f € S(R™;C) E
La remarque suivante est immeédiate:

Remarque 8.2.4 1) La convergence dans ’espace métrique S(R"; C) implique la convergence dans
LP(R™), p € [1,+0].
2) Soit T' une forme linéaire sur S(R™; C). Alors T est continue si et seulement si il existe une famille
finie (o, Bi)icr et une constante C' > 0 telles que |T(f)| < Csup Ny, 5,(f)-

iel
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Proposition 8.2.5 Soient f € F(R";C) et a et f deux multiindices. Alors f appartient a C*°(R")
et f((—?iﬁ)'“'M“Dﬁf) = (2in)P'MP D> f, et, de méme si on remplace la transformée de Fourier
par la transformée de Fourier conjuguée.

Demonstration. C’est une conséquence immeédiate de la remarque 8.2.2 et de la proposition 8.1.9

—
—
—

Le principal résultat de ce paragraphe est le théoreme suivant:

Théoréme 8.2.6 1) La transformée de Fourier F est un automorphisme continu de S(R™; C) dont
Pautomorphisme inverse est F.

2) Muni du produit ordinaire S(R"™; C) est une algébre que I’'on notera S(R"; C).

3) Muni du produit de convolution S(R"; C) est une algébre que I'on notera [S(R”; C), *]

4) F est un automorphisme continu de ’algébre [S(R”; C), *] sur l’algébre S(R™; C) dont I'inverse
est F. ) 1

5) L’itérée (ﬂS(Rn;C)) est la symétrie f — fY de S(R";C). En particulier, (]ﬂs(Rn;c)) est
I’identité.

Demonstration. Le fait que f € S(R™;C) pour f € S(R™;C) résulte de la proposition 8.2.5 et
du théoreme de Riemann-Lebesgue (théoréme 8.1.11. De plus ces méme résultats et la remarque
8.2.4 donnent aussitot la continuité de F (et de F) dans I'espace métrique S(R™; C). Pour achever
la preuve du 1), il suffit alors d’appliquer le théoreme 8.1.15. Pour achever la démonstration du
théoreme, compte tenu de la proposition 8.1.8, il suffit de voir que si f et g sont deux éléments de
S(R"; C) alors f * g appartient aussi & S(R";C). Or F(f xg) = FfFg € S(R";C) d’apres le 1) et le
2) et fxg=TFF(f*g) € S[R";C) dapres le 1) & nouveau =

8.3 La transformation de Fourier-Plancherel

Le but de ce paragraphe est de montrer que la transformation de Fourier que nous avons définie
sur L'(R") peut se définir sur L?(R™). Nous le ferons en prolongeant F restreinte & S(R™; C) et nous
verrons que ce prolongement restreint & L' (R") N L?(R™) coincide avec la transformation de Fourier
définie sur L'(R").

L’extension & L?(R") est basée sur la remarque suivante:

Proposition 8.3.1 Soient f et g deux éléments de S(R™;C). Alors

| F©)5@de = [ f@)g(@)de,
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Demonstration. Puisque F(Fg) = g d’aprés le théoréme 8.2.6, ceci résulte de la formule du
transfert (proposition 8.1.6 =

Théoréme 8.3.2 (theoreme de Riesz—Plancherel) La transformation de Fourier (resp. la trans-
formation de Fourier conjuguée) restreinte a S(R™; C) est prolongeable en un opérateur unitaire de
L?(R™; C) sur lui-méme, que l'on appelle la transformation de Fourier-Plancherel (resp. la
transformation de Fourier-Plancherel conjuguée), dont 'opérateur inverse est la transforma-
tion de Fourier-Plancherel conjuguée.

Demonstration. C’est une conséquence immeédiate de la proposition 8.3.2, du théoreme 8.2.6 et
de la remarque 8.2.2, 2) =

Proposition 8.3.3 Sur L'(R") N L*(R™) les transformations de Fourier et de Fourier-Plancherel
coincident.

Demonstration. En effet, soit f € L'(R") N L?(R"). D’apres le théoréme 7.2.7 et I'exemple
7.2.2, il existe une suite ¢, de fonctions de D(R™;C) qui converge vers f a la fois dans L'(R"™)
et dans L*(R"). Alors d’aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue (théoréme 8.1.11) la suite @,
converge uniformément vers f et, par définition (théoréme 8.3.2), elle converge, dans L?(R"), vers
la transformée de Fourier-Plancherel de f =

Cette proposition justifie le fait que ’on note Ff ou f la transformation de Fourier-Plancherel.

Proposition 8.3.4 Soit By, k € N, une suite d’ensembles mesurables de R" relativement compacts
dont la réunion est R™. Pour toute f € L*(R") Ff est limite, dans L*(R™), de la suite (gx)xeN définie
par

g€ = [ f(x)e Hmetds,
By
Demonstration. Posons f, = xg, f de sorte que g = fk Alors, d’apres le théoreme de conver-

gence dominée de Lebesgue (théoréme 2.2.8), f; tend vers f dans L?(R™), et la conclusion résulte
du théoréme 8.3.2 =
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