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CHAPITRE 1

COMPLEMENTS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

I. Le théoreme de Baire.

Définition 1.1.1.
Soit E un espace topologique. On dit que E est un espace de Baire s’il est séparé
et vérifie une des deux conditions équivalentes suivantes:
(i) Si (Qn)ne est une suite d’ouverts de E denses dans E alors ﬂ Q, est dense dans

n
E. N
(ii) Si (Fy)ne est une suite de fermés de E d’intérieurs vides, alors UFH est d’inté-

rieur vide.

L’équivalence de (i) et (ii) se voit par passage au complémentaire.

Proposition 1.1.1.
Soit ¥ un espace de Baire.
1°) Tout ouvert de E est de Baire.
2°) L’image de E par un homéomorphisme est de Baire.

Démonstration: Directe a partie de la définition.

Théoreme 1.1.1 (dit de la borne uniforme).
Soit E un espace de Baire. Soit f; : E — R, © € I une famille de fonctions semi-
continues inférieurement. Alors I'une des deux propriétés suivantes est satisfaite:

(a) 3Q ouvert non vide de E tel que  sup  fi(z) < 0.
x€EQ supi€l

(b) 3G G5 (i.e. G = ﬂQn, O, ouverts) dense dans E tel queVz € G, sup fi(z) = +oo.
n i€l

Démonstration. Soit ¢(x) = sup fi(x). La semi-continuité des f; implique les ensembles
iel
Q, = {¢(x) > n} sont ouverts. La propriété de Baire entraine donc que soit In/€y, est
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non dense, ce qui implique (a), soit m Q, = G est dense dans FE, ce qui est (b).

n

Remarque. Le théoréme implique aussitot que si {:E € E/sup fi(z) = +oo} est contenu
i
dans un fermé d’intérieur vide, alors ’ensemble des points au voisinage desquels sup f;(z)
i

est majoré est dense dans F.

Proposition 1.1.2.
Un espace topologique localement compact est de Baire.

Démonstration. Soit 2, une suite d’ouverts denses de F. Soit z € E, et soit V(z) un
voisinage ouvert relativement compact de x. Par récurrence on construit facilement une
suite de compacts non vides K,, de E tels que K, C V(z)NQ1N...NQ, et K, contenu dans

lintérieur de K, 1 (n > 1). Par conséquent, ﬂKn # (), ce qui entraine V(z) N Q, # 0.

n

Théoreme 1.1.2.(Théoreme de Baire)
Un espace métrique complet est un espace de Baire.

Démonstration. Soit €2, une suite d’ouverts denses de F espace métrique complet. Pour
montrer que ﬂ Q, est non vide, on construit par récurrence une suite (z,) d’éléments de

E et une suite (r,) de réels positifs, 0 < r, < 1/n, telles que:
B(zn,m) C Oy N B(zn—1,"n-1)

(B(a,t) désignant la boule ouverte de centre a et de rayon ¢): on prends x; € 1; supposons
les z,, rp construits pour p < n. Qu41 N B(xy, ™) est un ouvert non vide et contient
donc l'adhérence d’une boule ouverte non vide B(Znyt1,7nt1). Alors pour p > 1, zn4p €
B(Zn, ™), ce qui implique que (z,) est une suite de Cauchy donc converge vers un point

x de E. Par construction z € B(xy,,r,) Vn donc z € ﬂ Q.. Enfin pour voir que ﬂ Q, est

n n
dense, il suffit de voir qu’elle rencontre tout ouvert non vide V de FE et pour cela il suffit
d’appliquer ce qui précéde a l'espace de Baire V' et aux ouverts Q) = Q, NV.

Exercices.
1°) E métrique complet, F' métrique. f, : E — F continues telles que Vx € F,
lim = fo(z) = f(z). Alors 'ensemble des points de continuité de f est dense dans E.
2°) f € C*(R). On suppose que Yz € R, In = n(z) € N tel que f™(z) = 0. Alors f
est un polynome.



2. Application aux espaces normés.

Théoreme 1.2.1 (théoréme de Banach-Steinhaus).
Soient Fun espace de Banach, F' un espace normé et f;, 1 € I, une famille d’application
lineaires continues de E dans F. Alors I'une des deux propriétés suivantes est satis-
faite:

() supl] < o
1€
(b) 3G, Gs dense dans E tel que sup || fi(z)|| = +oo pour tout z € G.
iel

Démonstration. C’est un cas particulier du théoréme 1.1.1.

Exercices.

1°) Soit a, € R. SiVz = (z,) € 12 onasup‘Zaixi
n 1

< 400, alors (ay) € 12.
2°)3f eC(]—m,+n]), f(=7) = f(x) dont la série de Fourier ne converge pas en zéro.

Théoréme 1.2.2 (théoréme de ’application ouverte).
Soient E et F' deux espaces de Banach et f € L(E; F). Si f est surjective alors f est
ouverte (i.e. si B est la boule unité ouverte de E, f(B) contient un voisinage de 0
dans F).

Démonstration. Soit By (resp. Bp) la boule unité ouverte de E (resp. F). Par

hypothese, U f(nBg) = F. Par le théoréeme de Baire il existe donc n € N tel que
nEN
f(nBg) contient un ouvert non vide . Par linéarité, il s’ensuit qu’il existe » > 0 tel que

f(2nBg)D rBpet donc un § > 0 tel que f(Bg) D dBp. Soit e > 0 fixé. Soit y € JBp.

Il existe donc 1 € Bg tel que ||f(z1) — y|| g%. Soit y1 = y — f(z1) E%&BF; il existe

Z9 e%BE tel que |ly1 — f(z2)|| = ||y — f(z1 + z2)|| SQ%(S. Par récurrence on voit qu’il

existe une suite z, 62%BE telle que ||y — f(Z7z;)|| Sziné. Alors la série X;x; converge
o0

normalement, z = in € (1+¢)Bg et y = f(x). Ainsi 6Br C f((1 + €)Bg) pour tout

1
e > 0, ce qui montre que B C f(Bg), et le théoréme s’en déduit aussitot.

Théoréme 1.2.3 (théoréme d’isomorphie de Banach).
Soient E et F deux espaces de Banach et f € L(E;F). Si f est bijective alors f=1
est continue.

Démonstration. Conséquence immédiate du théoreme 1.2.2.



Théoréme 1.2.4 (théoréme du graphe fermé).
Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F' une application linéaire. Pour
que f soit continue, il faut et il suffit que son graphe soit fermé dans E x F'.

Démonstration. Soit G C E x F le graphe de f. G est un espace de Banach et
(x, f(x)) — x est continue de G dans E. D’apres le théoréme 1.2.3, elle est bicontinue,
ce qui signifie que f est continue.

Exemple. Soient || |1 et || || deux normes pour lesquelles un espace vectoriel E est
complet. Si IM tel que || |1 < M]| ||2, alors les deux normes sont équivalentes.

3. Le théoréme de Hahn-Banach.

Théoréme 1.3.1 (théoréme de Hahn-Banach).
1°) Cas réel: soient FE un espace vectoriel sur R, p: E — R une application sous-
linéaire (i.e. p(x +y) < p(x) + p(y) et p(Ax) = Ap(x) si A > 0), V un sous espace
vectoriel de E et f une forme linéaire sur V telle que f(y) < p(y) pour tout y € V.
Alors il existe une forme linéaire f sur E prolongeant f telle que f(z) < p(z) pour
tout x € F.
2 °) Cas réel ou complexe: soit F un espace vestoriel sur R ou C. Les hypothéses
étant les mémes qu’au 1°) avec en plus que p est une semi-norme, on a la méme
conclusion avec |f(x)| < p(z) pour tout x € E.

Démonstration. 1°) cas réel. L’ensemble des couples (W, ) ou W est un sous espace
vectoriel de F contenant V' et ¢ une forme linéaire sur W prolongeant f et telle que ¢ < p
est clairement inductif; par suite (d’apres le lemme de Zorn) il posséde un élément maximal
(Wo, po). Si Wy = E c’est terminé. Supposons donc Wy # E et soient zg € E\W,,
W1 = Wy @ Rzg. Définissons ¢; : Wi — R par ¢1(zw, + A\xo) = @o(zw,) + Ac ou
c € R est a choisir. Remarquons maintenant que pour y;, y2 dans Wy, on a ¢g(y1 — y2) <
p(y1 — y2) < p(y1 + 2o) + p(—y2 — 0), dolt:

—po(y2) — p(—y2 — z0) < —po(y1) + (Y1 + zo)
On choisit alors ¢ = ¢ avec

sup (—po(y2) —p(—y2 — x0)) < co £ inf (—po(y1) +p(y1 + z0))-
y2EWo y1€EWo
Pour trouver une contradiction avec le fait que (Wy,pp) est maximal, montrons que ¢; < p:
soit £ = zw, + Azo € Wh,
(a) si A =0, p1(z) = po(z) < p(2);
(b) si A >0, on a

v1(z) < wolzw,) + )\(—(po (ﬁ;\vo) +p($§\V° + 330)) = p(zw, + Azo) = p(z).

(c)siA<0,o0na

#1(@) < polowy) + A(—eo( T52) —p(= 2 — 20 ) ) = plaw, + Azo) = p(a).
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27) cas réel ou complexe:

(a) Dans le cas réel, puisque f(z) < p(z), on a —f(z) < p(—z) = p(x).

(b) Dans le cas complexe, on remarque que if(z) = f(ix) entraine que Imf(z) =
—Ref(izr), et par suite, f(r) = Ref(x) — iRef(iz). On applique alors le résultat du cas
réel pour prolonger Ref en g, et on pose f(x) = g(z) —ig(iz). Clairement f est complexe
linéaire, et, en choisissant 0 de sorte que €' f(x) soit réel, il vient

@) = [7(e2)| = 3(e%2)]| < p(2) = p(a).

Théoréme 1.3.2 (théoréme de Hahn-Banach géométrique).
Soit E un espace normé sur R ou C. Soient A un ouvert convexe non vide de E et
M une sous variété linéaire affine non vide de E telle que M N A # (). Alors il existe
un hyperplan affine fermé H de E tel que M C H et HN A= 0.

Démonstration. 1°) cas réel. Par translation, on peut supposer que 0 € A. Soit p la
jauge de A (i.e. p(z) = inf {/\ >0/x € )\A}). Il est clair que p > 0, et que, pour a > 0,
p(ax) = ap(x). Vérifions que p(x + y) < p(x) + p(y): on peut supposer que p(x +y) = 1;
si on avait p(x) +p(y) < 1, IA1, A2, A1 + A2 < 1 tels que z+y € A\A+ A2 A C A; par suite
on aurait p(z +y) < 1. De plus, on a clairement A = {x/p(x) < 1}. Soit V' le sous espace
vectoriel engendré par M. Puisque 0 € M, M est un hyperplan de V, il existe donc une
forme linéaire f sur V telle que M = {f = 1}. SiyeV, flyy=a>0,onay/acM et

par suite, f(y>: 1< p(y):%p( ) et donc , f(y) < p(y) pour tout y € V puisque p > 0.
Par le théoreme 1.3.1, il existe donc une forme linéaire f sur F prolongeant f telle que
f < p. En particulier f est continue, car bornée sur le voisinage A de zéro, et f=1
répond a la question.

2 ") cas complexe. Cette fois-ci, on peut supposer que M est un sous-espace vectoriel
de FE. Le premier cas implique que M C Hy ou Hj est un hyperplan fermé réel tel que

HoyNA=0. Alors H = HyN1H, est un hyperplan complexe fermé qui contient M puisque
iM =M.

Proposition 1.3.1.
Soit E' un espace normeé.
1) Soient V' un sous espace vectoriel de E et f € V' (V' étant le dual de E). Alors
il existe f € E' prolongeant f telle que ||f]| = || f]I-
2°) Soit xg € E, xg # 0. Il existe f € E’ telle que f(xo) = ||zo|| et ||f|| = 1 (existence
du dual).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme de Hahn-Banach.



Corollaire
Soit E un espace normeé.
1°) Soit zy € E. o =0 si et seulement si Vf € E', f(xzo) = 0.

2°vzx € E,|z||= sup |f(z)|. Ou encore, application canonique de E dans E"
£l <1.feEr

est une isométrie (pour la norme sur E").

Proposition 1.3.2. o o
Soient E un espace normé, V un sous espace vectoriel de E tel que V # E, xq € E\V
et d = d(xo,V). Alors il existe f' € E’ telle que:

(a) fiy = 0;
(b) [IfIl = 1/d;
(c) f(xo) = 1.

Démonstration. Soit W = V @ Kxo, et posons g(zy + Arg) = A. Alors gy = 0 et
g(zo) = 1. Siz = v + Azo € W, ||z]| = |A|H%+xOH > [Ald d’on

llgll < 1/d. Par ailleurs, si z, € V est telle que d,, = ||z, — xo|| tend vers d, on a

g(%)z _dl ce qui entraine ||g|| > 1/d,. Ainsi ||g|| = 1/d,. Pour conclure, il suffit

n

d’appliquer la proposition 1.3.1, 1°).

g(x)| <Jllz| soit

Proposition 1.3.3. (théoréme des moments)
Soient F un espace vectotiel sur C, x,, € F, a,, € C et ¢ > 0. Les propriétées suivantes
sont équivalentes:
(i) 3f € E' telle que Vn, f(x,) = ay et ||f]| < c.

N
< CH > Bata
0

Démonstration. Pour voir que (ii) implique (i), on consideére V' le sous-espace vectoriel
engendré par les x,. Soit fq la forme linéaire définie sur V par fo(zn) = an, Vn. (ii) donne
aussitot que || fo|| < ¢, et on conclut avec le théoreme de Hahn-Banach.

N
(i) ¥Ba € C, YN € N on a ‘Zﬂnan
0

4. Dual d’un espace normé, topologies faibles.

Rappels. Soit E un espace normé. Le dual E’ de E est I'espace des formes linéaires

continues sur E. La topologie forte sur E’ est la topologie de la norme (|| f|| = sup |f(z)]).
lIxll<1

On note E” le dual de E’ et on D'appelle le bidual de E. Le 2°) du corollaire de la
proposition 1.3.1 dit que F s’injecte isométriquement dans E” lorsque ce dernier est muni
de la topologie forte. En général, F est strictement contenu dans E”. On dit que F est
réfexif si £ = E".

Proposition 1.4.1.
Soit E un espace normé. Pour la topologie forte E' est un espace de Banach.
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Démonstration. Evidente.

I est clair que pour la toplogie forte les formes f — f(z) (resp. * — f(x)) sont
continues sur E’ (resp.E). On pose alors la définition suivante:

Définition 1.4.1.
Soient E' un espace normé et E’ son dual.
1°) On appelle toplogie faible sur E’ et on la note o(E'; E), la topologie sur E' la
moins fine rendant continues les applications linéaires f — f(x), z € E.
2 °) On appelle topologie faible sur F et on la note o(E; E') la topologie sur E la
moins fine rendant continue les éléments de E’.

Ces toplogies existent et sont moins fines que celles des normes. Il n’est pas difficile
de décrire ces topologies en donnant des bases de voisinages des points. Par exemple, si
fo € E’, une base de voisinnages de fo pour o(E’; E) est donnée par les ensembles

{fEEI/|f(£Ei)—f0(.’Ei)‘ <e xi€E 1<i:<k, k EN}.

Comme on le voit, ce sont les translatées des voisinages de zéro par fyp: la topologie
o(E’; E) rend continues ’addition et la multiplication par un scalaire. On dit que £’ muni
de o(E'; E) est un espace vectoriel toplogique localement convexe qui est séparé (théoreme
de Hahn-Banach); sa toplogie est définie par une famille de semi-normes, qui sont définies

par px(f) = |f(z)], z € E.
La méme description est valable pour o(F; E’). Remarquons de plus que o(E"; E’)

induit sur E o(E; E').
En général les toplogies faibles ne sont pas métrisables (i.e. ne peuvent pas étre définies
par une distance). Toutefois:

Proposition 1.4.2.
Soit E un espace normé. Si E est séparable (c’est a-dire-contient un sous-ensemble
dénombrable dense) alors sur toute partie B C E' bornée pour la norme, la topologie
faible o(E'; E) est métrisable.

Démonstration. Soit A = {an,n € N} un sous-ensemble dénombrable dense. Montrons
que pour fo € B les ensembles

Vexk ={f € B/|f(an) — folan)| <e,n € K, K CN, K fini},
forment une base de voisinages de fy dans B. Soit
W ={feB/|f(zi) = folzi)| <e, z; € E, 1 <i <k}
un voisinage de fo pour o(E'; E) dans B. Soit M = ?161}13) If||. Pour chaque 4 soit a,, € A

tel que ||an, — ;|| S3LM' Alors Vf € B et Vi on a |f(an,) — f(z:i)| < €/3, ce qui entraine
|f(zi) — fo(zi)| < 2€¢/3 + |f(an,) — fo(an,)|- Par suite si on prend K = {n;,1 <14 < k}, il
vient Ve x C W. Si on définit une distance d sur B en posant
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B s |f(an) — fo(an)|
A 00 =2 50 1 e = Fotad])’

1

on voit facilement que les V. x forment une base de voisinages de fo pour la distance d et
par conséquent d définit la topologie o(E’; E) sur B.

Proposition 1.4.3.
Soit F un espace normé. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) dimE = +o0.
(ii) o(E', E) est strictement moins fine que la topologie forte.

Démonstration. 1°) (i)=-(ii). Soit (a;) une suite finie d’éléments de E. En considérant
un sous—espace de F de dimension finie contenant strictement les a;, on construit facilement
sur ce sous—espace une forme linéaire de norme 1 qui s’annule sur les a;. D’apres la
proposition 1.3.1, il existe donc f € E’ telle que f(a;) = 0 pour tout i et ||f||=1. Ceci
prouve que 0 est adhérent & la sphére unité pour o(E’; F).

27) (ii)=(i). Cela résulte du lemme suivant:

Lemme 1.4.1.
Tout espace vectoriel topologique séparé E de dimension finie sur K (K =R ou C)
est isomorphe & K™ (n =dimension de E).

Démonstration. On le démontre par récurrence sur n.

(a) n = 1. Soit @ € E. 1l suffit de montrer que £ — a est d’inverse continue. Soit
a > 0. E étant séparé, il existe un voisinage V' de 0 dans E ne contenant pas aa. La
multiplication par un scalaire étant continue dans K x F, il existe 8 > 0 et V' voisinage
de zéro dans E tels que |A| < B et z € V' entrainent Az € V. Alors si W = V', pour
Al <1letxz e W,onalz € V. Supposons donc éa € W et montrons que [£| < a, ce qui
achevera le cas n = 1: en effet, dans le cas contraire, il existerait un £ de module > « tel
que éa € W, et alors aa = (a/€)€a € V, contrairement a I’hypothese.

(b) » > 1. On raisonne donc par récurrence sur la dimension n de E: supposons le
résultat démontré pour dimE < n—1. Soit (e;)i<n une base de F, et soit H le sous—espace
vectoriel engendré par les e¢;, 1 <4 < n — 1. Par 'hypothese de récurrence, H est un sous
espace fermé de E. On utilise maintenant le lemme suivant:

Lemme 1.4.2.
Dans un espace vectorel topologique séparé E soit H un hyperplan d’équation f =0
Alors H est fermé si et seulement si f est continue.

Démonstration. Montons que si H est fermé alors F' est continue. Soit € > 0, et soit
x € E tel que f(z) = e. Comme z + H est fermé, et 0 ¢ z + H, il existe un voisinage de
0 dans F tel que V N (x + H) = 0 et de plus, en raisonnant comme dans le (a) du lemme
précédent, on peut supposer que pour |[A| < 1 AV N (z + H) = 0. Soit alors y € V, et

montrons que |f(y)| < e: dans le cas contraire, on aurait |f(y)| = o > ¢ d’on f(gy): €,

12



donc £V N (z+ H) #0.

Achevons maintenent la preuve du (b) du lemme 1.4.1: le lemme 1.4.2 montre que

n n
Z&iei — &, est continue, et par ’hypothése de récurrence, on conclut que Zfiei —

1 1
(24, ..., &) est continue de E dans K™.

Remarque. Un fermé pour la topologie forte n’est pas, en général, fermé pour la topologie
faible. Toutefois, pour les convexes, les fermetures fortes et faibles sont les mémes.

Théoréme 1.4.1 (théoréme de Banach-Alaoglu).
Soit E un espace normé. Toute partie fortement bornée de E’ est relativement com-
pacte pour la topologie faible o(E’, E).

Démonstration. Faisons la démonstration dans le cas K = C. Soient B une partie
bornée de E’; M = sup||f|| et Bm = {f e E'/|f] < M} Si, pour x € E, Dx = {z €
feB

C/lz| < ||a:||} et X = H Dy, alors, par le théoréeme de Tychonov, X muni de la topologie

xeE
produit est compact. Comme, par définition de la topologie produit, une base de voisinage

de (22) € X est formée par les ensembles

{(zX)EX/|zwi—zgi‘<e, 7 €E,1<i<k}, e>0, k€N,

lapplication 7 : Byy — X définie par f — < f (a:)) s est un homéomorphisme sur son
X€

image, et on peut identifier (topologiquement) By & une partie B de X. Pour conclure,
il suffit de voir que B est fermée dans X, ce qui est immédiat puisque les applications
(zx) — zx sont continues.

Corollaire.
E étant un espace normé séparable, toute boule fermée de E' est un espace compact
métrisable pour la topologie faible.

Démonstration. Cela résulte du théoreme 1.4.1 et de la proposition 1.4.2.

Exemple. Soit (a,) une suite de nombres complexes telle que les fonctions
+n
Sn(0) = Zaiew
-n

forment un ensemble borné dans LP(R), p > 1. Alors il existe f € LP(R) telle que, pour
tout n, a, soit le nil'™e coéfficient de Fourier de f.

Démonstration. Puisque p > 1, LP est le dual de L%, 1/p+1/q = 1. Comme S, est une
suite bornée dans (L)’ et L9 est séparable, on peut extraire de la suite S, une sous-suite
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Sp; faiblement convergente vers f € LP. Puisque
1 ™

:%_7r

S,;(0)e=%d0, n; > |n|,

Qn

par passage a la limite, on obtient a, = ¢, (f).

Remarques suplémentaires (sans démonstrations).

1°) Toute forme linéaire continue sur E” pour o(E"; E') appartient a E’.

2°) La boule unité de F est dense dans la boule unité de E” pour o(E";E’). En
particulier, E est faiblement dense dans E”.

37) Un espace normé est réflexif si et seulement si sa boule unité est compacte pour
o(E; E').

5. Espaces de Hilbert.

Rappels élémentaires.
Soit E un espace vectoriel sur K (=R ou C).
-Forme hermitienne sur F x E: (z,y) — f(z,y) telle que z — f(x,y) est linéaire,
y — f(z,y) est semi-linéaire et f(z,y) = f(y,x).
-Si K =R: 4f(z,y) = f(z+y,z+y) — fl@e -y, —y);
-SiK = C: A4f(z,y) = f(z+y,z+y)— f(x—y,z—y)+if (v +iy, z+iy) —if (v —iy, z—1y).
-f(z,z) € R.

-Forme hermitienne positive: f(z,z) > 0. Ces formes vérifient 1'inégalité de Cau-

1/2
chy-Schwarz et I'inegalité triangulaire. En particulier ( f (a:,ac)) est une semi-norme

sur E qui est une norme si f est non dégénérée.
-Espace préhilbertien: E muni de < z,y > forme hermitienne positive. |z| =<
z,z >1/2 est une semi-norme et on a les formules suivantes:

lz + ylI* = ll2[* + llyll* + 2Re < z,y >,
2 2 2 2
Iz +yll” + llz = ylI” = 2[l=[I” + 2llyl",

r+vy 2
2

(théoréme de la médiane). Si < x,y > est non dégénéré, F est séparé: c’est un espace
normé.

-Espace de Hilbert: espace préhilbertien séparé complet. Le complété d’un espace
préhilbertien séparé est un espace de Hilbert.

1
lz]® + llyll* = 2 + 5 lle =yl
2

Exemples. K@, I? = {(331)161/2\%\ < —I—oo}, C([0,1]) muni du produit scalaire <

fog 5= / (gDt

14



Théoréme 1.5.1 (théoréme des projections).
Soient E un espace préhilbertien, H C F un convexe non vide séparé et complet. Alors
Vo € E, il existe un unique Py (x) € H tel que ||x — Pu(x)|| soit égal a la distance de x
a H. De plus, Py(z) est 'uniquey € H tel queVz € H onaRe < x—y,z—y >< 0.
Py (x) s’appelle la projection de = sur H.

Démonstration. Soit d = d(x, H). Si, z,y € H, le théoréme de la médiane donne

2 2 1 2 1 2
lz = ylI” + llz = 2" = S22 —y — 2" + 5 llz = ylI",

d’ou

(+) Iz = 9l* < 2l|lz = y||* + 2|} — 2|° — 4d°.

L’unicité résulte aussitot de (x); Pexistence se voit facilement: soit z,, € H tel que ||z — z,||
tend vers d quand n tend vers l'infini. Alors (*) appliquée & z, et 4 montre que la suite
(zn) est de Cauchy et donc converge vers un point de H.

Démontrons maintenant la derniere partie. Soit z € H. Pour 0 <¢ <1, (1 —¢)Pu(x) +
tz € H et par suite ||z — Pu(z)|| < ||z— Pa(z)+t(Pa(z)—2)||, ce qui donne t||Pu(z) —z||* +
2Re < z — Py(x) + Pu(z) — z >> 0. D’ou le résultat en faisant ¢ = 0. Réciproquement,
supposons que y soit un élément de H satisfaisant la propriété de 1’énoncé. Alors ||z—z||? =
lz —yl|> + |ly — 2| + 2Re < © — y,y — 2z >, ce qui montre que ||z — z|| > ||z — y||-

Proposition 1.5.1.
Dans les conditions du théoréme 1.5.1, pour z,y € E, on a |Pu(z)—Pua(y)| < ||z—vy||:
Py est contractante.

Démonstration. En écrivant z — y = Pu(z) — Pu(y) + ¢ — y — Pu(z) + Pu(y), et en
développant ||z — y||?, il vient, d’apres le théoréme 1.5.1

Iz = ylI* > || Pu(e) = Pa@)|I” + | — y — Pu(z) + Pu(y)ll’,
ce qui donne le résultat.

Proposition 1.5.2.
Soit (Hy,) une suite décroissante de parties convexes non vides séparées et complétes
d’un espace préhilbertien E. Soit H = ﬂHn de sorte que H est convexe séparé et

n
complet s’il est non vide. Alors:

(i) n — ||z — Pu, (2)||, x € E, est croissante;

(ii) H # 0 si et seulement si 3xg € E tel que suRIHxO — Py, (zo)|| < o0;
ne
(iii) si H # 0, Vx € E, Py, () — Pua(z) quand n — oo.
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Démonstration. Le (i) étant évident, montrons le (ii). Une des implications étant évi-
dente, supposons que d = lim ||zg — Py, (z0)|| < oo et montrons que H # (. Soit By la
n—o0

boule fermée de centre z( et de rayon d; (BoN Hy)ne est une suite décroissante d’ensembles
fermés non vides contenus dans Hy; comme Hg est complet, I'intersection des By N H,, est
non vide, ce qui montre le résultat cherché. Montrons enfin le (iii). En reprenant les

notations précédentes, si {y} = ﬂB(ac, d) N Hy, on a ||z — y|| = d(x, H) donc y = Pu(x),
et comme ||z — Py, (z)|| < d, on a Py, (x) € B(z,d) N Hy, ce qui achéve la preuve.

Proposition 1.5.3.
Soient H,, n € N, et A des parties convexes non vides et complétes d’un espace
préhilbertien E telles que H, C Hy41 C A, n € N. Posons H = UpeNH . Alors H
est un convexe non vide séparé complet, et, Vo € E, Py_(x) — Py(x) quand n — oc.

Démonstration. 1l est clair que ||z — Py, (x)|| converge en décroissant vers d(z, H) =
||z — Pa(z)||. En écrivant alors z — Py, (2) =  — Pa(z) + Pa(z) — Pu, (x), il vient, d’apres
le théoreme des projections,

lz — Pr, (2)|I* > |lz — Pu(2)||” + |Pu(z) — Pa, ()],

ce qui donne le résultat.

Proposition 1.5.4.
Soit V' un sous-espace vectoriel séparé et complet d’un espace préhilbertien FE. Alors
Vo € E, Py(z) est I'unique y € V tel que x —y € V*.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que = — Py(x) € V+: en appliquant la relation
Re < x — Py(x),z — Py(z) >0z € V,az=y+ Py(z), y € V, il vient Re <
xz — Py(z),y >< 0, et en remplacant y par —y puis par iy et par —iy, on obtient le
résultat. Réciproquement, si < z —y,z >=0Vz € V,onaaussi<z—y,z—y >=0ce
qui donne y = Py(z) par le théoréme des projections.

Proposition 1.5.5.
Dans les conditions ci-dessus, on a:
(i) Py est linéaire et |Py|| <1 (||Pv|| =1si V # {0} et si E est séparé).
(ii) Ker(Py) = V1 et E=V & KerPy, la somme directe étant topologique.
(iii) Si E est séparé, V = (KerPy)> .

Démonstration. Le (i) est immédiat d’aprés la proposition précédente car ||z|®> =
|z — Py(2)||? + ||Pv(z)]|>. Voyons maintenant le (ii). Soit 2 € V*; par la proposition
précédente, on a < Py(x),z >= 0, Vz € V, ce qui donne Py (z) = 0, et donc KerPy C V*,
et la réciproque est évidente, et la derniére assertion aussi. Vérifions maintenant le (iii).
Par le (ii), on a (KerPy)t = V1L 5 V. Soit # € (KerPy)*; alors < x,z — Py(z) >= 0,
et comme < Py(x),z — Py(z) >= 0, il vient z = Py(z) donc z € V.
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Proposition 1.5.6.
Soit V' un sous-espace vectoriel séparé et complet d’un espace préhilbertien F. Soit
W un sous espace fermé de V. AlorsVx € FE, Py (z) = Pw(Py(x)).

Démonstration. Evidente.

Théoréme 1.5.2 (dual d’un Hilbert).
Soit E un espace de Hilbert. Vf € E' il existe un unique as € FE tel que, Vx € F,
f(z) =< z,as >. De plus, f — as est une isométrie semi- linéaire de E’ sur E.

Démonstration. On peut supposer f # 0. Soient H = Kerf, o € E\H, et u =
xo — Pu(z). Alors H est un hyperplan fermé de E et le noyau de la forme linéaire
non nulle x —< x,u > est un hyperplan fermé contenant H et donc égal a H. Par
suite les deux formes linéaires sont proportionnelles, et il existe donc A € K tel que

f(x) =< x,Au >, x € E. 1l s’ensuit que A :]ﬁgj‘”) et donc ag :%u. On en déduit
immédiatement que ||f|| = |la¢|]|; voyons de plus que f —> af est semi-linéaire. Par

exemple, < ,agyg — ar — ag >= (f +g)(x) — f(z) — g(v) = 0, d’olt agyg = ar + ag, et de
meéme on vérifie que aye = Aas.

Définition 1.5.5.
Soient E un espace de Hilbert et F;, 1 € I des sous espaces fermés de E. On dit que
FE est somme hilbertienne des F;, i € I, si:
(a) Pour i # j, E; et E; sont orthogonaux.
(b) Le sous-espace fermé engendré par les F; est dense dans E.

Théoreme 1.5.3.
Soit FE;, © € I une famille de sous espaces fermés d’un espace de Hilbert E. On
suppose que E est somme directe hilbertienne des E;. Pour z € E, soit z; = Pg,(x),

i € I. Alors (||SU1||2> est sommable dans R, (z;);c1 est sommable dans E et on a
ieT

|| = Z ]2, = = Za:i. De plus, avec les mémes notations, si x,y € E, on a
iel il

<x,y >= Z < xi,1; >. Réciproquement, si z; € Ej, 1 € I, sont tels que la famille

il

(||a:1||2> est sommable, alors (z;);c; est sommable et x = Z x; est le seul élément

iel .
i€l
de E tel que Pg, (z) = x;, Vi € 1.

Démonstration. Soient K une partie finie de I et z un élément de la somme directe des
FE;pourie K. On a

2

2
l = 2|" = +

2
+2Re<x—2xi,2xi—z>.
K K

x—g Ii
K

E ri—Z
K
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Or, siw= Y w; € okE;,
K
<x—in,w >:Z<x—in,zj >:Z<in,zj > =0,
K J e J i#£]
et par suite, ||z — z|| > ||z — inH, ce qui montre que in = Pg . g, (z) d’ou il s’ensuit,
K K

2
< ||z||?, c’est & dire que la famille

d’apres la proposition 1.5.5, que Z ||$1||2 = H in
K K

2
(||a:i||2) est sommable et que ||z||* = Hx — Za:i + Z ||lzi]|>. Comme le sous-espace

engendré par les Ej est dense dans FE, Ha: - in tend vers zéro quand n tends vers

(2
I’infini, ce qui montre les deux premieres relations de ’énoncé. La troisieme en résulte par
continuité du produit scalaire, et la derniere est évidente.

Corollaire.
Soit E;, © € I une famille de sous-espaces complets d’un espace préhilbertien séparé
E telle que pour ¢ # j, E; L Ej. Soit V le sous-espace engendré par les E;. Pour
x € FE posons x; = Pg, (). Alors:

() D llzill® < llell®.

iel
(ii) Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) z€V;
(b) Y llaill® = ll*;
iel
(c) (x;) est sommable dans E et x = in.

iel
(iii) Si V' est complet, la famille (z;);c; est sommable dans E et in = Py(x),

iel
Yl = [Py ().
i€l

Démonstration. Immédiat en utilisant la proposition 1.5.5 pour écrire E =V @ V+.

Définition 1.5.2.
Dans un préhilbertien E on dit qu’une famille (e;)ic1 d’éléments de E est orthogonale
si i # j implique < ej,e; >= 0. On dit qu’elle est orthonormale si elle vérifie de
plus ||ei|]| =1 VieI.

proposition 1.5.7.
Soit (e;)ic1r une famille orthonormale dans un espace préhilbertien E. Posons E; =
Ke;. Alors,Vx € E, Pg,(z) =< x,e; > €.
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Démonstration. Evidente.

Théoréme 1.5.4.

Soit (e;)ie1 une famille orthonormale dans un espace préhilbertien séparé E, et soit
V' le sous espace fermé engendré par les e;.

() Vo€ B, Y | <ze > 2 < ]

1
(ii) Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) z € V;
(b) 2> =) | <@,e > [ < |lz%;
iel
(c) < <z, e > ei) -, est sommable de somme x.
S

(iii) Si V' est complet:

(a) Vo € E, ( <z, e > ei) ; est sommable de somme Py (z);
i€

(b)Vz,y eV, < z,y >:Z<x,ei > <y, e >;

(c)Vz,y € E, < Py(x), Py(y) >= Z <z, e >< Y, € >;

(d) Y(X\;) € 12(1) il existe un unique x € V tel que, Vi € I, \j =< x,¢; >.

Démonstration. Résulte aussitot du théoréme 1.5.3 et de son corollaire.

Corollaire.

Soit (e;)ier une famille d’éléments d’un espace préhilbertien séparé F. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:
(a) (ei)ic1 est totale;

(b) Vx € E, (< T, e > ei>1€I

Nz €E, ||z> =) | <ze> %
iel
(d)Ve,y € E, < x,y >= Z <z, e >< Y, € >
De plus si E est un espatlceeI de Hilbert, ces conditions sont de plus équivalentes a:
{<a:,ei >=0, VieI}:x:O.
Une telle famille s’appelle une base hilbertienne de E.

est sommable de somme x;

Remarque. Si (e;)icr est une base hilbertienne de E, E est isomorphe & un sous-espace
de 2.

Théoréme 1.5.5 (théoréme de la base incompléte).
Soit E un espace de Hilbert, et soit L une partie de E orthonormale (i.e. VYx,y € L,

z#y, <z,y >=0 et ||z|| =1). Alors il existe une base hilbertienne B de E telle
que L C B.
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Démonstration. D’apres le lemme de Zorn, il existe une partie B de E orthonormale
contenant L maximale. Si B n’est pas totale, Jy € E tel que < z,y >=0Vzx € B, y # 0,
et B U {y} contredit la maximalité de B.

Remarques.
1°) I existe des espaces préhilbertiens qui ne possédent pas de bases hilbertiennes.
2°) Tout espace de Hilbert est isomorphe & un [2.

Proposition 1.5.8.
Dans un espace de Hilbert deux bases hilbertiennes sont équipotentes. Leur cardinal
s’appelle la dimension hilbertienne de I’espace.

Démonstration. On peut supposer que ’espace est de dimension infinie. Soit donc B et
C' deux bases infinies de I'espace. Pour tout z € B posons A, = {y €eC/<zxz,y># 0}.
D’apres le (c) du corollaire du théoreme 1.5.4, Ay est dénombrable. Comme, Vy € C,

dr € B Tel que < z,y ># 0, on C' = U Ay, et il existe une injection de C' dans N x B.
xeEB

Comme N X B est équipotent & B (car B est infini), on a une injection de C' dans B. De

méme, on a une injection de B dans C.

Proposition 1.5.9.
Soit H un espace de Hilbert. Alors H est séparable si et seulement si il posséde une
base hilbertienne dénombrable.

Démonstration. La condition étant évidement suffisante, supposons que H possede
un sous-ensemble dénombrable A dense. Alors, par le procédé d’orthonormalisation de
Schmidtt, il existe une suite orthonormale (e,),cN telle que les sous-espaces vectoriels
engendrés par cette suite et A sont les méme. Il est alors clair que la suite (e,),eN est
une base hilbertienne de H.
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CHAPITRE 11

ELEMENTS DE THEORIE
DES OPERATEURS

1. Opérateurs sur un espace de Hilbert.

Soit H un espace préhilbertien séparé. On notera L(H) l’algébre des opérateurs sur
H c’est-a-dire des applications linéaires continues de H dans lui-méme: L(H) est une
algebre pour ’addition, la multiplication par un scalaire et la composition des opérateurs.

Trois topologies sont classiquement considérés sur L(H):

1°) La topologie de la norme: pour T' € L(H), ||T|| = sup |T(x)||. Pour cette

1

norme, L(H) est un espace de Banach.

2 ") La topologie forte ou topologie de la convergence ponctuelle: elle est définie
par les semi-normes T — ||T'(z)||, x € H. Une suite (T;,) converge vers T fortement si
Ve € H, T,(z) — T(z). Une base de voisinages de zéro pour cette topologie est donnée
par les ensembles

{T e LH)/|IT(z:)| <€, 1 <i<k}, zi € H keN.

Pour cette topologie, L(H) est un espace vectoriel topologique localement convexe.

3 ") La topologie faible ou de la convergence faible: elle est définie par la famille de
semi-normes T' — | < t(x),y > |, z,y € H. Une suite (T,,) converge vers T faiblement si
Ve,y € H, < T,,(x),y >—=< T(z),y >. Une base de voisinages de zéro pour cette topologie
est donnée par les ensembles

{TEL(H)/|< T(xl)ayz >| <, ISZSk}7 Ti, Yi €H7 k € N.

Proposition 2.1.1.
Soit T;, 1 € I, une famille d’opérateurs sur un espace de Hilbert H telle queVx,y € H,
sup | < T(z),y > | < co. Alors sup ||T|| < oo.
iel i€l

Démonstration. Pour z € H, soit T;* application semi-linéaire y —< Ti(z),y >.
D’apres le théoreme de Banach-steinhaus (théoréme 1.2.2), on a sup ||Ti*|| < oo c’est-a-
ieT
dire sup ||Ti(z)|| < oo, et la conclusion résulte & nouveau du théoréme de Banach-Steinhaus.

i€l
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Proposition 2.1.2.
Soient H un espace de Hilbert, T,,, U,, T, U, des éléments de L(H).
1°)||ITa=TJ — 0 et ||Uy — U|| = 0 impliquent | T,U, — TU|| — 0.
2°)SiT, —» T et U, — U fortement, alors T,,U, — TU fortement.
3°)SiT, — T faiblement et U, — U fortement, alors T,U,, — TU faiblement.

Démonstration. Le 1) résulte de
[TolUn — TU|| < | To = T||Unll + I TNUn = U|-
Le 2°) s’obtient a partir de
[TaUn(z) — TU (z)|| < [[Tall[[Un(z) = U@)|| + 1Ta(U(z)) — TU ()],
en utilisant la proposition 2.1.1. Enfin pour le 3°), on écrit
<TWUn(z),y > — <TU(z),y >=<Ty(Un(z) = U(x)),y >+ < (Tn — T)(U(x)),y >,

d’ou on déduit

< Taln(2),y > = <TU(x),y > < [[Tullllylll[Un(z) = U@)[| + [< (Ta = T)(U(2)), y >/,

et on conclut encore en utilisant la proposition 2.1.1.

Théoreme 2.1.1.
H étant un espace de Hilbert, L(H) muni de I’'une de ces trois topologies est un espace
vectoriel topologique complet.

Démonstration. Pour la topologie de la norme, nous I’avons déja dit. Vérifions seulement
pour les autres que les suites de Cauchy convergent. Supposons tout d’abord que Tj, soit
une suite de Cauchy pour la toplogie forte, c’est-a-dire que, pour tout z € H, Ty(x)
est une suite de Cauchy. Alors T,(x) — T'(z) quand n — oo, et, 'application T ainsi
obtenue est clairement linéaire et continue d’apres la proposition 2.1.1. Enfin supposons
maintenant que 7T;, est une suite de Cauchy pour la topologie faible; alors Vz,y € H,
< Ty(z),y >— B(z,y) ou B est une forme sesquilinéaire telle que, d’apres la proposition
2.1.1, [B(z,y)| < C||z||||lyl|- D’apres la théoreme 1.5.2, il existe T € L(H) telle que
B(z,y) =< T(x),y > et ||T|| < C, et, clairement, Ty, converge faiblement vers T.

Proposition 2.1.3.
Soit T' un opérateur sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un et un seul T* €
L(H) que 'on appelle 'adjoint de T, tel que Vz,y € H, < T'(x),y >=< z,T*(y) >.
De plus on a les propriétés suivantes: T** = T, (A\T)* = \T*, (Ty + Ty)* = T} + T5,
i) = |71l
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Démonstration. L’existence de 'adjoint résulte du théoreme 1.5.2, et les propriétés sont
évidentes.

Remarque. Le fait que H soit complet est indispensable dans la proposition précédente:
I'existence de 'adjoint peut étre mise en défaut dans un espace préhilbertien.

Proposition 2.1.4.
L’application T — T* de L(H) dans lui-méme est continue pour la topologie de la
norme et pour la topologie faible.

Démonstration. Evident.

Remarque. La propriété de la proposition ci-dessus est fausse pour la topologie forte.
Par exemple si Ty, : 12 — 12 est définie par T, ((z;)) = (Tni1, Tnio, --), il est clair que T,
converge fortement vers zéro, mais, T;¥((zi)) = (0, ..., 0, 21, z2, ...) d’out | T;X (2)|| = ||z||, Vn.

Proposition 2.1.5.
Soit T un opérateur d’un espace préhilbertien séparé H. Alors

1
T < Sup |[< T(x),z>| < ||T|.
2 <1

De plus, siVz € H, < T(z),z > est réel, on a ||T|| = sup | < T(x),z > |.
lIxll<1

Démonstration. La seconde inégalité de la premiere assertion du théoreme est évidente.
Montrons tout d’abord la derniere assertion. (z,y) —< T(z),y > étant une forme
hermitienne, on a

4<Tx)y>=<Tx+y),z+y>—<Tx—-y),z—y>
+i<T(x+iy),x+iy>—i <T(x—1iy),x—iy > .
D’autre part, pour € H, z #0, et A > 0, ||T(2)]|> =< T()\x),%T(x) >, et par suite

4|T(@)|? = < T()\x 4 ;T(@),)\x + ;T(a:) >— < T(Ax - ;T(@) D — ;T(:U) >

ti< T<)\m + %T(m)),)\x + %T(m) > i< T()\x - %T(a:)) AT — %T(m) >

Si on pose Nt = sup | < T(z),z > |, la partie imaginaire de I’égalité ci-dessus devant

llzll<1
2)

étre nulle, il vient

2

Ar — lT(ac)

1
Az 4 <T
v+ 3T(@) )

4T (@)|? < NT(‘

.
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En prenant \2 :%, on obtient immédiatement le résultat.

Le cas général s’en déduit aisement: on se place dans le complété Hde H. T se prolonge

donc en un opérateur 7' sur H, et comme la boule unité de H est dense dans la boule unité
de H, on a: ||T|| = ||IT|| et Nr = Nx. Alors les opérateurs T* + T et «(T — T) vérifiant

hypothése du cas précédent, on a ||T* + T|| = Na. 7 et T — T*| = Ni(f—f*)‘ Or,
Nf—l—’f* = ”21”1512‘726 <T(z),z>]|< 2Nz = 2Nr,
Ny vy = S 2|Zm < T(z),z > | < 2Nz = 2N,
d’on ~ ~ : o
2T = 2||T| < HT + T + HT —T*|| = Nz 7. + Ny3_s., < 4N7.

2. Opérateurs symétriques sur un espace de Hilbert.

Définition 2.2.1.
On dit qu’un opérateur sur un espace de Hilbert est symétrique s’il est égal a son
adjoint. Dans ce cas on dit aussi qu’il est autoadjoint ou encore hermitien.

Proposition 2.2.1.
Soit T' un opérateur sur un espace de Hilbert H.
1°) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(a) T est symétrique;
(b)Vx € H, < T(x),x >€ R;
(c) la forme (z,y) —< T'(x),y > est hermitienne.
2°) SiT est symétrique, on a ||T|| = sup | < T(x),z > |.

lIxlI<1
Démonstration. Le fait que (a) = (b) est évident. Pour voir que (b) = (a), on écrit
4<T(z)yy>=<Tx+y)hz+ty>—-<T(x-y),z—y>
+i<T(x+iy),z+iy > — < T(zx—iy),z — iy >,
puis, en échangeant z et y,
4<Ty),z>=<Tx+y)hzt+ty>—-—<T(x—-y),z—y>

+i<T(z—1iy),z—iy>—i <T(x+iy),z+iy >,

ce qui donne < T'(y),z > =< T(x),y >, c’est-a-dire T = T*. Enfin 1’équivalence entre
(b) et (c) est classique. Le 2°) est la proposition 2.1.5.

Proposition 2.2.2.
Si A et B sont deux opérateurs symétriques qui commutent, alors AB est symétrique.
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Démonstration. Immeédiat.

Définition 2.2.2.
On dit qu’un opérateur T sur un espace de Hilbert H est positif si Vx € H, <
T(z),x >> 0. En particulier un opérateur positif est symétrique. Si A et B sont deux
opérateurs symétriques, on dit que A > B siVz € H, < A(x),z >>< B(z),x >, ou,
ce qui revient au méme, si A — B > 0.

Proposition 2.2.3. (inégalité de Cauchy-schwarz)
Si A est un opérateur positif sur un espace de Hilbert, Vx,y € H, on a

|< A(z),y >| << A(z),x >/« Ay),y >1/2

Démonstration. Classique en développant < A(z + \y),z + Ay >.

Remarques.
Soient A, B et C des opérateurs symétriques sur un espace de Hilbert H.

17) Sim:|iI|1f1 < A(z),x > et M = sup < A(z),z >, onaml <A< MI, au sens
xi= lIxll=1

de Dordre des opérateurs, et ||A| = Max{|m|, |M|}.
2°) A< Bet B< A impliquent A = B.
3°) A< B implique A+ C < B+ C et, si A >0, \A < AB.

Proposition 2.2.4.
Soit T' un opérateur sur un espace de Hilbert H Alors les opérateurs T*T et TT™ sont
positifs et |T||?> = |T*T|| = ||TT*||.

Démonstration. Ceci résulte aussitot des proposition 2.1.3 et 2.1.5.

Théoreme 2.2.1.
Toute suite (Ay)neN monotone bornée (au sens de l'ordre) d’opérateurs symétriques
sur un espace de Hilbert H converge fortement vers un opérateur symétrique.

Démonstration. Quitte a rajouter |Aq|| a tous les A,,, on peut les supposer tous positifs,
et on se ramene aussitot au cas ou 0 < Ay < Apy1 < I, Vn € N. Sim < n, on a donc
O<A,— A, <1, et,sionpose B= A, — Ay, il vient, par I'inégalité de Cauchy-schwarz

IB(@)[|* = |< B(z), B(z) >|*
< < B(z),z >< B(B(x)), B(x) >

< < B(a),z > | B()|,

c’est—a~-dire
|4n(2) — Am(2)|]> << An(z),2 > — < Am(z),2 > .
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La suite < Ay(z),z > étant croissante et majorée par ||z||?, elle est convergente. Par
conséquent, la suite A,(z) est de Cauchy dans H, donc converge vers un point A(x) de
H. 1l est alors immédiat de voir que ceci définit un opérateur symétrique A sur H qui est
limite forte de la suite A,.

Remarque. Si A est symétrique alors A? est positif.

Théoreme 2.2.2.
Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un unique
opérateur positif AY/? sur H tel que (AY/?)2 = A. De plus A'/? est limite pour la
topologie forte d’une suite de polynémes en A et donc commute avec tout opérateur
qui commute avec A. A'/? s’appelle la racine carrée positive de A.

Démonstration. On peut supposer 0 < A < I, et on cherche B = A2 sous la forme
B = I — X, de sorte que X doit vérifier I — 2X + X2 = [ — (I — A) soit, en posant
C=1-A, X =1/2(C + X?). On cherche alors X par approximations successives:
Xo=0, Xp11 =1/2(C+ X2), n > 1. Pour conclure, il suffit donc de montrer que la suite
(Xn) converge fortement.

Lemme 2.2.1.
X, et X, — X,_1 sont des polynomes a coefficients positifs en C'.

Démonstration. Cela se voit par récurrence sur n: c’est clair si n = 1; supposons le vrai
jusqu’a l'ordre n. Alors

Xn—|—1 - Xn =

l

(Xn - Xn—l)(Xn + Xn—l)a

Il
N~ N~ N~
S
=N
|
b
—
N—

(X, et X,,_1 commutent car ce sont des polynéomes en C) ce qui montre que X, ;1 — X,
est un polynéme a coefficients positifs en C', d’ou le lemme.

Lemme 2.2.2.
Si T est un opérateur positif, alors, pour tout p € N, TP est positif.

Démonstration. < T?*(z),z >=< TP(z), T?(z) >>
< T?*Y(z),z >=< T(T?(z)),

Lemme 2.2.3.
Pour tout n € N, || X,|| < 1.

Démonstration. Par récurrence sur n: si le résultat est vrai jusqu’a l'ordre n, de
| Xax1|l < 1/2(||C]| + || Xw]|?) on déduit le résultat puisque 0 < C < I implique ||C]| < 1.
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Achevons maintenant la démonstration du théoreme. Les lemmes 2.2.1 et 2.2.2 montrent
que la suite X, est une suite croissante d’opérateurs positifs mojorée par I. D’apres le
théoreme 2.2.1, elle converge fortement vers un opérateur symétrique X qui est positif et
majoré par I. Puisque X = 1/2(C + X), lPopérateur B = I — X répond a la question.
Reste & voir 'unicité de la racine carrée. Supposons que B’ soit un autre opérateur positif
tel que B’? = A. Alors B'A = B'B'?> = AB’, ce qui entraine que B’ et X, commutent
et par suite que B’ et B commutent. Pour z € H, on a ||[BY2(2)|]? + ||B"/%(2)||? = <
(B + B')(2),z >, donc en particulier pour z = (B — B’)(x), la commutativité entre B et
B' donne BY2((B — B')(z)) = B'/?((B — B')(z)) = 0, d’out (B — B')?(z) = 0, ce qui
donne, en faisant le produit scalaire avec z, (B — B')(z) = 0, et achéve la démonstration.

Corollaire.
Soient A et B deux opérateurs positifs sur un espace de Hilbert.
1°) A2 = A2
2 °) AB est positif si les opérateurs commuttent.

Démonstration. Le 1°) résulte de la proposition 2.1.5. Le 2 ) est presque immédiat car
< AB(z),r >=< ABY2BY?(z),z >, et, comme les opérateurs commutent, il en est de
méme de A et BY/2, ce qui donne < AB(z),z >=< ABY?(z), BY/?(z) >> 0.

Théoréme 2.2.3 (théoréme de Von-Neuman).
N

Soient T un opérateur sur un espace de Hilbert et () = ZanX " un polynéme a
n=0

coefficients dans C. On suppose que |T|| < 1. Alors

N
1R =D anT™ Srﬁ‘luzilQ(Z)\=|IQII{|Z|=1}=||QI|OO-

Démonstration. Pour r < 1, les opérateurs I — rT et I — rT* sont inversibles. Posons
Pr(r)=I—rT) '+ I —rT*) ' =I=) T+ r"T™ +1,
n=1 n=1

la convergence ayant lieu en norme dans L(H).

Lemme 2.2.4.
L’opérateur Pr(r) est positif.

Démonstration. Soit z € H; en posant y = (I —rT)~(x), c’est-a-dire z = (I —rT)(y),
un calcul direct donne < Pr(r)(z),z >= ||y||> — r2||T(y)|* > 0.
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Posons maintenant
Pr(r,0) = (I - 7"6_2'6’T)_1 + (I - rewT*)_1 — I

Le lemme 2.2.4 appliqué & e~*T montre que Pr(r,0) est positif.

Lemme 2.2.5.
Pour tous x,y € H, on a

<QUn@.y>= [ < Prln)@.> Q)

Démonstration. Par linéarité, il suffit de vérifier la formule pour Q(z) = 2™ soit

27 ) da
(%) rt < T%(z),y >=/ <PT(7‘,9)(37),1(/>61H0%.
0

Tout d’abord la formule a un sens car la fonction § — < Pr(r,0)(z),y > est continue: en
effet, pour le voir, il suffit de développer Pr(r,f) en série normalement convergente dans
L(H) et par suite uniformément convergente par rapport a 6. Calculons alors 'intégrale
du second membre de (x) grace a ce développement en série:

/2”<P( 0)(x),y > e 2 f: P < TP(z) >/2” ~ipt) ging 20
T T e — = r €T e e _
o T\, » Y o = 'Y 0 o
- 2T 6 ine 0
+ er <T*p($),y>/ eP’em’ —

p=1 0

2
/27T inf b
+<z,y> e —,
0 2T

ce qui donne immédiatement que l'intégrale vaut < z,y > sin =0 et r® < T™(z),y > si
n > 0, et acheve de démontrer (x).

Terminons maintenant la preuve du théoreme. D’apres les deux lemmes précédents et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

| <QUT)(z) , y>|

27
do
NQ | < Pr(O)a)z >/2< Prrow) )y >V

<11Qll </027r < Py(r,0)(z),z > ;l—e)% (/% < Pr(r,0)(y),y > %)

T 0

(M
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Or, d’apres le lemme 2.2.5 on a

[ < Prtrwy@e > 2 <
i T(r,w)(z), s > o = ||z,

et par conséquent, < Q(rT)(x),y > | < ||Qllco||z]|||¥]], ce qui entraine ||Q(rT)|| < ||Q]|oos
pour tout » < 1. Pour conclure, il suffit de remarquer que, lorsque r tend 1, Q(rT)
converge fortement vers Q(7).

Remarque. Le théoréme ci-dessus s’étend a deux opérateurs Ty etT; de L(H) de normes
< 1 qui commutent: précisément, si Q(X,Y) est un polynéme, on peut démontrer que

1Q(T1, T2)|| < Sup [Q(21, 22)|-
[21]<1
|z2|<1

Mais on ne peut pas I’étendre a trois opérateurs de normes < 1 qui commutent (i.e. il
n’existe pas de constante C telle que ||Q (71, T2, T3)|| soit majoré par C||Q(z1, 22, 23)||co-)-

3. Opérateurs compacts sur un espace de Hilbert

Définition 2.3.1.
Soit T' un opérateur sur un espace préhilbertien séparé H. On dit que T' est compact
si 'image d’un borné de H est relativement compact dans H ou, ce qui revient au

méme, si I'image T'(B) par T de la boule unité B de H est relativement compacte
dans H.

Exemples. 1°) tout opérateur de rang fini est compact (d’aprés le théoreme de Riesz).
2°) I étant un intervalle de R, soit K (s,t) € C(I x I). Soit E I’espace préhilbertien C(I)

muni du produit scalaire de L2. Alors lopérateur f — / K (s,t)f(s)ds est compact de
I
FE dans F.

Proposition 2.3.1.
T étant un opérateur sur un espace préhilbertien séparé H, les conditions suivantes
sont équivalentes:
(a) T est compact;
(b) VY(x,) suite bornée dans H , il existe une suite extraite (x,, ) telle la suite
(T'(zp, ))keN soit convergente dans H.

Démonstration. Immeédiat.

Proposition 2.3.2.
Soit T un opérateur compact sur un espace préhilbertien séparé H. Si (z,) est une
suite dans H qui converge faiblement vers x € H, alors (T'(zy)neN converge en norme
vers T'(z).
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Démonstration. Supposons que cela soit faux; il existe alors une suite extraite (z,, ) et
un € > 0 tels que, pour tout k, ||T(xn,) — T(z)|| > €. Or, la suite T'(z,) étant contenue
dans un compact de H, on peut extraire de la suite (z,, ) une sous-suite (zy,) telle que la
suite T'(zy,,) converge vers un point y de H. Supposons y # T (z). D’aprés la proposition
1.3.1,il existe f € H' tel que f(T(z)) = 0 et f(y) = 1. Or, x — f(T(z)) étant une
forme linéaire continue sur H, ’hypothese entraine que f(7T'(z,)) tend vers f(T'(z)), ce qui
fournit une contradiction.

Proposition 2.3.3.
Soit T' un opérateur compact sur un espace de Hilbert H. Alors T* est compact.

Démonstration. Soit B la boule unité fermée de H. Il suffit de montrer que T*(B) est
précompacte. Posons X = T(B), et soit K l'’ensemble des restrictions & X des formes
linéaires * —< z,y > pour y € B. Il est clair que K est équicontinu et comme, pour

z € X, { <z,y>, Y€ B} est contenu dans {z € C/lz| < ||T||}, d’apres le théoreme
d’Ascoli, K est relativement conpact dans C(X; C). Alors Ve > 0, Jyy, ..., ym € B, tels que,
pour y € B donné, 3i, 1 < i < m, tel queVz € B, | < T(z),y —y; > | <€, cest & dire
| <z, T*(y) — T*(y;) > | < ¢, ce qui entraine ||T*(y) — T*(y;)|| < €, d’ott la proposition.

Remarque. Si H n’est pas complet, méme si T* existe, il peut ne pas étre compact
(T*(B) reste tout de méme précompact).

Proposition 2.3.4.
L’ensemble des opérateurs compacts d’un espace de Hilbert H est un idéal bilatere
fermé de L(H) stable par pasage a 'adjoint.

Démonstration. Le fait que 'ensemble des opérateurs compacts est un idéal bilatere est
immeédiat. Le fait qu’il est fermé se voit facilement: on montre en effet sans difficultés que
si T est limite en norme d’oparateurs compacts, I'image par T' de la boule unité de H est
précompacte.
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Théoreme 2.3.1.

Soit T' un opérateur symétrique compact sur un espace préhilbertien séparé de di-
mension infinie H .
1°) Pensemble des valeurs propres de T est un sous-ensemble au plus dénombrable
de R admettant 0 pour unique point d’accumulation.
2°) T = Maa:{w, A valeur propre de T}.
3 °) VA valeur propre non nulle de T, Ker(T — ) est de dimension finie k) (multi-
plicité de \).
4°) Soit (An)n>1 une suite de réels formée de valeurs propres de T telle que:

(a) im —o Ay, = 0;

n

(b) ‘/\n—i—l‘ < ‘)\n|; n > 17.

(c) si X est une valeur propre de T, \ apparait ky fois consécutivement dans la suite
An-
Alors, il existe un systéme orthonormal (¢n)n>1 dans H, infini si A, # 0 Vn, ou ayant
pour nombre d’éléments le nombre de A\, non nuls, tel que, pour tout n tel que A\, # 0,
¢n est vecteur propre associé a Ay, et Vo € H, T'(x) = Z)\n < x,pn > @n, la série

n>1

convergeant en norme dans H.
5 °) De plus, si H est complet, T' est injectif si et seulement si (¢n)n>1 est une base
hilbertienne de H (ce qui entraine que A\, # 0 Vn € N puisque H est de dimension
infinie).

Démonstration. Tout d’abord les valeurs propres de T' sont réelles car T' est symétrique.
D’aprés la proposition 2.1.5, il existe une suite z,, dans H, ||z,|| = 1, telle que lim <
n—oo

T(zn), xn >= XA = £||T||, cette limite étant aussi égale au Sup. En calculant ||T'(z,) —
AZy|?, on voit que T'(z,) — Az, tend vers zéro quand n — oo. Si (7, ) est une sous-suite
telle que (T'(zpn, )) converge, on conclut que (zp,, ) converge elle méme vers ¢ € H telle que
llell =1 et T(¢) = Ap. On prend donc A\; = A et 1 = . Posons H; = (Cepy)t, de sorte
que H = Cp, @ Hy et T(H1) C Hy. Tl est clair que T}y, est un opérateur compact sur Hj.
On peut construire de la méme maniere Ay et oo associés a Ty, (A2 = ||Tiy,||), et @2 est
une valeur propre de T associée a la valeur propre Mg, et de plus |[Ay| < |A1]. Ainsi, par
récurrence, on construit une suite de valeurs propres de T associées a des vecteurs propres
(n qui forment un systeme orthonormal. Il est clair que la suite A, ainsi construite est

infinie puisque H est de dimension infinie. Montrons maintenant que lim A, = 0. Dans le
n—o0

cas contraire, (%(pn) serait bornée et, puisque T(%(pn) = (o, il existerait une sous-suite
n n

de la suite () convergente, ce qui est impossible puisque, pour n # m, ||¢n — @ml||? = 2.
n

Soit x € H, et posons x, = x — Z < x,p; > @i. T, étant orthogonal aux ¢; pour 1 <
1

i <n, ona||T(zn)ll < [Ansallznll, et comme ||z < ||zl (car [|z]* = [zall® + | — 2n]?),
|IT(zn)|| tends vers zéro, ce qui montre que

T(x)= Z)\i <z, 0 > i,

=1
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la série convergeant dans H. En particulier, L ¢, Vn > 1 entraine T'(z) = 0.

Il nous reste deux choses & démontrer pour achever 1°),2°),3%),4°):

(i): On a toutes les valeurs propres non nulles de T';

(ii): dim(Ker(T — AI)) = kx, A étant répétée ky fois dans la suite (Ap).

Montrons tout d’abord le (i). Si A # 0 est une valeur propre qui n’est pas dans la suite
(An), et qui est associée au vecteur propre ¢ # 0, alors A < ¢, ¢, >= A\, < @, @, >, ce qui
implique que ¢ est orthogomal a tous les ¢, ce qui est impossible d’apres ce qui précede.

Montrons maintenant le (ii). Soit A une valeur propre non nulle, A = A\, = ... = A4k,
répétée k fois dans la suite (A,). ©n,...ntx sont dans le noyau de (T' — M), et par suite,
kx > k. Supposons ky > k. Alors on peut trouver ¢ dans Ker(T — AI), ¢ # 0 orthogonal
& Qn, -.-Pnik; Cecl qui entraine que ¢ est orthogonale & tous les ¢; (car A < ¢, p; >= \; <
©, p; >), ce qui est impossible.

Reste & démontrer le 5 7). Supposons T injectif, et écrivons H = (©,Cy¢y) & H;. Pour

r € H, soit y = Z < Z,¢n > @n (y € H existe car H est complet: théoréeme 1.5.4). Alors

T(z) = T(y) ce qui entraine x = y c’est a dire que () est totale. Réciproquement, si
(pn) est totale, on a < T(x), pn >= Ay < , n > et par suite T'(x) = 0 implique z = 0.

Proposition 2.3.5.
Soit H un espace de Hilbert, et soit T un opérateur sur H. Alors T est compact si
et seulement s’il est limite en norme d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. Tout opérateur de rang fini étant compact, il en est de méme d’une
limite en norme de tels opérateurs (proposition 2.3.4). Montrons donc la réciproque.
Considérons tout d’abord le cas ou H admet une base hilbertienne dénombrable (i.e.
si H est séparable: proposition 1.5.9) (ep)ne. Soit T' un opérateur compact sur H et
n

posonsTy, = P,oT o P, ou Py(z) = Z < z,e; > ¢ = P)(z). Montrons que ||[T, —T|| — 0
i=0

quand n — co. Dans le cas contraire, il existerait une suite (z,) dans H telle que ||z,|| =1
et [|(Tn—T)(zn)|| > €0 > 0, Vn € N. T étant compact, on peut supposer que T'(z,) — y et
T o (I— P,)(zn) = z quand n — co. Remarquons maintenant que P, converge fortement
vers I’dentité; par suite, si y est la limite de T' o P,,(z,), on a

|[ProT o Py(zn) =T o Po(zn)l| < |IT 0 Pu(an) —yll + [ Pa(y) —yll =0,

et, pour n assez grand, il vient || T o P, (zy,) —T(x5)|| > €0/2, et par ailleurs, (I — P,)oT*(z)
tends vers zéro dans H. Dot ||z||*> = lim < T(I — P,)(x,),2z >= 0, ce qui fournit une
n—oo

contradiction.

Considérons maintenant le cas général. Posons U = T*T > (0. D’apres le théoreme
2.3.1, il existe un systeme orthonormal ¢1, ..., ..., tel que si E est le sous-espace fermé
engendré par les ¢;, et H = E® E™*, alors, U est nul sur E+, d’ot, siz € E+, |T(2)]|?2 =<
U(x),x >= 0. Alors si Ejest le sous espace fermé engendré par les T™(¢,), (n,m) € N2,
on a T(E{) = 0, T(Ey) C Ey, et, pour conclure, il suffit d’appliquer le cas précédent 2
la restriction de T' au sous-espace séparable Eq, car T = T|g, o P ou P est la projection
orthogonale sur Ej.
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Remarque. Résolution de ’équation T(x) — A\x =y, y € H donné, T étant un opérateur
symétrique compact sur un espace de Hilbert H et A € C.
On applique le théoréeme 2.3.1: (a) Si A n’est pas une valeur propre de T, il existe une

solution unique a I'équation: si T'(z Z An < T, @n > @n, on prends

1 1
= <Y,$n > ¥n — TY0,
z ;An_/\ Y, Pn > Pn = 10

ou yo est la projection de y sur 'orthogonal de ’espace engendré par les ¢y,.
(b) Si A est une valeur propre deT’, pour avoir une solution, il faut et il suffit que
< ¥y, pn >= 0 pour tout n tel que ¢, soit vecteur propre associé a A.

4. Opérateurs compacts sur les espaces normés.

Définition 2.4.1.
Soit E un espace normé. On appelle opérateur compact sur E, une application
linéaire continue de E dans E telle que I'image par T de toute partie bornée de E
est relativement compacte dans E. Si T est un opérateur continu (quelconque) sur
E, on appelle spectre de T, et on note Sp(T'), ’ensemble des A € C tels que T — A\I
est non inversible (dans L(F)); on appelle valeur réguliére pour T tout A € C tel
que T — M\ est inversible; ’ensemble des valeurs réguliéres pour T est noté R.

Remarques. 1°) Toute valeur propre de T appartient & Sp(T'); mais, en général Sp(T)
n’est pas égal a 'ensemble de valeurs propres.

2°) T € L(E) est compact, équivaut a dire que I'image de la boule unité de E est
relativement compacte, ou encore que pour toute suite bornée, (z,) on peut extraire une
sous-suite (xy, ) telle que la suite (T'(xy, )) soit convergente.

Proposition 2.4.1.
Soient E' un espace de Banach et T € L(E).
(a) Rt est ouvert dans C et A — (T — M)~ est analytique dans Rr.

(b) Sp(T) est un compact non vide de C contenu dans {|)\| < ||T||}

Démonstration. (a): pour A € R, soit v = (T — AI)~1, de sorte que
T —¢I = (T — AI)(I — (€ — A)o).

Alors, pour |€ — | < ||v||7Y, T — &I est inversible et son inverse est donné par la série
oo
(T—€D™ =) (€= X",
0

qui est normalement convergente. le (a) en résulte aussitot.
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(b): Tout d’abord, si |A| > ||T'||, T — Al = A({ — T/\) est inversible (par une série) et
par suite, Sp(T) C {|)\| < ||T||}, et comme il est fermé ((a)), il est compact. Vérifions
maintenant qu’il est non vide. Supposons le contraire, alors A — (T—AI)~! est analytique
dans C, et, comme, pour A assez grand, on a (T — A\I)~! :_le AT, il vient ||(T —
A7 < 1 <L si |\ > 2T, ce qui montre que A —s (T — I)~! est bornée

)l =STAT=TTD =TT Al > 2T q q ( )

dans C. Si ¢ € F', il résulte alors du théoréme de Liouville que A — (T — AI)~1)
est constante dans C, et, par le théoréeme de Hahn-Banach, A — (T — AI)~! est aussi
constante, ce qui est absurde.

Proposition 2.4.2.
Soient T, U des opérateurs sur un espace normé F.
1°) Si (z,) est une suite d’éléments de E qui converge faiblement vers x € E, et si
T est compact, alors (T'(z,)) converge en norme vers T(x).
2°)SiT et U sont compacts, T + U Dest aussi.
3°) Si E est complet et si (Ty,) est une suite d’opérateurs compacts qui converge en
norme vers T alors T est compact.

Démonstration. Similaire a celle du cas des opérateurs sur un espace de Hilbert.

Proposition 2.4.3.
Soit T' un opérateur compact sur un espace normé E et posons U =1 —T.
(a) Ker(U) est de dimension finie et U(E) est de codimension finie (on dit que U est
un opérateur a indice) et fermé dans E.
(b) Ker(U) = {0} entraine que U est un homéomorphisme de E sur U(E).

Démonstration. Posons N = Ker(U). Puisque T est 'identité sur N et que T est
compact, la boule unité de N est relativement compacte dans F, et, d’apres le théoreme
de Riesz, N est de dimension finie. Montrons maintenant que U(E) est fermé. Soit
y € U(FE); il existe donc z,, € E tels que U(z,) — y quand n — oo.

Lemme 2.4.1.
Avec les notations ci-dessus, quitte a remplacer x,, par une sous-suite, il existe M <
oo tel que d(xn, N) < M, Vn.

Démonstration. Dans le cas contraire, on peut supposer que lim d(z,, N) = +o0, et si
n—oo

Zn =0 __ on a d(zn, N) = 1. Alors, il existe t, € N tel que, si on pose s, = z, — ty,
d(zn, N)

on a ||su|| < 2, et on ad(s,, N) =1, et lim U(s,) = 0. T étant compact, il existe une
n—oo

sous-suite (sp, ) de (s,) telle que T'(sp, ) converge vers a € F, et, comme s, — T'(sp, ) tend

vers z€éro, (sp, ) tend vers a et on a d(a, N) = 1, ce qui est absurde puisque U(a) = 0.

Il existe donc ], € E tel que z, — ), € N et ||z} || < M +1. Par compacité de T il existe
une sous-suite (z; ) telle que T'(xy ) converge vers b € E. Comme U(xz ) tend vers y,
z,, tend vers y + b, d’ott U(y + b) = y, ce qui montre que U(E) est fermé.
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Montrons maintenant que U(E) est de codimension finie. Dans le cas contraire, il ex-
isterait une suite infinie (a,) dans E telle que, pour tout n, a, n’appartienne pas au
sous-espace V, engendré par U(E) et ay,...,an_1. D’aprés ce qui précede, V;, est fermé et
U(V,) CU(F) C Vu—1. La contradiction résulte donc de la compacité de T' et du lemme
suivant:

Lemme 2.4.2.
Soient T € L(H) (quelconque) et U = I — T. Soient V; et Vo deux sous-espaces
fermés de H tels que Vy soit strictement contenu dans Vy et U(V2) C Vi. Alors il
existe b € Vo\V; tel que ||b]| < 1, et Vz € V1, ||T(b) — T'(z)|| > 1/2.

Démonstration Soient a € V, tel que d(a, V1) = a > 0, et z € V7 tels que ||la—z|| < 2a et

posonsb—|| “ Pour tout 2’ € Vi, z2—|la—z||2’ € V1, et par suite ||b—2/|| >mzl

Alors, siz € V1, T(b)—T(z) =b—(x+U(b) —U(x)), et comme x + U(b) — U(z) € V1, on
a démontré le lemme.

Démontrons maintenant le (b) de la proposition. Supposons donc Ker(U) = {0}. Pour
voir que U est un homéomorphisme, il suffit de voir que VF' C E fermé, U(F') est fermé.
Soit y € U(F), de sorte qu’il existe une suite (z,,) dans F telle U(z,) converge vers .

Lemme 2.4.3.
Quitte a prendre un sous-suite de la suite (zy), il existe M tel que ||z,|| < M.

Démonstration. Identique a celle du lemme 2.4.1: dans le cas contraire, on peut supposer
|zn|| = 00, et si 2y = zn/||Zal|, on & ||24|| =1 et U(z,) — 0. Mais T'(2,,) — a € E, d’ou
Zn, — a, U(a) =0, ||a|| = 1, ce qui est impossible puisque N = {0}.

Terminouns la preuve de la proposition: puisque ||z,|| < M, par passage & une sous-suite,
T(2n,) 2> bet U(zy, ) >ydotuzy, »y+be FetU(y+bd) =yecU(F).

Corollaire.
Les hypothéses étant les mémes que dans la proposition, soient Ny = Ker(U), Nx =
U Y(Nx_1), 1 =U(E), Fx = U(Fx_1), k > 2. Alors:
(a) () est une suite croissante de sous-espaces de E dimensions finies, et (Fyx) une
suite décroissante de sous—espaces fermés de codimensions finies.
(b) 1l existe un plus petit entier n tel que pour k > n, Nxi1 = Nx. Alors, Fyxy1 = Fy
pour k > n, et F est somme directe topologique de Ny, et Fy,. De plus, U, est un
homéomorphisme de F,, sur F},.
(c) U est injective si et seulement si U est un homéomorphisme de E sur E.

Démonstration. Posons Uy = Ux_10U, Uy = U, d'ou Uy = I —Tx, ou Tk est compact. Le
(a) résulte donc de la proposition 2.4.3 appliquée aux Tyx. Démontrons le (b). Supposons
Ny # Nyyi pour tout k; comme U(Nyy1) C Ng, le lemme 2.4.2 dit qu’il existe z, €
Nit1\Nx, ||za|| =1 tels que || T (zx) — T'(x;)|| > 1/2, pour j < k. Mais ceci est impossible
puisque T' est compact. Par conséquent, il existe un n minimal tel que Nx4; = Ny pour
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k > n. Comme U(Fx) C Fx41, et que Fi est fermé, le méme raisonnement montre que la
suite (Fx) est elle aussi stationnaire: il existe un entier minimal m tel que, pour k > m,
Fy,1 = Fx. Montrons alors que m < n. Tout d’abord, F;, N N, = {0} car si y € F, N Ny,
y = Un(x) et Up(y) = 0, d’ou Usy(z) = 0, soit € Nay = Ny, et donc y = 0. Supposons
m > n. Soit € Fy_1\Fn; alors U(z) € Fy, = U(Fn), et il existe t € Fy, tel que
Ulx—-t) =0,douxz—t € F,NN, ce qui donne x = t € Fy, et contredit le choix de
x. Soit maintenant z € F; on a Uy (x) € F,, = F,y1 donc U,(z) = Un(y), y € F,. d’ou
x —1y € Ny, et donc E = F,, & N,,. De plus la somme directe est topologique car F;, est
fermé et N, de dimension fine. Par ailleurs, Ujp, est injective (son noyau est contenu dans
F, NNy C F, N Ny = {0}), et comme U(F,) = Fy, la proposition 2.4.3 montre que Ujp,
est un homéomorphisme de F, sur F,. Enfin, si U est injective, Ny = {0} Vk, donc n =1
et Fl =F.

Théoreme 2.4.1.
Soit T' un opérateur compact sur un espace normé de dimension infinie.
1°) Sp(T) est au plus dénombrable, et 0 € Sp(T'). Tout point de Sp(T') sauf peut-
étre zéro est isolé, et tout A € Sp(T), A # 0 est valeur propre de T.
2°) Soit A € Sp(T), A # 0. Alors E s’écrit de maniére unique E = N(A\) & F()), la
somme directe étant toplogique, avec les propriétés suivantes:
(a) F(X) est fermé et N()\) est de dimension finie;
(b) T(F(X)) C F()), et (T — AI)jp(x) est un homéomorphisme de F'(X) sur F(}).
(¢c) T(N(A) C N(A), et il existe un plus petit entier k(A) (ordre de \) tel que
(T — M1 )ﬁ\(l)(‘;) = 0. De plus le sous-espace propre E()\) associé 4 \ est contenu dans

N () (donc de dimension finie).

3°) Si A, p € Sp(T)\{0}, A # p, on a N(p) C F(A).

4°) Si E est complet, ( — (T — ¢I)™! qui est analytique dans C\Sp(T), a un pdle
d’ordre k()) en chaque point A # 0 de Sp(T) (¢ — (T —¢I)~! est méromorphe dans
C*).

Remarque. Si A € Sp(T)\{0}, la dimension de N(A) s’appelle la multiplicité algé-
brique de A, et la dimension de E()) s’appelle la multiplicité géométrique de A. Elles
sont égales si et seulement si £(A) =1 (i.e. si A est d’ordre 1).

Démonstration. Soit A € C*. (1/A)T étant compact, appliquons-lui le corollaire: si A
n’est pas une valeur propre, I — (1/\)T est inversible, donc T'— AI aussi, donc, A & Sp(T).
Si A € Sp(T)\{0}, il suffit d’appliquer le corollaire & (1/A)T pour obtenir le 2°) (a), (b)
(¢) du théoréme (on prend N(A) = Ny, F()\) = Fy), la seule chose restant & montrer étant
l'unicité. Mais, si E = N' & F’ avec (a), (b) et (c), en posant U = T — A, si z € N’,
T = N + T, on a UP(z) = 0, et comme U¥(zx) = 0, on a UxP(zp) = 0; comme Uﬁfk
est un homéomorphisme, xp = 0, et £ € N. Ainsi N’ C N; de la méme maniére, on voit
que N C N’. Si maintenant z € F', x = xx + xp, UX(zx) = 0, d’ott U¥(x) = UX(ap) € F,
donc UX(F') C F, et on conclut aussi que F’ C F. L’inclusion inverse se voit de la méme
maniere.

Montrons maintenant que les points de Sp(7')\{0} sont isolés. Soient A € Sp(T)\{0}, et
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¢ € C*. Posons U1 (¢) = (T — ¢y et U2(¢) = (T = ¢I)p(ny-

Lemme 2.4.4.
Pour i = 1,2, U;(C) est inversible pour  # X et | — A| assez petit.

Démonstration. Considérons tout d’abord U (¢). Puisque U;(A\)* = 0, on peut tri-
angulariser la matrice de Uj(\) avec une diagonale de zéros, ce qui donne det(U1(C)) =
(A=) #£0,si A#(, et Ur(C) est inversible dans ce cas. Considérons maintenant Us ().
Si Us(¢) est non inversible, d’apres le (c¢) du corollaire de la proposition 2.4.3, ¢ est valeur
propre de Tip(y), et il existe z € F()), z # 0, tel que Uz(¢)(x) = 0, soit ((—=A)z = Uz(A)(x).
Mais Uy (A) est un homéomorphisme sur F'(\), et par conséquent, il existe C indépendant
de ¢ tel que | A — (|||z|| > C||z||, ce qui est impossible si |A — (| est petit. Ceci montre que
Us2(() est inversible si |A — (| est petit.

Reprenons la preuve du théoreme. Du lemme ci-dessus il résulte que T'— (I est inversible
pour ¢ # X et |A — (| assez petit. Ceci montre que les points de Sp(T") sont isolés et par
suite que Sp(T') est un ensemble dénombrable compact borné. Maintenant 0 € Sp(T') car
dans le cas contraire, T serait inversible ce qui est impossible par le théoreme de Riesz.
Nous avons entierement démontré 1°) et 2°).

Démontrons le 3°). Soit x € N(u). La démonstration du lemme 2.4.4, montre que
(T — pI)N(x) est un homéomorphisme. Comme (T — pl)*(z) = 0, on a (en posant z =
TN T ZR(N))

(T = pI)*(wx() =(T—pD)*(zp(x))-
Alors, puisque (T — pl)X(zrn) € F(A) (car T(F(X)) C F(X)), on a zx() = 0 soit
x € F(A).

Reste & démontrer le 4°). Soit A € Sp(T'). D’apres le lemme 2.4.4, ( — (T — CI)|_F1(>\)
est analytique au voisinnage de A (car, pour z € F()\), Us(¢)(z) = Uz(N) [x + (A —
QU (N)"Hz)| et |[(A = QU2(AN)7Y| < |A=¢|C < 1). Donc il existe M > 0 tel que
pour z € F(X) et |( — A| < 4,6 > 0 assez petit, on a |[(T — CI)|_F1(>\)(5'3)|| < M||z||. D’autre
part, pour { # A,

(T =Dy = A =¢) [I|N(>\) - L(T - )\I)|N(,\)] ;

C— A
d’ou
k() ' _
(T =Dy == (= NT(T = A xixy
=1

(puisque (T — AI )ﬁ\(f(‘g\) = 0) et par conséquent, pour x € N (),

€ =A@ — DRy @) < Milall,
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si |[(—A] < 1et ¢ # A, quitte & augmenter M si nécessaire. Soit alors = xn(x)+2Zrr) € E.

Comme Max{”a:N(,\)H, ||xp(>\)||} < al|z|| par le 2°) du théoréme, on a

€ — Al H (T = ¢I)” H < a(6*M + M)||=],
si|[¢— Al <4, # A clest adire
IC - ,\|’“H(T _ CI)_lH < a(M&* + M),

ce qui signifie que A est un pole d’ordre au plus k. Or il existe z € N(\) tel que (T —
M) iy () # 0, o

(C=NHT -¢D)” Z(c NETTHT = ANy (@)
—(c—» HT =MD (@)

est non bornée quand ¢ — A ce qui montre que A est un pole d’ordre au moins k, et acheve
de démontrer le théoreme.
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CHAPITRE 111

INTERPOLATION DES OPERATEURS LINEAIRES

1. La méthode complexe d’interpolation.

Lemme 3.1.1. (théoréme de Phragmen-Lindel6f)
Soit Q@ = {z € C/la < Re(z) < b}. Soit f € C(Q) une fonction holomorphe dans 2

et bornée. Pour a < x < b on note M(z) = sup {\f(z)\,ﬂﬁie(z) = x} Alors, pour
a<x<b,onaM(z)P < M(a)®P *M(b)*2.

Démonstration. Supposons tout d’abord M (a) = M(b) = 1. Soit h(z) :m,

z €9, e>0. Comme Re(l + e(z —a)) > 1 dans Q, on a |h(2)| < 1, et, pour z € 99,

on a |f(2)he(z)] < 1. Par ailleurs, |1 + €(z — a)| > €/Im(2)|, d’ou |f(2)h(2)] S6|j£(z)|

si |f(2)] < B. On considere alors le rectangle R, = QN {Dm(z)\ g%} Sur OR,.,

|f(2)he(2)| < 1, et par suite (par le principe du maximum), la méme inégalité est vraie
dans R, et quand € — 0, puisque h.(z) — 1, on conclut que |f(z)| < 1 dans .
Considérons maintenant le cas général. Soit

g est holomorphe et sans zéros, et comme ‘ﬁe(lb) — Czl logM (a)) et %e(i — Z) sont minorés

sur €, % est bornée sur ). Par suite, f/g est bornée sur Q. De plus si Re(z) = a,
lg(z)| = M(a) et si Re(z) = b, |g(z)| = M(b). La premiere partie de la preuve montre
donc que ‘%‘ <1 dans 2, ce qui démontre le lemme.

Remarque. Si l'on ne suppose pas a priori que la fonction f est bornée dans 2, la
conclusion du lemme peut étre mise en défaut. Par exemple, avec 2 = {O < Re(z) < 1},
la fonction

. .z
1Tz 12)

f(z) =l

est telle que
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et par suite

et

est non borné pour y € R.

Soient F un espace normé sur C et  un ouvert de C. On dit que F' : Q@ — FE est
holomorphe si Vp € E') 2 — ¢(F(z)) est holomorphe. Soient || ||; et || ||]2 deux normes

sur F. Soit Q = {0 < Re(z) < 1}; on note B 2(F) I'ensemble des fonctions & valeurs dans

E et qui soit, pour les deux normes, holomorphes et bornées au voisinage de . D’apres
le lemme 3.1.1 et la proposition 1.3.1,, By 2(E) est un espace normé pour la norme

Tl =max{ supl|F (i) 50 ||F<1+z‘y>||2}-
ye S

On dit que les deux normes || ||; et || ||2 sont consistantes si Va €]0, 1], le sous-espace
vectoriel B, (E) = {F € B12(E) tq. F(a) = 0} est fermé dans B; 2(FE).

Soient || ||1 et || ||]2 deux normes consistantes sur F, et a €]0,1[. Alors F' — F(«) est
un isomorphisme algébrique de By 2(E)/Bq(E) sur E, et on identifie ces espaces par cet
isomorphisme. B, (E) étant fermé, By 2(E)/Bo(E) est un espace normé pour la norme
quotient. On note || ||, cette nouvelle norme considérée comme norme sur E; on appelle
la norme interpolée d’ordre «. On a donc, pour tout z € F,

lzlle =, _inf _lI£I.
€B1,2(E)
F(a)=z

Remarques. 1°) Pour 0 < a <1, et z € E, on a ||z]|qa < max${||a:||1, ||a:||2} (pour le

voir on prends F' = ).

2 ") On pourrait, de la méme maniére, définir les normes interpolées d’ordre 0 et 1 (By(F)
et B1(F) sont évidement fermés). Naturellement ceci n’apporterait rien de nouveau: Pour
a = 0 (resp.a = 1), la norme interpolée d’ordre o est égale a la norme || ||; (resp. || ||2)-
Vérifions le par exemple pour la norme d’ordre 0: si F' € By 2(F) est telle que F(0) = z,
x € E, © # 0, par définition, on a ||F|| > ||z||1; d’autre part, si F({) = €%z, avec

et =L, ona P € Bua(B), F(0) = o et (i) = lalh, I F(1+iy)2 = etllalla = [

soit | F|| = ||]x-
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Proposition 3.1.1.
Soit F un espace vectoriel. Si, pour tout x € E, x # 0, il existe ¢ € E* continue pour
deux normes sur E telle que ¢(z) # 0, alors les deux normes sont consistantes.

Démonstration. Soit (F,) une suite d’éléments de B, (E) qui converge vers F' € By 2(FE).
¢ € E* étant continue pour les deux normes, ¢(F, — F') tend vers zéro uniformément sur
00 et par suite sur Q d’apres le lemme 3.1.1. D’ou ¢(F(a)) = 0 ce qui, en choisissant
correctement ¢ (hypothése), montre la proposition.

Théoréme 3.1.1.
Soit E (resp. Ex) un espace vectoriel sur C muni de deux normes || ||1 et || ||2 (resp.

| 17 et || |¥) consistantes. Pour0 < o < 1, soit || || (resp. || ||#) Ia norme interpolée
d’ordre o sur E (resp. Ey). Soit T une application linéaire de E dans Ey qui est

continue quand on munit E (resp. E4) de la norme || |; (resp. || |¥), pouri=1,2.
Alors T est continue pour les normes || ||o et || ||#, et on a ||T||o < ||TII;"*IT|I$ (ot
lon a noté ||T||; = sup <3 ||T(x)||f# et de méme pour ||T||4).

[l

Démonstration. Définissons T : By 2(E) — Bi2(E4), en posant T(F)(z) = T(F(z)):
on a bien T(F) € By 2(Ey), car si p € B, est continue pour || 17, on a o(T(F)(z)) =<
F(2),T*(¢) >, et T*(p) € E* est continue pour la norme | |1, donc T(F) est bien
holomorphe et bornée pour la norme || ||, et on vérifie la méme chose pour les normes
| 1% et || |l2. Soit maintenant z € E tel que ||z, < 1. II existe donc F € Bi,2(E)
telle que F(a) = z et ||[F|| < 1+ e. Par définition, on a T(F)(a) = T(F(a)) = T(z).
On considere alors la fonction ®(z) = e2(*=*) F(2), otl a est définit par e* = ||T||1||T||5 "
Comme ®(a) = F(a) =z,

IT@)# < |7 @)

= max{ ?SJIEIE{HT(ea(iy_a)F(iy))

_max{su e~ T(F (iy))||7, su]f%ea(1 | T(F 1‘”3/))”#}
ye

y

HT( a(l—a+iy) fr(q 4 zy))

1 ye
La continuité de T et les définitions de F' et de a donnent donc
T(2)||* < (1 —aa| | eal—a)p
1T @)l <@ +e)qe T e 1T,

1—
=1+ lITIL T3
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2. Le théoréme de Riesz-Thorin.

Soit (X, ) un espace mesuré, p étant une mesure positive. On note || ||, la norme sur
LP(p).

Proposition 3.2.1.
Soit (X, ) un espace mesuré, p > 0, et soient 1 < p; < pa < 4+o00. E étant soit
LP*(p) N LP2 (i) soit espace vectoriel des fonction étagées, les deux normes || ||p, et
| ||p, sont consistantes sur E.

Démonstration. Si f € E, f # 0, et f = |f|e!?, en posant g = €'¥ [inf{l, |f|p1H, on a
g € LY N L™, (et g est étagée si f l'est) et fg > 014 ol |f| > 0. Donc g définit une forme

linéaire continue sur F (pour les deux normes) et [ fgdu # 0.

Proposition 3.2.2.
Soient (X, i) un espace mesuré, > 0, et 1 < p; < ps < +00. Supposons que E soit
ou bien LP'(u) N LP2(u) ou bien 'espace des fonctions étagées sur X, et soient || ||s
la norme interpolée d’ordre s €0, 1] sur E entre || ||p, €t || ||p, €t ps €]p1, p2| définit
par p%:lp_ls—l—p%. Alors:
(a) Si E = LP(p) N LP2 (), Vf € E, || fllps < [Ifls-
(b) Si E est 'espace des fonctions étagées, Vf € E, ||f|lp. = || flls-

Démonstration. Soit f € E telle que || f||p, = 1.

(a): Montrons que |[f|ls > 1. Soit ¢; le conjugué de p;, ¢ = 1,2 (i.e. %i—l—%: ),
. . . _ q192 . L_]_ -85, 8 .
et soit g5 le conjugué de ps de sorte que g RN (R (i.e. = @ —I—q2). Soit

Ey = L% (p) N L(p). Comme espace des fonctions étagées est dense dans L% (u)
(gs < 00), il existe une fonction étagée g telle que ||g||q. <1 et /fgdu >1—e.

Lemme 3.2.1.
Avec les notations de la proposition, E étant I’espace des fonctions étagées, soit h € E
telle que ||h||p, < 1. Alors il existe H € By 2(FE) telle que H(s) = h et | H|| < 1.

Démonstration. Posons h = e¥|h| et H(z) = ?|hlp*=9F1 on g =—PL—P2
P18+ p2(l — )

Alors H(s) = h et [H(iy)| = [[P/P1, |H(1 +dy)| = |h[P/*>, dou [|H(iy)llp, < 1 et
|H(1+ iy)||p, <1, ce qui montre le lemme.

Poursuivons maintenant la preuve du (a) de la proposition. D’apres le lemme 3.2.1, il
existe G € By o(Fy) telle que G(s) = g et ||G]| < 1. Soit F' € By 2(F) telle que F(s) = f,
et posons h(z) = /F(z)G(z)du, z € Q. Il résulte de l'inégalité de Holder que h(z) est

bornée dans 2. De plus
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Lemme 3.2.2. B
h est holomorphe dans €2 et continue dans €.

Démonstration. Par construction G(z) est étagée: G(z) = Zai(z)XAi, w(A;) # 0, la

somme étant finie. Alors h(z) = Zai(z) < F(z),xa, >, ce qui montre le lemme puisque
a;(2) :@< G(2), xa, > est holomorphe au voisinage de Q.

Achevons maintenant la preuve du (a): puisque h(s) > 1 — ¢, par le théoréme de
Phragmen-Lindeldf (proposition 3.1.1), |h(z)| doit dépasser 1 — € sur 92, et comme sur
cet ensemble on a |h(z)| < ||F|||G|| < ||F|| (par l'inégalité de Hdolder), on doit avoir
|IF|| > 1 — ¢, ce qui entraine ||f||s > 1 —e.

Le (b) de la proposition résulte aussitot de ce qui précede: tout d’abord la preuve du
(a) montre que ||f||s > 1; 'inégalité inverse résulte elle du lemme 3.2.1.

Remarque. Dans la proposition précédente, si po < 0o, on a ||f|ls = || f|lp. pour toute
f € LP(u) N LP2(u): en effet, si f € LP* N LP2, il existe une suite de fonctions étagées f,
qui converge vers f dans LP! et dans LP2. Comme la norme interpolée est majorée par le
max des deux normes LP' et LP2, f, converge aussi vers f pour la norme interpolée. La
conclusion résulte donc de la proposition.

Théoréme 3.2.1 (théoréme de Riesz-Thorin).
Soient (X, u) et (Y,v) deux espaces mesurés, 1 < p1,p2,p1,05 < +00, p1 # pa,
P} # ph. On pose E = LP' (u) N LP> (i), E' = LP' (v) N LP2 (v). Soit T : E — E' une
application linéaire telle que

T, = ;up IT(H)llyy < +o0, i =1,2.
Il £llp; <1

Alors, pour 0 < s < 1, T se prolonge en un opérateur linéaire continu de LP=(u)

! 1_1 1_1-—
dans LPs(v) avec D= 15—}—;2 P p13—|— 52 de norme ||T||s < |T|I1~S|ITI5-

Démonstration. En effet, soit E4 1’espace des fonctions étagées sur (X, ). On considere
alors T : Ex — F, et on applique le théoreme 3.1.1 et la proposition 3.2.2 (rappelons que

Ey4 (resp. E) est dense dans LPs(u) (resp. LP:(v) car ps < oo (resp. pl, < 00)).

Corollaire 1 (théoréme de Hausdorff-Young).
Soit F la transformée de Fourier sur R® (i.e. F(f)(¢ / f(z)e i <*¢>dg). Soit

1 <p<2etsoit2 < g < 4oo, 1119+% 1. Alors F est continue de LP(R™) dans
LA(R™) de norme < (2m)™/4,
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Démonstration. On sait que F : L' — L de norme 1 et que F est une ”isométrie” de
L? sur lui méme de norme (27)"/2. Le corollaire résulte donc aussitét du théoreme.

Corollaire 2 (inégalité de Young).
Soient k € L*(R") et f € LP(R"), avec 1 < p <1’ (F+4=1). Alors f k € L(R")

1
avec £ =5~ et ||f *kllq < | FllpllKl:-

Démonstration. Posons T'(f)(x) = f * k(z), k € L"(R™) fixée. Par 'inégalité de Holder,
on a

k(@) < ( INCCE y)\rwy)uy) A

ce qui donne ||f*k||; < ||k||:||f]]1, ¢’est & dire que T est continu de L!'(R®) dans L*(R®) de
norme ||k||;. D’autre part, clairement (par Holder) T est continu de L* (R™) dans L>°(R"™)
de norme ||k||;. La conclusion résulte donc du théoréeme de Riesz-Thorin.

Remarque. On peut interpoler par cette méthode d’autres espaces classiques. Par exem-
ple, I'interpolation de deux espaces de Sobolev donne les espaces de Sobolev intermédiaires.

3. Le théoréme de Marcinkiewicz.

Définition 3.3.1.
Soit (X, i) un espace mesuré, y > 0. Soit f : X — C une fonction mesurable finie p-
presque partout. On appelle fonction de répartition de f la fonction o — m(o, f)
définie par

m(o, f) = piz € X / [f(z)] > o}
La fonction de répartition est a valeurs dans R, décroissante et continue a droite.
Proposition 3.3.1.

Soit (X, p) un espace mesuré, et f une fonction mesurable sur X .
(a) Pour 1 < p < 400,

[

400 d P
1oy = (p [ ot f)g) |

”f”LOO(u) =inf{o / m(o, f) = 0}.

(b) Pour p = oo,
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Démonstration. Le (b) étant évident, montrons le (a). On peut naturellement supposer
f > 0. Considérons tout d’abord le cas p = 1. Soit g = ZaiXEn w(E;) < oo, E;NE; =0,

1

si 1 # j, une fonction étagée. On a, m(o, f) = Z u(E;), d’ou

lai| >0
400 400
/ m(o, f)do = / > u(E) |do
0 0 lai|>o
“+o0
=/0 (Zu(Ei)X[o,m[(U)) do

= [1£1l 2 gy

Si maintenant f € L'(u), f > 0, il existe une suite croissante de fonctions étagées f,
qui converge vers f p-presque partout. On a alors m(o, fn) < m(o, fat1), et m(o, fu) —

m(o, f) quand n — oo, car si A, = {\fn\ > 0'}, on a A, C Ant et UAn = {\f| > a} a
n

un ensemble de mesure nulle pres, et par suite pu(A,) — p(A). Par le théoréeme de Beppo-

Levi, | m(o, fn)do tend donc vers / m(o, f)do, et comme, par le méme théoreme, || fy||

tends vers || f||, on conclut lorsque p = 1. Supposons maintenant p > 1. Alors g = |f[P € L?

et donc /m(o, g)do = ||f[[5. Or m(o,g) = m(a/P, f), d’ot,

+o0 1 400 do
||f||Lp(p,) :/0 m(o /P, f)do :p/o o’m(o, f);;

par un changement de variable élémentaire.

Définition 3.3.2.
Soient (X, p) un espace mesuré (u > 0) et 1 < p < +oo. On appelle espace
LP faible l’espace vectoriel LP*°(u) des fonctions mesurables f sur X telles que

sup (am(a, f)l/p) < +o00. Pour f € LP*(pu), on notera || f||poc = sup (am(a, f)l/p).

Proposition 3.3.2.
Soient (X, i) un espace mesuré et 1 < p < 4+o00. Alors LP () C LP™(u).

Démonstration. Cela résulte des inégalités

1B > /{ Pz eu{If> o) = oPmio, )

Remarque. || ||poc n'est pas une norme, c’est une quasi-norme: on a
m(o, f+g9) <m(a/2, f)+m(o/2,9)
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dot, m(a, f + g)"/* <m(a/2, [)/P +m(0/2,9)"/?, dob
1+ gllpoo < 2(11Fllpoo + llgllpoe)-

Pour p > 1, on peut définir la topologie de LP*° par une vraie norme: c’est un espace de
Banach. Par contre L'® est complet mais pas normable.

Exemple. X = R, muni de la mesure de Lebesgue. si f(z) = 1/z, on a m(o, f) = 2/0
donc f € L', et bien siir, f ¢ L'. De méme, x%e LY/ eoo,

Théoréme 3.3.1 (théoréme de Marcinkiewicz).
Soient (X, p1) et (Y, v) deux espaces mesurés, |, et v étant des mesures positives. Soit
T un opérateur sous-linéaire (i.e. |T(Af)| < |A|T(f)| et |[T(f+g)| <|T(f)|+|T(g)|)
vérifiant:
(i) T : LP° (X, p) — LP°(Y,v) de norme M
(ii) T : LP* (X, p) — L9°(Y,v) de norme M.

Soit 0 < 0 < 1, et soient p et q tels que 1_1-60,0 %:1 —0

0 .
P~ pbo TP’ G T Alors '_Slpg %
T s’étend en un opérateur continu de LP(X, p) dans LYY, v) de norme majorée par
CoM; O rz6

Remarques. 1°) Le terme de norme de T utilisé dans le théoréme s’entend au sens usuel
(i.e. T est de norme M si ||T(x)|| < M||z||, M étant la plus petite constante possible pour
I'inégalité).

2°) T peut étre seulement R-sous-linéaire.

3 ") Le théoréme reste vrai si on suppose seulement 7' défini sur LP.

4°) On remarquera que ce théoréeme ne remplace pas le théoréme de Riesz-Thorin a
cause de la restriction p < gq.

Démonstration. Pour simplifier, nous allons nous contenter de faire la démonstration
lorsque po = qo et p1 = ¢q1, po < p1, de sorte que p = q €|pg, p1[. Soit f une fonction
mesurable, et posons fo = fxyf>¢} et f1 = [xqf<¢}> de sorte que f = fo + f1, et de plus
si f € LP, alors fy et fi aussi. Pour tous o et ¢, on a

v{|Tf|> o} <v{|Tfo| >0/2} +v{|Tf|>c/2},
et, par hypothese,
ov{|Tfo| > o} 7 < Mg || foll oo,

ov{|Tf1] > o} P < Mi(| full po -

Supposons tout d’abord p; < +00. En faisant o = t, on obtient

Jugp()“.} || o lM;m”J ” !
f P Po P1 P1
V{|T |>t}<—20 tPo 2 '

tp1
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Alors, d’apres la proposition 3.3.1 et le théoréeme de Fubini, on a
“+oo
7o < pngee [ [ e
0 |fI>t

+o0o
+ pM P 2P / PP / | fP*dpdt
0 |f1<t

|f(2)]
:pMa‘p02p0/ | f[Po / tP—1—Po g4t du
X 0
|f(z)]
_l_pM;‘P12p1/ ‘f|p1 / tP—1-pP1 g4 d,u.
X 0

" 2P1
1711, Spl/"< MpPo +
P—Dpo p1—
et T s’étend en un opérateur continu sur LP.
Considérons maintenant le cas p; = +o00. Puisque |f1| < ¢, on a [T f1| < M{t. On choisit
alors 0 = 2M7t. On a donc

Ce qui donne

1/p
*P1
e ) 11l

Mg™ | follg,

v{|Tf| > 2M{t} < o{|Tfo| > Mft} < Moo

d’ou
“+o00
7415 < p e [ oo ( /
0 If

et on conclut comme dans le premier cas.

\f |p°du) dt,

[>t

Corollaire.
Soit F la transformée de Fourier sur R™ et soit p € [1,2]. Alors F est continue de
LP(R™) dans LP(|¢|(2=P)d)) (X mesure de Lebesgue sur R™).

Démonstration. Posons T(f)(§) = |£|"F(f)(£). Par le théoréeme de Plancherel, T est
continu de L?(R™) dans L2(|¢|72"d)).

Lemme 3.3.1.
T est continu de L'(R™) dans L'*°(|¢|=2"d)).

Admettons le lemme un instant pour conclure le corollaire: d’apres le théoreme de
Marcinkiewicz T est continu de LP(R®) dans LP(|¢|~2"d)\), ce qui est exactement la con-
clusion du corollaire.

Démontrons maintenant le lemme. Supposons |f|l1 < 1 de sorte que |Ff| < 1. Si

EcE, = {|§|“|]—"(f)(§)| > a}, on a donc [¢[*>a, d’ot
JT(f)) = —2nga(€) < “ga< ot
me 1) = [ @< [ i
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Comme nous ’avons vu, le théoreme de Marcinkievicz comporte une restriction. Nous
allons maintenant donner sans démonstration un théoreme de Marcinkievicz plus général
qui, en quelque sorte, explique cette restriction. Pour pouvoir 1’énoncer, il nous faut
introduire une nouvelle notion:

Définition 3.3.3.
Soit (X, p) un espace mesuré, et f une fonction mesurable sur X. On appelle réar-
rangée decroissante de f la fonction f* définie par

f*(@#)=inf {o /m(o,f) <t}, t>0.

On appelle espace de Lorentz LP*(X,p), 1 < p < +oo, 1 <7 < 400 lespace
vectoriel des fonctions mesurables sur X telles que

+oo Y r dt 1/r
= P £* hatdl . <
”f”Lp"(X,u) </0 (t f (t)> ; ) < 400, 511 < r < 400,

£ oo ¢,y = 1P t'/P f*(t) < +oo, sirT = +o0.

Proposition 3.3.3.
Avec les notations de la définition ci-dessus, on a:
1°) f*(t) > 0 pour tout t € R.
2°) t1 <t entraine f*(t1) > f*(t2) et f* est continue & droite.
3 °) Pour tout p > 0 on a m(p, f*) = m(p, f)-
4°) Si f* est continue en t, alors, t = m(f*(t), f).
5°) Pour1l < p < +oo, LPP(X, ) = LP(X, u) et espace LP*° (X, p1) définit ci-dessus
est I’espace faible de la définition 3.3.2.

A titre d’exercice, montrons par exemple les 2°) et 3°). La décroissance de f* étant
évidente, montrons qu’elle est continue a droite. Soit £, > ¢ une suite de réels qui tend
vers t en décroissant. f*(t,) est donc une suite croissante majorée par f*(¢) qui converge
donc vers I € R. Supposons [ < f*(t). Il existe donc o < f*(t) tel que m(o, f) < ty,
pour tout n ce qui entraine m(o, f) < t et contredit la définition de f*(¢). Vérifions

maintenant le 3°). Si f*(¢t) > o, alors m(p, f) > t d’ou A({t / () > p}) < m(p, f)
soit m(p, f*) < m(p, f). Inversement, {t / fr(t) > p} étant un intervalle de la forme

[0, ), on a m(p, f*) = sup {t / @) > p}. Alors si z > m(p, f*), on a f*(z) < p, donc
m(p, f) < =z, soit m(p, f) < m(p, f*).

Enoncons maintenant le théoreme de Marcinkiewicz général:
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Théoréme 3.3.2 (théoréme de Marcinkiewicz).
Les notations étant les méme que dans le théoréeme 3.3.1, supposons que:
(i) T : LPo"o (X, ) — L5 (Yv),
(ii) T : LP*" (X p) — LY (Yv),
avec po # p1, qo 7 qi-
Soient 0 < 0 <1, ]l):
pour 0 < r < +o00.

1-60, 0
Do P’

L0480 Alors, T LPr(X, ) — L (Y, ),

=

Remarque. Notons que si p < ¢ (puisque LP'? C LPP = LP), on retrouve le résultat
T:LP(X,pu) — LYY,v) du théoréme précédent.
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CHAPITRE IV

DIFFERENTIATION DES MESURES

1. Différentiation des mesures.

Dans tout ce chapitre, A désigne la mesure de Lebesgue sur R™.

Définition 4.1.1.
On dit qu’une famille ) d’ouverts de R™ est substantielle si les propriétés suivantes

sont satisfaites:
(a) 36 > 0 tel que VE € 2, AB boule ouverte telle que E C B et A\(B) < BA(E).
(b) Vz € R™, V6 > 0, IE € Q tel que x € E et d(E) = diametre de E < 0.

Définition 4.1.2.
Soient p une mesure de Borel sur R™ et () une famille subtantielle. On dit que u est

différentiable en z par rapport & Q et Du(x) = A, si Ve > 0, 3§ > 0 tel que
VE € Q tel que z € E et d(E) < 0, on a ";Egg—A‘< €.

Si de plus i est réelle, pour r > 0 on pose:

_ _ E)
A (z) =D, (2) = mE)
r () (2) Yo
d(E)<r
et
u u(E)
Ar(z) = A, (z) = erGQm'
d(E)<r

De plus, on pose Dy(z) =}l_I)I(l)AT(.TJ), et Dy(x) :}L)I%AT (z).

Remarque. g étant réelle, il est clair que Du(x) et Du(z) existent dans R (r — A, ()
(resp. 7+ A, (7)) est croissante (resp. décroissante)) et Dyu(z) < Du(x). De plus, p est
différentiable en z si et seulement si Du(x) et Du(z) existent dans R et sont égaux: leur
valeur est alors Dy(z).
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Proposition 4.1.1.
Soient u, v deux mesures de Borel réelles sur R™, et & € R™. Alors D(p + v)(x) <
Du(x) + Dv(z) si le second membre n’est pas de la forme +oo — co. Si p et v sont
différentiables en x alors p+ v est et D(u+ v) = D(p) + D(v).

Démonstration. En effet, supposons Du(z) < A et Dv(z) < B ou A et A sont finis.
Alors, 36 > 0 tel que pour tout F € Q tel que € FE et 6(E) < 0, on a u(E) < AN(E) et

v(E) < BA(E). D'ot %< A+ B soit D(s+ v)(x) < A + B. De méme, on voit

que D(p +v)(z) > Dp(z) + Dv(z).

Proposition 4.1.2 (lemme de recouvrement de Vitali).
Soient €2 une famille substantielle et A un borélien borné de R™. Soit ® une famille
d’éléments de Q qui recouvre A (i.e. A C U E). VE € ®, soit Bg = B(xg,rg) une
Ecd
boule ouverte telle que E C Bg et u(Bg) < BA(E). Alors il existe une suite (Ep)peN
d’éléments de @ telle que si Bg, = B, = B(xp, 1), les By sont deux a deux disjointes

et si on pose 4B, = B(zp, 4r)p), alors A C U 4B,,. En particulier,
peN

A(A) <A™ TA(By) = wnd™Y rh < A"BY " A(Bp).

Démonstration. 11 suffit clairement de trouver une suite (B,) extraite de la famille
BEg)gce telle que, p # g entraine B,NB, =0 et A C| ) B(x,,4r,). On peut évidemment
€ pl1Dq P *Tp

P
supposer que pour tout £ € ®, AN E # (), ce qui entraine AN By # (). Alors on peut

supposer sup rg < +0oo (sinon on pourrait avoir r g aussi grand qu’on veut, et puisque A est
Ec®
borné et AN Bg # (), on aurait A C 4Bg pour un certain E € ® et la preuve serait finie).

On construit alors la suite B, par récurrence. On choisit tout d’abord B; = B(z1,71)

avec 71 >%sup rg. Supposons les B; = B(x;,r;) construits pour 1 < i < p — 1 avec les
Ecd

propriétés suivantes:

(i)les B; sont deux a deux disjointes;

(ii) on a
. 1
(x1) ri>§sup rg/ E€®, et, BN [ A\ U 4B; | #0
1<j<i-1
Construisons B, = B(zp,rp) avec les méme propriétés. Deux possibilités peuvent se
présenter:
(a) ou bien A C U 4B; et on s’arréte 13;

1<j<p—1
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b) ou bien A n’est pas contenu dans cette réunion, et on choisit B, = B(x,,r,) €< Bg
j2 pT'p

telle que la condition (xp — 1) soit satisfaite avec B, N (A\ U 4Bj) # (). Il nous faut
1<j<p—-1

alors vérifier que B; N B, = () pour j < p—1: si cela était faux, puisque r; > %'I‘p, on aurait

B,, C 4Bj, ce qui est une contradiction.

La récurrence se poursuit donc. Supposons alors que la construction ne s’arréte jamais.

Alors nécessairement lim r, = 0: en effet, les B, sont deux a deux disjointes, rencontrent
p—00

A, et supr, < 0o, donc leur réunion est contenue dans une boule, et par suite Z A(Bp) <
P

+o00, ce qui montre que 7, tend vers zéro. Alors nécessairement A C U4l§p sinon il

existerait y dans A\U4BP’ et si F € @ est tel que y € Bg = B(a:E,rE),pil existe k tel

que rg <TTE ce qui coﬁtredit la définition de 7.

Théoréme 4.1.1.
Soient €} une famille substantielle et f € L}OC(R"). Alors, pour A\-presque tout xg €
R",

1
lim su —/ z) — f(zo)|dA(z)| = 0.
2o €EEER, d(E)<r

Remarque. 1°) Le théoréme signifie en particulier que si v = Af, alors pour A-presque
tout zo € R", v est différentiable en xg et Dv(xg) = f(xo).

2°) Exemple. Si E est un ensemble mesurable, et si on applique le théoréme a la

fonction caractéristique de E, on obtient en particulier que pour A-presque tout point zq

de F, lin%A(E rLBT(fO’ T)): 1. De tels points xg sont appelés points de densité de E.
r— n

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de faire la preuve lorsque f €
LY(R™): en effet, dans le cas général d’une fonction f € L} (R™), si pour tout N € N,
By désigne la boule ouverte de centre 'origine et de rayon N, la fonction fy = fxsy
appartient & L'(R™), et on obtient le résultat presque partout sur By, ce qui donne le

théoréme en faisant tendre N vers l’'infini.

Voyons tout d’abord que le théoréme résulte d’un résultat a priori plus faible:
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Lemme 4.1.1.
Les notations étant celles du théoréme et f € L*(R™) étant & valeurs réelles, on a

1

lim su — z)dA(x) = f(xo),

s o [ @@ = (@)
zoEE,d(E)<r

pour A\-presque tout o € R™.

Démontrons tout d’abord le théoreme en admettant provisoirement le lemme. Soit S
un sous-ensemble dénombrable dense dans C. Soient r € S et N € N; en appliquant le
lemme & la fonction fx(z) = |f(x) — r|xBy, €t en faisant tendre Nvers l'infini, on déduit
que, pour presque tout xg € R™, on a

(%) lim sup / |f(z) — rld\(z) = |f(x0) — 7|
r—0 Ecd
$O€E7 d(E')<’r

Soit @, ’ensemble exeptionnel ou l'inégalité ci-desus n’a pas lieu, et posons ) = U Q,

res
de sorte que A(Q) = 0. Soient xo & Q, € > 0, et 7 € S tels que |f(z¢) — 7| < €. On a donc,

pour FE € Q,

555 1@ = H@)lix@) < 55 [ 1@ = rlir@) +

et la conclusion résulte de (x).

Démonstration du lemme 4.1.1. Pour r € Q, posons A, = {f < 7‘}, B, = {f > r} =
R™\A,.. Pour tout borélien E posons

W(E) = [E ()= @) >0,

ce qui définit une mesure de Borel positive p finie sur les compacts. On a alors, pour E

borélien, / fd\ —rA(E) < u(E), puisque f —r < 0 sur A,, soit encore
E

1 Iz
(xx) @/E(f—r)d)\gm.

On a besoin maintenant du lemme suivant:

Lemme 4.1.2.
Soit i une mesure de Borel positive sur R™ finie sur les compacts. Soit A un borélien
tel que u(A) = 0. Alors pour A-presque tout © € A, p est différentiable en = par
rapport 4 Q et Du(z) = 0.
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Admettons un instant ce lemme pour finir la preuve du théoréme. Le lemme appliqué a
la mesure p donne, d’apres (xx),

) 1
iy s (5 L0 -nm) <o

zo€E, d(E)<r

pour A-presque tout zo € A, c’est-a-dire, si on pose v = fA, Dv(xg) < r. Donc, si
E, = {a: / flz) <r< EI/(.Z‘)}, on a A(E,) = 0; or {f(a:) < El/(l‘)} est égal a U E.,

_ TE_Q
donc Dv(z) < f(z) A-presque partout. En remplagant f par —f donc v par —v et Dv(z)
par —Dv(z), on trouve Dv(z) > f(z) A-presque partout, ce qui achéve de démontrer le
lemme 4.1.1.

Démonstration du lemme 4.1.2. Remarquons tout d’abord que Dy est une fonction
mesurable (borélienne). En effet, A, (z) > « signifie qu'il existe E € Q, z € E, d(E) < r
tel que u(E) > aA(E); donc A,(y) > « pour tout y € E, et par suite {a: / A, > a}
est ouvert; ceci signifie que A, est semi-continue inférieurement pour r > 0 et donc Dy
qui est la limite quand n — oo de Zl/n est mesurable. Soit P = {E,u(:v) > 0}; P est
donc mesurable, et A N P aussi, et il nous faut montrer que A(A N P) = 0. Supposons
que cela soit faux; il existe donc a > 0, un borélien E,, contenu dans AN P et de mesure
de Legesgue strictement positive tel que pour tout x € E,, Du(x) > a. Par régularité de
la mesure de Lebesgue, il existe donc un compact K C F,, A(K) > 0, tel que, Vo > 0
fixé, pour tout z € K, il existe S € Q, z € S, d(S) < §, et u(S) > aA(S). L’ensemble
de ces S formant un recouvrement de K, par le lemme de Vitali (proposition 4.1.2.), il
existe des éléments S; de Q, 1 < i < p, tels que pour 7 # j, S;NS; = 0, d(S;) < 9,
w(S;) > aX(S;) et A(K) < p4™ Z A(S;). Or, si on note K5 I’ensemble des points a une

1<i<p
distance inférieure & 6 de K, on a S; C Ky, et par suite u(Ks) > Zy,(Si) > aZ)\(Si)
i i

soit u(K) > af~14 "A(K). En prenant § = 1/n et en faisant tendre n vers l'infini, on
conclut que p(K) > 0 ce qui est impossible puisque K C A et que u(A) = 0 par hypothese.

Avant de donner le prochain résultat de différentiation des mesures, il nous faut faire
quelque rappels de théorie de la mesure.

Rappelons que si M est une o-algebre sur un ensemble X, on appelle mesure complexe
une fonction o-additive définie sur M a valeurs dans C. On appelle variation totale d’une
mesure complexe p, la mesure positive finie || définie sur M par

Ll (E) = sup Y |u(E)|.

i

E; partition de E'™
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De plus, si p est a valeurs réelles (i.e. est une mesure réelle) on appelle partie positive
(resp. négative) de p, la mesure positive pt :% (|u| + ,u) (resp. p~ :% (|u\ — p))
Définition 4.1.3.
Soient M une o-algebre sur un ensemble X, 1 une mesure positive sur M, A, A1, Ao
des mesures complexes sur M.
1°) On dit que X\ est absolument continue par rapport a p, et on écrit A < p,
si E € M, u(E) =0 impliquent A(E) = 0.
2°) S’il existe A € M tel que, pour tout E € M on a A(E) = A(E N A), on dit que
A est concentrée sur A.
3 ) On dit que deux mesures A1 et Ay sont mutuellement singuliéres, et on écrit
A1 L Ao, s’il existe deux ensembles disjoints A et B dans M tels que A1 soit concentrée
sur A et \y sur B.

Théoréme 4.1.2 (décomposition de Lebesgue et théoréme de Radon-Nykodym).
Soient M une o-algébre sur un ensemble X, u une mesure positive o-finie sur M
et A une mesure complexe sur M. Il existe une unique paire (Ay, A\s) de mesures
complexes sur M telles que A\ = Ay + A, Ay < 1 et Ay L p (décomposition de
Lebesgue). De plus, il existe un unique h € L'(u) tel que A\, = hp (i.e. VE € M,

Ae(E) = / hdp) (Théoréeme de Radon-Nykodym).
E
Remarque. Si A est positive o-finie, on obtient A = hy + Ay, avec h € L} (1)

Démonstration. 1°) supposons A et p positives finies. Soit v = A+ p. On a

‘ / fd/\‘ < ( / \f\2d1/> e,

de sorte qu’il existe g € L?(v) telle que, pour toute f € L%(v),

/ Fd\ = / fadv.

- . 1 AE) . .
En particulier, si £ € M est tel que v(F 0, —= / dv ===, ce qui entraine
p q ( ) # V(E) Eg Z/(E) q

0 < g <1 v-presque partout, et on peut supposer que ces inégalités ont lieu partout, et,
(+) [ a-atar= [ sadn, vt e )

Soient A = {0 <g< 1}, B = {g = 1}, et posons A\, (F) = MENA), X\ (F) = AENB),
pour tout £ € M. En appliquant (x) & f = xp, on trouve u(B) = 0 donc A\; L p.
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Appliquons maintenant (*) & (14 g+ ... +¢™)xg; puisque 1 — g™t vaut zéro sur B et que

g™ tend vers 0 en décroissant sur A, le premier membre de (*) tend vers A(ENA) = A\, (E)
quand n — oo; d’autre part, quand n — oo, (g + g2 + ... + g"*!) tend en croissant vers

une fonction mesurable positive h, et le second membre de (x) tend vers / hdu, ce qui

E
termine la preuve du théoreme dans ce cas.

2°): supposons A > 0 finie et u o-finie. Par hypotheése sur pu, il existe X,, C X tels
que X = UX”’ X;NX; =0sii#j, et p(X,) < +oo. Le cas précédent montre

qu'il existe h, € LY(X,,p), tel que, sur X,, on a A = h,dp + A”. On définit alors
h = Z hnxx,, As = Z)\’; et la conclusion en découle (h € L(u) car A(X) < +00).

37): cas général. On écrit A = A; + i)y, ou les \; sont réelles, puis \; = )\;L —A; , et on

applique le cas précédent aux mesures )\;-|r et A\;,t=1,2.

Théoréme 4.1.3 (théoréme de différentiabilité de Lebesgue).
Soient ) une famille substantielle, et p une mesure (complexe) borélienne sur R™.
(i) 1 est différentiable A-presque partout par rapport a €);
(ii) pour tout borélien E, on a

W(E) = 1 (E) + /E Dpu(x)dA (z),

ol s L A (on dit que ps est une mesure singuliére) et Dyg(z) = 0 A-presque
partout.

Démonstration. On utilise le lemme suivant:

Lemme 4.1.3.
Soit p une mesure singuliére sur R™ (i.e. yu L A). Alors p est différentiable A-presque
partout par rapport a Q et Du(z) = 0 A-p.p.

Démonstration. On peut bien siir supposer pu réelle, et en décomposant = p+ — p—, il
vient u L X et p~ L ), et on se rameéne au cas ou u est positive. Or il existe un borélien
A tel que p(A) =0 et A(A°) = 0. Par le lemme 4.1.2, on a donc Dy(z) = 0 pour presque
tout = € A, d’ou le lemme.

Le théoreme s’en déduit aussitot: par le théoreme 4.1.2, on écrit p = pg + ps. Alors, par

le lemme ci-dessus, on a Dug(z) = 0 presque partout, et puisque p,(E) = / hd), avec
E

h € L*()\) (théoréme 4.1.2), la conclusion résulte du théoréme 4.1.1.
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2. Fonctions maximales.

Définition 4.2.1.
1°) Soient  une famille substantielle et f € L}, (R™). On appelle fonction maxi-
male de f associée & Q la fonction Mg f(z) = sup A,(x), ot A.(z) est associée a
r>0
la famille Q) et a la mesure |f|d\. En particulier, si on prend pour Q la famille des
boules de R™, on obtient la fonction maximale non tangentielle M*f de f qui
est donc définie par

N B 1

2°)Si fe L] (R"), on appelle fonction maximale de Hardy-Littlewood de

loc

f la fonction M f définie sur R™ par

Mf(z) = i‘i‘o’m /B ),

Remarques. 1°) Il est clair que M f(z) < M*f(z) < 2"M f(x). Plus généralement, si
on pose, pour « > 0,

*Q _ 1_
M f() B ?"li%|z—s;|gar)‘(B(y7 T))L(y,r) ‘f(Z)|d)\(Z)’

du fait que B(y,r) C B(z, (a+1)r), on voit que M** f(z) < (a+1)"M f(x), et M** f(z) <
a™ M* f(x).

2°)Mf, M**f et Mg f sont des fonctions positives (éventuellement +o00) mesurables.
M, M** et Mg sont des opérateurs sous-linéaires.

Théoréme 4.2.1.
Soient €} une famille substantielle, et T' I'un des opérateurs M, M*“, o > 0, ou M.
Alors, il existe des constantes C et C,, 1 < p < 400, telles que, pour f € L}OC(R”),
on a:

(i)
ITfllp1oe @y < CllS L Ry -
(ii) Pour 1 < p < +o0,

||Tf||Lp(Rn) < Cp”f”Lp(Rn)-
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Démonstration. Pour démontrer le (i), nous démontrons un résultat plus précis et plus
complet:

Lemme 4.2.1.
Soit 2 une famille substantielle, et soit p une mesure de Borel sur R". Pour x € R",

posons Mg u(z) = sup Zlﬂ(x). Alors
r>0

||M6M||Lloo(Rn) < B4 || (R™),

|u| désignant la variation totale de p.
En particulier, si f € L}, .(R™), on a

1M fllpros Ry < B4 Fll 2 By
et, pour a > 0,
||Mf||Lloo(Rn) < ||M*af||Lloo(Rn) < Ca4”||f||L1(Rn),
avec Cyp, = max(1,a™).

Démonstration. Pour N € N et o > 0, posons En(c) = {Méu > 0} N B(0,N). Pour

tout € En(0), il existe donc E, € Q tel que = € E, et %> o. Les E;, z € En(0)

forment un recouvrement de En(c), et, par le lemme de Vitali (proposition 4.1.2), on
peut trouver une suite (E,) de ces ensembles telle que n # m implique E, N E,, = 0 et

AMEn(0)) < p4™ Z)\(En). Par suite, on a

MEn(0) < TS (B = Zpariu (UE> < 44" |l (RY).

En faisant tendre N vres l'infini, on conclut donc que 0')\{M6 f> a} < B4™ | p|(R™), ce

qui montre le lemme.
La preuve du (ii) du théoréme en découle aussitdt: en effet, pour p = 400, le résultat
est évident, et il suffit alors d’appliquer le théoréeme de Marcinkiewicz (théoréme 3.3.1).

Si on pose Ky(z) ZWXB(O’@ (), on remarque que M f(z) = ?51;13 K+ |f|(x) et

M*f(x) = sup sup K;x |f|(y). K¢ s’appelle le noyau de Hardy-Littlewood; c’est
t>0|z—y|<t
une unité approchée au sens suivant:
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Définition 4.2.2.
On dit qu’une famille (K;), t €]0,1], est une unité approchée dans L'(R") quand
t — 0, si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

Q) /R Ky(z)dz = 1, V¢ €]0, 1];

(ii) M > 0 tel que /R |K¢(z)|de < M, Vt €]0,1];

(iii) V5 > 0, 1im/ Ky (2)|ds = 0.

t=0 JRr\ B(0,5)

Exemple. Un exemple classique d’unité approchée est fournit par le noyau de Fejer.
Proposition 4.2.1.

Soit K; une unité approchée dans L*(R™). Alors

1°)VfeLPR™),1<p<+oo, K;* f tend vers f dans LP(R™) quand t — 0.

2°) Si g est continue & support compact, K; * g converge vers g uniformément sur
R™ quand t — 0.

Démonstration. Montrons tout d’abord le 1°). Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la
condition (i), on a

s £~ 1l < [ 1Kl | [ 150 =) = so)Pas] an,

d’ot1, en coupant la premiere intégrale en deux

IKox f = fIIE, < /B o KISy = 1y 201 /R Ko(y)ldy,

"\ B(0,9)

)

ou fy(x) = f(z —y). Le second terme du second membre de I'inégalité ci-dessus tend vers
zéro quand ¢ — 0, pour tout § > 0 (hypothése (iii)), et le premier peut étre rendu aussi
petit que 'on veut en choisissant correctement § d’apres le lemme suivant:

Lemme 4.2.2.
Avec les notations ci-dessus, |li|m0 .fy = fllz»®Re) = 0.
y|l—

Démonstration. Si f est continue a support compact, elle est uniformément continue et
le résultat est évident. Soient alors f, continues & support compacts telles que || fn, — f|| 1
tend vers zéro quand n — co. On a

=2lfn = Fll + Il fny = full;

et la conclusion s’obtient en choisissant correctement n puis |y| assez petit.
Le 2°) de la proposition se démontre facilement de la méme maniére: on écrit (K; x

9—9)(y) sous la forme I + I ou I = / Ki(z)(9(x — y) — g(y)dz et I, 'intégrale
{l=|<6}
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correspondant au domaine complémentaire. On choisit ensuite 6 > 0 de sorte que, grace
a 'uniforme continuité de g, I; soit majorée par €, puis on majore la deuxieme intégrale

par ||g|oo / |K¢(x)|dz, et cette derniére intégrale tend vers zéro quand t — 0 par
T|>

hypothese sur K;.

Corollaire.

Soit f € L'(R™). Quand t — 0 f(y)dy tend vers f dans L*(R™).

1
’ )\(B(x,t)) B(z,t)
Remarquons maintenant que si 'on pose 1g(p) wl X[0,p[» OU wy est le volume de la

boule unité dans R™, on a K(z) :t—n%('t—'). Ceci nous amene a poser la définition

suivante:

Définition 4.2.3.
Soit 1 : [0, +0o[— R une fonction décroissante possédant les propriétés suivantes:

+oo
@) [ wehare) =nwn [ " po)dp =1
(b) 36 > 0 et ¢ > 0 tels que Y(p )Sp 5

Posons alors 1 (x) tnw(m). Soit f € L (R™), si ¢ x f est définie, on appelle

fonction maximale radiale M, f associée a v et fonction maximale non tan-
gentielle My f associée a ¢, et a a > 0, les fonctions définies par

My f(x) = igg\(wt * f)(2)],

et

My*f(z) =sup sup |(¥* f)(y)].

t>0|z—y|<t

Remarque. My f et M;*f sont définies pour f € U LP(R") et sont des fonctions
1<p<oo
mesurables. M, et MJ)O‘ sont des opérateurs sous-linéaires.

Proposition 4.2.3.
Sous les hypothéses de la définition ci-dessus, (1y) est une unité approchée dans
LY(R™). En particulier, si f € L*(R™), 1 * f tend vers f dans L'(R") quand t — 0.

Démonstration. 1l faut vérifier les conditions (i) (ii) et (iii) de la définition 4.2.2. (i) et
(ii) sont immédiats par un changement de variable:

/ Py (z)dz = nw /+OO u™ " p(u)du = 1
Re ’ " 0
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(iii) se voit de la méme maniere

T du nwyct?

+oo
Yy (z)de = nwn/ w1 ap(u)du < wnc/ = ,
/B(OJI)C t n/t L

qui tend vers zéro quand ¢ — 0.

Proposition 4.2.4.
Les notations étant les méme qu’a la proposition précédente, il existe une constante
C > 0 telle que pour tout z € R*, ona My f(z) < CM f(z) et M f(z) < CM** f(z),
a> 0.

Démonstration. La proposition résulte du lemme suivant:

Lemme 4.2.3.
Avec les notations de ci—-dessus, il existe une constante C ne dépendant que de ¢ et
n telle que pour tout & € R™, on a

+oco
(&) <C (Kt@) £ o Kgees (»:)) .
k=0

Démonstration. Puisque 9 est positive décroissante, on peut écrire

Y(y) < ¥(0)xq0,17(y) + Z ¢(2k)X[2k,2k+1[(y)

< (0)xq0,1((w) + D ¥(2)xp0,2+1(y)-

Par suite,
> 1
P(§) < ¢(0)tlnXB(o,t) €) + Z¢(2k)2(k+1)nm><3(o,t2k+l)(5)-
0

Comme K (¢ XB(0.t) (&) et ¥(2%) < 277k27K0 ] vient
jXB(o0

_ 1
=X(B(0,1))
$e(€) < wn lwom (€) + 26 s Ko (5)] <d [Kt(o +3 K ©).

La proposition s’en déduit aussitot: d’apres le lemme, on a

< CMf(z),

My f(a) < ¢ [Mf(w) +3 oM (@)
k
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et de méme, My f(z) < CM** f(x).

Théoreme 4.2.2.
T étant I'un des opérateurs My, et Mlzo‘, a >0, on a:
(1) 3C > 0 tel que [|[Tf|l100 < CIf|1;
(ii) pour 1 < p < 400, 3C, > 0 tel que || T f|l, < Cpllfllp-

Démonstration. Résulte immédiatement de la proposition précédente et du théoreme
4.2.1.

Théoréme 4.2.3 (limites non tangentielles).
Soient ¢ comme précédemment, f € LP(R™), 1 < p < 400, et « > 0. Alors pour
presque tout x € R", on a

lim{ sup /Rnﬁﬁt(y—ﬁﬂf(&)—f($)|d)\(§)}=0-

t—0 lz—y|<at

Démonstration. On utilise le lemme suivant:

Lemme 4.2.4.
Soit f € LP(R™), 1 < p < 4o00. Alors, K; étant le noyau de Hardy-Littlewood, pour
presque tout x € R™, on a

sup sup [ Kily— €)[f(€) = f(2)|AA(E) < +oo.
t>0|z—y|<tJ Rr

Démonstration. Si p = +00, on a

[ Kty =17 = )N < 201 oy

et la preuve est finie. Supposons donc p < 4+o00. Par I'inégalité de Holder, il vient

1/p
[ K= 0170 - f@NO < 1@+ ( [ Kl -5 ©F @)

Pour conclure, il suffit d’utiliser le lemme 4.2.1 avec la mesure p = | f|*/P) car une fonction
de L' est finie presque partout.

Démontrons maintenant le théoreme 4.2.3. Considérons tout d’abord le cas = 1. Soit
x € R™tel que la conclusion du lemme 4.2.4 soit satisfaite, c’est-a-dire

sup sup /R Kuly—€)I(6) — F(2)|ar(©) = M < +oc.

t>0|z—y|<t
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Alors, la série 22% étant convergente (puisque 0 > 0), d’apres le lemme 4.2.3, pour tout

k
e > 0, il existe N (e, M) € N tel que, pour |z — y| < ¢,

[ty = O17€) = F@Ir©
<C [ Kily= 0l - @)X

N(e,M)

03 g [ K= OIF€) — F@IAA©
+e,

et la conclusion résulte donc du théoreme 4.1.1.
Le cas général a > 0 s’en déduit aisément. Soit * la fonction définie par “(p) =

o™y (ap). On voit immédiatement que ¥ vérifie les deux hypotheses de la définition

4.2.3, et comme ¢ (z) = o™ (ax), le cas o = 1 appliqué a ¥g* et a la fonction z — f(ax)
donne (aprés un changement de variable élémentaire), pour presque tout =’ € R™,

fim sup [ ulan/ = OI(Q) = Flaw)laNQ) =

t—)olml_yll<t
ce qui donne le résultat cherché si on pose z = ax’ et y = ay’.

Remarque. La démonstration du théoréeme 4.2.3 que nous venont de donner utilise
les théoremes 4.2.1 et 4.1.1. On peut donner une démonstration du théoreme 4.2.3 qui
n’utilise que le théoréme 4.2.2 (et par la méme occasion redémontrer le théoréeme 4.1.1
pour f € LP(R™)). Cette démonstration étant instructive nous allons la donner maintenant
(avec @ = 1, le cas général s’en déduisant comme ci-dessus).

On considere tout d’abord le cas p = 1. 1l est clair qu’il suffit de faire la preuve dans le
cas ou f est a valeurs réelles. On commence tout d’abord par montrer que, pour presque
tout x € R™,

(1) lim sup ¥ * f(y) =lim inf o * f(y) = f(x).

E=01—y|<t t=0jz—y|<t
Pour cela, posons

Qi(z) = Tm sup o+ f(y) — lim v+ £(y).

t_)0|$—y|<t |z—y|<t

Soit g une fonction continue & support compact telle que f = g+ h avec ||| <75, n >0
fixé. Comme f — Q*JZ est linéaire, on a Q*JZ = Q; + €27 . D’apres la proposition 4.2.1, on a

Q% (x) = Qf (x) pour tout = € R". Or, |Q4] < 2M%h, donc {Q; > e} C {M;;h > 6/2},

63



et, d’apres le théoréem 4.2.2, A{M{Zh > 6/2} §¥||h||1 Sgn. Comme 7 peut étre choisi

aussi petit que 'on veut, et que Q*JZ > 0, on en déduit que I’ensemble { } #* O} est

négligeable. Par suite, les deux limites de la formule (1) existent presque partout et sont
égales & 7}ir% Yy x f(x), et, puisque ; * f tend vers f dans L'(R™) (proposition 4.2.1), il
H

existe une suite ¢; tendant vers zéro telle que v, * f tend vers f presque partout, ce qui
acheve de démontrer (1).

On termine alors la preuve en procédant comme dans la preuve du théoréeme 4.1.1.
Soit S un sous-ensemble dénombreble dense de C. Soit N € N, et, pour r € S, posons
Iy (@) = |f(z) = r|xB(,n)- D’apres (1), pour presque tout z € R", on a

() lim sup / ey — 15 (€)dz = [y (x).

t_)0|w—y|<t

Si B, est 'ensemble des z € R™ tels que, pour tout x € B,., (*) ait lieu pour tout N € N,
A, = B¢ est négligeable. Voyons alors que pour tout « € B,, on a

) lim sup / by — OIF(€) = rlf€ = |f(z) — 7.

t_)0|w—y|<t

D’apres (2), pour N > |z], on a

lim sup / V(Y — €)|£(€) — rlde = |f(z) — ],
{I¢I<N}

t—)le_y|<t

il suffit donc de voir que

(4) It = sup /{ oy Py = 91O vl

|lz—y|<t

tend vers zéro quand N tend vers l'infini uniformément par rapport a ¢ < 1. Remarquons
que [£| > N, |z —y| < 1 impliquent |z —y| > N — |z| — 1 et par suite

/ Yaly — €)dé < / o1 (v)d,
{|¢€|>N} N—|z|-1

et cette derniere intégrale tend vers zéro quand N — +o0. Par ailleurs,

T4 = / ey — €)1 F(€)de < / (O (y — Oldc,
{l¢I>N} {I¢I>N—|z|-1}

et, par les propriétés de ¢, pour t <1,

t C

Iy < F(E)dE,
N (N—\x|—1)"+‘5/{|£|N—2|w|—2}| )
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et cette derniére intégrale tend zéro quand N — +oo. Ceci termine de montrer (4) et donc
aussi (3).
Soit A = U A, et soit zg ¢ A. 1l existe r € S tel que |f(zo) — r| < e. Par suite, pour

resS
tout ¢t > 0 et tout y € R™, on a

/ ey — EF(€) — f(wo)lde < / ey — ) F(€) — rlde + e

et le théoreme découle donc de (2).

Reste avoir le cas général p > 1. Si f € LP(R™), pour N € N, on considere fx = fxp(o,n)
qui appartient & L'(R™) et on lui applique le résultat que 'on vient de montrer. Puis on
utilise le méme procédé que celui que l'on a utilisé pour déduire (3) de (2).

Théoreme 4.2.4.
Soit p une mesure complexe sur R™ et soit « > 0. Alors pour tout t €]0,+o0],
Yy * u € LY(R™), et, pour presque tout x € R®,

im sup |9+ p(y) — Dp(z)| =0
t_)0|ac—y|<at ’

Démonstration. D’apres les théoremes 4.2.3 et 4.1.2, il suffit de voir que si pus L A,
presque partout sur R", on a

lim sup |4 * ps| = 0.
t—)0|$_y|<at

On raisonne comme dans le théoréme précédent. Tout d’abord, on peut bien siir supposer
is > 0. Supposons en premier lieu o = 1. Il résulte alors du lemme 4.2.1 que, pour presque

tout x € R™, sup ZLHS|($) < 400, et, pour de tels x, par le lemme 4.2.3, pour tout € > 0,
>0

il existe N(z,¢€) € N tel que, pour |z —y| <t,¢t> 0, 0n a

N(z,e€)

[ o= ami©) < €| [ Ky =@+ 3 555 [ Kuowos (v = 9ie(©) <.

0

La conclusion résulte donc du lemme 4.1.3.
Pour le cas général a > 0, d’apres ce qui précede, il suffit de voir que si @ > 1, on a

lim sup Ki*ps(y) =0
2015 y|<at

presque partout. Or, si, pour |z — y| < at, on pose y = :v—l—é(y —z), on a B(y,t) C
B(y',at), et comme pgest positive, il vient K x ps(y) = a"Kar * us(y'), et (puisque

|z —y'| <t < at), la conclusion résulte & nouveau du lemme 4.1.3.
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Exemples. 1°) Si on prend

P(p) = (,;2 s 11) CESYYPR

on obtient le noyau de Poisson sur R":

P,(z) = (m2 N t;) m+1)/2°

sur lequel nous reviendrons en détails au chapitre suivant.
2°) Si on prend

¥(p) :%pe_f/z,
(47)
on obtient le noyau de Gauss:
W (2) = L e
(47)

3. Application a un théoreme d’intégrale singuliere.

Proposition 4.3.1.
Soit f € LY(R™), f > 0, et soit a > 0. Il existe un fermé F C R™ et des constantes C,
C et (5 ne dépendant que de n avec les propriétés suivantes:
(i) f(z) < « presque partout sur F.
(ii) Si @ = R"\F, il existe une suite de cubes Q; tels que

(a) Q= U Qj, et pour i # j, QY N QP =0, ot QY désigne l'intérieur de Q;.
J
(b) 1 existe deux constantes C; et Cq telles que Vi,
Crdiam(Q;) < d(Q;, F) < Cadiam(Q;)
() M) <& |||
1
d) ~~~ dy < Ca.
@) 3ty |, /@y < Co

Démonstration. On prend F :{M f< a} (M f étant la fonction maximal de Hardy-

n
Littlewood) d’ou 2 = {Mf > a}. D’apres le Lemme 4.2.1, on sait que A(f2) §%||f||1.
On voit facilement que M f est semi-continue inférieurement, et donc F' est fermé. D’apres
le théoreme 4.1.1, on a f < M f presque partout, donc (i) est satisfait. Il ne reste plus qu’a

construire les cubes vérifiant (a) et (b), et & montrer (d). Pour cela on utilise le lemme
suivant:

Lemme 4.3.1.
Soit F' un fermé non vide de R™, et Q = R*"\F. Alors 2 est réunion d’une suite de
cubes @Q); vérifiant les conditions (a) et (b) de la proposition 4.4.1.
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Admettons un instant le lemme pour finir la preuve de le proposition. Il est clair que
F # () puisque Q est de mesure finie. Appliquons le lemme & F', et démontrons que 'on a
(d). Soient Q; un des cubes, et p; € F tel que d(F,Q;) = d(p;, @Qi). D’apres la condition
(b), d(pi, @;) est comparable au diameétre de @); (dans un rapport indépendant de i), et par

suite si B; est la plus petite boule ouverte centrée en p; et contenant (9, on a igglg <,

¢ ne dépendant pas de i. Puisque M f(p;) < o, on a

1 1
oz A(Bo/Bi Tax2 X Jo, 7™

ce qui montre (d).

Démonstration du lemme 4.4.1. Soit Mg 'ensemble des cubes de R™ dont les sommets
ont des coordonnées entieres. Pour tout k € Z, on considere M = 27XM: pour chaque
cube de My, on obtient les cubes de My en coupant les cotés par 2 ce qui donne 2"
cubes. Les cotés d’un cube de My valent donc 27K et leur diametre vaut n'/22=%. Soit

Qo ={reR" /27" <d(z,F) < 275},

+oo
ou c est fixé pour 'instant, et posons {2 = U Q. De plus posons

— 00

Fo=|J{QeMi/Qnu+#0}.

keZ

Fo est dénombrable et, si ¢ > n'/2,

o= @

QeFo

1/2

Si on prend ¢ = 2n"/~, on a alors

diam(Q) < d(Q, F) < 4diam(Q), VQ € Fp.

La seule chose qui manque est que les cubes vérifient la deuxiéme condition du (a). Or
supposons que ’on ait deux cubes Q1 € My, et Q2 € My,, tels que QYN QS # 0; alors par
construction méme des cubes 'un est nécessairement contenu dans l’autre: par exemple
Q1 C Qo clest a dire k1 > ky. Soit Q € Fy; alors il existe un et un seul cube maximal
contenant () et appartenant & Fp: en effet, la condition (b) montre qu’il existe un tel
cube, et s’il y en avait deux, il se couperaient et, par le raisonnement précédent, I'un serait
contenu dans ’autre. Pour la méme raison les cubes maximaux sont d’intérieurs deux a
deux disjoints et par ce qui précede, leur réunion est égale a (2. Ceci acheve de prouver le
lemme 4.3.1.
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Proposition 4.3.2.
Soit K € L*(R™). On suppose que:
(a) La transformée de Fourier K de K vérifie |K(z)| < B.

(b) K est de classe C' dans R*\{0} et | v K(x)| < ‘:L_|§+1'

Pour f € LY(R*) N LP(R®), 1 < p < 400, on pose

Tf@) =K+ f@) = [ Ko=)l

Alors:
1°) Test continu de L*(R™) dans LY'**°(R™). Plus précisément, il existe une constante
C ne dépendant que n et B telle que, pour toute f € L1(R™) on a

”TfHLloo(Rn) < C||f||L1(Rn)-

2°) pourl < p < +oo, T est continu de LP(R™) dans lui méme. Plus précisément, il
existe des constantes Cp, ne dépendant que n, B et p, telles que pour toute f € LP(R™)
on a

||Tf||Lp(Rn) < ||f||LP(Rn)-

Démonstration. Remarquons tout d’abord que T'f est bien définie, car, par I'négalité de
Holder, [|Tf[lx < [[K[l2]l ]

Dans toute la démonstration qui va suivre, C' désignera des constantes qui ne dépendent
que de n et B. R

Premiére étape. F étant la transformée de Fourier, on a F(Tf) = K, donc, si f €
LN L2, || F(Tf)||2 < B||fl|2. Alors par le théoréme de Plancherel et la densité de L1 N L2
dans L2, on obtient que T s’étend en un opérateur continu de L? dans lui méme et que

(1) ITfllz2Rey < Bllfll p2(Rey-

De plus, puisque

1T 2 ey > / TH2dA > o?A{ITf| > o},
{ITf|>a}
on a
B2
2) MITS > 0} < D12 ey

Deuxieéme étape. Nous allons maintenant montrer que 7T envoie L' dans L'®. Soit
f € LY(R™), et montrons que, pour o > 0, on a )\{Tf > a} S%Hf”y. Pour cela,
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appliquons la proposition 4.4.1 & |f| et & « et définissons la fonction g par

f(z) six € F,

gl)=9 1 , .
G /Q Sy sizeQs,

de sorte que sib=f — g, on a

b(z) =0 six € F,

/ b(y)dy =0 Vi
Q

J

Remarquons que g € L' (et par suite b aussi) car

Jraax< [1rax« X [ ilax< i,
F i 7
par définition méme de g. Vérifions maintenant que g € L?:

lglZ < a / sy / 9[2dA
F 7o

:a/F\f|d)\+Z%Qj)

Sa/F\fld)\JrCaZ/Q Fldr < Callf]l,,
j j

f(y)dy
Qj

par la condition (d) de la proposition 4.4.1. Par conséquent, si on applique le résultat (2)
de la premiere étape, il vient

a C
(3) MITgl > 5} < =1l -
Nous allons maintenant démontrer que
(4) /F Th() dz < C|lFll 11 Rey-

Pour tout j, soient b; = bxq; et y; le centre de ). Par définition de b, on a

(%) Thy(x) = / (K(z—y) - K — 5))b(y)dy.

J
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Prenons « € F' de sorte que x — y et  — y; sont non nuls. L’hypothese (b) faite sur K et
la propriété (b) de la proposition 4.4.1, montrent que

C
SUP|VK(5'3_’!/)‘ S n S n ’
YEQ; |z — y| 7 d(x, Q) !

et le théoreme des accroissements finis, appliqué dans (), donne que

| o W o Ib)
(@) < Cdiam(@) [ 2y~ Ciom(@) | e

Notons dr(y) la distance de y & F. La condition (b) de la proposition 4.3.1 donne

N@))diam(@)) < C [ de(w)dy

Q;

la condition (d) de la proposition 4.3.1 et la définition de g donnent

[ 1wy < [ 15an+ [ lglar < @y
@ Q; Q;

par conséquent (en utilisant & nouveau le (b) de la proposition 4.3.1), on obtient

Th(2) < Ca [ L)1) P CO‘/Q o) g,

Qj d(z, Qj)"*! i |z — 1/|n+1 .

En additionnant par rapport a j ces inégalités, il vient

or(y)
5 Th(x)| < C ———=dy, r€F.
(5) o) < O B

Lemme 4.3.2.
Dans les conditions ci—-dessus

/; A;‘—éi%gfﬁidxs<1mgy

|z -yl

Démonstration. En effet,

0 dx
// %dydiﬂ:/%(y) /711“ dy
FJRe |z —y Q Flz -y
dz
< 5F(y)</ T_H)dy
Q {lz1>6r ()} |2

sqL@@)l dy = CA(Q).




Finissons maintenant la preuve de la deuxiéme étape. Le lemme appliqué a (5) et le (c)
de la proposition 4.3.1 donnent alors (4). Or

9,\{3: € F ] |Th(z)| > 3} g/ ITb|dA g/ ITh|d,
2 2 {|Tb|>a/2} NF F

et par suite
C
Mz € F [|Tb(z)| > a/2} < —(Ifll1 (Re)-
D’autre part,

C
Mz € @/ Th(z)] > a} < MQ) < —|Ifllz2 Ry

par le (c¢) de la proposition 4.4.1, d’ou

C
MITb > a/2} < —l1Fll L (Rey-

Ceci et (3) terminent la preuve de la deuxiéme étape.

Troisieme étape: Pour 1 < p < 2, T s’étend en un opérateur continu de LP(R™) dans
lui méme. C’est une conséquence immeédiate des deux premieres étapes et du théoréeme de
Marcinkiewicz (Théoréme 3.3.1).

Quatriéme étape: montrons que T s’étend en un opérateur continu de LP(R™) dans lui

méme pour 2 < p < +00. Soit ¢ le conjugué de p (]1—) %: 1). Soient f € LPN L' et ¢ une
fonction continue a support compact telle que ||¢||q < 1. L’intégrale

1= [ | Ke=-prwewis

est absolument convergente, et, par le théoréme de Fubini, en posant K (z) = K(—z), il
vient

I= /Rn FW)E * o (y)dy.

Le résultat de la deuxieme étape et I'inégalité de Holder donnent

[ @] < Ol llelaay < Ol

ce qui acheve de montrer la quatrieme étape, et acheve par la méme occasion la preuve de
la proposition.

Proposition 4.3.3.
Si dans la proposition précédente on remplace la condition (b) par

) sup / K(z —y) — K(z)|ds < B,
y#0J { |z|>2|y|}

on a la méme conclusion.
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Démonstration. On reprend exactement la preuve de la proposition précédente. La seule
chose qu’il faut changer, est, dans la deuxiéme étape, la démonstration de I'inégalité (4),
c’est-a—dire

/F Th()|dz < Cllfll 1 -

Refaisons donc cette preuve. Pour tout cube (), notons Q* le cube de méme centre ho-
mothétique de Q dans un rapport 2n!/2. Posons Q* = UQ* et F* = R*\Q*. Alors

Q
QC QY F* C F et A(Q*) < 2°n™/2)\(Q). La formule (%) de la deuxiéme étape restant

valable, on a
|17y de < ) L. L =0 = K =)l e
< K (z —y) — K(z — )[|b(y)|dydz
XJ:/{ y u;)|1b(y) |dy

z¢Qr} JQ;

:Z/Q |b(y)|(/{$€Q"} K (z —y) _K(ac—yj)|dar>dy.

Mais y € Q;j et © ¢ QF impliquent |z — y;| > 2[y — yj[, et en posant 2z = x — y; soit
z—y=2z—(y—yj), il vient

K(z —y)— K(z —yj)|dz < K(z—-v) - K(z)|dz < B,
/{wm;}H y) - K(z - y3)| </{|zl>2|y,|}|< y) - K(2)\dz <

par hypothese. Finalement, il vient

/p Th(z)de| < BY (/Q

et on conclut comme dans la deuxieme partie de la preuve de la proposition 4.3.2.

J

\f\d)\—l—/Q \g\dA) < 2B||fllpr Rey>
i j

Remarque. La condition (b’) de la proposition 4.3.3 est plus faible que la condition (b)
de la proposition 4.3.2. En effet, si || > 2|y| > 0, la condition (b) du théoréme et le
théoreme des accroissements finis entrainent

on+1p
|K(z—y) — K(z)| < lel,

et par suite

/ |K(z —y) — K(z)|dz < 2°T' Bly| deﬂ = (2m)"2"B.
{Iz|>2|yl} {lz|>2yl} |z
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Théoréme 4.3.2 (théoréme de la valeur principale (Calderon-Zygmund)).
Soit K (z) une fonction mesurable vérifiant les hypothédes suivantes:

(a) Vi # 0, |K (@) < .

(b) Sup/ K(z—y) — K (2)|dz < B.
y#0 Jx|>2]y|

(c) Pour 0 < R; < Ry < 400, soit I(Ry, Rs) = / K(z)dz. Alors, pour
{R1<|x|<R2}
tous R;, |I(R1, R2)| < B, et lir% I(e, 1) existe.
e—

Pour tout € > 0 et toute f € L*(R*) N LP(R™), 1 < p < 400, on pose
Liw= [ K@)ie-yi
{lyl>¢€}

Alors T, est continu de LP(R™) dans lui méme (1 < p < +00), ||T|| < Ap ou Ap
ne dépend que de n, B et p, et Vf € LP(R"), lir% T.f existe dans LP(R") et définit
€e—

un opérateur T continu de LP(R™) dans lui méme que ’on note

Tf(z) = vp / K@W)f(@ - y)dy,

vp signifiant valeur principale.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que T f est bien définie car la condition (a)
du théoréme montre que K € L2(R™\B(06)) pour tout § > 0.

Dans la démonstration qui suit, les constantes C' qui apparaissent ne dépendent que n
et B et éventuellement de p.

Lemme 4.3.3.
Soit K une fonction mesurable varifiant les conditions (a), (b) et (c) du théoréme, et
posons pour € > 0
K(z) silx|>e,
K. (z)=
0 sinon.

Alors K, vérifie (a), (b) et (c) du théoréme si on remplace B par CB ot C ne
dépend que de n.

Démonstration. Soit K' = €K (ex); il est évident que K’ vérifie (a), (b) et (c) avec B.
Soit
K' si|z|>1,
K=
0 sinon.

Vérifions que K satisfait (a), (b) et (c) avec B remplacé par CB. Pour (a) et (c) c’est
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évident; montrons le pour (b). On a

[ K@-Kie-pes [ K@) - K@ ylds
{lz>2[y[} {lz[>2]y|}
+ \K'(z)|dx
{1<|z|<2}
+ [ Ko~ y)lds
{1<|z—y[<3/2}
< B + 2Bnwhy,

d’apres la condition (a) (car, |[x —y| < 1, |z| > 1, |z| > 2|y| impliquent 1 < |z| < 2 et
lz—y| > 1, |z| < 1 lz| > 2|y 1mp11quent 1< |a: —y| < 3/2), d’ou le résultat puisque
K (z)= e_nK’( )

Lemme 4.3.4. R
Avec les notations du lemme précédent, on a K. € L>(R®) et |K.(y)| < CB presque
partout, C' ne dépendant pas de €.

Admettons un instant ce lemme pour démontrer le théoréme 4.3.2. D’apres les lemmes
ci—dessus et le corollaire du théoreme 4.3.1, T, s’étend en un opérateur continu de LP dans
lui-méme de norme majorée par A, qui ne dépend que de n, B et p. Soit g une fonction
de classe C! & support compact dans R®, et écrivons T.g(z) = I, + I§ + I§, ou

Ii(z) = /{|y|>1} K(y)g(z — y)dy,

I5(x) = / K@)z —y) - g(a))dy.
{e<L]y|<L1}

I5(z) = g(2) / K (y)dy.

{e<lyl<1}

La condition (c¢) montre que I§ converge dans LP vers Cg. D’autre part, la condition (a)
et 'inégalité de Holder montrent que ||I1||, < Cl|g|]1 car ||K||L»Re\B(0,1)) < +00. Enfin,
par le théoréme des accroissements finis, on a |[g(z — y) — g(x)| < A(z)|y|, et par suite, si
€1 < €9, en utilisant (a), il vient

dy

—— = C(z,n)B(e1 — €2),
a<lyl<es} |Vl

I5(x) - I5(2)| < A(2)B /{

et comme z appartient & un compact de R”, on conclut que, quand € — 0, I§(z) converge
uniformément par rapport & x donc aussi dans LP. Finalement on a montré que quand
¢ — 0, T.g converge dans LP. Soit alors f € LP, et écrivons f = g + h avec g de classe C!
et ||h|lp <n. Alors, pout €1 > 0 et €2 > 0,

ITe, f = Te, I, < 1 Te,g — Teagll, + 245m,
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ce qui, d’apres ce qui précede, montre que quand € — 0 T, f converge dans LP et termine
la preuve.
Démonstration du lemme 4.3.4. Supposons tout d’abord ¢ = 1. Puisque

I?l(y): lim K1 (x)e?™<®Y>dy,
Ro+o0/{|z|<R}

pour y # 0, on a I?l(y) =L(y)+ lim IZ(y), ou
R—+o0

Z/) / ) 2z7r<:v,y>d$ 12 / 1(:l:)e2l7r<:1c,y>dx_
{Iz1<} { pr<lel<r}

[yl

En utilisant les conditions (a) et (b), on majore I;(y) de la maniére suivante:

|11 (y () (e*™<"¥> — 1)dz| + Ki(z)dx
< Cly / ey @ eldz B
Blyl| dn r+B< <C'B
{lel<py} Il
Majorons maintenant |I£(y)|. Soit z =ﬁ, de sorte que e%"<#Y> = —1. On a alors

_/ Kl (:13 . Z)e2i7r<a:,y>dx — / Kl (m)e2i7r<a:,y>d$
{ L<l=I<R} { L<latz1<R}

= / Ky (z)eX™<®9> dy
{ & <l=I<R}

+ A(y, R).
On voit aisément que

Ay, R)| < / KldA + / KA,
Cl CZ

ot Ci :{Lg | gi} et Cy :{R—L 2| < R+2‘y|} Alors

2[y] 2[y| 2y~
d R+1/2
lim |Ki|dA < B lim 2~ BC lim log[w] =0,
R—+o0 [, R—+o0 )¢, |z[” R—+oo —1/2ly|

et par suite,

lim |A(y,R)| < B/ dr Blog3.
R—+00 c, |z®
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Par suite,

1
lim If(y)‘ < CBlog3 + —/ |K1(z) — K1(x — 2)|dx

< CB,

d’apres la condition (b) puisque |z| = et |zl 2‘—11” impliquent |z| > 2|z|.

1
_ 2[y|

Traitons maintenant pour finir le cas général ¢ > 0. Comme dans le lemme 4.3.3, con-
sidérons K’ = €" K (ex). Nous avons vu que K’ vérifie les méme hypothéses que K. Donc

d’apres ce qui précede, ‘f(K{)‘ < CB. Or, K.(y) = F(e"K! (c~'z))(y) = F(K!(ey)), par
un calcul direct, et le lemme 4.3.4 est démontré.
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CHAPITRE V

EQUATION DE LAPLACE
FONCTIONS HARMONIQUES

1. La formule de Green.

Lemme 5.1.1.
Soit Q un ouvert borné de R™ a frontiére 9 de classe C!, et soit v = (v1,...,vp) la

N
normale extérieure unitaire a 0. Soit w = (w1, ..., wy,) un élément de (Cl(Q)) , et

n
posons div(w) = Zggjz Alors, A désignant la mesure de Lebesgue sur R™ et o la
1
i=1
mesure euclidienne (n — 1)-dinensionnelle sur 0S2, on a

/ div(w)dA = <w,v>do = / (Z wyg-) do.
Q a0 09 \ iZ

Démonstration. Les hypotheéses sur ) font qu'il existe p € C1(R") telle que Q = {p < 0}

et \7p # 0 sur 0€2. Alors v :| V1P| (883':01 , ...,gxp ) Nous utilisons maintenant le lemme

de géométrie différentielle suivant:

Lemme 5.1.2.
Avec les notations précédentes, et en posant
wi = (—1)%dz; A oo Ndzi—y ANdxipr A oo Adxy,

on a . "
dp do
Loy o = 2w
o i—1 zi |7 p| Q=1
Démonstration. Vérifions brievement que sur 0€2, on a w; :% %, 1 <1 < n. Cette
1

relation étant locale, il suffit de la vérifier au voisinage de tout point zy de 02 que ’on peut
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supposer étre l'origine. Si p = z; au voisinage de l'origine, c’est évident. En écrivant le
développement de Taylor de p au voisinage de 1’origine a I’ordre 1, on voit que les relations
sont évidentes si ce développement s’écrit p = x1 + termes d'ordre > 2. On se rameéne
alors a ce cas par un changement de variables linéaire.

La démonstration du Lemme 5.1.1 résulte aussitot du Lemme 5.1.2 et de la formule de
Stokes.

Proposition 5.1.1 (formules de Green).
Soit Q un ouvert borné de R™ & frontiére de classe C'. Soient u et v deux fonctions

_ 2
de C?(Q). On a, en notant Au :Z% (Laplacien de u), u :( Ou Ou )

0x1’ " 0xy
(gradient de u), %:< Vu,v > (dérivée normale extérieure de u), les formules
suivantes: 5
/Aud,\:/ <vuv>do= | Zdo;
Q a0 aq OV

/vAud)\—l-/ <Vu,vv>d)\:/ v%da
Q Q aq Ov

(1%r¢ identité de Green);

(22™e identité de Green).

Démonstration. La premiere formule s’obtient en appliquant le lemme 5.1.1 a w = yu.
La premiere identité de Green découle du méme lemme en prenant w = v 37 u. Enfin la
seconde identité de Green est la premiere appliquée deux fois.

2. Propriété de la moyenne, principe du maximum.

Définition 5.2.1.
Soit © un ouvert de R™. On dit qu’une fonction u € C?(Q2) est harmonique (resp.
sous-harmonique, resp. super-harmonique ot sur-harmonique) si Au = 0
(resp. Au > 0, resp. Au <0).
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Théoréme 5.2.1 (formules de la moyenne).
Soit  un ouvert de R™. Soit u € CR(R™).
1°) Supposons u harmonique (resp. sous-harmonique, resp. super-harmonique).
Alors, pour tout y € € et toute boule B = B(y, R) C €2, on a les relations:
1

= < ) [ — .
(a) u(y) = (resp. <, resp. >) o BT - udo
_ 1
(b) u(y) = (resp. <, resp. Z)wan/B ud.

ol wy, désigne le volume de la boule unité de R".
2 ") Réciproquement, si, pour toute boule B = B(y,R) C Q, on a la relation (a),
alors u est harmonique (resp. sous-harmonique, resp. super-harmonique).

Démonstration. Montrons tout d’abord le 1 ). Pour simplifier les notations montrons les
formules (a) et (b) sur une boule B = B(0,R) C 2 centrée a l'origine. Soient 0 < p < R

et B, = B(0,p). La premiere formule de la proposition 5.1.1, montre que %da =

Y 89 ,
O(resp. > 0, resp. < 0). Or B, = {(sz) < p}, et par suite, sur 0B,, 6—7;:

(Z .’Ez%> % Il vient donc
(2

= (resp. >, resp. <)O0.

Par conséquent, puisque p < R, on a

pl_"/ u(xz)do(z) resp. <
9B, resp. >

Rl_"/ u(z)do(z).
OBp
En faisant alors tendre p vers zéro, on obtient

1
/aBp u(z)do(z) = nw,u(0),

111

ce qui donne la formule (a). Le (b) s’en déduit aisément. Par le théoréeme de Fubini, on a

oo e (], )
u = uaoc P,
wan Br wan 0 8Bp
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et il suffit donc d’apliquer le (a).

Démontrons maintenant le 2°). Comme précédement, pour simplifier les notations,
supposons 0 € €2, et montrons que u est harmonique (resp. sous-harmonique resp. super-
harmonique) en zéro. Pour x # 0 et 7 > 0, posons

1 1 .
ot e sin23
v(z) = i
log— in=2.
og o sin

On vérifie alors immédiatement que pour z # 0, Av(z) = 0. Appliquons maintenant la
seconde identité de Green a u et v sur B,\B,, 0 < p < r (ou l'on a noté B, = B(0,1)):

/ vAud\ = —/ u%da +/ <U% — u@>da.
Br\Bp 8B, 81/ aBp 81/ 8V

Faisons maintenant tendre p vers zéro: puisque u est de classe C? et que do(9B)) est
équivalent & p"~1, il vient

. ou
1111(1) v—do = 0.
p=9JoB, OV

Par ailleurs, la normale extérieure & R™\ B, est égale & ’opposée de la normale & B, c’est a

dire (—%)195". Un calcul direct donne donc %: —(n —2) pnl—l sin>3et g;;z: —%
si n = 2, et par suite, quitte a remplacer v par %, on obtient
n—21
9 lir%— — udo sin >3
v p— C
lim ua—da = lpl " 0B, = —u(0).
#=0JoB, OV lim — —— udo sin =2

p=0 pc2/oB,

Un calcul immédiat montre que ¢, = n(n — 2)w, sin > 3 et ¢, = 2wy si n = 2, et par
Jv__ 1
T (9V nwnrn—la

1
/ vAud\ = u(0) — 7_1/ udo.
B, nwnrn 9B,

Supposons maintenant que 'on ait < dans ’hypotheése (a) faite sur u. De (x), on déduit

donc / vAud\ < 0. Comme u € C2, on a Au(z) = Au(0) + O(|z|). Par conséquent
B

r

suite, sur 0B et il vient donc

(%) Au(O)/B Ud)\—l—/B v(z)O(Jz])dA(z) <0

r r
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Or un calcul direct montre que

panlz=2)) o
—rnw,| = ——]|, sin>3,
/vd)\: 2. n

B,

—r2A,, avec As > 0, sin =2,

et
< Cr?,

/B 0()0(|z])dA(z)

donc, en multipliant (*) par %, et en faisant tendre r vers zéro, on obtient Au(0) > 0. De
T

la méme maniere, si on avait > dans ’hypothese (a) faite sur u, on trouverait Au(0) <0,
ce qui termine la preuve du théoreme.

Remarque. Une intégration en polaires montre que la condition (b) du théoréme est plus
faible que la condition (a) (voir propositions 5.2.1 et 5.3.3).

Théoréme 5.2.2 (principe du maximum).
Soit © un ouvert connexe de R™. Soit u € CR(Q2) telle que pour toute boule B =
1
wnR" |5
et V' un voisinage de y, tels que u(y) = sup u(resp. inf,, u),alors u est constante sur
1%

B(y, R) contenue dans Q on a u(y) < (resp. > ) ud. Alors, s’il existe y € Q

Q. En particulier, si de plus u € CR(S)) et est non constante, on a pour tout z € (,
u(x) < supu (resp. > infu).
a0 o0

Démonstration. Supposons par exemple que l'on ait < dans I'hypothése sur w. Soit
M = u(y) = supu, et posons Qp = {:1: €Q/u(x) = M} Qs est clairement fermé et
Q

non vide. Soit z € Q7. L’hypotheése implique que si B = B(z, R) est contenue dans €2, on

a
1

- M )
wan/B(u )\

Oru— M <0 sur V, donc, R étant assez petit, si u — M < 0 en un point de B, on aura

0=u(z)— M <

/ (u— M)dX < 0, ce qui est impossible, et par suite, u = M dans B, ce qui montre que
B

Qpr est ouvert. Comme 2 est connexe, on a 2y = 2. Le cas > dans ’hypothése sur
s’en déduit en remplacant u par —u.

Corollaire.
Q étant comme dans le théoréme ci-dessus, soient u et v des fonctions de CR(Q2) N
CR(Q). Alors:
1°) Au= Av dans Q et u = v sur 0 impliquent uw = v dans .
2°) Au=0, Av > 0 dans Q et u = v sur 02 impliquent v < u dans .

3°) Au=0, Av <0 dans Q et u=v sur 0X2 impliquent v > u dans €.
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Démonstration. Résulte des deux théoremes précédents.

Ce corollaire suggere de généraliser la définition des fonctions sous-harmoniques et
super-harmoniques de la maniere suivante

Définition 5.2.2.
Soit € un ouvert de R™. On dit qu’une fonction u de @ dans [—oo, +oo[ (resp.
| — 00, 400]) est sous-harmonique (resp. super-harmonique) si elle vérifie les deux
conditions suivantes:
(a) u est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement);
(b) pour toute boule B telle que B est contenue dans 2, et toute fonction v € C(B)

harmonique dans B et telle que u < v (resp. u > v) sur OB, on au < v (resp. u > v)
dans B.

Proposition 5.2.1.

Soient 2 un ouvert de R™, et u une fonction de Q dans [—o0, +00[ (resp. | — oo, +0])
semi-continue supérieurement (resp. inférieurement). Alors, si 'une des deux condi-
tions suivantes est satisfaite,

(i) Il existe R > 0 tel que pour toute boule B = B(z,r), r < R, telle que B est
contenue dans 2 on a u(z) < (resp. 2)%/ udo,

nwp R 9B
(i) 1l existe R > 0 tel que pour toute boule B = B(z,r), r < R, telle que B est

contenue dans €2, on a u(x) < (resp. > )w 1R"/ udA,
n B

u est sous-harmonique (resp. super-harmonique) dans ).

Démonstration. Faisons la démonstration pour les fonctions sous-harmoniques avec la
condition la plus faible c’est-a-dire la condition (ii). Soit B une boule dont ’adhérence
est contenue dans 2, et soit h € C(B) une fonction harmonique telle que v < h sur
0B. Supposons que 'on n’a pas u < h sur B. La semi-continuité implique donc que si
M = sup(u — h) > 0, {u —h= M} = F est un compact non vide de B. Soit alors zp un

B
point de F' tel que dist(zo, 0B) = dist(F, dB). Si By est une boule centrée en zg, de rayon

r < R, d’adhérence contenue dans B, B, rencontre le complémentaire de F' dans B, et par
suite, u — h est strictement plus petite que M sur un ouvert non vide de By. Ceci contredit
I'inégalité de la moyenne volumique pour u — h (hypothese (ii) et théoréme 5.2.1).

Théoréme 5.2.3 (inégalité de Harnack).
Soient Q0 un ouvert de R™ et €' un ouvert relativement compact dans Q. Alors il
existe une constante C' = C(n,Q, Q') ne dépendant que de n, Q et Q' telle que pour
toute fonction harmonique positive u dans €2 on a sg’p u<C 1£f u.

Remarque. On peut avoir u > 0, supgu = +00 et igf u = 0. Par exemple, la fonction

1—|z|?

1—2

est harmonique (car partie réelle de la fonction holomorphe T2

) dans le
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disque {\z| < 1}, strictement positive dans le disque, nulle si |z| = 1, z # —1 et lorsque

z — —1, u(z) = +o0.

Démonstration du théoréme 5.2.3. Soit x € Q et R > 0 tel que B(z,4R) C Q. Soient
y1 et y2 deux points de B(z, R). Puisque B(y1, R) C B(z,2R) et B(x,2R) C B(y2,3R),
il résulte du théoreme 5.2.1 que

1 1
/ udA < / ud,
Wn R" B(y1,R) wan B(z,2R)

u(y1) =

1 / 1
ulyy) = ——— ud)\zin/ wd,
(v2) wn(3R)" JB(ys 3R) wn(3R)" JB(z,2R)

et par suite, sup u < 3™ inf wu. Soient alors z; € 0 et 2o € O tels que u(z1) = supu
B(z,R) B(z,R) o2

et u(zy) = 1(I21,f u. Soit R > 0 tel que 4R < dist(ﬁl,aQ). Puisque €' est relativement

compact dans €2, il existe un arc continu I' contenu dans Q' de longueur plus petite qu’une
constante C ne dépendant que de n Q et Q' joignant z; & x. Il existe alors un entier N
ne dépendant que de n Q et Q' tel que T" soit réunion de N boules de rayons R centrées
en des points de T'. D’aprés ce qui précede, on a alors u(zy) < 3"™Vu(xs), ce qui montre le
théoreme.

3. Fonction de Green et noyau de Poisson.

On appelle solution fondamentale du Laplacien la fonction définie sur R® x R"
privé de la diagonale par

1 1
n(2 —n)w 70 SN 23,
(2,9) — T(@—y) =(z—yl) = "=~ Wem Izl
—loglz —y|, sin=2.
2w
Par un calcul direct, on vérifie que pour = # y, on a
0 1 =z —y
T(z—y)=—— 2 Y
0z; (=) nwy, |z — y|"
0 T(z—y)= 1 Oij _ n(z; — yi)(x; — yj;)
0x;0x; nwy | |z —y|" |z — y|" T2

En particulier, pour z # y, A;I'(x —y) = 0, c’est-a~dire que z — I'(z —y) est harmonique
sur R™\{y}.
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Nous dirons que I' et une fonction, mesurable f sont convolables si

Fef)= [ Te= i)

est définie pour presque tout y € R™ et si I'x f € L. (R™).

loc
Par exemple si f € L'(R™) et est a support compact, alors T' et f sont convolables (ceci

résulte du théoreme de Fubini).
Si I et f sont convolables, la fonction I' x f est appelée le potentiel Newtonien de
densité f.

Proposition 5.3.1. B
Soit Q un ouvert borné de R™ et soit u € C2(Q). Pour tout y € Q, on a

u) = [ (ue) (@ =)~ T -0 5o ) o) + [ T = pau(@are)

En particulier, si u € C2(R™) (i.e. est a support compact) on a pour y € R":

u(y) = /R T( - y)Au(a)iA)

Démonstration. En appliquant la seconde identité de Green (proposition 5.1.1) sur
O\B(y, p), p> 0, il vient

/Q o Tl PAUAE) = /6 ) (F(ac )2 ) — ) I (o - y))d(,(a;)
L (PG @) g =) Jaote)

Sur 0B(y, p) on a'(x—y) = v(p), et, par suite, / F(x—y)%(x)do(x)\ < nwpp !
9B(y;p)

or

~v(p) sup |Vul, ce qui tend vers zéro quand p — 0. Par ailleurs, sur 0B (y, p), 87(35—@/) =
B(y,p) x
. or 1 .
~'(p), et, par suite, / u(z) 5 —(z—y)do(x) :ﬁ/ u(z)do(z), ce qui tend
0B(y,p) vy Wnp 0B(y,p)

vers u(y) quand p — 0.

Corollaire 1.
Au sens des distributions, on a A,I'(x —y) = 6, (0, étant la mase de Dirac au point
y). En particulier, si f et T sont convolables, I x f = v est telle que Av = f.

Corollaire 2.
Soit u € C%(2) N C*(Q) une fonction harmonique. Alors u est analytique (i.e. locale-
ment développable en série entiére) donc en particulier de classe C*°. En conséquence,
u est entiérement déterminée par ses valeurs sur un ouvert (non vide) de Q.
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Démonstration. Ceci résulte du fait que, pour x € 92, y — I'(x — y) est analytique dans
Q.

Soit €2 un ouvert borné de R"™. Supposons que pour tout y € €2 il existe h, € C LQ)NC2 ()
une fonction harmonique telle que hy(z) = —I'(x — y) pour tout x € 9Q. Alors en posant
Ga(z,y) =T'(z — y) + hy(z), il vient, pour toute u € C2(2) N C(Q):

(%) u(y) = /6 Qu(x)wgiz’y)do(x)-i- /Q Go (s, y) Au(z)dA(z).

Remarquons de plus que la fonction h,, si elle existe est unique (corollaire de la proposition
5.2.2) et par suite la fonction G (avec les propriétés A,Go(z,y) = 0y et Go(z,y) =0 si
(x,y) € 002 x Q) est unique.

Lorsqu’elle existe, Go(x,y) est appelée la fonction de Green de Q et la fonction

Po(z,y) :%GQ (z,y) est appelée le noyau de Poisson de Q2. Nous appellerons formule

intégrale de Green la formule (x) ci-dessus.

Remarque. On peut démontrer que tout ouvert borné de R™ & bord de classe C! (et
meéme moins) possede une fonction de Green.

Nous allons maintenant donner explicitement la fonction de Green et le noyau de Poisson
d’une boule dans R™. Pour simplifier les notations, nous nous contentons de donner la
formule dans le cas d’une boule Bp = B(0, R) centrée a l'origine, le cas d’une boule
quelconque s’en déduisant par translation. Pour x € Bg, posons

R? .
_ —x, siz#0,
T=1 |
00, six = 0.

La fonction de Green de Bgr(0, R) est alors donnée par la formule

CMM—M) siy#0

%M\ (R), siy=0
2 2 1/2
7 m|+w\ —2<z,y>) )

2y, YR
— o2 + R -2<z,y> , siz #y.

Le fait que cette fonction est la fonction de Green de Bp résulte de ce que A, G(x,y) =9,
(définition de I' et calcul de ses dérivées) et que, pour (z,y) € 0Bgr x Br on a G(z,y) = 0.

G(x,y) GBR €z y
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De plus, on a G(z,y) = G(y, z), et G(z,y) < 0. Un calcul direct montre alors que le noyau
de Poisson de B(0, R) est donné par

R —[y* 1
nwpR |z —y[" "

P(z,y) = Ppp(z,y) =

En particulier, P(x,y) > 0.

Proposition 5.3.2 (intégrale de Poisson). B
Les notations étant comme ci-dessus, soit u € C2(Br)NC°(BRr). Siu est harmonique,
pour tout y € Br, on a

R2 — |y|2 ’LL($) dO’(J?)

u y =
) nwpR  Jap, |2 —yl"

Démonstration. Ceci est un cas particulier de la formule intégrale de Green (x).

Théoréme 5.3.1 (probléeme de Dirichlet classique dans Bg).
Soit ¢ € L>®(0BR), et soit u la fonction définie dans Br par

2 2
R i / (y) =do(y), sixz € Bg
u(r) = nwpR - Jopg [ —yl

o(x), siz € OBp.

Alors, u est harmonique dans Bg, et, si ¢ est continue en un point zo de 0BRg,
u(z) tend vers p(xo) quand x — xo, x € Br. En particulier, si ¢ est continue sur
0BR, u est continue sur Br et est égale a ¢ sur 0Bpg.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on a

/ Ppy (4, 2)do(y) = 1.
OBgr

Par conséquent,
o) —u(en)| < [ Pan(,)lel) ~ plan)ldoy).
8Br
Soit € > 0. Puisque ¢ est continue en g, il existe § > 0 tel que, si M = ||¢|| oo,
R2 _ ‘$|2

lu(z) — u(zo)| < e+ 2M —
(ly—zo|>5} MwnR|z — Y|

do (y).

Par suite, si |z — 29| < §/2, on a

2 n
lu(z) — u(zg)| < e + 2M R™2 <5) (R? = |z|%) < 2,
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si | — x| est assez petit.

Proposition 5.3.3.
Soit Q un ouvert de R™. Soit u une fonction continue (resp. semi-continue supérieure-
ment resp. semi-continue inférieurement) de €2 dans R (resp. [ — oo, + oo[, resp.
| — 00, + o0]). Les propriétés suivantes sontr équivalentes:
(i) u est harmonique (resp. sous-harmonique, resp. super-harmonique) dans Q.
(i) II existe R > 0 tel que pour toute boule B = B(x,r), r < R telle que B C Q, on
a u(x) = (resp <, resp > )W/BB udo.
(iii) 11 existe R > 0 tel que pour toute boule B = B(z,r), r < R, telle que B C {2, on
a u(x) = (resp <, resp. >) 1 n/ ud.

e

n

Démonstration. D’apres le théoreme 5.2.1 et la proposition 5.2.1 il n’y a que deux choses
a montrer: d’une part (i7i) = (4) dans le cas harmonique, et d’autre part (i) = (4¢) dans
les cas sous et super harmoniques. Voyons tout d’abord le premier point.

Soit B une boule de rayon R d’adhérence contenue dans €2. D’aprés le théoréeme 5.3.1,
il existe une fonction harmonique h continue dans B telle que hjap = ujap. D’apres le
théoreme 5.2.1, u — h vérifie la propriété de la moyenne volumique dans B. Alors, puisque
u — h est nulle sur le bord de B, d’apres le principe du maximum (théoréme 5.2.2), u = h
dans B ce qui termine la preuve.

Montrons maintenant le second point, par exemple dans le cas sous-harmonique. Soit B
une boule centrée en z dont 'adhérence est contenue dans €2. Soit ¢ une fonction continue
sur 0B telle que u < ¢. Soit h la fonction harmonique dans B qui est égale & ¢ sur 0B
(théoréme 5.3.1). On a donc u(z) < h(x), et par la propriété de la moyenne pour les

<

fonctions harmoniques, on a u(x) (pdo. Pour conclure, il suffit de se rappeler que, u

OB

étant semi-continue supérieurement, udo est égal a inf pdo.
5B p>u, pcontinue J5p

Corollaire.
Dans les conditions ci-dessus, si (u,) est une suite de fonctions harmoniques dans
Q qui converge uniformément sur les compacts de € vers une fonction u, alors u est
harmonique dans §2.

Théoréeme 5.3.2.
Soient Q2 un ouvert de R™ et (u,) une suite croissante de fonctions harmoniques dans
Q. Si il existe y € Q) tel que la suite (u,(y)) est bornée, alors la suite (u,) converge,

quand n — 00, uniformément sur les compacts de ) vers une fonction harmonique
dans ().

Démonstration. La suite (u,) étant croissante, (u,(y)) converge quand n — oco. Si €
est un compact de € contenant y, d’aprés I'inégalite de Harnack (Théoréeme 5.2.3), pour
(p,q) € N x N, p assez grand, on a donc sup(tp+q — tp) < C(tptq(y) —up(y)) < €, ce qui

QI

prouve le théoréme.

87



Proposition 5.3.4.
Soient Q un ouvert de R™ et u une fonction harmonique dans Q de classe C*. Soient

a € N, |a| <k, et Q' un ouvert relativement compact dans Q. Soit d > 0 la distance
de ' 4 0. Alors

||
nla
supiDuf < (™) suplul,
Q' d Q
ot D*u désigne une dérivée d’ordre o de u.

Démonstration. Soit y € Q, et soit R = dist(y, 02). Pour 1 < i < n, la fonction 37“ est

(2
harmonique dans €. Alors la propriété de la moyenne (théoreme 5.2.1, (b)) et le lemme
5.1.1 entrainent que, si on note Bp = B(y, R),

ou 1
= do.
o, (y) wn R" /GBR uv;do

Par suite, |Du(y)| S% sup |u|. Par récurrence sur k, si D* est une dérivation d’ordre
B(y,R)

|k
k (Ja| = k) et si R :%dist(y,aﬁ), il vient |D%u(y)| §(%) sup |ul, d’ot on déduit
B(y,kR)
immédiatement la proposition.

Théoréeme 5.3.3.
Soient Q un ouvert de R™, et (uy) une suite de fonctions harmoniques dans Q. Si la
suite (up) est bornée, il existe une sous-suite (u,,) qui converge uniformément sur
les compacts de €2 vers une fonction harmonique.

Démonstration. En effet, soit ' un ouvert relativement compact dans 2. La proposition
précédente montre que la suite (Duy,) est bornée sur ). Par suite I'ensemble des u,, est

P . =/ P Ce . . .
équicontinu sur 2 et le théoreme d’Ascoli implique qu’il existe une sous-suite de la suite
(uy,) qui converge uniformément sur 2'. Pour conclure, il suffit alors de considérer une suite

croissante (ﬁk) formée d’ouverts 2 relativements compacts dans {2 telle que UQk =Q

k
et d’utiliser un procédé diagonal.

4. Fonctions harmoniques dans le demi-espace R?fl.

On note RTLl = {x = (z',xny1) € R xR tels que 2,11 > O}. On appelle noyau de

Poisson de Rﬁ‘r‘"l, la fonction

1 Tnt1 1
P(x,y) = , € R"™ ¢y eR".
(@) (n+ 1)wpa1 |z — y\nH v + Y
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Intuitivement P(x,y) provient du noyau de Poisson de la boule centrée en (0, R) € R et,
R? — |z* — (¥n41 — R)?
(n 4+ Dwpp1 Rz — y|™
Remarquons de plus que, si on reprend les notations du premier exemple de la fin du
paragraphe 2 du chapitre précédent, on a P(z,y) = ¢, Py, , (¢’ —y). Ainsi, en utilisant
encore les notations du chapitre précédent, pour v € LP(R™), on a

de rayon R (c’est-a-dire ) lorsque l'on fait tendre R vers l'infini.

[ P irm) = en(Pr,ys + ) (@)

Les propriétés de base du noyau de Poisson de RT'I sont résumées dans la proposition
suivante:

Proposition 5.4.1.
Soit P(z,y), (z,y) € Rt x R™, le noyau de Poisson de R, Alors:
(i) Pour tous z, y, P(z,y) > 0.

(ii) /R P(z, y)dA(y) = 1.

iii) Pour tout = € R""!, la fonction y — P(z,y) appartient & LP(R™) pour 1 < p <
v y y

“+o0.

iv) Pour tout y € R™, la fonction ©z — P(x est harmonique dans R"T!, et, en

( ) Yy ) 'Y q + )

particulier, si u € LP(R™), 1 < p < 400,

Pu(z) = /Rn P(z,y)u(y)dA(y)

est harmonique dans R’_f_“. Pu s’appelle I’intégrale de Poisson de u.

Démonstration. Le (ii) résulte du fait (vu au chapitre précédent) que P, ., est une
identité approchée. Le (iii) est immédiat, et le (iv) découle d’un calcul direct des dérivées
secondes de P(z,y).

La proposition suivante est un cas particulier des proposition 4.2.4 et 4.2.1 (voir aussi
les remarques suivant la définition 4.2.1):

Proposition 5.4.2.
Soit u € LP(R™), 1 < p < 400. Alors:
1°) Pour tout z' € R™, sup |Pu(z’,zny1)] < CMu(z') (Mu étant la fonction
Tp41>0
maximale de Hardy-Littlewood de u).
2°) Pour a > 0 et g € R™, sup |Pu(x’, 2py1)| < CoM™*u(zo) (M*u étant
|z! —z0 |< QAT 41
la fonction maximale non tangentielle de u).

3°) Pour p < +o0, HPU(.,xn+1 tend vers zéro quand x,41 tend vers

) - uHLp(Rn)

7z6ro.
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Il résulte de la proposition ci-dessus que siu € LP(R™), ona sup HPu(., Tpt1) H < +o0.
Tn4+1>0

Ceci nous amene a poser la définition suivante:

Définition 5.4.1.
Soit p € [1,+00]. On note HP(R'1*") I'espace de Banach des fonctions v harmoniques

dans R telles que sup ||[v(.,Zn+1)||ze(Rr) < 400, muni de la norme
Tp41>0

vl e @Ry = sup |[v(.; Znt1)||lLrRe)

Tp41>0
Proposition 5.4.3.
Soit w € CR(R'"). Alors u est harmonique et bornée si et seulement si elle est
lintégrale de Poisson d’une fonction de L*°(R™).

Démonstration. Soit M = 1ghup |u|. Pour k € N*, posons uy(z') = u(a:',%), U (2!, Zpt1)
n+1

+
= Pug(z', Zni1), et

1
Ag(z', 2ns1) = U<ﬂ7/, z + $n+1> — Ug(z', Zp41)-

Ayj est donc harmonique dans R?_‘H et |Ag| < 2M. De plus, Uy étant continue sur
I’adhérence de R (la continuité sur R’} est évidente et la continuité au bord résulte de
la proposition 4.2.1), Ay est continue sur ’adhérence de R:‘_H, et Ag(z’,0) = 0. Montrons
alors que Ay = 0:

Remarquons tout d’abord que si on remplace u par @(z', p+1) = u(z' + y, z,41), alors
Ag(z',xp41) est remplacé par Ag(z' + y,zp41) et par suite, quite a changer u, il nous
suffit de montrer que Ag(0,x,4+1) = 0. De plus, Ay étant harmonique, il suffit de le faire
lorsque x,41 > 1. Alors, si on change u en 4(2',z,41) = u()\a:',)\mnﬂ—i-%), A <1,
Ak (0, 2,41y est remplacé par Ag (0, Ay 11), ce qui montre que, quitte a changer & nouveau
u, il suffit de voir que Ag(0,1) = 0.

Démontrons donc que Ag(0,1) = 0. Soit € > 0 fixé, et posons

Vi@, pni1) = Ak (2), Tps1) + 2Mexy 1 + € Hch<4\/_ ) cos(%anrl).

Il est clair que V4 est harmonique sur R?™ et continue sur son adhérence. Considérons
+

alors 'ouvert .

Q= {0<mn+ - |a:'|<R}
€’

Sur 092 N {xn+1 = O}, on a Ay = 0 et par suite Vi (z',0) eHch<4\/_a:J> > (0. Sur

002N {$n+1 :%}, on a cos%mm_l = COS%> 0, et comme |Ag| < 2M, on a Vi > 0.

90



Le reste de la frontiere de 2 est I’ensemble {0 < Zpy1 < , 7| = }, sur lequel, si R
est assez grand, on a Vi > 0. Ainsi, puisque (0,1) € ©, on a VL(0,1) > 0, c’est-a-dire
+A(0,1) + 2eM + ecos%z 0, soit encore £Ag(0,1) > —e(2M + 1), ce qui montre, en
faisant tendre € vers zéro, que Ag(0,1) = 0.

Ainsi, pour tout k, u(z ,k+xn+1) = Puy(z',z,41). Comme ||uglloc < M, d’apres le
théoréme de Banach-Alaoglu (théoréeme 1.4.1) il existe ¢ € L*°(R"™) et une suite d’entiers
(k1)ieN telles que ug, converge faiblement vers ¢ (pour o(L*, L)), et en particulier,
pour tout (z',zn41) € RIT, Pug, (2, 241) tend vers Py(a', 3,11) quand | — oo, d’ot
w(z', xpe1) = Po(a!, 2pyr).

Théoréeme 5.4.1.
Soit u une fonction de R:L_H dans R. Alors:
1°) Soit p €]1,+0c]. u € HP(RT) si et seulement si il existe f € LP(R™) telle que
u=Pf.
2°)u € HYRT) si et seulement si il existe une mesure complexe p telle que u = Pp

(i.e. pour tout (z',Ty41) € R, w(@', 2p41) = /R P(z,y)du(y)).

Démonstration. Le cas p = 4+oco étant traité par la proposition précédente, supposons
1 < p < 4o00. Soit donc u € HP(R 1), et, pour k € N*, posons uy(z') = u(m',%). uy, est

donc harmonique dans RTFl et continue dans son adhérence. Montrons de plus qu’elle est
bornée. Soit B la boule de centre (', 1) et de rayon z, 1. La propriété de la moyenne
volumique (théoreme 5.2.1) appliquée & u sur B et 'inégalité de Holder donnent (avec

1.1
1/p y
upd)\> A(B)71| = /upd)\
() pran) e = e [

__|__ )
Comme B C {(z’,y) € R’}jl tels que 0 <y < 2xn+1}, il vient

ula, )" < 5

2Tn41
(!, 2 1)P < — / ( / (2, z )|pd)\(z’)>dz <2 uflm
) = n+1 s #n—+1 n+l > n Hr,
R" wnxn—i—l

c“}n"I;n—l-l

c

X

et par suite, |ug(z')| < La proposition 5.4.3 appliquée & u; implique donc que, pour

(z',znt1) € R, u(m’,%—m‘nﬂ) = Pug (', 2pt1)-

Supposons maintenant p > 1. La suite uy étant par hypotheése bornée dans LP(R™),
d’apres le théoreme de Banach-Alaoglu (théoréme 1.4.1) il existe une suite (k;);eN et
¢ € LP(R"™), telles que ug, tend vers ¢ faiblement quand I — +00. On a donc en particulier
u = Pop.

Le cas p = 1 est identique: la seule différence étant que 1'on considére la suite (ug)
comme étant une suite bornée de mesures complexes sur R™ (qui est le dual de 1’espace
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des fonction continues & support compact), et la suite (ug, converge faiblement vers une
mesure fi.

Proposition 5.4.4.
Soit u € HP(R’}rH), 1<p< +o0.
1°) Pour tout o > 0 la foction définie sur R™ par

z—  sup  |u(y, Tny1)l,
|z—y|<azni1

appartient & LP(R™) si p > 1 (de norme majorée par Cyl||u||g») et & LY (R™) sip = 1.
2 °) Supposons p > 1. Alors, siu = Pf avec f € LP(R™), on a |ul|g» = ||f||Lr. Ainsi,
pour p €]1,+0o0], HP(RT'I) s’identifie isométriquement 4 LP(R™). En particulier, si,

1 < p < +oo, le dual de HP(R}T) est HI(R}T), %-1—%: 1.
Démonstration. Le premierement résulte du théoreme 5.4.1 de la proposition 5.4.2 et du
théoréeme 4.2.2. Le deuxiémement résulte du théoreme 5.4.1 du fait que, puisque le noyau
de Poisson est une identité approchée, on a ||u||g» < ||f||z», et (avec les notations de la

preuve du théoréeme précédent) de la convergence de uy vers f dans LP(R™) (proposition
5.4.2).

Remarque. Le théoréme 5.4.1 montre que le 2 ° ) de la proposition ci-dessus ne s’applique
pas & 'espace H'(RTT).

5. Limites non tangentielles.

Soient o > 0 et h > 0. Pour xj, € R", on consideére le cone I'?(x}) défini de la maniere
suivante:
I (z4) = {z = (2, 2p41) € R tels que |3 — 20| < azny1, 0 < Tny1 < h}.

De plus, si £ C R™, on note
R(E) = | Th(zp)-

z,EE
On pose alors la définition suivante:

Définition 5.5.1.
Soit u une fonction réelle définie sur R’}fl et soit z, € R™. On dit que u a une limite
non tangentielle | en z|, si pour tout o > 0, tout ¢ > 0, il existe h > 0 tel que,
pour x € T (), on a ju(x) — 1| <e.

Remarque. Soit v une fonction continue sur RTLI. Alors I'ensemble des pionts ' € R™
tels que u a une limite non tangentielle en =’ est un borélien de R™.
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En effet, si on pose, pour m, n, k dans N*,

1
‘U(.’L'() + ZE,, hl) - U(ZL'6 + .’L'” - h2)| S —
Efnn = { z{, € R" tels que 1 m ’
2’| < khy, |2"| < khy, 0< hy < =, i=1,2
n

alors Eﬁ%n est fermé et, par le critere de Cauchy, ’ensemble des points de R™ ou u a une

limite non tangentielle est égal a ﬂ ﬂ U E,’fzn

k m n

Le théoreme suivant est alors une conséquence immeédiate de la proposition 5.4.4 et des
théoremes 5.4.1, 4.2.3 et 4.2.4:

Théoreme 5.5.1.
Soit u € HP (RT'I). Alors u a des limites non tangentielles presque partout sur R™.
De plus, si on note u* la fonction définie presque partout sur R™ par ces limites, on
au* € LP(R") et, sip > 1, on a de plus ||u||gr = ||[u*||rr et u= Pu*.

Nous allons maintenant donner des conditions nécéssaires et suffisantes pour qu’une
fonction harmonique (quelconque) sur R’}fl ait des limites non tangentielles en presque
tout point d’un sous-ensemble donné de R™. Pour cela introduisons tout d’abord une
définition:

Définition 5.5.2.
Soit u une fonction réelle définie sur R’frl et soit z, € R™. On dit que u est non
tangentiellement bornée en z; s’il existe « > 0 et h > 0 tels que

sup |u(z)| < +oo.
z€T? (zf)

Remarque. 1°) Il est clair que si v admet une limite non tangentielle en un point,
elle est non tangentiellement bornée en ce point. Le théoreme 5.5.2 montre que, si u est
harmonique, la réciproque est vraie ”presque partout”.

2 ") 11 serait naturel de considérer I’analogue ”radial” du ”"non tangentiel”. Plus pré-
cisément, on dit que u € C(R}'") a une limite radiale en z, € R™ si u(z',2,41) con-
verge quand z,411 — 0, et, est radialement bornée en z{ s’il existe hg > 0 tel que

sup |u(z’,h)| < 4oo. Il est clair que les notions "radiales” sont plus faibles que les
0<h<hg
notions "non tangentielles”. Mais, méme pour les fonctions harmoniques, elles ne sont pas

presque partout équivalentes, et, de plus, les notions "non tangentielles” conduisent a des
résultats inaccessibles par les notions ”radiales”. En particulier, les deux théoremes qui
suivent deviennent faux si on remplace partout "non tangentiel” par "radial” (pour un
exemple voir E. Stein, Singular integrals and differentiability properties of functions, 4.12,
p.238).
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Théoréme 5.5.2 (théoréme de Fatou local).
Soit u une fonction harmonique dans Rﬁljl. Soit F une partie mesurable de R™. Si
u est non tangentiellement bornée en tout point de E alors u admet des limites non
tangentielles en presque tout point de E.

Démonstration. Le théoréme va résulter facilement des deux lemmes suivants:

Lemme 5.5.1.
Soit FE1 une partie compacte de R™. Soient o > 0 et h > 0. Soit u une fonction
harmonique dans R telle que |u| < 1 sur R (E;). Alors pour presque tout zfy € Ej,
u(z) a une limite quand z tend non tangentiellement vers zfy, en restant dans R (E).

Lemme 5.5.2.
Soit E une partie mesurable de R", et soit u € C(R{T") une fonction non tangen-
tiellement bornée en tout point de E. Alors, pour tout € > 0, il existe E41 C E, E;
compact, tel que:
(a) A(E\E1) < ¢;
(b) pour tous a > 0 et h > 0, il existe M = M (e, o, h) tel que, pour x € R"(E;), on
alu(z) < M.

Admettons un instant les lemmes pour voir que le théoréme s’en déduit aisément. Pour
tout entier p, posons o, = p, et prenons h = 1. Soit € > 0 fixé. D’apres le lemme
5.5.2, pour tout p, il existe E, C E compact, et M = M (e, p), tel que A(E\Ep) §2i et
‘%‘ <1sur R}xp (Ep). Il résulte alors du lemme 5.5.1 que u a des limites non tangentielles
presque partout sur E, en restant dans Rép (Ep). Comme on peut évidemment supposer

E, 11 C E,, E(e) = ﬂEp est tel que AM(E\E(€)) < € et u a des limites non tangentielles

P
presque partout sur E(e). Comme ceci est valable pour tout € > 0, le théoréme est
démontré.

Démonstration du lemme 5.5.1. Pour tout m € N* et tout z’ € R™, posons

1 1
u(a:’, —), si (m', —) € RM(Ey),
Som(xl) — m m

0, sinon,

de sorte que ||@m]lco < 1 et que ¢, est continue sur un voisinage de E; (puisque o > 0)
pour m > mg. Posons de plus

1
¢m($l,$n+1) = u<xl, E + xn-l—l) - PQOm(.’IJI,.’Ijn+1), (SCI,.’IJn+1) € R’r.|l_+1-

La suite ¢, étant bornée dans L°°(R"), il existe une sous-suite ¢,,, qui converge faible-
ment vers ¢ € L°(R"). Par suite Py, converge ponctuellement vers Py, donc v,
converge pnctuellement vers 9, et on a, pour 7 € R, u(z) = Pp(z) + ¢(z). Comme u
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et Py sont harmoniques, il en est de méme de 1), et, puisque Py a des limites non tan-
gentielles presque partout sur R™ (théoréme 5.5.1), pour conclure, il nous suffit de montrer
que:

(%) pour presque tout z, € E1, 9(x) tend vers zéro quand
z tend vers =/, non tangentiellement en restant dans R (E).
0 8 (o

Soit B la frontitre de R (E;), et posons B = By U B, olt By = BNR™ et By = BNRY.
Soit x la fonction caractéristique de R™\ F1, et posons

H(z', 2py1) = c[Px (2, Tny1) + Tnga], (@, 2nq1) € RTH,

ou ¢ est une constante que nous préciserons plus loin. Il est clair que H est harmonique et
d’apres le théoreme 5.5.1, elle admet des limites non tangentielles presque partout sur R"”
qui sont positives et nulles sur £,. Montrons que, de plus, pour un choix convenable de

c,ona H>2sur By. Sur By N {z,4+1 = h}, il suffit de prendre ¢ >%. Soit maintenant

(', Zpy1) € By, Tpy1 < hy alors zp,4q :éd(x’,El) et, par suite, B(z', az,y1) N E1 = 0.
On a donc

PX(xla xn—i—l) = Cn-rn+1/ X(y) ntl dA(y)
Re (|x’ —y> + 22 ) ’
n+1

Z Cnxn+1/
B(z',azn41) (

|z — y‘2 + 'T721+1>
/ dz
= CnTn+1 il
{lzl<azny1} (|z|2 + xi_'_l) 2
n/ du
= Cna n+1
{lul<1} (a2\u|2 + 1)T

=A>0.

Ainsi, H(z',2p41) > cA + cxpy1 > 2, pour ¢ assez grand, puisque A est indépendant de
Tpy1. Montrons maintenant que, pour tout m, |1,| < H sur R (E1), ce qui achévera de
montrer (*) et par conséquent le lemme. Si cela était faux, par le principe du maximum,
il existerait une suite ((z},, 2% ,,))keN d’éléments de R (E;) qui tend vers un point = de
B, et € > 0, tels que, pour tout k, [¢hm(z}, 28 )| > H(z}, 28 1) + €. Puisque [¢h,] < 2 et
H > 2 sur By, on a nécessairement x € By. Or, ¢, étant continue sur un voisinage de
E1, Poy, (2}, 3% 1) tend vers ¢, (z) de méme que u(z}, 2%, + 1/m), ce qui donne que
Y (T, TF 4+1) tend vers zéro et contredit le fait que que H est positive sur R™.

Démonstration du lemme 5.5.2. Pour tout n € N, soit

1/n

E, = {m' € E tels que, pour z € ')/

('), on a |u(z)| < n}
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Il est clair que E,, est mesurable, UE" = E, E, C E,41, et donc A(E,,) = A(E). Pour

n

e > 0 donné, il existe donc ng € N tel que A(E\E,,) < € et, pour tout x € Rifzg (Eng),

lu(z)| < ng. Notons ag = hg = 1/ng, My = ng. Soit Ey un compact contenu dans FE,,, tel

que A\(E\Ep) < e. D’apres le théoréme 4.1.1, presque tout point de Ey est point de densité

(remarque 2 °) suivant le théoreme 4.1.1). Soit alors k € N*, k > ag + 1, et soit 1 tel que
n

1-— (ka——£1) < n < 1. 1l existe donc Ej un compact contenu dans Ey et 0 > 0 tels que

AME\Eg) <, et, pour &' € F, r < d, on a

A(B(z',r) N Ey) .
A(B(z',r)) —

Soit alors ¢’ = min {ho’kL-i—l}’ et montrons que ’Ri' (Eg) C Rgg (Ep) ce qui prouvera que
u est bornée sur RY(Ey). En effet, dans le cas contraire, pour au moins un (', 2,11) €
Ri' (Eg), on aurait B(z', apZn 1) N Eg = 0, et comme, par définition de Ri' (Ek), il existe
un zy € Ey tel que B(2', aprnt1) C B(zp, (K + 1)xp41), il viendrait ((k + 1)zp41 <
(k+1)d" <9)

< MBh, (o Dags) 0 Bo) _ (k41" — ey :1_( o )
S T AB@h (k+ Do) (ke Fii)

ce qui contredit la définition de 1. Pour terminer la preuve du lemme il suffit de considérer
maintenant une intersection décroissante de Ej, vérifiant tous A\(E\Ef) < e.

Pour terminer, nous allons donner un second résultat classique caractérisant 1’existence
"presque partout” des limites non tangentielles. Pour cela, il nous faut donner une autre
définition:

Définition 5.5.3.
Soit u € Cl(RTrl). Pour z’ € R™), a > 0 et h > 0, on appelle intégrale d’aire de
Lusin relative au cone I'? (') I'intégrale

1/2
Sg(u)(x’) = (/h |vu\2a:71;71‘d)\(x')dxn+1) .

Remarque. La terminologie ”intégrale d’aire” provient du fait que pour une fonction
holomorphe dans R%, S%(u)(z') est I'aire de I'image par u du cone I'" (z').

Théoréme 5.5.3 (théoréme de ’intgrale d’aire).
Soit u une fonction harmonique dans R’}fl. En dehors d’un ensemble de mesure nulle
de R™, les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) w a une limite non tangentielle en z|;
(2) Pour tous a > 0 et h > 0, S?(u)(z}) < +o0;
(3) il existe . > 0 et h > 0 tels que S (u)(z}) < +oo.
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Démonstration. Nous utiliserons deux lemmes:

Lemme 5.5.3.

Soient E un compact de R™, a > 0 et h > 0. Pour tout ¢ > 0, il existe une partie R.
de R telle que:
_l’_

(i) Re C RE(E), pour €1 < €3, on a Re, C Re,, et | R = RE(E).
e>0
(ii) Soit B. la frontiére de R.. Alors B = Bl U B? ou B> C R™ x {h — ¢}, et

/!
B! C{a:n+1 :%f)} ot 6. € C*(R"),

<1,1<4i<mn,et sur B!, on a

2\ 1/2 ’
dz' < do. §<1+n—2) dz’.
«@
Démonstration. En effet, soit 6(z') la distance de z’ & E, et régularisons ¢ par con-

volution: on prend ¢ € D(R"), ¢ > 0, /Rn pd\ =1, ¢, = n_nw(%), et 0, = @p * 0.

Comme [§(z') — §(2")| < |2’ — "], on a §,, € C=(R"), %‘ < 1, et, quand n — 0,
(2

0, — 0 uniforménent. Il suffit alors de prendre 6. = §, + 7' avec n et 1)’ assez petits, puis

R = {(a:’,a:n+1) tels que 0.(z') < arpi1, 0 < Tpi1 < h — e}.

Lemme 5.5.4.
Soient 0 < a < 3, 0 < h < k. Soient x, € R™ et u une fonction harmonique dans
Fg (xg). Alors il existe une constante C = C(a, 83, h, k) telle que:

(i) Si |u| <1 dans I‘Z(a:{)) alors T, 11| v u| < C dans TR (z});
(ii) Si
[, wulsiiiam <1
Tk (z5)
alors 11|V u| < C dans TR (z}).
Démonstration. Soit x = (2',2,41) € TX(z)); il existe C = C(a, B, h, k) tel que B =

B(z,Cxpiq) C I‘Z (xg). Par suite, par la propriété de la moyenne (théoréme 5.2.1) et le
lemme 5.1.1, il vient

ou 1 C
x)| = s uvido| < sup|ul,
axi wn+1(0xn+1) OB In+1 B
d’ott | v u(z)] ng_l S%p lu qu_ . De la méme maniere, on a

|7 ule)]? < nH/ | uly) 2aA(y):
n+1
or, (¥',Yn+1) € B implique yn11 < Cxpyq, d’olt

22| vu@)? < C /B ' () AA ),

ce qui acheve la preuve du lemme.
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Démonstration du théoréme 5.5.3. Démontrons tout d’abord que (1) entraine (2). Soient
a >0 et h > 0 donnés. Soit E I'ensemble des points de R™ ol u a une limite non tangen-

tielle. En considérant les ensembles E,, = {:L‘I € E tels que |u(z)| < m sur ['§(2’ )}, on
voit aussitot qu’il suffit de montrer que

Si F C R™ est un conpact tel que pour un > a et un k > h on a

2
sup |u(z)| <1, alors I :/ (Sg(u)(a:’o)> d\(zg) < 4o0.
RE(E) E

Soit x(zg, 2, zp+1) la fonction caractéristique de ’ensemble {|x' — x5 < arp41,0 <

Tt < h} dans R™ x R%™'. Alors

- » ([ xre) )il v uto)Pario)

Or, / xdzy < / = Cr,, ., et par suite, avec les notations du lemme 5.5.3, il
E |2/ —z{|<oni1

suffit de voir que

Ve >0, I. = / Tni1| V u(z)|?dA(z) < A, Aindépendant de e.

€

2
Remarquons alors que A(%) = | v u|* et appliquons la seconde identité de Green

(proposition 5.1.1):

1 ou? 9, \O0Tny1
I. = 5/3 <xn+1%(x) — u”(x) 5 )doe(x).

Ve

2
Or, d’apres le lemme 5.5.4, on a xn+1‘%—g‘ < C, et comme ‘uz%‘ < 1, il vient
€ €

Iegc/ daezC(/ dae—l—/ dae>=C(J1+J2).
B B! B2

€

Il est clair que Jo < A; par ailleurs, sur Bl, on a, d’aprés le lemme 5.5.3

1/2

)2 () < (1+ —)1/2d)\(m’),
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ce qui montre que J; < A.
(2)=(3) étant évident, montrons maintenant que (3) implique (1). En considérant les

ensembles F,, = {x' tels que SU: (u)(z') < n}, on voit aussitét qu’il suffit de montrer que
Si Ej est un compact de R” tel que il existe 3 > 0 et k > 0 tels que

Valy € Fo, ona / o, VHOPEAE) <1,
8o

alors, u a des limites non tangentielles presque partout sur Fj.

Pour le voir, appliquons tout d’abord le théoreme 4.1.1: ¢; > 0 étant donné, soit £ un
compact contenu dans Fy tel que A(Fp\E) < € et tel qu’il existe n > 0 tel que pour tout
zy € E et tout r €]0,n[ on a
A(B(zg, ) N Eo)
A(B(zg, 7))

1
>_7
-2

et, pour terminer la preuve du théoréme, montrons que v a des limtes non tangentielles
presque partout sur E. Soient « et h fixés tels que 0 < a < B et 0 < h < k. Considérons
les R associés & R"(E) par le lemme 5.5.3.

Lemme 5.5.5.
Avec les notations ci-dessus,

sup/ u?do. < +00.
€>0/1!

Admettons un instant ce lemme pour terminer la preuve du théoreme. Soit II la pro-
jection de R’f’l sur R™ définie par II(z', z,41) = 2’ et définissons la fonction f. sur R™
par

u(a:', é&e(:v')), siz’ € II(BL),

0, sinon.

fe(@') =

Comme do. > dA\(z') (lemme 5.5.3), le lemme 5.5.5 dit que /R fe(@)2d\(2") < C < +oo.

Soit v = P(| fc|) et montrons que
(%) lu| < Chve + Ca, dans R, avec C; indépendants de e.

En effet, tout d’abord, sur B2, puisque v, > 0, il suffit de prendre C assez grand; soit
alors z = (', x,41) € BL. Si ¢ est assez petit (indépendant de €) la boule B = B(z, cxy,41)
est contenue dans R, (E) avec a < o/ < et h < I’ < k, et par le (ii) du lemme 5.5.4,

on a Tnt1| V u| < C dans B, et par suite, si & € B, |u(z) — u(Z)| < C, ce qui donne, si
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on note S(e) = Bl N B, |u(z)] Sm/ﬂe) |u(Z)|doe(Z) + C. Comme do. > dA(z')

(lemme 5.5.3)), on a do.(S(e)) > Cx},,, et puisque do. < CdA(z’) (lemme 5.5.3), il vient

C

lu(z)| <
Tpyy1

/ ) M) + C.
{ly'—z'|<Czny1}

(%) s’en déduit aussitot car si |2'| < Czpy1, ona P2, 2p41) anL, donc |u| < Cyve+Cy
n+
sur B!, d’olt (x) par le principe du maximum (théoréme 5.2.2). On achéve maintenant

facilement la preuve du théoréme: la famille (f.) étant bornée dans L?(R™), il existe une
suite (ep) tendant vers zéro telle que f. tend faiblement vers f € L?(R™). Alors Ve,
converge ponctuellement vers v = Pf, R, tend vers R"(E), et (x) donne |u| < C1v + Cy
dans R (E). Mais par le théoréme 5.5.1, v est presque partout non tangentiellement
bornée, ce qui donne que u est presque partout non tangentiellement bornée sur E, et, par
le théoreme 5.5.2, u a des limites non tangentielles presque partout sur E.

Démonstration du lemme 5.5.5. Par hypothese,

J :/ / |vu(:c)|2$};’{d)\(x) dA(zp) < +o0.
By \JRE(ap)

Soit alors x la fonction caractéristique de ensemble des (z, z() = (2/, p41,2() € R:L_‘H X
R™ tels que |2' — x| < frpy1 et 0 < 2p41 < k. On a donc

1= [, ([ % ebiixeh) ) ue)azman

Remarquons maintenant que pour tout z = (z',2,41) € RE(E), il existe 2/ € E tel
que |z’ — 2| < az,41, et par suite, pour z, € Ey, |zy — 2'| < (8 — a)xp4+1 entraine
|z’ — xp| < Brpy1, soit X(z,z5) = 1, dou

/E X ap)aA(ap) > / dA(zh).

Eon{ |z —2'|<(B—a)Tni1}

Si B — a < n cette derniere intégrale est supérieure a %(,8 — a)"ry, 4, donc, J < 400
implique

/ |vu(m)|2xn+1d)\(x) < 400,
Rh(E)

ce qui, avec les notations du lemme 5.5.3 donne

Sup/ Tpi1| v u(z)|?dA(z) < +oo.
e>0J R,
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Appliquons a cette derniére intégrale la seconde identité de Green (proposition 5.1.1): il
vient

(%) sup <C.

e>0

8’U2 2 axn—}—l
/BE (a:n+1 av. (x) — u*(x) % )dae(a:)

€

Il est clair que dans () U'intégrale sur B? est finie et majorée indépendament de € > 0; par
suite, on a

(%) sup <C.

e>0

8U2 2 axn—{—l
/Bg (xn+18—ye(x) — u”(x) o )doe(x)

Le vecteur (g—gel, ...,%, —a) est normal & B! et, par le lemme 5.5.3, sa norme est in-
n

1/2 o
‘s s 2 2 . Tn+1 —Q : :
férieure a (a +n ) ; on a donc 1, < v n2)1/2' (%) implique donc

/ u?(z)do.(z) < C/ Tpt1|u(x)||Vu(z)|do(z) + C.
Bl B!

Comme B! est inclus dans I'adhérence de R (E), I'hypothese et le lemme 5.5.4 entrainent
que Tp11| vV u(z)| < C sur Bl et, par I'inégalité de Cauchy-schwarz,

/Bg uw?(z)do(z) < C (/Bg u? (x)dae(w)) - (/Bg dae) - +C.

Or, comme nous I’avons déja vu, par le lemme 5.5.3, aire de B! est < C, donc en utilisant
I'inégalité ab <3 (a® + b%), il vient

[, @iode) < 5 [ oo+

B;

ce qui acheve la preuve du lemme.

6. Conjugués harmoniques, espaces H? (R’frl).

Nous avons vu que, pour p > 1, ’espace HP(R’}FH) est isomorphe & LP(R™), mais que
cet isomorphisme ne s’étend pas au cas p = 1. c¢’est pour mieux comprendre les relations
entre L'(R™) et les fonctions harmoniques que I'on va introduire la notion de conjugués
harmoniques. Pour cela, il nous faut tout d’abord définir les transformés de Riesz:

101



Définition 5.6.1.

Pour 1 < j <mn, et x € R", soient K;(z) Q|(|if), ou Qj(x )—Wm Pour
n+1

f € LP(R"), 1 < p < +oo, on appelle j¥™*transformée de Riesz de f la fonction
définie presque partout sur R™ par

T) = vp/Kj(y)f(fv —y)dA(y) -

De plus, si p > 1 R; est un opérateur continu de LP(R™) sur lui-méme.

Le fait que R, f est définie presque partout et que R; est continu sur L?(R™) sont des
conséquences du théoréme de Calderon-Zygmund (théoreme 4.3.2).

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 5.6.1.
Soit f € L*(R™). Notons F la transformée de Fourier sur R™. Alors F(R;f)(§) =

Si
_Z|§| F()(E)-

Démonstration. Démontrons brievement ce lemme purement technique. Soit y, la fonc-
tion caractéristique de I’ensemble {|y| > r}. On a donc R;f = liII(l)f * XK. Sion pose
€E—>

Sje(@) = / K (y)e m<2>dx(y),
{eL|y|<LT}

un calcul élémentaire montre que

Sjer(T) = —i/ K;(y)sin < 27z, y > dA(y),
{eL]y|<T}

< C. De plus, en

et par suite, il existe C' > 0 indépendante de € et T telle que ||.S; .,
intégrant en polaire, on voit que

Sjer(z) = —icng/ yjsgn < 2mzx,y > do(y) = Sj(z),

n—1

lim
(e,T)—(0,+00)

et par un calcul élémentaire, il vient S;(z) = | ‘ Remarquons maintenant que F(f *
— fxxrK;) =S, Tf, et comme, d’apres ce qui précede, lim Sjerf=25;f,
(€,T)—(0,400)
on conclut, par passage a la limite, que F(R;f) = S, f .

Remarque. Notons que la formule du lemme s’étend immédiatement a toute f € LP(R™)
pour 1 < p < 2 par continuité des transformées de Riesz.
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Les transformées de Riesz et les fonctions harmoniques sont étroitement reliés par la
proposition suivante:

Proposition 5.6.1.
Soient f et g deux fonctions de LP(R™), 1 < p < 400 et soient v = Pf et v = Pg.
Pour j € {1, ...,n}, les conditions suivantes sont équivalentes:

N Ou_ Ov .
(i) 3—%—73%“;
(ii) g = R;f.

Remarque. Intuitivement, on dit que les transformées de Riesz échangent les dérivées
tangentes (dérivée par rapport a x;) et la dérivée normale (dérivée par rapport a z,1)(c.f.
la remarque 2 °) suivant la définition 5.6.3).

Démonstration. Considérons tout d’abors le cas p = 2. On vérifie alors I’équivalence en
utilisant la transformée de Fourier sur R™. Par un calcul direct, on montre que (avec les
notations de la fin du paragraphe 2 du chapitre IV),

() F(Ps,,,)(€) = e~ Elenss

(voir remarque ci-dessous), et, par le lemme 5.6.1 et la formule d’inversion de Fourier, on
vérifie que

u(e gin)= [ Ferin<e>eintionax),
Re
o) = [ GO e ),

zt o2 ltlzn s
PR 1)@ a) = = [ ) peimsta>enbloncian),

Si (i) est satisfait, on a alors
2imt; f(t)eX™tont = ax|t|g(t)e2imItlenss

soit g(t) :TT A( t) et donc g = R, f. Réciproquement, si (ii) est satisfait, on a

U($I,$n+1) _ _ f( ) | J| 2z7r<t z'> —27r|t|wn+1
t
et le (i) s’obtient par dérivation sous le signe d’intégration.

Le cas général 1 < p < +oo s’obtient facilement par régularisation. En effet, soit ¢,
une suite régularisante, et soient f. = @ *x f, gc = e * g. Alors, avec les notations de
la fin du paragraphe 2 du chapitre précédent, u, = Pf. = P; , * ¢c * f = @c *u et de
ou. _ Ov,

méme, v. = Pg. = @, *v. Si on suppose (i) il vient donc Oz, OTni1’

p =2, ge = R;fc, ce qui par passage a la limite quand € — 0 donne le résultat (d’apres le
théoreme 4.3.2). Réciproquement, supposons g = Rjf. Avec les notations de la preuve du

et par le cas
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lemme 5.6.1, on a R; f = liII(l) [ * xnKj, la convergence ayant lieu dans LP(R™) d’apres le
n—
théoreme 4.3.2. On a donc
Je :QOE*ij:}’i_I)%(QOn*f)*XnKj :Rj*fea

ou. _ Ov,
0z;  0Tpt1

ce qui, par le cas p = 2, donne , et la conclusion s’obtient en faisant tendre €

vers zéro.

Remarque. La formule (x) ci-dessus peut se démontrer par exemple a partir des deux
formules classiques suivantes:

2]

2 .
(1) g™l = /R 6 2e "5 e 2m<E> )\ (x), & > 0,

et

(2) e = %/-I-oo %e‘gdu, v > 0.
™Jo u

On a alors

1 Foo Tpail1€ U 2 —%in<x
F(PMH)('S):E/ /0 ( H —rdu | e HT<TE> 4\ ()

1 oo lz—u n—1 .
= n+1/ / ehentrzu T du e HT<TE>d)(z).
T2 n 0

) 2 g
En appliquant (1) avec § =—2+L il vient
1 400 e me_H 2
f(Pxnﬂ)(f) = ﬁ/o ﬁe T du,

et, par (2), on obtient (x)

Définition 5.6.2.
Soit f € LP(R™), 1 < p < +o0, soit u = Pf. Les fonctions u; = P(R;f) s’appellent
les conjugués harmoniques de u.
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Définition 5.6.3.
Soit F' = (ug,u1,...,un) € (C®(RTTT))". On dit que F vérifie les équations de
Cauchy-Riemann généralisées (C.R.) si:

Oug " Ou,
— =,
0%p41 i 0z
(C.R.)  Ouj _ Our itk 1<jk<n,
Ory  Oxj
Ou; _ Ouo. 1<j<n
\ 8xn+1 8.’17j

n 1/2
En particulier, les fonctions u; sont harmoniques. De plus, si |F| = (Z |uj|2> ,
0

pour 1 < p < +o0, on note HP(R}™) I'espace des F = (ug, ..., u,) € (C*RF))"
vérifiant les conditions de Cauchy-Riemann généralisées et telles que

1/p
Pl = swp ([ 1P o) Pa0e)) < o

Tp41>0

Remarque. 1°) On remarquera que, dans le cas n = 1, si on note (z',z2) = (z,y) ,
dire que (ug,uq) vérifie (C.R.) revient a dire que la fonction uy — ¢u; est holomorphe de
la variable z = x + 1y.

2°) Si (ug, ..., uy) vérifie les conditions (C.R.), il est clair qu’il existe une fonction har-

monique u dans RT'I, unique & une constante additive pres, telle que %: uj, 1 <5 <mn,
J

ou
axn—i—l
ment les conditions (C.R.).

et

= ug. Réciproquement, les dérivées d’une fonction harmonique vérifient évide-

Théoréeme 5.6.1.
Soit p €]1, +00[. L'espace HP(R';T") est isomorphe 4 LP(R™) (donc aussi 4 HP(R"1)).
Plus précisément, si F = (ug,...,u,) € %p(R’}r"'l), il existe fo € LP(R™) telle que
uo = Pfo, uj = P(Rjfo0), 1 <j<m,et

||f0||Lp(Rn) < ||F||yp(m+1) < C'p||fO||m(R")'

Démonstration. En effet, d’apres le théoréme 5.4.4, pour 0 < j < n, il existe f; € LP(R™)
telle que u; = Pf;, et ||u;||zr = ||fjl|z». Or, d’apreés la proposition 5.6.1, pour 1 < j < n,
on a f; = R;fo, ce qui montre que u; = P(R;fy) et I’équivalence des normes provient du
théoreme 4.3.2.
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Nous allons maintenant étudier le cas particulier p = 1. C’est 'espace H}(R}1") qui
aura des propriétés raisonnables, dans le sens ou il peut se définir comme intégrales de
Poisson de fonctions appartenant & un sous-espace de L1(R™). Pour le voir introduisons
la définition suivante:

Définition 5.6.4.
1°) Nous dirons que, pour f € L*(R"™), et 1 < j < n, R;f € L'(R") s'il existe
fi € L*(R™) telle que ]/";(ﬁ) = —z%f(f) (une telle fonction f; est unique).

2°) On note H'(R™) D'espace des fonctions f € L'(R™) telles que pour tout j €
{1,...,n} les transformées de Riesz R;f appartiennent aussi & L*(R™). Dans ce cas,
on notera

£ 22 Ry = IF Ry + D IR F Nl o2 Ry
j=1

ol ||R;f||z: désigne la norme L*(R™) d’une fonction f; vérifiant la condition du
1°).

Nous pouvons maintenat énoncer le principal résultat de ce paragraphe, a savoir, 'ana-
logue pour p =1 du théoreme 5.6.1:

Théoréeme 5.6.2.
L’espace H!(R1') est isomorphe & H'(R™). Plus précisément, si F' = (ug, ..., up) €
Hl(R’}fl), il existe fo € L*(R™) telle que ug = Pfq et, pour 1 < j <n, u; = P(R;fo)
et de plus
||f||7-¢1(Rn) < ||F||H1(Rf;+1) < C||f||H1(Rn)-

Démonstration. nous allons faire la preuve dans le cas n > 2; le cas n = 1 est sensible-
ment différent (voir remarque apreés la preuve). Soit

1
H(xlaxn-i-l) = n—17

(17 + @ + 1)) *

de sorte que H est harmonique dans R:‘_H, et posons

0*H 0*H 0’H
(& 1) = 1<j<
03 (@, Tnt1) (8$j8$n+1’ 0x;0x, (9a:j8:vn)’ =J=m
ooy (OH_OH 02 H
vo(2', x =
R 0x2 1 Oxpy10x1 7 Oxp 102y )’

(2’ 2nt1) = (Vo, V1, ..oy Uy) € (C° (R1+1))n2+2n+1.

Pour tout 5 > 1, on pose encore

€ [ee) n n+2
uf (2, Tny1) = (Ui (2, Tpy1 +€), v (2, Tng1)) € (c (R++1)) ,
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et de méme
€ 00 n+2
u§ (2, Tpi1) = (Uo(2', Tpy1 + €), evo(2, Tng1)) € (C (R’_f_“)) ,
puis finalement, F.(z', 7,41) = (u§, u§, ..., us,) € (C®(RTT))P+D™+2) On a donc

2w s S| 9%H 2
Fe mn)l” = s anen) + 33 | s (@)
0

j=1 k=1 J

Remarquons que F, est C*° sur I'adhérence de R’frl et vérifie les équations de Cauchy-
Riemann généralisées dans le sens ol

[ Oug - % _
8.1'n+1 = 8a:j -
€
(+) | o j#£k 1<ik<n,
Tn+1 Ly
Ouj = Oug 1<j<n
( 0Zpy1 Oz’ ’

ces égalités ayant lieu dans (C*°(R71"))"*2. D’autre part, on voit facilement que

1

(@2, 2n41)| < (n® = 1) (n* — ) )n_m’

(1912 + s +11

et comme les u; sont dans H 1(RT’l), d’apres le théoréeme 5.4.1, elles sont intégrales de
Poisson de mesures complexes sur R™, et on a donc

(xx) lim |Fe(z', 2py1)] =0
|(w',wn+1)|—>+oo

Nous utilisons maintenant le lemme suivant:

Lemme 5.6.2.
Avec les notations précédentes, pour q ZnT_l, on a

ColF|772| 7 FI* > A([F|?) > g F|*7%| v F?,

- _1
avec Cqg >0, ¢cq >0, et cg > 0 si g >+,

Admettons ce lemme un instant pour terminer la preuve du théoreme. Posons

n—1

0. = |E, 0)F = (1P o) + (!, 0)7) ™"
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1
q

Sip= :1+n£1,0naalors

(s # %) /Rn (ge(z")PdA(z) < ||F||7-¢1(R_7_+1) + €||‘I)||H1(R_';+1)a

ou la norme de ® est définie de manieére évidente. Soit g.(z', zn+1) = (Pge) (2, Tn11); la
fonction |F |("_1)/ " — g est continue sur ’adhérence de RZH, sous harmonique d’apres
le lemme 5.6.2, et nulle a l'infini (d’aprés (*x)) ainsi que sur R™. D’apres le principe du
maximum (corollaire du théoréme 5.2.2) on a

|F.(z, a:n+1)\ g < ge(z', Tptr), sur R
Comme g.(z') est uniformément bornée dans LP(R"), il existe une suite ¢ tendant vers

zéro et une fonction g € LP(R™) positive telles que g, converge faiblement vers g (théoréme
1.4.1). Alors, si g(z',2n41) = (Pg)(z',Tny1), on a g € HP(RTH) et

n—1
|F (', znt1)| ™ < g(2',Tpy1), sur RET

En particulier, si Mg désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood de g,

sup [F(2', 2 1) < (Mg(a"))",

Tp41>0

et, par (* * x) et le théoreme 4.2.1, il vient

sup |F(2', zp41)|d) SC’/ g(z")PdA(z") < C,||F ety .
Joo 5 PG )dAw) < Gy [ (0PN < Coll s oy
Pour tout j > 0, soient u} € L*(R™) les limites non tangentielles de u; (théoréme 5.5.1).
Si on pose ug-(:v’) = u;(2’',2p41 + 0), on a u?
théoréme 5.4.1 montre que u;(z’, Tp41 +9) = Pug (2',,41). De plus, nous avons montré

— u; presque partout, et la preuve du

que, pour tout & > 0, |u§-(3:’ )| < (Mg(z'))?, donc le théoreme de convergence dominé de
Lebesgue montre que, pour 0 < j < n, u? tend vers u; dans L'(R™) et donc u; = Puj.
Enfin, puisque v} € L*(R") N L*(R") C L*(R™) (preuve du théoréme 5.4.1), d’apres la

proposition 5.6.1 et le lemme 5.6.1, on a @ (¢) = —i%ﬂg(&), ce qui, quand § — 0 donne

£ = |£|fo(£)

Démonstration du lemme 5.6.2. Fixons tout d’abord quelques notations. Si F' =
(o, ,un), G = (vo,,vs) avec les u; et les v; dans (C®°(R}))"*2, on note < F,G >=

n—+2
\ : _ 1 n—+2
E < uj,vj >, ol si uj = (uj,...,u;" ") et de méme pour les vj, < uj,v; >= E uj J,
0 k=1
n n+2 n
\F|? = g E \uk| &E |V F]2= E |F,,|?, et on vérifie aussitot que
§=0 k=1 §=0

0
87|F|q =q|F|"? < F,, F >,
J
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et que

0? _ _ 2
Sl = q(q = 2)|F|*" < Fyy, F >? +q|F|72 [|ij| + < Py, F >
J
n+1
Les composantes de F, étant des fonctions harmoniques, on a Z Fegpa, =0, dou
k=1
n+1
(%) AlF|" = qF|" (= 2)) | < Fen,., Fe >° + |F]’| v F.]?
k=1

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit tout d’abord
Y < Fupp, Fe > < [FY | Fe,
k k

et par suite, 'expression entre crochets de (*) est majorée par |F.|?| 7 F.|? si ¢ < 2 et
(g — 1)|F.|?| v F.|? si ¢ > 2, ce qui donne la premiére inégalité du lemme. Si g > 2, cette
méme expression est supérieure olt égale & |F.|?| v F.|? et 'autre inégalité s’en déduit.
n T_L 1. q < 2.

Counsidérons donc le cas

Lemme 5.6.3.
on a

n 2 2
Xk: < Fegy, Feso < n——{—1|F6| |V Fel”.

Admettons un instant ce lemme pour conclure: le terme entre crochets de () est donc

minoré par |F.|?| v F.|? (1 + (¢ — 2)%_'_1), ce qui donne le résultat.

Démonstration du lemme 5.6.3. Il résulte d’un lemme d’algebre linéaire:

Lemme 5.6.4.
Soit A = (o), 0 < i,j < n une matrice (n + 1) x (n + 1) dont les coefficients

sont dans R™, et qui est symétrique et de trace nulle. Posons |A|| = sup |A(F)| ot
|F<1

F= (fla"'a.fn-l-l) € (Rm)n—l—l’ |F1|2 = Z|f3|2 Alors
J

2 n 2
©,J
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Le lemme 5.6.3 est un cas particulier du résultat ci-dessus: en effet, il suffit de prendre
ous oug oug
. ) (oo o _Ou; .. . & ~_0u§
pour matrice A la matrice définie par «; ; =z, sil<i,5<mn, ayp =Dzt Q, =9z’
€
sil<j<m, ap :%, si 1 <1 < n, et les hypotheses sur A sont satisfaites car F;

n+1
vérifie les équations (C.R.) (équation () de la preuve du théoreme).

Démonstration du lemme 5.6.4. En considérant la base canonique de R™, on se ramene

au cas oum = 1. ||A|| est la norme usuelle des opérateurs et Z i ;| le carré de la norme
]

de Hilbert-Schmidt ||A||gs de A. Ces deux normes étant invariantes par changement de

base orthonormale dans R™"*!, considérons une base orthonormale de R**! dans laquelle

A devient diagonale: oy ; = 0 si 7 # j, a; ; = Aj, les valeurs propres de A. La trace de A

étant nulle, on a Z A; = 0. Soit Aj, la plus grande des valeurs propres de A en module,

J
de sorte que ||A|| = |Aj,|. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2
A?oz Z)\j S"Z)‘ﬁv

J#3jo J#Jo
soit, (1+%>)\§0 < ||A||%s, ce qui démontre le lemme.

Remarque. La démonstration que nous venons de donner du théoreme 5.6.2 doit évide-
ment étre modifiée pour n = 1. Dans ce cas on a tout avantage a utiliser le fait que wg—tu;
est holomorphe de la variable z = (2’ + iz2). Une telle preuve est donnée dans le livre
de W. Rudin, Analyse réelle et complexe, dans le cas des fonctions holomorphes dans le
disque unité {|z| < 1}, démonstration qui peut s’adapter sans grande difficulté au cas R?.
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