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PREFACE

ai donné ce cours a 'université Bordeaux I en premiére année de Master durant les années universitaires 2007-08, 2008-
09, 2009-10 et 2010-11. Le contenu de ce polycopié est exactement ce que j’ai traité devant les étudiants. Pour aller plus
loin dans la théorie des fonction holomorphes d'une variable complexe, le lecteur pourra consulter les ouvrages cités
dans le bibliographie.

Les exercices en fin de chapitre correspondent aux listes d’exercices distribuées par A. Yger au cours de I’année universi-
taire 2010-2011.
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CHAPITRE 1

FORMES DIFFERENTIELLES
HOMOTORIE

I.1
Définitions générales

DEFINITION I.1.1.

Soit U un ouvert de R". On appelle forme différentielle de degré 1 (ou 1-forme différentielle) sur U une application f de
U dans l'espace des formes linéaires sur R". Précisément, sia € R" etx € U, on a (f(x),a) = Y1, fi(x)a;. En d’autres
termes, si on note (dx;); la base canonique de formes linéaires sur R” (i.e. (dx;,a) = a;), ona f(x) = X1, fi(x)dx;, et on
notedonc f =Y | fdx;. On dit que f est de classe €k, ke NU {e}, siles fonctions f; sont de classe €.

DEFINITION I.1.2.
Soit U un ouvert de R". On appelle champ de vecteurs sur U une application X = (X;)!_, de U dans R”". On dit que X est
de classe €%, k e NU {eo}, siles fonctions X; (de U dans R) sont de classe &+,

Les 1-formes différentielles f = Y| fdx; et les champs de vecteurs X = (X;)!_, sont mis en dualité par la formule

n

(£, X) () = ) filx)Xi ().

i=1

Exemple I.1.1 (Exemple fondamental). Soit U un ouvert de R” et soit f : U — R une fonction de classe ¢’'. Pour tout x € U,
soit d f(x) la différentielle de f au point x. Alors I'application x — d f(x) est une 1-forme différentielle appelée la différentielle
extérieurede f.

DEFINITION 1.1.3.
Soient U un ouvert de R” et V un ouvert de R”. Soit ¢ = (¢;), : U — V une fonction de classe €. Soit w = Y w;dx; une
1-forme différentielle sur V. On appelle image réciproque de @ par ¢ la 1-forme différentielle ¢* @ définie sur U par

o= (wo@)dy

L

ol d ¢; est le différentielle extérieure de ¢;. En particulier, si @ = dg est la différentielle extérieure d'une fonction g alors
o*w =d(go @) (i.e. p* o w est la différentielle extérieure de g o ¢).

Avant de définir les p-formes différentielles, nous faisons quelque rappels sur les formes p-multilinéaires alternées. Nous
notons A”(R") 'espace de ces formes sur R". Si T € AP(R") etsiv;, 1 <i < p, sont des vecteurs de R”, on a donc

T (vi,...,vp) =sign(0)T (vo(1y, - -- ,va(p)) ,
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pour toute permutation o de {1,...,p}.
SiS e AP(R") et T € A(R"), on appelle produit extérieur de S par T, noté SA T, la forme p + g-multilinéaires alternée
définie par : si (vi,...,Vp,Vpils-..,Vpiq) € RPTY,

S/\T(V],...,Verq) = Zsign(G)S (VG(1)7""VG(]7)) T (VG(1]+1)7"'7VG(]J+6]) s
o

ol la somme est étendue a toutes les permutations ¢ de {1,...,p+¢g} tellesque 6(1) < ... < o(p)eto(p+1) < ... <
o (p+ ¢q). On vérifie facilement que I'on a aussi

S/\T(Vl, Vp+q 'q'ngn ( (1)» "'7V6(p)>T(VG(p+1)?"'7VG(p+q)7

ol cette fois-ci, la somme est étendue a toutes les permutations. De méme, la vérification des propriétés citées dans la
Proposition qui suit ne pose pas de difficulté :

ProproSITION I.1.1.
Soient S € AP(R"), T € A4(R") etR € A"(R").
L SAT =(=1)TAS.
2. (SAT)AR=SA(TAR).
3. SeEA’(R"),SAS=0.
4

. Sifi, 1 <i< p, sontdes formes linéaires sur R", alors, pourv; € R"

fin.. /\fp Vi yV ZSlgn fl Vo(l )~~-fp(vo‘(p))a

cest-a-dire fy N... A fp (vi,...,vp) =det(fi(v))).
5. Toute formeS € AP (R") s'écrit, de maniére unique,

S= Z cilm,‘pdx,'l A... /\dx,-p,

1<iy <.<ip<n

ce qui signifie que les p-formes alternées dx;, N ... \dx;,, i) < iy < ... <ip, forment une base de l'espace vectoriel
AP(R"). On les notedx' oitl = (iy,...,ip).

Pour simplifier les notation, la somme } 1 <; . ; <, sera généralement notée Z' javec] = (i1, 5ip).
On remarquera que, pour p > n, A?(R") = 0 et que A" (R") est de dimension 1.

DEFINITION 1.1.4.
On appelle forme différentielle de degré p (ou p-forme différentielle) sur un ouvert U de R" une application @ de U dans
AP(R™). Elle s’écrit donc de maniére unique

x = o(x Zco,

On dit que ® est de classe €* si les fonctions @y sont classe €. Nous noterons A”(U) I'espace des p-formes diffé-
rentielles sur U et A} (U) I'espace de celles qui sont de classe c*.

Les p-formes différentielles sont mises en dualité avec les p-champs de vecteurs : si @ est une p-forme et X = (Xy,...,X,)
un p-tuple de champs de vecteurs, la relation de dualité est

(0,X) (x) =0 (X1,....Xp) (x) = 0(x) (X1 (x),...,Xp(x)) = Z/ oy (x) (X(x))l

I

DEFINITION I.1.5.
Soient U un ouvert de R” et V un ouvert de R”. Soit ¢ = (¢;); : U — V une fonction de classe €. Soit w = le wydx!
une p-forme différentielle sur V. On appelle image réciproque de @ par ¢ la p-forme différentielle ¢* @ définie sur U par

p'o=Y (wop)(de),
1

ol (d(p)IZd(pil Ao Nd@;, sil = (i, ip).

2 Université Bordeaux I - Master de Mathématiques Pures - Analyse Complexe - Automne 2010



I.1. DEFINITIONS GENERALES

DEFINITION I.1.6.
Soit @ = Z/l w;dx' une p-forme différentielle de classe %!. On appelle différentielle extérieure de @ la p + 1-forme
différentielle d w définie par
do=Y"doNdx.
T

On remarquera que cette Définition prolonge celle donnée pour les fonctions (Exemple I.1.1).

PROPOSITION I.1.2.
La différentiation extérieure d vérifie les propriétés suivantes :

1. d est linéaire.
2. Si f est une fonction de classe 6> surU, on ad (df) = d*f = 0.
3. Siwy € AV(U) eton, € AY(U), alorsd (o N @) = doy A+ (—1)” o) Ada,.

2
Démonstration. Vérifions 2. : la Définition donne aussitot d> f=Y —ai_ 3’; -dx; \Ndx j, et comme dx; Adx; = —dx; \dx,1a conclu-
i0Xj

sion résulte du Théoreme de Schwarz. Montrons maintenant le 3. Par linéarité, il suffit de le faire lorsque @; = adx! et
W = bdx’ :

d(oyANan) = d(ab)dx Ndx

(bda + adb) A dx' A dx’

= (dandx") Nbdx" +adbNdx" Ndx!
= (dandx") Nbdx" + (—1)Padx" N bdx’
= doy Ao+ (=)’ oy ANday,

puisque d (dx') = d (dx’) = 0 par définition de la différentielle extérieure. 0

PROPOSITION I.1.3.
|| Le carré de la différentielle extérieure est nul : d> = 0.

Démonstration. En effet, si @ = Z/ J widx!, on a, par définition, dw = Z/ / day Ndx! et

Fo=Y(d(do)Ndx' +dayAd (dx')) =0,
1

puisque la Proposition précédente implique d>w; = 0 (et que d (dx’ ) =0). O

PROPOSITION 1.1.4.
SoientU un ouvert deR? etV un ouvertdeR". Soit ¢ = (¢;); : U — V une fonction de classe €. Soit w = Z/l wydx' une
p-forme différentielle surV. Alorsd (¢*®) = ¢* (do).

Démonstration. En effet, la définition de ¢*® montre que ® — @*® est un homomorphisme d’algebre lorsque 1'on munit
I'espace des formes du produit extérieur. Il suffit dons de vérifier la formule pour les fonctions (ce qui a été remarqué a la
Définition I.1.3) et pour les 1-formes ce qui se fait aisément. O

DEFINITION I.1.7.
Soit U un ouvert de R”. Une forme o € A7 (U) est dite fermée sidw = 0. Une forme @ € A”(U), p > 1, est dite exacte sur
U s'il existe une forme u € AP~ (U) telle que du = ®. Une forme ® € AP(U), p > 1, est dite localement exacte sur U si,
pour tout point x de U, il existe un voisinage V (x) de x dans U tel que la restriction de @ a V (x) est exacte.

Comme d” = 0 toute forme de classe €' localement exacte est fermée (noter que cette affirmation n'a pas de sens pour
une forme localement exacte seulement continue!). Nous allons voir tout de suite que la réciproque est vraie. Par contre, en
général, une forme fermée n’est pas toujours exacte sur U : ceci dépend de la topologie de U. Nous caractériserons un peu
plus loin les ouverts de R? pour lesquels cette propriété est vraie (I'étude générale dans R” fait partie d’un cours de topologie
algébrique, nous ne I'aborderons pas ici). Dans le cas général, nous nous contentons de donner une formule classique simple
qui permet de construire une solution de I’équation du = w lorsque I'ouvert U est étoilé.

Rappelons que I'on dit qu'un ouvert U de R" est étoilé par rapport a un de ses points a si, pour tout x € U, le segment [a, x|
est contenu dans U. Par exemple un ouvert convexe est étoilé par rapport a chacun de ses points.

%ﬁ/g %Wz 3




CHAPITRE I. FORMES DIFFERENTIELLES, HOMOTOPIE

PROPOSITION I.1.5.

Soit U un ouvert de R" étoilé par rapport a un de ses points a. Alors toute p-forme, p > 1, de classe €' fermée sur U
est exacte sur U. Plus précisément, en supposant a = 0 pour simplifier les notations, si, pour toute forme @ € Af (U), on
définit la (p — 1)-forme k() par

HO)), G &) = [ 177 (0000, (561 &y ),

ona:
L sio=df, f€€'(U) k(df)=f— f(0),
2. en général, d(k(w)) + k(dw)=w, et, en particulier, d(k(®)) = ® si ® est fermée.

En particulier, toute forme fermée sur un ouvert quelconque de R" est localement exacte (une boule euclidienne étant
convexe donc étoilée).

Démonstration. La vérification du 1. est immeédiate :

k(df)(x)

/O L f () di
/01 Z gj; (tx)x;dt = f(x) — £(0).

Nous démontrons maintenant le 2. uniquement pour les 1-formes pour simplifier les calculs (c’est le seul cas que nous
utiliserons pour la théorie des fonctions holomorphes). Par linéarité, il suffit de les formes s’écrivant @(x) = a(x)dx;. Alors
do =¥ 25 §edxj Adx etil vient

d(k(@) = Y ( /0 ' (i?j(tx)txl dt) dx; + ( /0 (o) dt) dx1,

jz1

1 da
)& = [ X ) (A 3 8))
Jjz

'/0] t Z ii(tx) (xfg'l —&jxl)dt,

=

donc

1 a
k(dw)(x) = /O tzgj(tx) (xjdx1 —xidx;)dt,

=29

ce qui donne

dk(w))+k(do) = /01 <Zz§xaj(tx)txjdx1 + x(tx)txld)q) dr+ (/Ola(tx) dt) dx
jz
'l a(tx
= /0 (Q(ta(tt ))dt) dx; = a(x)dx; = @.

— L2

Intégration des | -formes

differentielles

121 Définitions générales et formule de StoKes
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1.2. INTEGRATION DES 1-FORMES DIFFERENTIELLES

Rappelons tout d’abord que 1'on appelle chemin (orienté) €* par morceaux dans un ouvert U de R” une application
continue y d'un segment [a,b] dans U telle qu’il existe une subdivision #, 0 < k < m, de [a,b] telle que la restriction de y a
tout segment [f;, % 1] soit de classe €%. De plus, si ¢ : [d/,b'] — [a,b] est un %" difféomorphisme, on dit que A = yo @ est un
autre paramétrage du chemin 7y, ¢ étant le changement de parameétre. Un changement de parametre ¢ est dit admissible si
¢’ > 0 (ce qui signifie, géométriquement, qu’il ne change pas I'orientation de }).

Un chemin est dit fermé si y(a) = y(b). Un chemin fermé est aussi appelé un lacet.

DEFINITION 1.2.1.
Soit y un chemin (orienté) %! par morceaux dans un ouvert U de R”.

1. On appelle longueur de yle nombre L(y) = [ ||¥(1)[| dt = ¥ i (L2, %(t)z)l/zdt.

k
2. Soit @ une 1-forme continue sur U. On appelle intégrale de @ le long de Y le nombre

/ya):/aby*w:;/t:’f“ <Anlw"(Y(I))%<t)> dr.

L

De plus si ¢ estun changement de parameétres de yet A = yo@,ona [; ® = [, @ si ¢ estadmissible, [, ® = — [, @ sinon.
Par exemple, pour @ =df,ona [, = f(y(b)) — f(¥(a)).

THEOREME 1.2.1.

SoitU un ouvert connexe de R". Soit w une 1-forme différentielle continue dans U . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1. Si7y ety sont deux chemins €' par morceaux dansU ayant méme origine et méme extrémité alors f}q 0= j}’z a;

2. Sivy est un chemin fermé %' par morceaux dansU alors fya) =0;

3. w estexactedansU .

Démonstration. En effet, tout d’abord, en mettant « bout-a-bout» 7; et 7», on voit aussitot que 1. et 2. sont équivalents,
ensuite, il est clair que 3. implique 1. et 2. Montrons donc que 2. implique 3. Soit xy un point quelconque de U. Comme U est
supposé connexe, il est connexe par arc, pour tout x € U un existe un chemin continu %, de classe ¢!, dans U, joignant x; a
x. On pose alors
f=] o
%

apres avoir remarqué que, compte tenu de '’hypothese 1., cette intégrale est indépendante du chemin 7, contenu dans
U et joignant xo a x choisit, et ainsi la fonction f est bien définie. Soit alors 4 € R”, ||A|| suffisamment petit de sorte que
la boule fermée de centre x et de rayon ||A|| soit contenue dans U, et soit ¥,(¢) = x + th le segment joignant x a x + /. En
mettant « bout-a-bout » % et ¥, il vient aussitot f(x+h) — f(x) = [, ® = fol (¥ hiw;j(x+th))dtr. Comme @ est supposée
continue, Ve > 0, il existe n > 0 tel que |@;(x+1th) — w(x)| < € pour ||A|| < 7. Par suite I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

[f(x+h) = f(x) = (@(x), )| = ’fol (X hi (@i(x+1h) — wi(X)))dt‘ < e[|, pour ||| <1, ce qui montre que df(x) = ®(x). O

THEOREME 1.2.2.
Soient Q un ouvert deR? et ® une 1-forme différentielle continue sur Q. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout triangle fermé A contenu dansQ ona [;, © =0;
2. Pour tout rectangle fermé A contenu dans Q ona 3, 0 =0;

3. o est localement exacte dans €.

Démonstration. 1l est clair que 1. implique 2. en découpant un rectangle en deux triangles avec une diagonale. D’autre part,
si A est un triangle fermé contenu dans €2, on peut découper A en quatre triangles en utilisant les milieux des cotés de A. En
répétant cette opération un certain nombre de fois, pour tout € > 0, on découpe A en triangles A;, d'intérieurs deux a deux
disjoints qui sont chacun contenu dans un disque centré en un point de A et de rayon €. Par compacité, sous 'hypothese 3.,
on peut choisir € > 0 tel que sur chacun de ces disques @ admet une primitive. Alors, pour chaque i, | A, @ =0, et comme
Jop 0 = Z,»faAi wona [, ® =0, ce qui montre que 3. implique 1.

Reste a voir que 2. implique 3. Soit D (xo, r) un disque ouvert contenu dans Q. Pour chaque pointx = (x;,x;) contenu dans
D (x%,r) considérons le chemin % réunion des segments [x°, (x;,x3) | et [ (x1,x)) ,x] etposons f(x) = Jy, @.Six+heD (x%,r),
soit ¥, la juxtaposition des segments [x, (x; +hy,x2)] et [(x; +h1,x2),x+ h]. Lhypothese 2. implique alors que f(x+h) =

%ﬁ/g %Wz 5
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S+ fn, ®, soit (en notant @ = ®dx] + wydx;), puisque ® est continue

fle+h) = f(x)

1 1
/0 [0]] (x1+th17x2)h1dt+/0 a)z(X1+h1,xz+l/’l2)h2dl‘
@) (x)h) + o (x)hy 40 (|A]),

ce qui montre que d f = ®. O

DEFINITION I.2.2.
Soit ¥ : [a,b] — U un chemin dans un ouvert de R”. On dit que ¥ est régulier au point #y € [a,b] si le gradient de y au
point 7, Vy(t), est non nul. y est dite réguliére si elle est réguliere en tout point de [a, b].

On appelle courbe lisse de classe €* un chemin régulier y : [a,b] — U de classe €* tel que :

1. Siy(a) # y(b), y est injective;

2. Siy(a) = y(b), yestinjective sur Ja,b[, y~! (y(a)) = {a, b} et toutes les dérivées jusqu’a I'ordre k de y coincident en
aetenb.

On appelle compact a bord orienté de classe €% par morceaux dans R? un compact K dont la frontieére est une
union finie de courbes lisses de classe ¢ deux a deux disjointes a I'exception faite de leurs extrémités. De plus K est dit
positivement orienté si, pour chaque courbe y composant le bord dK de K lorsque I'on parcourt y(r) dans le sens des ¢
croissant on a a sa gauche les points intérieurs de K, c’est-a-dire si Vy est directement orthogonal a la normale sortante
dedk.

Avec cette définition, si @ est une 1-forme différentielle définie au voisinage d'un compact a bord orienté K dont le bord est
la réunion («disjointe ») des courbes lisses %, 1 < i < k, on défini I'intégrale de @ sur le bord K de K par [, o = Y~ Jy 0.

D’autre part, si @ est une 2-forme différentielle définie sur un ouvert U de R2, elle s’écrit de maniére unique @ = f(x)dx; A
dxy, (x1,x2) étant les coordonnées canoniques. Pour toute partie mesurable F de U on pose alors [, @ = [ fdA, ou A estla
mesure de Lebesgue (orientation du plan).

THEOREME 1.2.3 (Formule de Stokes dans R?).
Soit K un compact a bord orienté de R*. Pour toute 1-forme différentielle o de classe €' définie au voisinage de K on a

/ a):/dw.
K K

Remarque. Cette formule se généralise bien siir aux compacts de R” et, plus généralement aux compacts dans les variétés
différentielles. Nous nous contentons ici du cas R? pour éviter d’avoir a définir I'orientation des variétés différentielles qui
est nécessaire pour énoncer la formule en général.

Démonstration. On commence par vérifier la formule lorsque K est une carré, K = [a, b]z, et, avec les notations usuelles (x,y)

pour les coordonnées canoniques de R?, @ = w;dx+ a»dy doncdw = (%—“f — %") dxNdyet[xdo = [, (‘98—“;2 — aa—ay’]> dxdy.

D’autre part

b b a a
o = [omadt [ wbyd+ [ o [ oayd
JK a a b b

b b
| @a-owo)drs [ (@b - oxay)dy

b/ b b/ b Jwm
/ (/ dex) dy—/ ( 1dy) dx,
a a Ox a a 3y
ce qui montre le résultat dans ce cas.

Pour le cas général, pour chaque entier n > 1, on découpe le plan en carrés de cotés paralleles aux axes avec les droites
d’équations x = 2%, y= 2%,, k,l € 7Z. On note K,, la réunion de ces carrés contenus dans l'intérieur de K et L, la réunion de
ceux qui coupent le bord de K. Si C; et C; sont deux tels carrés ayant un c6té en commun, on vérifie aussitot que |; ac, O+
Joc, @ = J3(c,uc,) @ et la formule pour un carré donne donc [;x @ = [ d. Pour conclure, il suffit donc de montrer les
deux propriétés suivantes :

lim / do = / do. D)
n—te Ji, Jx

et,
lim / 0= . (1.2)
n—e JoK, oK

Comme o est supposée de classe ¢! au voisinage de K, d est bornée sur K et il existe une constante C > 0 telle que
wdw— [ do| < CA(L,) (A mesure de Lebesgue), et, pour vérifier (I.1), il suffit de voir que lim,,_, ;oA (L,) =0
K Kn 8 p q
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Lemme. Il existe une constante B > 0, indépendante de n, telle que le volume de L, est majoré par B2™". De plus, il existe une
constante A, indépendante de n, telle que le nombre de carrés composant L,, est majoré par A2".

Preuve du Lemme. Soit T,, = {x € R? tels que dist(x, dK) < \/52’”}. Comme JK est un compact réunion d’'un nombre fini

de courbes lisses ¥, il existe une constante B, indépendante de n (en fait 2v/2 fois la somme des longueurs des courbes ¥;)
telle que le volume de 7, est majoré par B2™", ce qui montre la premiére assertion du Lemme. Enfin la seconde en résulte
puisque L, est réunion de carrés d’intérieurs deux a deux disjoints et de volumes 272", O

Vérifions maintenant (I.2). Pour chaque carré C composant L,, soit I'c la partie de dC contenue dans l'intérieur de K et
orientée négativement, et soit xc un point de C N K. Un rapide dessin montre aisément que Y ~ ch 0= k, ©> lasomme étant

étendue a tous les carrés C composant L,. Par ailleurs, comme o est de classe %', si on pose ac = @ (x¢)dx + @ (xc)dy et
® = ¢+ ¢&c,onalec| =0(27"), avec une constante indépendante de n. De plus, comme @ est a coefficients constants, elle
est exacte et son intégrale sur le bord de C N K est nulle, c’est-a-dire (compte tenu de I'orientation négative de I'c) jrc oc =

J5knc @c. Ainsi, il vient
oKNC Ic dKNC e

et il existe une constante D > 0 indépendante de n telle que ‘[ aknc @ — Jre a)’ < D27 (les longueurs de 9K NC et I'¢ étant
O(27")). En sommant sur tous les carrés C composant L,, le Lemme donne ’faK O — [ok, a)| < E27" pour une constante E
indépendante de n, ce qui achéve la démonstration du Théoréme. O

Nous introduisons maintenant des notation propres au plan complexe C que nous utiliseront constamment par la suite :
(x,y) étant les coordonnées canoniques usuelles de R?, on pose

dz =dx+idyetdz = dx—idy,

et toute 1-forme différentielle @ sur un ouvert de C s’écrit de maniére unique @ = w;dz+ W dz et que dz Adz = —2idx N\ dy.
Par ailleurs si f est une fonction de classe €’! sur un ouvert de C, sa différentielle extérieure s'écrit de maniére unique

df = ﬁder a—fdf,

PP . of _ 1 (of _ :9f of _ 1 (9f 4 ;of
et on vérifie immédiatement que 92 =2 (Z - la—y) et 9z =12 (E —H()—y).
PROPOSITION 1.2.1 (Formule de Cauchy-Pompeiu).
Soit f une fonction de classe €' sur un ouvert Q de C. Soit K un compact a bord orienté contenu dans Q. Alors pour tout
o]
pointzg € K
of
f@) 522)

dz—2i [ Z=—dA(2)
dK 2—20 KZ—20

2inf (z0) =

Démonstration. Soit D (zo,r) le disque ouvert centré en zy et de rayon r. On suppose r assez petit de sorte que I'adhérence de
ce disque soit contenu dans I'intérieur de K. La Formule de Stokes appliquée au compact & bord orienté K \ D (zo,r) donne

£(2) ), O TN 16
7dz_/80(zo,r) 70'2—/1(\ 7dz/\d1—21/1<27dl(z).

K ZT—20 Z—20 D(zp,r) T— 20 —20
Comme .
lim 1@ 4 tim /27r S0+ 7€) o a9~ 2if (),
r—0JaD(z9,r) Z— 20 r—0.J0 re!
la formule s’obtient en passant a la limite quand » — 0. O

1.2.2 Indice d'un lacet par rapport d un point

DEFINITION I.2.3.
Soit y un lacet (i.e. un chemin fermé) de classe %' par morceaux dans C. On note Imy I'image de 7. On appelle indice de
y par rapport a un point a € C\ Imy le nombre

1 [ dz
1 = — .
(1,a) 2m/ﬂ_a
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PROPOSITION 1.2.2.
|| Lindicel(y,a) d'un lacety par rapport a un pointa € C\ Imy est un entier relatif (i.e.1(y,a) € Z).

Démonstration. En effet, supposons, pour fixer les notations y : [a, f] — C, et posons

o-en( [ 72

La Proposition dit que ¢(f8) = 1. Or, excepté au points ol Y n’est pas dérivable (c’est-a-dire pour un nombre fini de valeurs

der)ona
o) _ 70
o) y)—a’
!
c'est-a-dire (%) (r) = 0. Comme % est continue, cela signifie qu’elle est constante, et comme ¢@(¢) = 1, on a ¢(t) =
;/((3)__“0. Comme Y est un lacet (y(a) = ¥(B)) onabien ¢(f) = 1. O

PROPOSITION 1.2.3.
Soity un lacet €' par morceaux dans C.

1. 1(y,a) est constant dans chaque composante connexe de C\ Imy;

2. Siy est la frontiére d'un compact a bord orienté, alors (0K ,a) = 1 poura € K et1(dK,a) = 0 poura € C\ K.

] ]
Démonstration. Le 1. résulte de la Proposition précédente puisque a — I(dK,a) est clairement continue dans K. Sia € K,

la forme z%l est fermée au voisinage du compact K \ D(a,r) ot D(a,r) est un disque ouvert contenu dans I'intérieur de K.
La formule de Stokes donne alors [\ pq,) z% =0, donc I(y,a) = 5 Jopar) szZa =5 Jo¥id® = 1. Lorsquea € C\ K, la
forme z%; est fermée au voisinage de K et la formule de Stokes donne I(7y,a) = 0. O

1.3
Homotopie

DEFINITION 1.3.1.

Soit Q un ouvert de C. Soient ¥; et 7» deux chemins continus dans Q que I'on suppose paramétrés sur I = [0, 1]. On dit
que 7 et y» sont homotopes (avec extrémités fixes) s'il ont méme origine et méme extrémité et s’il existe une application
continue 6 : I x I — Q telle que :

1. Pourtoutt €1, 6(1,0) = yi(¢) et (¢, 1) = p(¢);

2. Pourtoutu €1,6(0,u) =%(0) =1(0) et d(1,u) =% (1) =pn(1).
Dans le cas ol y; et %, sont des chemins fermés (i.e. 71 (0) = 71 (1) = %2(1) = 12(1)) on dit aussi que les chemins sont
homotopes (comme chemins fermés) (dans ce casona 6(0,u) = 0(1,u) = (0), Yu € I).

De plus, on dit qu'un chemin fermé v (i.e. Y(0) = y(1) = a) est homotope a un points'il est homotope (comme chemin
fermé) a un chemin constant y; () = a, ¢ € 1.

Dans toute la suite, nous dirons simplement « homotopes » sous-entendant « avec extrémités fixes » ou « comme chemins
fermés ».

On remarquera que I’homotopie ainsi définie dépends de I'ouvert Q dans lequel on considére les chemins. Par exemple le
chemin r — e’ est homotope 4 un point dans C mais ne I'est pas dans C*.

Pour simplifier les notations, dans toute la suite les chemins seront supposés paramétrés sur I = [0, 1] sauf précision
contraire.

DEFINITION I.3.2.
Soit @ une 1-forme continue localement exacte dans un ouvert Q de C. Soit Y un chemin continu dans Q. On dit qu'une
fonction continue f : I = [0,1] — C est une primitive de o le long de 'y si Vit € I il existe un voisinage V =V (y (1)) de
¥(fo) dans Q et une fonction F = F;, de classe ¢’ dans V telle que dF = o dans V et f(t) = F o () au voisinage de f.
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On notera que cette Définition s’applique en particulier aux formes ® fermées puisque celles-ci sont localement exactes
(Proposition1.1.5). De plus, siw =Y.' | w;dz;, etsiyest € ! par morceaux, alors une primitive f de @ le long de y est aussi %!
par morceaux et la définition de f donnée dans la Définition ci-dessus équivaut a « f de classe €' par morceaux et, Vr € I,
f(t) =YL, @ (y(r)) ¥/ (t) au voisinage de t ».

PROPOSITION 1.3.1.
Soient Q un ouvert de C, y un chemin continu dans Q et ® une 1-forme continue localement exacte dans Q. Alors il
existe une primitive de @ le long de y et celle-ci est unique a une constante additive pres.

Démonstration. Unicité. Soient fi et f> deux primitives de @ le long de y de sorte que V7, € [ il existe deux primitives Fj et F,
de o dans un voisinage V de (1) telles que f; = F;o ¥, i = 1,2, au voisinage de #p. Comme on peut supposer V connexe, F}
et F, different d’'une constante, ce qui montre que f; — f> est localement constante. Comme cette fonction est continue, elle
est constante.

Existence. Par compacité de ([0, 1]), il existe d > 0 tel que au voisinage de toute disque fermée de rayon J centrée en
un point du chemin la forme ® admet une primitive. La continuité uniforme de ¥ montre alors qu’il existe des points ¢;,
0=t <ty <..t;<fiy <...<t, =1, tels que chaque intervalle [1;, ;1] est contenu dans un disque D;, de rayon 8, centré
en un point du chemin et sur lequel @ admet une primitive F;. Pour chaque i, D; N D;;1 est un ouvert connexe non vide
(il contient ¥ (#;41)) donc F; — F;1; est constante sur cet ouvert. Par récurrence, il est alors clair que I'on peut modifier les F;
en leur rajoutant des constantes convenables de sorte que la fonction f définie par f(t) = F; (y(¢)) pour ¢ € [t;,#i+1] soit une
primitive de  le long de 7. O

Cette Proposition permet d’étendre la définition de I'intégrale d'une 1-forme continue localement exacte (mais pas né-
cessairement de classe €'') aux chemins qui sont seulement continus 7 :

DEFINITION 1.3.3.
Soient @ une 1-forme continue localement exacte dans un ouvert Q de C et Y un chemin continu dans Q (paramétré sur
I =10, 1]). Soit f une primitive de ® le long de y. On appelle intégrale de @ le long de y le nombre, indépendant de la
primitive choisie f,

[o=rm)-r0.
Y

Naturellement, si le chemin 7y est ¢! par morceaus, cette Définition est la méme que celle donnée a la Définition 1.2.1.

PROPOSITION 1.3.2.
Soit @ une 1-forme continue localement exacte dans un ouvert Q de C. Soit (), une suite de chemins continus qui
converge uniformément vers un chemin y. Alorslim,_, ;. fyn 0= fy .

Démonstration. En effet, les primitives locales de @ F;, 1 < i <k, utilisées pour définir fy o sont définies sur des ouverts qui
recouvrent Imy, pour n assez grand (convergence uniforme et compacité de Imy), on peut donc les prendre pour définir les
intégrales fyn o, d’ot1 la conclusion. O

THEOREME I.3.1.
Soit ® une 1-forme continue localement exacte dans un ouvertQ deC. Si vy et vy sont deux chemins continus homotopes
(avec extrémités fixes) dansQ ona [, ® = [, ©.

Démonstration. Soient I} = [a,b] et I, = [c,d] deux segments et soit ¢ : [} X I, — Q une application continue. On dit qu'une
fonction continue f(¢t,u);l; x L, — Q est une primitive de ® le long de ¢ si V(fy,up) € I} x I il existe une primitive Fy de
o au voisinage de ¢(1,u) telle que, dans un voisinage de (fo,uo) on ait f(r,u) = Fy (¢(t,u)). Comme dans la preuve de la
Proposition 1.3.1, il est clair que deux primitives de @ le long de ¢ different d'une constante.

Remarquons alors que la démonstration du Théoréme revient a voir qu’il existe un primitive f de ® le long d’'une ho-
motopie § : I x I — Q de 1 a 71 : en effet si une telle primitive existe, alors (’homotopie étant a extrémités fixes) on a
£(0,0) = £(0,u) = £(0,1) et £(1,0) = f(1,u) = f(1,1), Vu € I, et comme ¢t — f(z,0) est une primitive de ® le long de }p et
t — f(#,1) une primitive le long de 11, ona [, @ = f(1,0) — £(0,0) et [, @ = f(1,1) — f(0,1) ce qui montre le Théoreme.

Pour achever la preuve construisons donc une telle primitive. Par compacité, il existe £ > 0 tel que, pour tout (7,u) € I X I
O ([t — &, + €] X [u—&,u+ €]) soit contenu dans un disque ouvert sur lequel @ admet une primitive. On considére alors un
découpage de I x I en carrés [f;,f;11] X [Mj,u]q,]}, 1<i<kl1<j< I telsqueti | —t; =uj1 —uj = €. Alors, la preuve de la
Proposition 1.3.1 montre que 1'on peut construire une primitive de ® le long du chemin ¢ — (t, W), t € 1, en utilisant
ces disques ce qui donne une primitive f; de @ le long de la restriction de 6 a I x ([u i—€/2,uj41 +£/2] n[o, 1]) Comme f;
et f» sont deux primitives de @ le long de la restriction de § a1 x [uy —€/2,u; + £/2] elles different d'une constante C», et, en
remplacant f, par f» + C, on défini une primitive de o le long de la restriction de § a I x [0,u3 + £/2]. On conclut alors par
récurrence sur j. O
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Remarque. On notera que ce Théoréme s’applique en particulier aux formes fermées (c.f. Proposition 1.1.5). En particulier,
il permet d’étendre la notion d’indice I (y,a) d’un lacet y par rapport & un point a aux lacets qui sont seulement continus
puisque la forme Z‘i—za est fermée au voisinage de I'image du lacet.

DEFINITION 1.3.4.
On dit qu'un ouvert de C est simplement connexe s’il est connexe et si tout chemin continu fermé contenu dans Q est
homotope a un point.

THEOREME 1.3.2.
” Toute 1 -forme différentielle continue localement exacte dans un ouvert simplement connexe y est exacte.

Démonstration. En effet, le Théoréme 1.3.1 montre que, pour tout chemin fermé y contenu dans Q on a fy o = 0. La conclu-
sion résulte donc du Théoreme 1.2.1. O

Comme pour le précédent, on notera que ce Théoreme s’applique aux formes fermées.

1.4

Deux applications

14.1 Logarithme complexe

DEFINITION 1.4.1.
Soitz € C* = C\ {0}. On appelle détermination du logarithme de z un nombre complexe { tel que e = z c’est-a-dire un
nombre tel que § = log|z| + iArgz + 2ikm, k € Z. Le nombre log |z| + iArgz s’appelle parfois la détermination principale
du logarithme de z.

La question que I'on se pose est de savoir si on peut trouver une application z — {(z) continue dans un ouvert Q de C*
telle que {(z) soit une détermination du logarithme de z. Lorsqu’une telle fonction existe, on parle de détermination continue
du logarithme de z dans Q.

En général une telle détermination continue n’existe pas : par exemple si {(z) était une détermination continue de logz
dans C*, on aurait { (™) = i +2ik7 donc { () = 2ikm et { (™) = 2i(k+ 1) ce qui contreditla continuité de §(z). Pour
avoir I'existence d’'une telle détermination il faut faire une hypothése topologique sur I'ouvert Q :

PROPOSITION 1.4.1.
Sur tout ouvert simplement connexe de C* il existe une détermination continue du logarithme de z qui est unique a
laddition d’'un multiple entier de2im pres.

Démonstration. Soit a un point de Q et posons loga = log |a| + iArga. D’apres le Théoréme 1.3.2 la forme % (qui est fermée

dans C*) est exacte sur Q. Soit logz sa primitive (sur Q) qui vaut loga au point a et considérons la fonction 4(z) = €!°%%. Par

définition cette fonction vérifie 'équation %(Z) = @ Remarquons alors que la fonction %y(z) = z est aussi une solution

de cette équation, et, par suite, la fonction g(z) = % vérifie ‘3—‘5 = 0, et comme on a de maniere évidente ‘;—‘g =0, g est
localement constante donc constante puisque € est supposé connexe. Ainsi 4(z) = Az, pour une constante A, et comme
h(a) = a par définition de &, on a A = 1 ce qui montre que la fonction log z définie ci-dessus est une détermination (continue)

du logarithme de z sur Q. O

Remarque. Comme deux déterminations continues du logarithme de z sur Q différent d’'une constante, la démonstration ci-
dessus montre qu'une détermination continue du logarithme de z sur Q est une primitive de la forme % (i.e. sa différentielle

extérieure est %).
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EXERCICES

1.4.2 Quelque propriétés de ['indice

Apres le Théoréme 1.3.1, nous avons remarqué que I'on peut étendre aux chemins continus la notion d’indice par rapport
aun point: si y est un chemin continu (paramétré sur [0, 1)), et sia ¢ Imy, la forme % estlocalement exacte sur un voisinage

de Imyetsi f est une primitive de cette forme le long de 7, par définition, ona(y,a) = f(1) — f(0). De plus, f est caractérisée

par la fait que, au voisinage de 7y € [0,1], on a f(¢) = log (y(t) — a) + Cp de sorte que yftj;(_)a = ¢ est localement constante,

donc constante. Ainsi, I(y,a) = f(1) — f(0) ot f est une fonction continue vérifiant ¢/*) = y(r) —a, t € [0, 1].

PROPOSITION 1.4.2.
Soit D le disque unité du plan complexe centré en 0, T sa frontiere. Soit f : D — C une fonction continue et posons
Y(t) = f (e"). Sil(y,a) # 0 en un pointa € C\ f(T) alors f prends la valeur a sur 'intérieur deD.

Démonstration. En effet, dans le cas contraire, 5(r,r) = f (re") est une homotopie de ¥ vers le lacet constant égal a f(0)
contenue dans C\ {a}. Comme z% est fermée sur C \ {a}, donc localement exacte, et on a I(y,a) = 0 d’apres le Théoréme

[.3.1. O

PROPOSITION 1.4.3.
|| Soienty; ety deux chemins fermés continus dans C* et posonsy(t) = 1 (t)12(¢). Alors1(y,0) =1 (%1,0) +1(7»,0).

Démonstration. En effet, pour chaque i soit f; une primitive de % le long de ¥; telle que e/i 0 = Y:(¢) Alors f = fi + f» estune
primitive de % lelong de yetI(y,0) = w =1(n,0)+1(p,0). O
PROPOSITION 1.4.4.

Soient Y ety deux chemins fermé continus dans C tels que 0 ¢ Imy et, Vt, |71 (¢)| < |y0(¢)|. Alorst — w(t) + 11 (¢) a son
image dans C* et (v +7,0) =1 (%,0).

Démonstration. En effet, en écrivant %+ 71 = % (l + %), on remarque que le chemin v =1+ % étant contenu dans le

disque centré en 1 et de rayon 1 (par 'hypotheése) on a (Proposition1.4.1) I(v,0) = 0, et on applique la Proposition précédente.
O

PROPOSITION 1.4.5 (Théoréme de Rouché).
Soient yy ety deux chemins fermé continus dans C. Si, Vt, on a

@) +n@)] <@+ Mm@l

alors les chemins ne passent pas par0 et on al (1,0) =1(71,0).

Démonstration. 1l est clair que 'hypothese implique que les chemins ne passent pas par |'origine. Lhypotheése s’écrit donc

<1+ %, ce qui montre que I'image de % est contenue dans C\ R_, qui est un ouvert simplement connexe de

C*, et, par suite, I (71/y,0) = 0. Or, si f; est telle que e/i) = y(1), ona e/1()=/o(t) = %, donc 0 =1(n/x%,0) = fi(1) = fo(1) —
(f1(0) = fo(0)) =1 (71,0) =1 (1,0). m

; n
aussi ’1 + m

‘Exercices

EXERCICE I.1 (la dualité champ de vecteurs/1-formes différentielles et les « coordonnées » (z,7) en place de (x,y)).
1. Un champ de vecteurs complexe dans un ouvert U de R? s’exprime sous la forme

d 0
M(xay)a +v(x7y)jya
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ol u et v sont deux fonctions de U dans C'. Vérifier qu’'un tel champ s’exprime aussi sous la forme

d 0
a(Z)jZ +b(Z)(972 5

ol les opérateurs d/dz et d /dz sont définis par

i_l(i_i) i_l<i+i>
dz 2\dx dy 9z 2\dx dy
etz =x+1iy. Calculer a et b en fonction de u et v.

2. Le crochet de dualité entre le champ de vecteurs ud/dx+vd/dy et la 1-forme différentielle Pdx + Qdy (P et Q étant
des fonctions de U dans C) est défini ponctuellement par

<u% +v;’y , Pdx+ Qdy>(x’y) = u(x,y)P(x,y) +v(x,y)Q(x,y).

Vérifier que I'on a, pour tout (x,y) dans U,

<%,dx>(x,y) - <;y’dy><x,y) =1

sidz:dx+idyetdz:dx—idy, ainsi que

EXERCICE 1.2 (le «yoga » des calculs en les coordonnées z et 7).

Soient U et V deux ouverts de C (les coordonnées y étant respectivement dénotées z et w), f une fonction différentiable de
U dans V, g une fonction différentiable de V dans C. Exprimer d(go f)/dz et d(go f)/dZ en fonctionde f, g, df/dz, df/IZ,
dg/dw, dg/ow.

Indication : exprimer plutot Uaction de la différentielle de g o f sur
h=(hi,hy) < hy +ihy.

EXERCICE 1.3 (le laplacien dans le plan ; coordonnées cartésiennes et polaires).
1. Vérifier que, pour toute fonction F de classe C? et a valeurs complexes dans un ouvert U de R?, on a

(2o 2)iF1= (2o 2)iF1= LalF),
A 82 82

T oy

désigne I'opérateur de Laplace (ou laplacien) en dimension 2.

ou

2. Soit U un ouvert de R?\ {(0,0)} et Q son image réciproque par I'application
(r,0) €]0,00[ xR — (rcos 0, rsin@) € R*\ {(0,0)}.
Vérifier que si F' est une fonction de classe C? dans U, a valeurs dans C, on a, pour (r,0) € Q,
19/ 0 1 92
——(r= - 0
ror (rar) * r2 392> [G)(r,6)

si G(r,0) := f(rcos@,rsin@). Déterminer toutes les fonctions F de classe C> dans R?\ {(0,0)}, radiales (F(x,y) ne
dépend que de \/x2 +y2), et solutions de A[F] = 0 dans R?\ {(0,0)}.

A(xy)[F](rcos 6,rsin) = (

Dans le cours, on considére qu'un champ de vecteurs complexe sur un ouvert U de R? est une application de U dans C2, celle qui a (x,y) associe
(u(x,y),v(x,y)). Les deux points de vue (celui ci et celui du cours) reviennent au méme en ce qui concerne la définition des champs de vecteurs sur un
ouvert de R". Cela change par contre sil’on se place sur une surface; seul celui présenté ici garde un sens.
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3. Soit U un ouvert de C* et f une fonction de classe C> de U dans C; on note toujours Q cette fois I'image réciproque de
U par I'application ‘
(1,0) €]0,00[ xR — re'® € C*.

Vérifier que, si f est une fonction de classe C? dans U, a valeurs dans C, on a, pour tout (r,0) dans Q,

21y = (e e 2 (g)(r0)
21 = 3(¢°2+ L DY ).

Vérifier que, si 6y € R, la fonction
fo, 12= (x+iy) — log|z| +iargjg) g, 127((2)
est une fonction de classe C* dans Uy, := C\ {te'® ;1 > 0}, telle que (9 /97)[fg,] = 0 dans Uy, .

EXERCICE 1.4 (fonctions positivement homogenes).
Une fonction f définie sur R” \ {0} et a valeurs dans R est dite positivement homogene de degré r € R si et seulement si,
pour toutx = (xy,...,x,) € R"\ {0}, pour tout# > 0, on a

fltx) =1"f(x).

1. Montrer que si f est une application de classe C! de R"\ {0} dans R, dire qu’elle est positivement homogene de degré
r € R équivaut a dire qu’elle satisfait 'équation d’Euler :

x—ijaxj rf(x), Vx e R"\ {0}.

2. Si g est une application continue de R" dans R, positivement homogene de degré r > 0 dans R” \ {0}, trouver toutes
les fonctions f de classe C' de R” dans R telles que

= Vx e R
)x = ijax, g(x),Vxe

EXERCICE 1.5 (le « pullback » d’'une forme différentielle) .
Soient U et V deux ouverts de C et ® une application de classe C! de U dans V. Exprimer ®*[dZ A dz] en termes de |0® /7]
etde |0D/9z7|.

EXERCICE 1.6 (formes exactes, formes fermées).
La 1-forme

® = 2xzdx + 2yzdy — (xX* +y* + 1)dz
est-elle fermée dans R 2 exacte 2 Trouver explicitement un facteur intégrant, c’est-a-dire une fonction F : R? — R, de classe

C', tel que F o soit exacte dans R>.

EXERCICE 1.7 (formes exactes, formes fermées (dans R?)).
Pour quelles valeurs de ¢ > 0 la forme

(x—y)dx+ (x+y)dy
|2|*

a)a:: 7Z:x+iy7

est elle fermée dans R?\ {(0,0)} 2 exacte dans R?\ {(0,0)} 2

EXERCICE I.8 (formes exactes, formes fermées (dans R?)).
Soit U un ouvert de C et f une fonction de classe C! de U dans C; montrer que f(z) dz est fermée si et seulement si d f /97 = 0
et que f(z)dz est fermée si et seulement si d f /dz = 0.

EXERCICE 1.9 (formes exactes, formes fermées (dans R?)).
1. Soit p un entier relatif et @, = zdz, considérée comme une 1-forme de classe C* dans C* = C\ {0}. Pour quelles
valeurs de p cette forme est-elle fermée dans C* 2 exacte dans C* ? Pour les valeurs de p pour lesquelles elle est exacte,
déterminer toutes les fonction F : C* — C, de classe C!, telles que dF = w, dans C*.
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2. Soit 6y un nombre réel, Ug, I'ouvert
=C\ {te' ;1 >0}

(le plan complexe “fendu” le long de la demi-droite issue de 'origine et dirigée par ¢/%) et, pour tout & € C, la 1-forme
différentielle dans Ug, définie par
Wa(2) = |z|% ioargjg 60-+2x((2) g,

Pourquoi cette forme est-elle exacte dans Ug, quelque soit la valeur de o ? Vérifier en utilisant le résultat établi a I'Exer-
cice 1.3, question 3., que les fonctions F de classe C' dans Uy, telles que dF = @y sont de la forme

|Z|a+1

a+1

z€Ug— F(z) =C+ exp (i(a + l)arg]eoﬁeﬁz,r[(z))

si @ # —1 (C étant une constante arbitraire) et de la forme
2 € Ugy — F(z) = C+loglz| +iargyq, g, 42x((2)
si ¢ = —1 (C désignant toujours une constante arbitraire).

EXERCICE 1.10 (formes différentielles et équations différentielles).

Soit U un ouvert étoilé de R? et Pdx + Qdy une 1-forme de classe C' fermée dans U. Ecrire ce que cela signifie sur P et
Q. On désigne par F une primitive de Pdx + Qdy dans U, c’est-a-dire une fonction de classe C> dans U telle que dF =
Pdx+ Qdy. Pourquoi existe-t-il bien une telle primitive ? Quelle est ’équation cartésienne du graphe de la solution maximale

du probleme de Cauchy
dy _ _P(xy)
dx  Qxy) ’

lorsque (xg,y0) est un point de U ol Q ne s’annule pas?

¥(x0) = yo

EXERCICE I.11 (la formule de Stokes dans R? pour un simplexe « tordu » positivement orienté).
Soit Ag le simplexe
Ao :={(t,s) eER*;1>0,5>0,r +s< 1}

et ® = (@, y) une application de classe C* au voisinage de A, a valeurs dans R?, telle que d®(z,s) soit inversible en tout
point de A et de jacobien strictement positif en tout point. On suppose aussi que @ réalise une bijection entre Aj et ®(Ay).
Si @ = Pdx+ Qdy est une 1-forme de classe C Lau voisinage de <I>(Zo), vérifier la formule de Stokes (ou de Green-Riemann
puisque I'on est ici en dimension 2) :

/ [p o AP 0] = / /  d[Pdx+Qd]
= [, (525 )axnas
= Sy (52 55
o (22
- / [ @'ldo) = /a L @lol= /a o P+ C)

aprés avoir justifié le fait que la frontiere d[®(Ag)] de ®(Ag) est C! par morceaux (les frontieres sont ici toutes orientées dans
le sens trigonométrique). Indication : on traitera dans un premier temps le cas oit ® est l'identité de R* dans lui-méme.

Peut-on saffranchir de la condition « @ de classe C> au voisinage de ®(Ag) » et la remplacer par la condition plus faible
« @ de classe C' au voisinage de ®(Ag) »?

EXERCICE 1.12 (retour au lemme de Schwarz sur la symétrie des dérivées partielles) .
Dans I'exercice précédent, le lemme de Schwarz (sur le fait que I'on puisse permuter I'action de d/dx et d/dy pour une
fonction deux fois différentiable en un point) a joué un role essentiel (méme s’il est caché par la propriété d od = 0) pour

prouver
8Q &P 8A 8B
// o) \ OX y dxdy _//AO ds 8t dsdt

siAds+ Bdt := ®*[Pdx+ Qdy] comme conséquence de la formule de changement de variables dans I'intégration relativement
a la mesure de Lebesgue. Dans cet exercice, nous proposons de montrer pourquoi la formule de Green-Riemann pour les
rectangles suffit a impliquer le lemme de Schwarz.
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1. Montrer que si G| et G, sont deux fonctions continues sur un ouvert U de R2, a valeurs dans C, telles que

//RGl(x,y)dxdy::/ RGz(x,y)dxdy

pour tout rectangle fermé plein R inclus dans U, alors F = G dans U.
2. Déduire de a) que si F est une fonction de classe C> dans U, a valeurs complexes, alors on a

(9%/0xdy)[F] = (9°/dyax)[F]
dans U.

EXERCICE I.13 (appliquer le lemme de Poincaré pour les 1-formes (en dimension n)).
Soit U un ouvert étoilé de R” et F : R” — C une fonction de classe C> ne s'annulant pas. Montrer que la 1-forme dF /F est
exacte dans U.

EXERCICE I.14 (facteurs intégrants locaux dans un ouvert de R?).

Soit @ une 1-forme de classe C' dans un ouvert de R?, telle que @(z9) # O (ce qui signifie (P(xo,Yo),Q(x0,y0)) # 0 si ® =
P(x,y)dx + Q(x,y)dy). Montrer qu'il existe un voisinage V(,, ., de (xo,y0) dans U, une fonction fy, y, de classe C ! dans ce

voisinage, telle que la forme f, ) X @ soit exacte dans V(,, .., Indication : on effectuera un changement de variable de

maniére a ce que (localement) ® = Pdx, puis on exploitera le lemme de Poincaré dans un ouvert étoilé.

EXERCICE I.15 (autour du lemme de Poincaré dans R").
Soit p € N*, U un ouvert de R", étoilé par rapport a I'origine, et @

o= Z O ..., dx,l/\ /\dx,p
1<iy <-<ip<n

une p-forme de classe C' dans U. Montrer que I'on définit une (p — 1)-forme I{®] de classe C? sur U en posant

I[w] = Z Lﬁ"l(—l)kl (/(;ltpfla(txl,...,txn)dt) Xi, /p\dx,-,} )

1<ij <-<ip<n -
I+k

Vérifier la formule I[dw] + d[I[w]] = @ et en déduire le lemme de Poincaré. Indication : expliquer d’'abord pourquoi il est
possible de se ramener a supposer la forme @ du type © = otdxy A --- Ndxp.

EXERCICE I.16 (une application directe de Green-Riemann).
Soit I'le bord du carré [—1, 1] orienté dans le sens trigonométrique. Calculer

/ xdy — ydx

r x2+y?

Indication : remarquer que la 1 -forme sous cette intégrale curviligne est fermée dans C* et que par conséquent on peut rempla-
cer [—1,1)? par le disque de centre0 et de rayon €, avec € arbitraire; on expliquera pourquoi.

EXERCICE 1.17 (encore une application directe de Green-Riemann).
Calculer I'aire de la boucle du folium de Descartes d’équation cartésienne

x3—|—y3—3axy:O

(a désignant un parametre réel). Indication : on parametrera cette courbe en cherchant le point d’intersection avec la droite
d’équationy = tx, t désignant le parameétre que I'on utilisera; la boucle correspond, on le montrera, aux valeurs du parametre
entre( et +oo.

EXERCICE I.18 (de Green-Riemann a Green-Ostrogradski).

Soit U un ouvert borné du plan dont la frontiére est consititué d’'un nombre fini de lacets simples (courbes de Jordan)
,-.-, W, de classe C! et réguliers (chaque lacet est paramétré par une fonction y : ¢ € [0,1] R? de classe C' sur [0,1]
et telle que dy ne s’annule en aucun point de [0, 1]). Soit F = (P,Q) = Pd/dx+ Qd /dy un champ de vecteurs de classe C! au
voisinage de U. Vérifier la formule de Green-Ostrograski :

[ (2 aQ dxdy —z/ nex ((1)), F (3(0))) (1) di

oll nex(7;(¢)) désigne le vecteur normal unitaire (pointant vers I'extérieur de U) a I'arc géométrique paramétré par y; et ( )
désigne le produit scalaire usuel dans R2. Autrement dit, en langage de physicien, I'intégrale (surfacique) de la divergence du
champ de vecteurs F' est égal au flux sortant de ce champ au travers du bord. Indication: on appliquera Green-Riemann avec
la forme Pdy — Qdx.
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EXERCICE I.19 (une approche au théoréme du point fixe de L. Brouwer).
Soit f = (P,Q) une application définie et de classe C? au voisinage du disque unité fermé D(0, 1) du plan complexe, a valeurs
dans R?, et telle que

FOO,1)) € {(x,3): % +y* = 1} = 9D

(f réalise une rétraction du disque fermé sur son bord).

1. Sil'on suppose en plus des hypotheses ci-dessus que la restriction de f a dD(0,1) est I'identité, déduire de la formule
de Green-Riemann que, si I désigne le lacet 0 € [0,27] — €%,

/FPdQ:O

Indication: on montrera que la forme Pdx + Qdy est fermée dans le disque unité ouvert D(0, 1).
Montrer que ’hypothese additionnelle implique v*[PdQ] = y*[xdy] et en déduire

/FPdQ:n.

Que peut-on en conclure ?

2. Soit F une application définie et de classe C au voisinage de D(0, 1), a valeurs dans R?, telle que F(D(0,1)) C D(0, 1)
et que F(x,y) # (x,y) pour tout (x,y) dans D(0, 1). Pour tout (x,y) dans D(0, 1), on note G(x,y) le point d’intersection
du cercle unité dD(0, 1) avec la demi-droite issue de F(x,y) et dirigée par le vecteur (non nul par hypotheses) (x,y) —
F(x,y). Vérifier que (x,y) — G(x,y) se prolonge en une fonction (P,Q) de classe C' au voisinage de D(0, 1) qui vérifie
les hypotheses de 1’en-téte de 1'exercice et du 1. En déduire que F admet nécesssairement un point fixe dans D(0, 1)
(ie.un point (x0, o) tel que F (¥,30) = (¥0,30)):

EXERCICE 1.20 (primitives de formes et connexité).

Soient Uy, ..., Uy des ouverts de C tels que, pour chaque k = 1,...,N — 1, l'intersection de U; N - - - N Uy, avec Uy soit connexe.
Soit ® une 1-forme continue sur I'union des U;. Montrer qu’il est équivalent de dire que ® est exacte et de dire que, pour
chaquek =1,...,N, larestriction de @ a Uy, est exacte.

EXERCICE 1.21 (la division des formes).
Soit U un ouvert de R” (n > 2), f une fonction de classe C' dans U telle que df(x) # 0 pour tout x € U. Soit p > 2 et ® une
p-forme continue sur U. Montrer qu'il existe une (p — 1)-forme & continue sur U telle que @ = df A &. Trouver toutes les
p — 1-formes continues solutions de I'équation df A & = 0.

A quelle condition une 2-forme continue ® = Fdx A dy dans un ouvert U de C s’écrit-elle sous la forme ® = d|z|> A, o1
& est une 1-forme continue sur U (on distinguera les cas o0 € U et 0 ¢ U) ?

EXERCICE I.22 (homotopie a point de base marqué et groupes 7; (U, a)).

Soit U un ouvert connexe non vide et, pour a € U, 7y (U, a) le groupe d’homotopie a point de base a, c’est-a-dire 'ensemble
des classes d’équivalence des lacets continus 7y de support dans U, d’origine et d’extrémité « marquées » a pour la relation
d’équivalence suivante : J est homotope a 7 si et seulement si il existe une fonction F continue F : [0,1] x [0,1] — U telle
que

F(0,s)=F(l,s) = a Vsel0,1]
Ft,0)=v() , F@,1) = n@) Vielo,1].

Montrer que, si a et b sont deux points distincts de U, m; (U, a) et m; (U, b) sont isomorphes.

EXERCICE I.23.

C et C* peuvent-ils étre homéomorphes ? Indication : on calculera pour ces deux ouverts le groupe d’homotopie 7t (U, a) pour
un point arbitraire a dans U (ces deux ouverts étant connexes, on sait d'apres l'exercice précédent que ce groupe d’homotopie
ne dépend pas du choix du point a dans l'ouvert).

EXERCICE I.24 (1a notion d’indice : le calcul « visuel ») .
On considere les lacets y représentés sur les figures ci-dessous; calculer, dans chaque composante connexe du complémen-
taire du support de chacun de ces lacets, la valeur de la fonction

z+— Ind(y,z).

Tenter d’énoncer a partir de ces trois exemples une regle générale pour calculer /(7,z) (z € C\ supp(y)) en examinant com-
ment une demi-droite arbitraire issue de z (demi-droite qu'il est judicieux de choisir intelligemment de maniere a ce qu’elle
ne rencontre le support de Y qu’en des points non multiples, de maniére transverse, et que ce nombre de points d'intersection
soit le plus petit possible) intersecte le support du lacet orienté 7.
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EXERCICE 1.25 (des calculs d’indice pas si surprenants que cela) .

On rappelle qu'il existe une application continue surjective de [0, 1] dans [—1, 1]? telle que y(0) = (—1,—1) et y(1) = (1,1);
C’est la courbe introduite par G. Peano. Soit C la couronne fermée du plan complexe C:= {z € C;1 < |z| <2} etC~ et C"
les deux demi-couronnes fermées définies par C~ := CN{z;Im(z) < 0} et C* := CN{z;Im(z) > 0}. En utilisant la courbe
de Peano, construire un chemin continu ¥ : [0,1] — C* dont le support est exactement C", tel que Y™ (0) =2, y" (1) = —1,
puis un chemin continu y~ : [0, 1] — C* dont le support est exactement C~ tel que ¥~ (0) = —1, ¥ (1) = 2. On note ¥ le lacet
de C* obtenu en concaténant (dans cet ordre) y*, puis . Que vaut I'indice Ind(7y,0) 2 Méme question en demandant a 1 (et
non plus —1) d’étre 'extrémité du lacet Y™ et en méme temps l'origine de 7.

EXERCICE 1.26 (variation de 'argument).

Soient ay,...,ay N points du disque unité ouvert. Quel est le bilan global de la variation de I'argument le long du lacet
2177:t —a;
S 9
0 l — H —aj a;edimt ’

Méme questions si les a; sont tous de module strictement supérieur a 1.

EXERCICE 1.27 (variation de 'argument).
Construire une détermination continue de I'argument dans C privé de 'union de [0, 1] et du support du chemin paramétré
[ :t€[0,00[— f(t)e", ot f estun homéomorphisme croissante entre [0, 4o et [1, +oo[. Indication: on pourra faire un dessin
(on retire a C une courbe se déroulant en spirale), par exemple en prenant f(t) =1+ 1.

Méme question, mais cette fois dans C privé de I'adhérence de I'ensemble {f(t)e’ ;¢ € R}, o1 f est une bijection de R
dans ]0, e[ (par exemple f(¢) = exp?).

EXERCICE 1.28 (indice et homotopie entre lacets dans C* (a point de base marqué ou libre)).
1. Soient }p et ¥; deux lacets continus de C*, tels que 1(0) = 1% (1) = 71(0) = %1 (1) = a € C*, ayant méme degré, c’est-a-
dire tels que Ind(,0) = Ind(y;,0). Montrer que ¥ et ¥, sont des représentants du méme élément du groupe d’homo-
topie 7; (C*,a).
2. Soient yp et 71 deux lacets continus de C* ayant méme degré. Montrer que } et y1 sont homotopes dans C* pour
I’'homotopie entre lacets libres, c’est-a-dire qu'il existe une fonction continue F : [0, 1]*> — C* telle que

Ft,0) = w@) ., FE1)=n@) V[E[O,l]
F(0,s) F(l,s) Vsel0,1].

EXERCICE 1.29 (lacets de C* et lacets tracés sur le cercle unité).
1. Montrer que tout lacet continu de C* est homotope dans ’homotopie entre lacets libres (dans C*) a un lacet de support
inclus dans le cercle unité.

2. Montrer que tout lacet continu y de C* est homotope au lacet

te [07 1] —_ eZinInd(y,O)t‘

EXERCICE 1.30 (théoréme de Rouché (illustré par G. Pélya)).

Un passant tenant son chien en laisse se déplace autour d’'un rond-point de rayon R (il n’est pas autorisé a piétiner le disque
central gazonné — de rayon R — de ce rond-point. La longueur de la laisse est / < R. Le chien peut, lui, marcher partout (sur
le gazon comme sur la chaussée). Au terme d'un parcours indéfini, mais continu, le maitre et son chien sont exactement
revenus a leurs positions initiales. Si le maitre a fait N tours autour du rond-point, combien le chien a-t-il fait de tours autour
du centre 0 de ce méme rond point ?
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EXERCICE 1.31 (calcul mathématique de P'indice ; théoréme de Rouché).
Soit 'arc paramétré

y i1 €[0,1]— (141(1—1))e*™.

Vérifier qu'il s’agit d’'un lacet de C* et calculer /(,0) dans un premier temps par le calcul d'une intégrale curviligne. Dessiner
ensuite 7y et retrouver ce résultat.

EXERCICE 1.32 (théoréme fondamental de I'algébre, preuve géométrique).
Soit P un polyndme de degré d > 0. Montrer que, si R est assez grand, le lacet

Yk 1 €[0,1] — P(Re*™)

est de support inclus dans C* et que le degré de ce lacet, c’est-a-dire I'indice (&, 0), vaut exactement d. Vérifier que, si P ne
s’annulait pas dans C, le lacet yr serait homotope dans C* (dans 'homotopie entre lacets libres définie a I'Exercice 1.28) au
lacet constantz € [0, 1] — P(0). En déduire une démonstration géométrique du théoreme de d’Alembert (tout polynéme de
degré strictement positif a coefficients complexes admet au moins une racine complexe).

EXERCICE 1.33 (variation de 'argument, comptage de zéros).

Soit 0 < agp < a; < ... < a, une suite strictement croissante de nombres réels positifs et P(X) :=ap+ a1 X + -+ + a,X". En
considérant, si P(z) = 0, la ligne polygonale fermée de sommets 0,a9,a0 + a1z,a0 + a1z +--- + an—12"1,0, montrer que les
zéros de P sont tous dans le disque unité ouvert D(0, 1). Calculer la variation totale de I’argument le long du lacetI" : 8 €
[0,27] — P(e®). En déduire que I'équation

ap+aycos0 +arcos(20)+---+cos(nf) =0

a exactement 2n solutions distinctes dans |0, 27| (pensez « visuellement » en vous aidant d’un dessin et comptez le nombre de
fois au moins ot le support del” doit couper l'axe des ordonnées).

EXERCICE 1.34 (notion de simple connexité) .
Rappeler ce que signifie le fait qu'un ouvert de C soit simplement connexe. Montrer que I'union de deux ouverts simplement
connexes d’intersection connexe non vide est simplement connexe. Si I'intersection n’est pas connexe ?

EXERCICE 1.35 (le logarithme d’'une fonction continue ne s’'annulant pas dans un ouvert simplement connexe).

Soit U un ouvert simplement connexe de C et f une fonction continue de U dans C*. Montrer qu’il existe une fonction g
continue sur U telle que f = exp(g). Montrer de la méme maniére que toute fonction continue de U dans C* s’écrit dans
U comme I'exponentielle d'une fonction continue. Indication : on montrera d’abord que si a et z sont deux points de U, ¢
un nombre complexe tel que f(a) = ¢, et Y, :t € [0,1] — Y,.(t) un chemin continu arbitraire de U tel que 7, ,(0) = a et
Yaz(1) = z, il existe une fonction cy, (t) telle que cy, (0) = c et f(Y.(t)) = exp(cy,, (1)) pour toutt € [0,1] (on dit aussi un
«relevement » de'y, ;). On remarquera ensuite que cy, (1) ne dépend que de a,c,z, mais pas du choix de, ;, avant de proposer
un candidat pour g(z).

EXERCICE 1.36 (indice et logarithme).

Soit U un ouvert de C, f une application continue de U dans C*. On suppose que pour tout lacet continu y de U, l'indice
Ind(f 0 7,0) (on dit encore le degré de f oy comme lacet de C*) est nul. Montrer qu'il existe une fonction g continue de U
dans C telle que f =expg.

EXERCICE 1.37 (indice, logarithme, racines n-iémes).
Soit U un ouvert de C et f une fonction continue de U dans C*.

1. Montrer que si f admet un logarithme continu dans U, elle admet aussi, pour tout entier strictement positif n, une
racine n-ieme continue dans U.

2. Soitn € N* et yun lacet continu de U. Montrer que si f admet une racine n-ieéme continue dans U, I'indice Ind(f 0 ¥,0)
de f oy par rapport a l'origine est un multiple de #.

3. Montrer que si f est une fonction continue de U dans C* admettant pour tout #n € N* une racine n-iéme continue, alors
f admet aussi un logarithme continu dans U.

EXERCICE 1.38 (indice et logarithme (suite)).
1. SoitU un ouvert homéomorphe a C, p un point de U, f une fonction continue dans U \ {p}, a valeurs dans C*. Montrer
qu'il existe un entier k € Z et une fonction g continue dans U \ {p} telles que f(z) = (z— p)*exp((z)) pour tout z € U \
{p}. Indication: on noteray le lacett € [0,1] — p + ge' avec € suffisamment petit et on montrera quek = Ind(f o y,0)
convient

18 Université Bordeaux I - Master de Mathématiques Pures - Analyse Complexe - Automne 2010



EXERCICES

2. Soit U un ouvert homéomorphe a C, p; et p, deux points distincts de U, f une fonction continue dans U \ {p1, p2}, a
valeurs dans C*. Montrer qu'il existe deux entiers k; et k, dans Z (que I’on définira comme des indices de lacets de C*
par rapport a1'origine) et une fonction g continue dans U \ { p1, p» }, a valeurs complexes, tels que f(z) = (z— p1 )k' (z—
p2)*2exp(g(z)) pour toutz € U\ {p1,p2}.

3. Soit U un ouvert homéomorphe a C, py, ..., py N points distincts de U, f une fonction continue dans U \ {py,...,pn},
a valeurs dans C*. Montrer qu’il existe N entiers ki, ...,ky dans Z (que I'on définira comme des indices de lacets de
C* par rapport a l'origine) et une fonction g continue dans U \ {p1, p2, ..., pn}, & valeurs complexes, tels que f(z) =
(z—p1)kr -+ (z— pn)™ exp(g(z)) pour tout z dans Uouvert U \ {p1,..., py }.

EXERCICE 1.39 (indice et homotopie).
1. Soit f une application continue injective de D(0, 1) dans C. Pour tout s € [0, 1], on considere le lacet

re ot (5) (-5

Montrer que tous les 7, s € [0, 1], sont des lacets continus de support dans C* et que Y et ¥ sont homotopes dans
I’homotopie entre lacets libres dans C* (voir 'Exercice 1.28). Montrer que Ind(7,0) = Ind(y;,0).

2. Pourquoi existe-t-il une fonction continue ¢; : [0, 1] — C telle que ¥ (t) = exp(c; (t)) pour tout ¢ € [0,1]? Vérifier qu’il
existe deux entiers k| et /] tels que

Ve [0,1/2], ci(t+1/2)—c1(t) = (2ki+1)in
Vee[1/2,1],c1(t—1/2)—c1(t) = (2L +1)im.

Indication : on utilisera le fait que v, (t +1/2) = —y1(¢t) pour toutt € [0,1/2] et que y1(t — 1/2) = —y(¢) pour tout
te(1/2,1].

3. En vérifiant, pour touts € [0,1/2], que
c(t+1/2) =c1(t+1/2)+2(ky + 11 + 1)im,

montrer que k; # [, puis que Ind(y;,0) = k; — [} # 0. Déduire du 1. que I'on a nécessairement Ind(}p,0) # 0.

4. On suppose que f(0) est un point frontiere de f(D(0, 1). Montrer qu'il existe une suite (w,), de nombres complexes
tendant vers f(0) et tels que le lacet T', : ¢ € [0,1] — f(e') — w, ait son support dans C* et soit d’indice nul par
rapport al'origine Indication: on utilisera le fait qu'une fonction continue ne s'annulant pas dans D(0, 1) s'écrit comme
l'exponentielle d’'une fonction continue dans D(0, 1), voir I'Exercice I.35.

5. Montrer (en utilisant le théoreme de Rouché) que Ind(I',;,0) = deg ¥ pour n assez grand et conclure a une contradic-
tion.

6. Montrer que si U est un ouvert de C et si f est une application injective continue de U dans C, f(U) est un ouvert.

EXERCICE 1.40 (intégration des formes localement exactes sur un chemin continu).
Soit U un ouvert de C, v : [0, 1] — U un chemin continu de U et ® une 1-forme continue localement exacte au voisinage de
U. Existe-t-il toujours un voisinage V du support de ¥ dans lequel @ soit exacte ? Sinon, donner un contre-exemple.

EXERCICE I.41 (intégration sur un lacet des formes localement exactes et exactes).
Soit R = P/Q une fraction rationnelle dans Q(X) et y un lacet continu de C dont le support évite tous les poles de R dans C.

Montrer que l'intégrale
1
— [ R(z)dz
2i7r/7 )4z

est un nombre complexe algébrique (les nombres algébriques forment un sous-corps de C). Indication : on pensera a utiliser
la décomposition en éléments simples de R dans C(X).

EXERCICE 1.42 (formule de Cauchy).
Calculer les intégrales curvilignes

Z_ ,—2 Z__ p—2 .
/e 46 dz /e 48 dz, y:te0,1] 2™,
Y Y

< <

EXERCICE 1.43 (la formule de Cauchy-Pompeiu).
Soit ¢ une fonction de classe C! dans C, nulle hors du disque D(0, Ry) pour un certain Ry > 0.
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1. Montrer que, pour tout z € C,

//Rz ag didn 7//]1@ ac déédn'

oul'on anoté sous l'intégrale § = & +in. Indication: on appliquera la formule de Cauchy-Pompeiu (que 'on rappellera)
et l'on se souviendra que (&,1) — 1/(E +in) = 1/{ est localement intégrable dans R>.

2. Déduire de 1.qu’il existe une fonction ® de classe C' dans R? (que I'on explicitera) telle que

2 @=0(), vzeC.
Z

EXERCICE 1.44 (de la formule de Cauchy Pompeiu a I'identité de Bézout).
Soient py, ..., p,, m polyndmes de n variables sans zéros communs dans C, avec d = max(deg p;) > 0.

1. Montrer que pour tout z € C, la fonction

pi(&) )pj(C) A
LS -z

CeC\{z}MZ(

se prolonge en une fonction Q. de classe C' dans C. Calculer Q,({)(z— ) + 1.

2. Soit R > 0 et z un point du disque ouvert D(0, R). Représenter au point z avec la formule de Cauchy-Pompeiu (que I'on

rappellera) la fonction
§ €D(0,R) — (Q:(£)(z =)+ 1)

3. En fixant z et en faisant tendre R vers l'infini dans la formule établie au 2., construire m polynémes ¢y, ..., g, a coeffi-
cients complexes tels que

I—ij ), VzeC.

Quelle autre méthode (algébrique cette fois) permet aussi de calculer de tels polynomes g ?
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CHAPITRE I1

fONCTIONS
FIOLOMORPHIES

rayon r. Le disque D(0, 1) centré al’origine et de rayon 1 sera noté . Son bord sera noté T. De plus, nous utiliserons
constamment (et méme uniquement) les notation complexes introduites avant 'énoncé de la formule de Cauchy-
Pompeiu (Proposition I.2.1).

D ans ce chapitre, ainsi que dans toute la suite du cours, on note D(zy,r) le disque euclidien centré en zyp € C et de

II.1
Définition et propriétés

fondamentales

DEFINITION II.1.1.
Soit Q un ouvert de C. Une fonction f : Q — C est dite holomorphe au point zy € Q si

i [0 = £ )

=20 Z—20

= f'(z0)

existe. f est dite holomorphe (dans Q) si elle est holomorphe en tout point de Q.

En d’autres termes, f est holomorphe en zp si elle est différentiable en ce point et si sa différentielle d f (zo) est C-linéaire
c’est-a-dire sila dérivée partlelle FH (zo) est nulle. En particulier, f est holomorphe en tout point de Q2 si elle est différentiable

en tout point et si sa dérivée partielle ; est identiquement nulle. Cette derniére définition peut se généraliser a des objets
plus généraux que les fonctions différentiables, a savoir les distributions sur Q. : en theorle des distributions, on montre que

l'opérateur T — %— est « elliptique » ce qui implique que si une distribution T Verlﬁe 6 ¢=(Q)alors T € €(Q), et, par
suite, si %T est la distribution nulle alors T est une fonction ¥ holomorphe sur Q. Cec1 falt que certains auteurs définissent

les fonction holomorphes sur un ouvert comme étant les fonction de classe ! dont la dérivée partielle g—f estidentiquement
nulle.
Les propriétés classiques des séries entieres montrent que :

Exemple I1.1.1 (Exemple fondamental). La somme d’une série entiére est holomorphe sur son disque de convergence.

THEOREME I1.1.1 (Théoréme de Cauchy).
Soient Q un ouvert de C et D une droite. Soit f une fonction continue sur Q holomorphe dans Q\ D. Alors la 1 -forme
différentielle f(z)dz est localement exacte.
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En particulier :

1. SiQ est simplement connexe il existe une fonction g € €' (Q) telle que g—z =fet g—ii' =0, ce qui implique que g est

holomorphe dans Q et que g’ = f.
2. Siy est un lacet continu homotope a un point dans Q on a f),f(z) dz =0 (Théoreme de Cauchy).

Remarque. Dans le 1. ci-dessus, si on ne suppose pas 2 simplement connexe, la conclusion peut étre fausse : par exemple
flz)= % sur C*.
Dans le 2., si Y n’est pas homotope a un point la conclusion est mise en défaut avec le méme exemple.

Démonstration. D’apres le Théoreme 1.2.2 il faut montrer que si A est un triangle fermé contenu dans Q alors [, f(z)dz = 0.
Posons J = [, f(z)dz, et supposons |J| > 0.
Premier cas : DN A = (. En utilisant les milieux des cotés de A, on découpe celui-ci en quatre triangles et il en existe un

(fermé), A1, qui vérifie ’ ) a S (z)dz‘ > ‘1—'. En répétant cette opération avec A; on construit un second triangle A, puis, par
récurrence, on construit une suite de triangles fermés A, tels que | Ia, f (z)dz| > ‘4]—,]. Comme le diametre de A, tends vers 0 il

existe zo € Q tel que (), A, = {z0}. Comme f est holomorphe en zy, pour tout € > 0 il existe 1 > 0 tel que, pour |z—z9| < 7,
ona

|f(2) = f (z0) = f' (20) (2= 20) | < €lz—20]-

Si on remarque alors que, par construction, la longueur de dA, est majorée par C27", que le diametre de A, est aussi
majoré par C27", oi1 C est une constante indépendante de n, et que, pour n > ny on a A, C {|z—zo| < 1}, il vient (pour
n>np)

=™

<eC27.

F@dz= [ (o) +f (@) =20) dz

dA,

Or, comme les formes f (z0) dz et f’ (z0) (z — z0) dz sont exactes ((z —z0) dz = 3d ((z - zo)z>) ona

/aA (f (z0) + f' (z0) (z—20)) dz =0,

1

et on obtient % < eC272" goit |[7] < &C ce qui contredit I'hypothese faite sur J.

Second cas: DN A # 0. Sil'un des cotés de A est porté par D, on déplace ce coté d'une distance € ce qui donne un triangle
A¢ un peu plus petit auquel on applique le premier cas. Le résultat s’obtient alors par passage a la limite quand € tends vers
0 (c.f. Proposition 1.3.2). Si la droite D rencontre A uniquement sur un sommet, on déplace celui-ci le long d'un coté de €
et on conclut par un raisonnement évident similaire. Enfin si D coupe A, en utilisant un point sur le coté non coupé par D
et D, on découpe A en quatre triangles A; qui rentrent dans I'un des deux cas précédents et on obtient | At (z)dz = 0 donc

Jaf(@)dz=Y |5 f(z)dz=0. <

THEOREME I1.1.2 (Formule de Cauchy).

Soient Q un ouvert de C et f une fonction holomorphe dans Q. Soit vy un lacet continu homotope a un point dans Q.
Alors, pour touta € Q\Imyona

1y.a)fa@) = - [ L9 4,

o 2iT yZi—a

Démonstration. Considérons la fonction

_ [ A iz e 0\ {a)
8(2) = { f(a) siz=a.

Alors g est continue sur Q et holomorphe sur Q\ {a}. Le Théoréme de Cauchy implique donc que 0 = fyg(z)dz =

Iy ﬂzi%g(a)dz ce qui, par définition de /(y,a) donne la formule. O

Dans toute la suite nous noterons H () 'espace vectoriel des fonctions holomorphes sur Q.

THEOREME I1.1.3.
Soient Q un ouvert de C et f une fonction de Q dans C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. feH(Q);
2. f est analytique (complexe) dans Q (donc en particulier €*). Plus précisément, si D (zo,ro) est un disque ouvert
contenu dans Q, f est développable en série entiere f(z) = Y ,enan (z2—20)" de rayon de convergence > ry. De
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plus, les coefficients a,, de cette série sont donnés par la formule

_ L _ I
2im /{IC—ZO\=f} (& —zo)" ™! ac;

pour toutr € |0, ry].

Remarque. On notera que, par la formule de Stokes I'intégrale de la formule donnant la valeur de a, est indépendante de r.

Démonstration. Soit r € ]0,r9[ de sorte que D (z9,r) C D (zo,70) C Q. Pour z € D(z9,7), la formule de Cauchy (Théoreme
I1.1.2) donne

_ b FO e L /() _ b 1 f(Q)
ﬂ@_zmlwmhﬂC—ﬂg %ﬂlwﬂh@@—m%ﬁkﬂw ZWAMWk@C—mI—Fde

(&)
Comme C 1721 & = Zn - ,,, la série convergeant normalement pour (z,§) € D(zo,r) X {|§ —z0| =r} si
0 < ¥ < r.Ainsi, pour |z—zo| < ¥,ona
n [
f@ =L l/{C—Zo=r} wdcl
ce qui prouve que 1. implique 2., la réciproque étant 'Exemple I1.1.1. O
COROLLAIRE 1.
|| Si f est holomorphe dans un ouvert Q, les dérivées successives ") de f sont holomorphes dans Q.

Démonstration. Cecirésulte du Théoréeme et d'une propriété classique des séries entieres. O

COROLLAIRE 2 (Formule de Cauchy pour un compact a bord orienté).
Sif € H(Q) et siK est un compact a bord orienté contenu dans Q., pour tout point a dans l'intérieur deK ona :

/f Vaz=0et fla) = —— [ L& 4

2iw Jok z—a

Démonstration. Comme f est ¢, la forme localement exacte f(z)dz (Théoréme 11.1.1) est fermée et la premiere formule
résulte de la formule de Stokes (Théoreme 1.2.3).
Pour la seconde formule, on considére un disque D(a,r) contenu dans 'intérieur de K. Alors la formule de Stokes (Théo-

reme 1.2.3) donne
f(Z)dZ_/ AC I
Jok z—a aD(a,r) Z—a

(la forme L& )dz étant fermée au voisinage de K \ D(a,r)) et il suffit d’appliquer la formule de Cauchy (Théoreme I1.1.2)
puisque I(&D(a r),a)=1. O

Si K est un compact a bord orienté dans C, K est I'adhérence de son intérieur et on peut vérifier qu'il existe une suite
K, de compacts a bord orientés contenus dans 'intérieur de K dont la frontiére converge uniformément vers celle de K. En
appliquant le Corollaire ci-dessus on obtient (Proposition 1.3.2) :

COROLLAIRE 3 (Formule de Cauchy pour un compact a bord orienté).
Soit K un compact a bord orienté dans C. Soit f une fonction continue sur K holomorphe a l'intérieur de K. Alors, pour
tout point a dans l'intérieur deK ona:

! &dz

2im JKZ—a

/ F(2)dz=0 et f(a) =

THEOREME I1.1.4 (Théoréme de Morera).
Soient Q un ouvert de C et f une fonction continue de Q dans C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout lacet y homotope a un point dans Q, fy 7)dz=0.
2. Pour tout rectangle fermé R contenu dans Q, (55 f(z)dz =0.
3. Pour tout triangle fermé T contenu dansQ, [5; f(z)dz=0.
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4. SiK est un compact a bord orienté contenu dans Q, 5y f(z)dz = 0.
5. Lal-forme différentielle f(z)dz est localement exacte dans Q.
6. fEH(Q).

Démonstration. Si f € H(Q), nous venons de voir que f est €, et comme ?Tz =0, la forme f(z)dz est fermée donc locale-
ment exacte (Proposition I.1.5). Il en résulte que la condition 6. implique toutes les autres (Théoreme 1.3.1, pour 1., Théoréme
1.2.2, pour 2. et 3., et la formule de Stokes, Théoreme 1.2.3, pour 4.), que 5. implique 1., 2. et 3. et que 5. est conséquence de
chacune des autres. De plus, clairement 4. implique 3. qui équivaut a 2. (c.f. preuve de Théoréme [.2.2) et 1. implique 3. Pour
conclure, il suffit de voir que 5. implique 6. Or si 5. est satisfaite et si g est une primitive locale de f(z)dz alors g est de classe

€' et ‘3—’%’ = 0 ce qui signifie que g est holomorphe et donc g’ = f aussi. O

Remarque II.1.1. On notera que ce Théoreme et le Théoréme de Cauchy (Théoréme I1.1.1) montrent, par exemple, qu'une
fonction continue sur un ouvert Q de C qui est holomorphe en dehors d'une droite est automatiquement holomorphe dans
Q.

PROPOSITION I1.1.1.
Soit Q un ouvert simplement connexe de C. Soit f une fonction holomorphe dans Q ne s'annulant pas. Alors il existe une
fonction h holomorphe dans Q telle que ¢" = f.

Démonstration. En effet, puisque f ne s’'annule pas la fonction /'/f est holomorphe sur Q et, comme celui-ci est simplement
connexe, d’'apres le Théoreme I1.1.1, elle admet une primitive (définie a une constante prés) holomorphe dans €. Soit donc
la primitive de /'/ telle que €"(%0) = £ (zy) en un point zy de Q. Alors on a (fe_h)/ = fle”" — I fe~" =0 c'est-a-dire f = " +C,
C € C, et on doit avoir C = 0 puisque ¢"(?) = £ (). O

—IL.2
‘Premiéres propriétés des

fonctions holomorphes

La Proposition suivante est une re-formulation du Théoréme 11.1.3 :

PROPOSITION I1.2.1.

Soient Q un ouvertdeC, f € H(Q) etzo un point de Q. Soit D (zo, r) le plus grand disque ouvert de centre zo contenu dans
Q. Alors la série de Taylor de f enzg, Y, % o (z0) (z—z0)" converge uniformément sur tout disque fermé contenu dans
D (zo,r) vers f.

PROPOSITION 11.2.2.
La somme et le produit de deux fonctions holomorphes dans Q est holomorphe dans Q. Si f est une fonction holomorphe
au voisinage d'un point zy et si f (z0) # 0 alors lf est holomorphe au voisinage de zo.

Démonstration. En effet, % est évidement ¢’ au voisinage de z et % (%) =0. O

Remarque I1.2.1. Une fonction holomorphe réelle ou imaginaire pure est constante.

En effet, si f est une fonction holomorphe réelle alors 0 = %—; = g—]; et donc ‘3—’: =0soitdf =0.

PROPOSITION I1.2.3 (Principe des zéros isolés).
Soit f une fonction holomorphe dans un ouvertQ, non identiquement nulle sur une composante connexe de Q. Alors l'en-
sembleZ(f) ={z € Q tels que f(z) = 0} n'a pas de points d'accumulation dans Q. De plus, pour chaquezy € Z(f) il existe
un unique entier mo > 1 et une fonction g holomorphe dans Q qui ne s'annule pas en 7 tels que f(z) = (z—z0)" g(2),
z € Q. Lentier mg sappelle la multiplicité (ou l'ordre) du zéro zo de f. de plus % est holomorphe sur Q\ Z(f).
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Démonstration. Soit f(z) = Y, a,(z—20)" le développement en série entiere de f au voisinage de zy. Si a, = 0 pour tout
entier n alors f est identiquement nulle au voisinage de zg. Soit alors U I'’ensemble des points de Q au voisinage desquels f
est identiquement nulle. U est donc un ouvert non vide de Q sur lequel toutes les dérivées de f sont identiquement nulles.
Alors siz; € UN&, par continuité, toutes les dérivées de f sont nulles en z;. Par suite, le développement de f en série entieére
au voisinage de z; est identiquement ce qui montre que U est fermé dans Q. Ainsi U est une composante connexe de Q ce
qui contredit 'hypothese faite sur f.

1l existe donc un entier n tel que a, # 0. Soit alors mg > 1 le plus petit entier n tels que a,, # 0. On a donc

=

@ =G—20)am [1+ Y, 2 (z—z)"™,

n=mqg+1 my

An

la série entiéere Z::mo 11 (z—z0)" ™ convergeant uniformément au voisinage de zo. Ceci montre que la fonction )™ f z((f;’"o

Amyy
est holomorphe au voisinage de zp, ne s’annule pas en z, et, comme elle est clairement holomorphe sur Q \ {z}, elle est
holomorphe sur Q (Proposition précédente). Enfin I'unicité de I'entier m est évidente. O

COROLLAIRE.
Soient f et g deux fonction holomorphes sur un ouvert connexe Q. Si 'ensemble des points z de Q tels que f(z) = g(z) a
un point d'accumulation dans Q alors f est identiquement égale a g. De plus s'il existe zo € Q tel que, pour tout entier n
on ait f) (z0) = g™ (z0) alors f et g sont identiquement égales dans Q.

Démonstration. D’apres la Proposition, la premiere partie est évidente et la seconde résulte du fait que f et g ont méme
développement de Taylor en zg (donc méme développement en série entiere) donc sont égales au voisinage de zo. O

PROPOSITION I1.2.4.
Soient Q un ouvert de C et zg € Q. Soit f une fonction holomorphe dans Q\ {zo}. Si est bornée au voisinage de z alors f
est holomorphe dans Q (i.e. se prolonge holomorphiquement au point ).

Démonstration. Soit r > 0tel que D (zo,r) \ {z0} C Q. Soient { € D(z9,7) \ {z0} et & > O tel que |§ — zo| > €. La formule de
Cauchy (Corollaire 2 du Théoréme I1.1.3) donne, pour 0 < € < &,

R A P N ]
1) =37 /aD<zo,r> e-¢% "2 /;D(Zoﬂ?) e-¢%

Par hypotheése, on peut choisir & > 0 tel que f soit bornée par une constante M sur D (zy, &), et, pour 0 < € < &/2 on a
|€ — &| > &/2pour | — 7| = €. Par suite ‘faD(ZO’S) g%d& ’ < 4”8%. En faisant tendre € vers 0, il vient f({) = 51— Jon(aer) g(fi)dé

pour tout § € D(zg,r)\ {z0}, ce qui montre que f se prolonge holomorphiquement au point zy (cette derniére intégrale étant
développable en série entiere dans D (zg, r)). O

PROPOSITION II.2.5.
Soient Q un ouvert de C, zg € Q et f une fonction holomorphe dans Q\ {zo}. Alors l'une des trois possibilités suivantes
est satisfaite :

1. f est holomorphe dans Q2.
m Ci

2. Il existe un entier m et des nombres complexes ¢;, 1 <i < m, uniques, tels que la fonction g(z) = f(z) — L7, e
=20

soit holomorphe dans Q. Dans ce cas on dit que f est méromorphe au point z.

3. SiD(zp,r) est contenudansQ,r >0, f (D (zo,7) \ {z0}) est dense dans C. Dans ce cas on dit que f a une singularité
essentielle en z.

Remarque. A la fin de ce cours, nous verrons que dans le cas 3. on a un résultat beaucoup plus fort (Grand Théoréme de
Picard) : f (D (zo,r) \ {z0}) contient tout C moins au plus un point et tout point de Imf est atteint une infinité de fois.

Démonstration. Si 3. est faux, il existe w € C, r > 0 et § > 0 tels que, dans 'ensemble {0 < |z—z9| <7} on a |f(z) —w| >
4. Alors la fonction h(z) = f(z)%w est holomorphe dans {0 < |z—zp| < r} et est bornée au voisinage de zp. La Proposition
précédente dit alors que % est holomorphe dans D (zo,r). Si i (z0) # 0, f est bornée au voisinage de zp et on est dans le
cas 1. (Proposition précédente). Supposons donc % (z9) = 0 et soit m la multiplicité de zo de sorte que h(z) = (z—z0)" h1(2)
avec i (z0) #0et f1 = ﬁ est holomorphe au voisinage de zo. Ainsion a f(z) = w+ (z—z0) " f1(z) au voisinage de zo, et le
développement en série entiere de f; montre que I'on est dans le cas 2. O
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PROPOSITION II.2.6.
Soient f une fonction holomorphe dans un ouvert Q, zo un point de Q et D (zo, R) un disque ouvert contenu dans Q. Alors
si f(z) =Y, an(z—120)" est le développement en série entiere de f dans D (z9,R), pour0 <r <R ona

hnd 1 2n . 2
Z |an\2r2” = E/o ‘f (aﬁ—re”’)’ dy.
n=0

SUP {Je—zg| =}
rll

En particulier, pour toutn, |a,| < (Inégalités de Cauchy).

Démonstration. C’est simplement la formule de Parseval appliquée  la fonction ® — ¥, a,r"e™?. O

COROLLAIRE 1 (Théoreme de Liouville).
Soit f une fonction holomorphe dans C (une telle fonction est appelée une fonction entiere). Si f est bornée elle est
constante.

Démonstration. En effet, d’apres la Proposition, si | f| < M, les coefficients du développement en série entiére de f dans C
vérifient |a,| < ,Mn pour tout r > 0, ce qui donne a, = 0sin > 0. O

COROLLAIRE 2 (Théoréme de D’Alembert).
|| Soit P un polynome a coefficients complexes non constant. Alors P a une racine dans C.

Démonstration. En effet, si P ne s’annule pas, % est holomorphes dans C, et comme lim,_, . |[P(z)| = oo si P n'est pas
constant, % est bornée et la conclusion résulte du Théoréeme de Liouville. O

PROPOSITION I1.2.7 (Principe du maximum (local)).
Soit f une fonction holomorphe dans ouvert connexe Q. S'il existe zo € Q et r > 0 tels que, pour tout z appartenant au
disque centré en zg et de rayon r on ait | f(z)| <|f (z0)|, alors f est constante dans Q.

Démonstration. Soit 0 < r; < r.Si f(z) = Y.a, (z—20)" est le développement en série de f au voisinage de 7o, la formule de
Parseval (Proposition I1.2.6) donne ), \an|2 " < |f(z0) |2 = |czo\2 et donc a, = 0 pour tout n > 1. La conclusion résulte donc
du Corollaire du principe des zéros isolés (Proposition 11.2.3). O

PROPOSITION 1I1.2.8 (Principe du maximum (global)). -
Soit f une fonction holomorphe dans ouvert connexe borné Q, continue dans Q. Soit M = sup,cyq | f(z)|. Alors :

1. Pourtoutz € Qonalf(z)| <M.
2. Silexistea € Q tel que |f(a)| = M alors f est constante.

Démonstration. Soit M = sup,q, | f(z)|. Puisque Q est compact, E = {z € Q tels que |f(z)| = M} est non vide. Ainsi la Pro-
position précédente montre que, si f n’est pas constante, £ NQ = 0. On a donc M = M, et la Proposition s’en déduit. O

Remarque. Nous verrons plus tard que ces deux Propositions sont vraies pour toutes le fonctions qui vérifient la propriété
de la moyenne, c’est-a-dire les fonctions harmoniques.

La Proposition qui suit est un cas particulier de la formule de Cauchy :

PROPOSITION II.2.9 (Propriété de la moyenne).
Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage ouvert d'un disque fermé D (zo, o). Alors

f(z0) = % /OMf (zo + roem> do.

Remarque I1.2.2. La partie réelle et la partie imaginaire d'une fonction holomorphe vérifient la propriété de la moyenne
ci-dessus.

Nous verrons au chapitre suivant que les fonctions vérifiant le propriété de la moyenne sont les fonctions harmoniques,
et que, dans R2, ce sont exactement les parties réelles (ou imaginaires) des fonctions holomorphes.

ProrosiTION I1.2.10.
Soit Q un ouvert deC. Soit (f j)j une suite de fonctions holomorphes dans Q qui converge, uniformément sur les compacts

de Q, vers une fonction f. Alors f est holomorphe dans Q et la suite ( f ;) _converge, uniformément sur les compacts de Q,
i

vers f'.
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Démonstration. En effet, par convergence uniforme, f est continue, et si A est un triangle fermé contenu dans €, la conver-
gence implique [, f(z) dz = 0, ce qui montre 'holomorphie de f (Théoreme II.1.4). Enfin, si K est un compact de Q et si
r > 0 est tel que, pour tout point z € K, le disque D(z,r) soit contenu dans un compact K contenu dans €, les inégalités de

Cauchy (Proposition I1.2.6) donnent ‘f’(z) —f (z)‘ < r-rl

i ce qui montre la derniére assertion. O

COROLLAIRE (Théoréme de Montel).
Soit Q un ouvert de C. Lespace H(Q) est un espace de Montel pour la topologie de la convergence uniforme sur les com-
pacts de Q (i.e. si (f /)j est une suite de fonctions holomorphes sur Q qui est uniformément bornée sur chaque compact de

Q (mais pas nécessairement sur ), alors il existe une sous-suite ( f jl’)p qui converge uniformément sur les compacts de
Q).

Démonstration. En effet, ceci résulte de la Proposition et du Théoréme d’Ascoli, car, si K est un compact de Q et si, comme
dans la preuve précédente, r > 0 est tel que, pour tout point z € K, le disque D(z, r) soit contenu dans un compact K contenu

dans €, les inégalités de Cauchy donnent supy ) fj" < %sup,g | fi

, et la formule de accroissements finis montre que la suite

(f j)j est équicontinue sur K. O

PROPOSITION I1.2.11 (Principe de symétrie de Schwarz).
Soir Q un ouvert connexe de C symétrique par rapport a Uaxe réel. Soient Q = {7z € Q tels queSmz >0} er Q~ =
{z € Q tels que Smz < 0}. Soit f une fonction continue dans Q*, holomorphe dans Uintérieur de Q" et réelle sur QNR.
Alors il existe une unique fonction f holomorphe dans Q telle que ﬁm = f. De plus, pour toutz € Q~ ona f(z) = f(2).

Démonstration. En effet, 'unicité est évidente, et, si f est le fonction égale a f sur Qfeta f (Z) sur Q~, cette fonction est
clairement continue sur Q, € dans Q \ R, et, comme, en un point z intérieur 2 Q™ on a 3% f () = %(Z)% =0, elle est
holomorphe dans I'intérieur de 2~ donc finalement holomorphe dans Q d’apres la Remarque I1.1.1. O

PROPOSITION I1.2.12 (Lemme de Schwarz).
Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité D = {z € C tels que |z| < 1} telle que f(0) = 0 et f (D) C D. Alors :

1. Pourtoutz €D, onalf(z)| <zl

2. 0)<1.

3. Silexistezo € D, z9 # 0, tel que | f (z0)| = |z0| alors il existe une constante A, |A| = 1, telle que,Vz € D, f(z) = Az.
4. Si|f'(0)] =1, il existe une constante A, |A| = 1, telle que, Yz € D, f(z) = Az.

Démonstration. En effet, 'hypothese f(0) = 0 implique que le fonction @ estholomorphe dans D, et, la seconde hypothése
sur f implique que pour0 < € < I,si|z| =1—¢€,0na ‘ @ < ﬁ Le principe du maximum global (Proposition I1.2.8) donne

‘ bits]
Z

alors < 1 pour tout z € D, ce qui donne le 1. et le 2. Sous 'hypothese du 3., le principe du maximum local (Proposition

I1.2.7) montre que z — @ est constante, c’est-a-dire qu'il existe une constante A telle que f(z) = Az, et comme |f (z9)| = |z0],

ona|A| = 1. Enfin, 'hypothese du 4. montre que @ a un maximum local au point 0 et on conclut de méme. O

I1.3
Séries de Laurent et Théoréme

de ['application ouverte

DEFINITION I1.3.1.
Soit C = {z € Ctelsque 0 < rj < |z—z0| < r2 < oo} une couronne dans le plan complexe. On appelle série de Laurent
dans C une série de fonctions de la forme ¥ "% a,, (z—z0)" telle que :

1. la série entiere ¥, i“ a, (z—z0)" converge dans le disque {z € C tels que |z —zo| < r2};
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2. lasérie entiere Y., a_, (z—z0)" converge dans le disque {z € Ctels que |z—2z9| < %}

Ainsi la série de fonctions Y 'Za,(z—z9)" converge normalement dans toute couronne fermée
{zeCtelsquer| <|z—z0| <5}, 0<r <r] <rh<ry <o

ProrosiITION I1.3.1.

SoitC = {z € C telsque0 < r| < |z— 20| < ra < oo} une couronne dans le plan complexe.
1. Lasomme f d’une série de Laurent Z*‘” ay (z—z0)" dansC est une fonction holomorphe dans C. De plus, pour tout
entiern, siry <r <ry, onaa,r" = 5- fozn e MV f (z0+re'®) do.

2. Si f est une fonction holomorphe dans C, il existe une unique série de Laurent ¥ "> a, (z—z0)" dans C dont la
somme est égale a f (on dit que cette série est le développement en série de Laurent de [ dans C).

Démonstration. Comme la série du 1. converge uniformément sur tout compact de C, I'holomorphie de sa somme résulte
su Théoreme de Morera (Théoreme 11.1.4). Montrons maintenant le 2. ainsi que la formule du 1. Soient r} et 7} tels que
r1 < rj <rh < rp.Laformule de Cauchy (Théoreme II.1.2) donne, pour r} < |z—zo| < 7},

2inf(z) (C)dC

/{m 20l= }C—z /{c wl=r} -z

La premiere intégrale de cette équation se développe en série entiére dans le disque {z € C tels que |z—zo| < r} (voirla

preuve du Théoreme I1.1.3). Pour la seconde, on refait une preuve similaire :

HC) e 1 e
'/{MZO’JI} C*ch 2=20 J{|¢—z0|=r, } (1_ﬂ) d¢,

720

720

n
et comme —‘ <1l,ona é - = Yoo (C_ZO) , la convergence étant normale dans tout compact contenu dans
=
0

-2
z

— 20

2

{Z tels que

c’est-a-dire dans toute couronne contenue dans {|z—zo| > r} }. Ainsi, la seconde intégrale de la formule vaut

f©) o -l .
/{Czor’l} C—de C (z—2)"! /{ICzor’l} (E=20)"f()d¢,

et la série converge dans toute couronne { |z —zo| > r{ }. Enfin la formule du 1. résulte du fait que 'intégrale

Jreoagy 620" 101

estindépendante de | par le Théoréme de Cauchy (Théoreme I1.1.1). O

DEFINITION I1.3.2.

Soit C une couronne de la forme C = {z € Ctels que 0 < |z —zp| < r < 4eo}. Soit f une fonction holomorphe dans C et
soit Y. ¥%a, (z—z0)" son développement en série de Laurent. Le coefficient a_; de cette série s’appelle le résidu de f en
70 et sera noté Res (f;z9). De plus :

1. S’il existe ng € N, tel que a_,, # 0, on dit que f a une singularité en zo (ou que z est une singularité de f), et :

(@) sia, =0 pourtoutn < —ngy, on dit que f aun podle en zg d’ ordre (de multiplicité) ny ;

(b) sinon on dit que z¢ est une singularité essentielle de f.

2. Soient Q un ouvert de C. Soit f une fonction holomorphe dans Q privé d’'un un sous-ensemble discret A (i.e. sans
point d’accumulation dans € ou encore dont tout point est isolé dans €2).

(a) Le coefficient de dans le développement de Laurent de f en un point a de A s’appelle le résidu de f au point
a et sera noté Res (f a).

(a) Ondit que f est méromorphe dans Q si tout point de A est un pole de f.

On notera que cette Définition est en accord avec celle introduite a la Proposition I1.2.5.
La remarque suivante résulte aussitot de la théorie des séries entieres :

28

Université Bordeaux I - Master de Mathématiques Pures - Analyse Complexe - Automne 2010



I1.3. SERIES DE LAURENT ET THEOREME DE I’APPLICATION OUVERTE

PROPOSITION I1.3.2.
|| Si f est une fonction méromorphe dans Q alors sa dérivée f' est aussi méromorphe dans Q.

Les exemples suivants résultent du principe des zéros isolés (Proposition 11.2.3) :

PROPOSITION II.3.3.
Soit Q un ouvert de C.
1. Si f et g sont deux fonctions holomorphes dans Q, alors la fonction g est méromorphe dans Q.

2. Soienta un point de Q et f une fonction holomorphe dans €.
(@) Sif aunzérodordrem ena alorsRes (Lf/ , a) =m;

A
(b) siaun poled’ordrem ena alors % a un zéro d'ordrem en a etRes (L,a) = —m.

Démonstration. En effet, ;,l est holomorphe en dehors des zéros de g et si g s'annule en a alors g(z) = (z—a) h(z), h ne
s’annulant pas au voisinage de a, ce qui montre que él, est méromorphe au voisinage de a. Pour 2. (a), ona f(z) = (z —a)" g(z),

ol g ne s’annule pas en a. Donc ? = Z% + % et % est holomorphe au voisinage de a. Dans le cas 2. (b), ona f(z) = ﬁg(z)

oy [ —m o g
d0u7—§+§. O

Nous verrons plus tard que toute fonction méromorphe dans un ouvert simplement connexe est le quotient de deux
fonctions holomorphes dans I'ouvert.

THEOREME II.3.1 (Théoréeme des Résidus).

Soit Q un ouvert de C. Soientz;, 1 <i < n des points deux-a-deux distincts de Q. Soit f une fonction holomorphe dans
Q\ {z;, 1 <i<n}.Soityunlacet dansQ\ {z;, 1 <i<n} homotope a un point dans Q. Alors

szt./yf(Z)dz=gl(y,zl‘)RCS(f;Zi)-

Démonstration. Pour chaque i, écrivons

-1 foo foo
@)=Y z—z2) + Y ch(z—20) = Qi+ Y ci(z—2)"
= 5 o

le développement en série de Laurent de f au point z;, la série Q; convergeant dans {|z — z;| > 0}. Alors f — Q; estholomorphe
au voisinage de z; et, donc, f — Y| O; est holomorphe dans Q. Le Théoréme de Cauchy (Théoréme II.1.1) donne donc

/y f@d:=Y, /y 0i(2)dz.

Comme Q; est une série qui converge uniformément (et méme normalement) dans {|z —z9| > € >0}, ona

-1
/Qi(z)dz: Zc}(/(zfzi)kdz,
Y =y

et, si k # —1, la forme (z —z;)" dz étant exacte dans {|z—z]| >0}, ona Jy(z— z)¥dz = 0. D’olt le résultat, par définition de
I'indice (Définition 1.2.3). O

PROPOSITION I1.3.4 (Théoréme des Résidus).
SoitA un sous-ensemble discret d'un ouvertQ de C. Soit K un compact a bord orienté dans Q dont la frontiére ne rencontre

pasA. Soit f une fonction holomorphe dans Q \ A. Alors, en notant AN K= {zi1 <i<n},

1
2im

| r@dz=Y Res(r:z).

Démonstration. 11 suffit de reprendre la preuve du Théoréme précédent en remarquant que la formule de Stokes (Théoreme
1.2.3) donne [y, (f(2) — £, 0i(2)) dz = 0. o
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PROPOSITION I1.3.5 (Théoréme de Rouché).
Soit f une fonction méromorphe dans un ouvertQ eta € Q. Soit K un compact a bord orienté contenu dans Q. On suppose
que [ na pas de poles sur le bord de K et quea ¢ f (dK). Alors

1 / f'(z)
————dz=Z-P,

2im Jox f(z) —a

ot Z désigne la somme des ordres de multiplicité des zéros de f — a dans l'intérieur de K et P la somme des ordres des poles
de f dans cet intérieur.

Démonstration. Soit g(z) = f(z) — a. Par hypothése g ne s'annule pas sur dK, donc elle est méromorphe sur Q et é est
méromorphe sur un voisinage ouvert U de K tel que les poles de é dans U sont en nombre fini et contenus dans l'intérieur

de K ainsi que les zéros de g. Alors les poles de % dans U vérifient la méme propriété. On applique alors la formule de

la Proposition précédente, les z; étant les poles de % dans U et pour conclure, il suffit d’appliquer le 2. de la Proposition
I1.3.3. O

THEOREME I1.3.2 (Théoréme de I'application ouverte).
Soient Q un ouvert de C, zo un point de Q et f une fonction holomorphe dans Q non constante dans un voisinage de
20- On posea = f (z0). Soitk lordre du zéro zo de f — a. Alors, pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que, pour0 < |a—b| < o
léquation f(z) = b a exactement k racines deux-a-deux distinctes dans le disque {|z — zo| < €}.
Ainsi il existe un voisinage ouvert V C {|z—zo| < €} de z¢ et un voisinage ouvert W de a tels que f(V) = W. En
particulier f est une application ouverte.

Démonstration. Comme f est non constante dans un voisinage de zo, d’apres le principe des zéros isolés (Proposition 11.2.3)
on peut trouver § > 0 et € > 0 tels que, pour |a — b| < 8 les fonctions f — b et f' ne s’annulent pas dans {0 < |z —zo| < €}. Par
suite b — ﬁ Jile—zp|=e} %dz estune fonction continue sur {|a — b| < 8}, et, comme elle prend des valeurs entiéres (Théo-
réme de Rouché ci-dessus), elle est constante égale a k. Le Théoreme de Rouché dit donc que, pour b # a, f — b a k racines
(multiplicités comprises) dans {0 < |z —zo| < €}. Enfin, comme, par construction, ' ne s’annule pas dans cet ensemble, ces
racines sont toutes simples. O

Remarque. On notera que ce résultat redémontre le principe du maximum local (de fagon plus précise) et que celui-ci
s'applique a Re f et Imf, ce que nous reverrons au chapitre suivant.

COROLLAIRE.
Dans les conditions du Théoreme, si de plus f' (zo) # 0 alors f est bijective deV surW et f' ne sannule pas dansV . Ainsi,
f est un difféomorphisme deV surW et f~! est holomorphe surW . On dit que f est un biholomorphisme deV surW .

Démonstration. Le Théoreme dit que f est bijective et comme d f ne s’annule pas sur V, f est un ¢-difféomorphisme par le

Théoréme d’inversion locale. Soit g = f~!. Comme f(g(w)) = w sur W, en dérivant par rapport a w, il vient g—;(g(w)) g% =

puisque f est holomorphe. Comme ‘3—’; = f’ ne s’annule pas sur V, il vient donc 3—% = 0 sur W ce qui signifie que f~! est
holomorphe. O

Dans les conditions du Corollaire, f ! est donc développable en série entiére au voisinage de f (z). On peut donc essayer
de chercher directement f~! sous forme d’une série entiere. En utilisant alors la méthode dite des « séries majorantes», on
peut obtenir une information sur la taille de W. Nous allons rapidement décrire cette méthode maintenant. Pour simplifier
les notations, par translation et homothétie, on peut supposer zo = 0 et f/(0) = 1. Le point de départ de la méthode est le
Lemme formel suivant (dont la démonstration, que nous ne ferons pas, ne pose aucune difficulté) :

Lemme I1.3.1. Il existe une suite universelle de polynomes P, € N[X,...,X;_1], k > 2, telle que, pour toute série entiere de
rayon de convergence > 0 s'écrivant S(z) = z— Yor_, ay2", si, pour tout n > 2, on pose G,(w) = w+Y1_, P (az,...,a;) w*, les
fonction (qui sont holomorphes au voisinage de Uorigine) z — G, (S(z)) —z et w — S(G,(w)) —w Sannulent en 0 ainsi que
toutes leurs dérivées d’ordre < n.

Ecrivons alors le développement de f au voisinage de 0 sous la forme f(z) = z— Y ,a,z" et notons r > 0 le rayon
de convergence de cette série. La théorie des séries entiére nous assure qu'il existe un nombre M > 1/r tel que, pour tout
n>2,ona la,| <M". Considérons alors la série entiere k(z) = z — Y, M"7". Cette série étant géométrique, la calcul
de sa somme montre immédiatement que 1'équation (en z) w = k(z) est une équation du second degré dont la solution
1+Mw— \/ (14+Mw)2 —dw(M+M?)

2(M+M?2)
cine carrée qui est holomorphe sur le disque D(1,1) valant 1 au point 1. Soit h(w) = w+Y.>_, b,w" le développement
en série entiére de h au voisinage de I'origine. Posons &, (w) = w + Y¢_, byw*. D’apres le Lemme, si on pose Z,,(w) =w+

z(w) holomorphe au voisinage de 1'origine est la fonction h(w) =

, ol la racine désigne la ra-

30 Université Bordeaux I - Master de Mathématiques Pures - Analyse Complexe - Automne 2010



I1.4. LE THEOREME DE PHRAGMEN-LINDELOF

Yi o P (M?,... . M")wk, on a k (h,(w)) —k <Zn(w)) = O(|w|"), et, comme k est inversible au voisinage de l'origine (par le
Corollaire précédent), on a h,(w) — hy(w) = O (Jw["), ce qui montre que le développement de h au voisinage de I'origine
_ HMw—/1-w/(w)

esth(w) =w+ Yo, P, (M?,...,M") w". Comme la fonction / est explicite, en écrivant h(w) = 210

convergence de son développement est est supérieur a celui donné par la condition |w'(w)| < 1 c’est-a-dire

, le rayon de

1
(1+ﬁ)M+4M2'

[w| <R =

Comme les coefficients des polynomes P, sont des entiers positifs ou nuls, le rayon de convergence de la série g(w) = w+
Yo s Pi(a,...,a,)w" est > R, et, d’aprés le Lemme, fog—1Id et go f —Id ont un zéro d’ordre infini a I'origine. Comme on
vérifie facilement que |h(w)| < 1/m pour |w| < R, on a aussi |g(w)| < !/m sous la méme condition, ceci implique f~! = g. On
a ainsi obtenu le résultat quantitatif suivant :

ProPoOSITION 11.3.6.

Soit f une fonction holomorphe dans un disque D(zo,r), r > 0, telle f'(z0) # 0. Soit f(z) = f(z0) +
F1(z0) [(z—20) = Lor_p an (z—20)"] le développement en série entiére de f dans D (zo,r). Soit M > 1/r tel que, pour tout
n>2,la,| <M". Alors il existe un voisinage ouvertV dezq contenu dans D (2o, r) tel que fjy, soit un biholomorphisme de

V surle disque D (f (z0),R), avecR = |f’ (z0)] m.

PROPOSITION I1.3.7 (Théoréme de Rouché).

Soient Q un ouvert de C, K un compact a bord orienté contenu dans Q et f et g deux fonctions holomorphes dans Q. Si
|f(z) —g(z)| <|f(2)| +|g(z)| sur dK (auquel cas f et g ne sannulent pas sur dK), les fonction f et g ont le méme nombre
de zéros (comptés avec multiplicité) dans l'intérieur de K.

Démonstration. En effet, si y est un paramétrage positivement orienté de dK, d’apres le Théoreme de Rouché (Proposition
[1.3.5) ces nombre de zéros sont les indices I (y1,0) et I (75,0) oy = foyet }» = go ¥ et le résultat a été vu a la Proposition
[.4.5. O

I1.4 —

Le Théoreme de
‘Phragmen-Lindelof

Dans cette derniére section nous donnons un exemple classique de « principe du maximum global » pour une fonction
holomorphe sur un ouvert non borné de C, et montrons, par un exemple que ce principe n’est pas vrai, en général, dans ce
contexte :

THEOREME I1.4.1 (Théoréme de Phragmen-Lindelof) .

S0it Q = {z € C tels que — oo < a < Rez < b < +oo}. Soit f une fonction holomorphe dans ., continue dans . et bor-
née. Poura < x < b, on pose M (x) = supg._, | f(z)|. Alors, poura < x < b, ona

M(x)P~ < M(a)P*M(b)* .

En particulier, M (x) < max {M(a),M(b)} ce qui est le « principe du maximum global », mais il faut noter que I'inégalité
donne un renseignement plus fort puisque, en particulier, si M(a) ou M(b) est nul, alors f est identiquement nulle.

Si on supprime ’hypothése « f est bornée sur Q », il se peut que f soit bornée sur le bord de € sans étre bornée sur Q
comme le montre 'exemple suivant :

Exemple. Prenons a =0 et b = 1 dans la définition de Q dans le Théoreme et f(z) = ¢° (mﬂj). On a alors f(iy) = e et

f(1+iy) = e ™ desorte que | f(z)| = 1 siz appartient au bord de Q. Par contre f (1 +iy) =¢° " est non bornée.
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Démonstration. Supposons tout d’abord M(a)M(b) > 0 et considérons le cas M(a) = M(b) = 1. Pour € > 0 posons he(z) =
m. On vérifie aussitot que |he(z)| < 1 sur Q, et, par suite, pour z € dQ, |f(z)he(z )| < 1. D’autre part, |1 +&(z—a)| >
€|8mz|, et, si |f| < B sur Q (hypothése!), en tout point z de Q on a |f(z2)he(z)] < 8\5m7| Considérons alors le rectangle
Re = QN {|Smz| < g} D’apres ce qui précede, on a |f(z)he(z)| < 1 sur la frontiere de R, et le principe du maximum glo-
bal (Proposition 11.2.8) dit que cette inégalité reste vrai sur R. Soit { un point de Q fixé. Pour € < g on a { € R, et donc
[f($)he(8)] < 1. Comme lime_ghe(§) = 1,0na|f({)| = 1 ce qui prouve le Théoréme dans ce cas.

Pour le cas général, lorsque M(a)M(b) > 0, considérons la fonction g(z) = M(a) = (b)5=a. g est holomorphe sur &, ne

s’annule pas et
b —
9{e<b_ logM(a )) etﬁKe(lZ)_

sont minorés sur Q de sorte que !/ est bornée sur Q et donc aussi //¢. Comme |g(z)| = M(a) sur {Rez = a} et |g(z)| = M(b)
sur {Rez = b}, f/¢ vérifie les hypothéses du cas particulier traité précédemment donc |f/¢] < 1 sur Q ce qui est le résultat
cherché.

Reste le cas M (a)M(b) = 0. Alors il existe clairement une suite €, de réels positifs qui tends vers O telle que si on remplace
f par f + &, on a, pour cette nouvelle fonction, M(a)M(b) > 0, ceci pour tout n. On peut donc lui appliquer I'inégalité que
nous venons de démontrer. Comme, pour chaque x € [a, b], la suite de fonctions y — f(x+iy) + €, converge versy — f(x+iy)
uniformément sur R, la démonstration est terminée. O

ZlogM(b))

‘Exercices

EXERCICE I1.1 (formule de Cauchy).
Calculer les intégrales curvilignes

/ in¢ d¢ cos§ d¢
sin - _
=3 T EHE g 2= g2 (E-1)(E=3)
les chemins d’intégration mentionnés étant parcourus une seule fois dans le sens trigonométrique.

EXERCICE I1.2 (holomorphie et formule de Cauchy).

Soit f une fonction a valeurs complexes définie et continue dans la couronne fermée C,g := {r < |z] < R} du plan complexe
(ol1 ¥ < R sont deux nombres strictement positifs), holomorphe dans la couronne ouverte C,g := {r < |z| < R}. On note
respectivement ¥, et ¥ les lacets ¢ € [0, 1] — re?™ ett € [0, 1] — Re*™ . Montrer que, pour tout entier n € Z,

N RO, [ O
2i7‘L‘( sz”(CfZ)dC Jy. 748 —2)

En déduire, pour tout z € C,g, les formules de représentation « approchées » :

f(z)fi lim ( YRZC"f(C))dQ__% lim ( gn(f(g) di_,')

2iT n—-tee "(§—z 20T n—-eo §—2)

EXERCICE I1.3 (holomorphie et formule de Cauchy).
Soit f une fonction holomorphe dans C*. Montrer qu'il existe une unique fonction F holomorphe dans C telle que

f(z) = dg) Yz € Crr.

Vr>0,F(z)= len/ C(_Cidé Vz e D(0,r),

o1y, :t € [0,1] — re*™ . Quelle est la fonction F lorsque f(z) = 7", n € 7.2

EXERCICE I1.4 (holomorphie et formule de Cauchy).
Soit I = [ia,ib] un intervalle fermé de I'axe imaginaire du plan complexe (avec a < b) et f une fonction holomorphe dans un
voisinage ouvert de /. Pour tout z € C\ /, on pose
L [
2imJig—z 7
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Montrer que la fonction ® est holomorphe dans C\ I et que, pour tout z dans /, on a

f(x) = lim ®()= lim ®(C).

{—z C—z
Re (<0 Re (>0

EXERCICE I1.5 (développement en série entiére et formules de Cauchy pour les coefficients de Taylor).

Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage du disque fermé D(0, 1), injective sur ce disque fermé. Montrer que
foy :t€[0,1] — f(e*™) est un lacet continu simple et appliquer la formule de Green-Riemann pour montrer que la
surface Ay du domaine enserré par le support de ce lacet vaut

1

_ 1 TN o . int
/foyzdzzz/yf(g)f(g)dc avecy 1 € [0, 1] — 2™

Si f(z) = Yo pan?" estle développement de f au voisinage de 0, vérifier la relation

it A
Z nla,|* = ?f < (sup |£(2)])*-
n=1

|z[=1

EXERCICE I1.6 (nombres de Bernoulli).
En faisant la division suivant les puissances croissantes de X par } ;~; X k /k!, on obtient

- B
r X
= k!
oit les By sont les nombres de Bernouilli. Quel est le rayon de convergence de la série entiere [(By /k!)7"]3>0?

EXERCICE I1.7 (fonctions de Bessel).
Soit z € C. Montrer qu'il existe une collection de nombres complexes (J,,(z)) ez tels que

V¢ eC, exp [% (§ — %)} =Y JL.(z)¢"
nez
Vérifier que pour tout entier n € Z et pour tout z € C,
Z\" (=% 2
20=0) X wewn(3)
Montrer enfin que J, est une fonction holomorphe dans C, solution de I'équation différentielle de Bessel

2I(2)+ 2 (2) + (22 —n?)Ju(z) = 0.

Exprimer en fonction de J; la transformée de Fourier de la fonction caractéristique du disque unité.

EXERCICE I1.8 (holomorphie et développement en série).
Existe-t-il une fonction f holomorphe au voisinage de l'origine dans C et telle que

fQ/n)=f(=1/n) =1/(2n+1)
pour tout n € N? Méme question avec cette fois les contraintes

f(1/n)| <27 VneN.

EXERCICE I1.9 (holomorphie et développement en série) .
Soit f une fonction holomorphe dans D(0, 1) et telle que f”(1/n) = f(1/n) pour tout n € N*, Montrer que la fonction f se
prolonge en une fonction holomorphe dans C tout entier.

EXERCICE I1.10 (dérivée d’'une fonction holomorphe).
Soient f1, ..., f,, m fonctions holomorphes dans un ouvert connexe U de C, telles que Z;f:, |f j‘z soit une fonction constante
dans U. Montrer qu’alors toutes les fonctions f;, j = 1,...,m, le sont aussi.
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EXERCICE I1.11 (série de Fourier d’'une fonction holomorphe périodique).
Soit f une fonction holomorphe sur C telle que f(z+ 1) = f(z) pour tout z € C. Montrer qu'il existe une fonction g holo-
morphe dans C* telle que f(z) = g(e*”%). Montrer que I'on a, pour tout w dans C*¥,

~+oo
sw) =Y awt,

J—
avec |
ay :/ f(t+ib)e 2™ +P) gr - ypheR.
0

EXERCICE I1.12 (holomorphie et développement en série).
Soit F = P/Q € C(X) et R le maximum des modules de tous les poles de F dans C. Montrer que, pour |z| > R, la fonction F
se développe dans la couronne {|z| > R} sous la forme

o ad
Fl)=and"+ - taot Y, (+)
k=1

oum €N, ay,...,ap € C et la suite (a_j)ren+ vérifie une certaine relation de récurrence linéaire. Réciproquement, si F est
une fonction holomorphe dans une couronne {|z| > R} se développant sous la forme (x), ol la suite (a_; )xen+ Obéit a une
relation de récurrence linéaire, peut-on affirmer que F est la restriction a la couronne {|z| > R} d’une fraction rationnelle?

EXERCICE I1.13 (holomorphie et développement en série ; procédé sommatoire de Borel).
1. Soit f(z) = ¥ anz" une fonction holomorphe dans D(0,R) (R > 0). Montrer que I'on définit une fonction entiére F
en posant

a
F(z) = Z —':z"
n=0 "
et que, I'on a, pour tout r €]0, R[, pour tout z € C,

1 d¢
Fl=- L 548

= 57 [ F0F
Vérifier aussi que pour tout p €]0,R[, |F(z)| = O(exp(|z|/p) lorsque |z| tend vers +oo.

2. Soit F une fonction entiére telle que |F(z)| = O(exp(k|z|)) lorsque |z| tend vers +oo (pour un certain k¥ > 0) et b, =
F")(0)/n! pour n € N. En utilisant les inégalités de Cauchy, montrer que le rayon de convergence de la série [n!b,z"],>0
est au moins égal a 1/x.

EXERCICE I1.14 (singularités essentielles ou non).
Quel est le type des singularités des fonctions suivantes

b9 1
cos (—Z) , 72+ cotanz — — sz(el/Z— 1)?
z+1 z

Vlland
-1

EXERCICE I1.15 (singularités essentielles ou non).
1. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de I'origine (I’origine est retirée), telle que |f(z)| < C|z] -1/2
lorsque |z| tend vers 0. Montrer que la singularité de f en 0 est une singularité éliminable (c’est-a-dire que f peut se
prolonger en une fonction holomorphe au voisinage de 0).

2. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de I'origine (I'origine est retirée). Montrer que 0 est une
singularité essentielle de f si et seulement si, pour tout n € N,

lim [ (sup |f(2)[)] = +-e°.

=0 pg)=r

En déduire que si g est une fonction holomorphe au voisinage de 0, non identiquement nulle, et telle que g(0) = 0,
alors f o g a une singularité essentielle en O dés que f en a une.

3. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de I'origine (I’origine est retirée), méromorphe a I’origine
(c’est-a-dire présentant en 0 une singularité non essentielle, dite aussi pole). Soit g une fonction holomorphe dans C
non polynomiale. Montrer que 0 est une singularité essentielle de g o f.

4. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de I'origine (I'origine est retirée), présentant une singularité
essentielle en 0. Montrer que, si g est une fonction holomorphe dans C et non constante, g o f présente une singularité
essentielle en 0.
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EXERCICE I1.16 (inégalités de Cauchy et théoréme de Liouville).
Soient f et g deux fonctions holomorphes dans C et telles que |f(z)| < C|g(z)| pour tout z € C. Montrer que f = 1g, ol A est

un nombre complexe tel que |A| < C. Que peut-on dire d’une fonction entiére f telle que | f(z)| < eR®??2

EXERCICE I1.17 (inégalités de Cauchy).
Soit f une fonction holomorphe dans la couronne ouverte Cy.g := {z; 7 < |z| <R}, ol 0 < r < R < oo, telle que, Vz € Cyg,
Re(f(z)) € [A, B]. Montrer que, pour tout p €]r,R|,

EB —A

)

EXERCICE I1.18 (principe du maximum).
1. Soit f une fonction continue dans un demi-plan fermé IT, holomorphe dans le demi-plan ouvert I1. On suppose que
| f| est bornée par M sur la frontiere de IT et que

limsup |f(z)] <M.
[2| =+

zell

Montrer que | f| est bornée par sup(M,M") dans IT.

2. En considérant la fonction z — €%, vérifier que le principe du maximum global dans Q peut fort bien étre en défaut
lorsque Q est non borné.

EXERCICE I1.19 (principe du maximum).
Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert connexe Q. Si | f| présente un minimum en zy € Q, que peut valoir ce mini-
mum?

EXERCICE I1.20 (principe du maximum).

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert connexe Q. On imagine le graphe de (x,y) + |f(x + iy)|> vu comme une
«carte en relief » dans I'espace R>. Quelle particularité (ou plutdt anomalie) présente cette carte en relief (si on la compare a
une carte en relief classique d’'un massif montagneusx, telle une carte IGN) ?

EXERCICE I1.21 (principe du maximum).
Soit P un polyndme de degré d et a un nombre strictement positif. Montrer que I'ouvert {z € C;
plus de d composantes connexes.

P(z)| < a} ne saurait avoir

EXERCICE I1.22 (principe de 'application ouverte).

Soit Q un ouvert connexe de C, ¢ une fonction de classe C I dans Q, a valeurs réelles, telle que la courbe S = {¢ = 0} soit
réguliere (le gradient de ¢ ne s’annule pas sur cette courbe). Montrer que si f est une une fonction holomorphe dans U telle
que f(Q) C S, alors nécessairement f est constante dans Q.

EXERCICE I1.23 (le théoréme de Montel sans Ascoli) .

Soit (f4)nen une suite de fonctions holomorphes dans un voisinage ouvert du disque unité fermé D(0, 1) et f,, = Z,:fo a,,_’kzk le
développement en série entiere de f,, au voisinage de I'origine. On suppose que les fonctions | f,,| sont uniformément bornées
par une constante M sur tout compact K inclus dans leur domaine de définition.

1. En utilisant les inégalités de Cauchy et le processus diagonal, montrer que I'on peut extraire de la suite des entiers
positifs une sous suite strictement croissante (n;)cn telle que, pour tout k € N, la suite (a,, 1 )x converge vers un certain
nombre complexe ay.

2. En utilisant toujours les inégalités de Cauchy dans la majoration

N
(@) = for @] < Y letn e = any il 2 +2 Y suplansl,
k=0 k>N 7

montrer que, pour tout z € D(0, 1), la suite (f,,(z));en est de Cauchy. Conclure a I'existence d'une fonction g continue

sur D(0, 1) telle que lim;_, ;. f;,, (z) = g(z). Pourquoi g est-elle holomorphe dans le disque ouvert D(0, 1) 2

3. Déduire des questions précédentes une démonstration du théoréme de Paul Montel' qui ne fasse pas appel au théo-
réme d’Ascoli.

ISi (f,)nen st une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert U de C, uniformément bornée en module sur tout compact de cet ouvert, alors on
peut extraire de la suite (f; ),y une sous-suite (f;, );en qui soit uniformément convergente sur tout compact de U vers une fonction g holomorphe dans U.
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EXERCICE I1.24 (théoréeme de Montel).

Soit U un ouvert de C et .% une famille bornée de fonctions holomorphes dans U (il existe, pour chaque compact K CC U,
une constante M telle que I'on ait pour tout f € %, pour toutz € K, | f(z)| < Mk). Montrer que la famille #' := {f’; f € #}
est aussi une famille bornée. Si .#’ est une famille bornée, en est-il de méme de . ?

EXERCICE 11.25 (théoréme de Montel).

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact sur 'espace des fonctions holomorphes dans un ouvert U de
C peut-elle étre définie par une norme? Indication : on pensera au théoreme de F Riesz caractérisant les espaces vectoriels
normés de dimension finie en termes de relative compacité de la boule unité ouverte.

EXERCICE I1.26 (théoréeme de Montel).

Soit Q un ouvert borné de C et .% 'ensemble des fonctions holomorphes de Q dans lui-méme. Pourquoi .% est-elle une par-
tie relativement compact de 'ensemble 7 (Q) des fonctions holomorphes sur Q, équipé de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact ? Quelle est 'adhérence de .# dans 7 (Q)? Vérifier que .# est un semi-groupe pour la compo-
sition des applications et que, si f = lim,_, .« f;, €t g = lim,_, 4« g, dans %, alors go f = lim,,_, 1 (g, © f,) (toujours pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de Q).

EXERCICE I1.27 (Suites de fonctions holomorphes).
Pour chacun des exemples suivants, montrer que 1'on définit bien une fonction holomorphe dans I'ouvert indiqué entre
parenthéses :

Y COS(:’ZZ) (dans C) (dans C\ N¥)
= n

Y e V' (dans |Arg)_y 52| < 7/4) nosin(ne)  (dans Imz] < 1)

EXERCICE I1.28 (principe de réflexion de Schwarz).
Soit f une fonction holomorphe dans le demi-plan Imz > 0, continue sur Imz > 0, réelle sur I'axe réel et telle que |f(z)| =
O(|z]") lorsque |z tend vers I'infini dans {Imz > 0}. Montrer que f est une fonction polynomiale.

EXERCICE I1.29 (principe de réflexion de Schwarz) .
Soit f une fonction holomorphe dans le demi-disque ouvert D* := D(0,1) N {Imz > 0}, continue sur D"U] — 1, 1], nulle sur
] — 1, 1[. Montrer que f est identiquement nulle.

EXERCICE I1.30 (principe de réflexion de Schwarz).

Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, a valeurs dans le demi-plan {Imz > 0}, se prolongeant par
continuité a un arc de cercle |4, B[ de la frontiére de ce disque, avec f(]JA,B[) = 1, ou I est un intervalle de R. Montrer que f
se prolonge en une fonction holomorphe a I'union du disque ouvert D(0, 1) et du secteur angulaire ouvert d’ouverture |A, B].

EXERCICE I1.31 (principe de réflexion de Schwarz et théoréme de 'application ouverte).
Soit f une fonction continue de [0, 1]> dans le disque fermé D(0, 1), holomorphe dans ]0, 1[>. On suppose f bijective entre
[0,1]2 et D(0, 1).
1. Montrer que, si " désigne le lacet correspondant au bord de [0, 1]? parcouru une fois dans le sens trigonométrique, un
paramétrage de f oI estt +— €2,

2. Montrer que f se prolonge en une fonction entiére.

EXERCICE 11.32 (lemme de Schwarz).
Soit f une fonction holomorphe du disque unité ouvert D(0, 1) dans lui-méme s’annulant a 'ordre m > 1 en z = 0. Montrer

que |f(z)| < |z pour tout z € D(0,1) et que | (0)| < m!. Que se passe-t-il lorsque I'une de ces inégalités devient une
égalité ?

EXERCICE I1.33 (le lemme de Schwarz comme il apparait souvent en théorie des nombres).
Soit f une fonction entiére, s'annulant a 'ordre au moins v en tout point d'un sous-ensemble fini § inclus dans le disque

unité fermé D(0, r). Montrer que, pour tout R > r, on a

R —
log sup |f(z)| < log sup |f(z)| — vcard(S) log
jel=r d=R 2r

Indication: on pensera a factoriser dans le disque unité ouvert la fonction

J(Rz)
supj¢—r £ ($)]

Vel ad
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EXERCICE I1.34 (lemme de Schwarz).
Soit f une fonction holomorphe du disque unité ouvert D(0, 1) dans lui-méme. Montrer que si z et w sont deux points de ce
disque, on a

f(2) = f(w) ‘ < ‘ =W
L= fw)f()) 11—zl
Que peut-on dire s’il y a égalité pour deux points z et w distincts ?
Indication: a partir de la fonction
S —f(w)

S Q)

on essaiera de construire une fonction holomorphe de D(0, 1) dans lui-méme s‘annulant en 0.

EXERCICE I1.35 (lemme de Schwarz).
Soit f une application holomorphe de D(0, 1) dans D(0, 1) s’annulant au points zj, ..., z,. Par récurrence sur n, montrer que

|F(0)] < z1-..2al-

EXERCICE I1.36 (calcul de résidus).
Quels sont les poles de la fonction
cotan (7z
fwiz— —S—— (72) ?
2(z—w)

Calculer les résidus en ces poles de la forme différentielle f,,(z) dz.

EXERCICE I1.37 (théoréme des résidus).
Soit R = P/Q € C(X) une fraction rationnelle, écrite ici sous forme réduite, telle que deg P < deg Q — 2, et n’ayant que des
poles simples. Montrer que

Pla)
Q(%::O o) "

EXERCICE I1.38 (théoréme des résidus).
En utilisant le théoréme des résidus, calculer les intégrales semi-convergentes (les deux derniéres sont dites intégrales de

Fresnel) : )
°° sint e, e
/ —dt, / sint>dt, / cost? dr.
0o I 0 0

Indication : dans le premier cas, utiliser comme contour le segment [—R, R| (en prenant soin dans un premier temps d'éviter
l'origine), concaténé avec le demi-cerclet € [0, 7] — Re*™ ; pour les deux autres intégrales, utiliser le bord du secteur conique
{re’®;0<r<R;0c[0,r/4]}.

EXERCICE I1.39 (fonctions méromorphes et résidus (fonction Gamma)).
Pour tout z € I := {Rez > 0}, on pose
I'(z):= / e tdr.
Jo

1. Montrer que I' est holomorphe dans le demi-plan IT* et vérifie I'(z+ 1) = zI['(z) dans ce demi-plan ouvert.

2. Montrer que I' admet un prolongement a C tout entier en une fonction méromorphe dont les poles sont 0, —1,—-2,....
Calculer les résidus en tous ces poles de la forme I'(z) dz.

EXERCICE I1.40 (fonctions méromorphes et résidus (fonction zéta de Riemann)).
Pour tout z € IT] := {Rez > 1}, on pose

LR

1. Montrer que { est holomorphe dans le demi-plan H]L.

2. Montrer que l'on a, pour tout z € I1}, la formule

F(2)¢(2) = /'°° .

Jo e —1

3. Montrer que la fonction

00 tZ*l
zeCr / dt
1 el —1
est bien définie dans C tout entier et est une fonction entiere.
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4. Montrer? qu'il existe des nombres By, k > 0, tels que la série entiére [B;z*];>¢ soit de rayon de convergence 27 et que,

pour tout z € ITT, on ait
/l tzfl g — oo Bk
Jo e —1 k=Oz+k—l'

5. Déduire des questions précédentes que la fonction {T se prolonge en une fonction méromorphe dans C dont on
donnera la liste des poles. Que valent les résidus en ces poles de la forme §(z)['(z) dz?

EXERCICE I1.41 (décompte des zéros-poles).
Calculer le nombre de zéros du polynéme

P(z) =2+ 122 + 322 +20z+3
dans la couronne {1 < |z|] < 2}. Méme question pour le polynéme

P(z) =7 =522 +6.

EXERCICE I1.42 (théoréme et formules de Rouché).
Soit f une fonction continue dans D(0, 1) x D(0, 1), telle que, pour tout w € D(0, 1), la fonction

fw 12— f(z,w)

soit holomorphe dans le disque ouvert D(0, 1). On suppose aussi que f ne s'annule pas dans {|z| = 1} x D(0,1).

1. Montrer que pour toutw € D(0, 1), f,, n”'a qu'un nombre fini de zéros (chacun compté avec sa multiplicité) dans D(0, 1)
et que ce nombre ne dépend pas de w. On I'appelle dans la suite p.

2. On suppose aussi que, tout z € D(0, 1), la fonction w — f(z,w) est holomorphe dans D(0, 1). Montrer qu'il existe des
fonctions ay, ...,a, holomorphes dans D(0, 1), telles que dans D(0, 1) x D(0, 1),

flzw) = (P +ai(w)2P '+ 4 a, 1z+ay)g(z,w),

ol g est une fonction continue de D(0, 1) x D(0, 1) dans C* telle que, pour toutw € D(0, 1), z+— g(z,w) soit une fonction
holomorphe dans D(0, 1) (et vice versa en échangeant z et w). Les zéros de f dans D(0, 1) x D(0, 1) peuvent-ils étre des
points isolés ?

Indication : on utilisera les relations de Newton reliant les sommes de Newton Sy, ...,S, de p nombres aux fonctions
symétriques élémentaires o1, ..., 0, de ces mémes p nombres.

EXERCICE 11.43 (formules de Rouché).
Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage du disque fermé D(0,3), ne s’annulant pas sur la frontiére de ce disque,

ety :t — 3¢*™. On suppose

R N e P WY < 2 P
TR A o a It o a

Que valent les zéros de f dans le disque D(0,3) ?

EXERCICE I1.44 (théoréme de I'application ouverte).
Soit f une application holomorphe d'un ouvert connexe U dans lui-méme, telle que f o f = f. Montrer que soit f est
constante, soit f est I'identité.

EXERCICE I1.45 (théoréme de Papplication ouverte).
Soit U un ouvert connexe de C et f une application holomorphe non constante de U dans U telle que f(U) soit un sous-

ensemble relativement compact de U. On définit la suite f () en posant f I = fofo---of (nfois).
1. Montrer que tous les ensembles f [ (U), n € N, sont ouverts et que leur intersection K est compacte.
2. Montrer que 'on peut extraire de la suite (f 7] )» une sous-suite uniformément convergente sur tout compact de U vers
une fonction g et que g(U) C K.

3. Montrer qu’en fait g(U) = K. En conclure que la suite (f ] )n converge uniformément sur tout compact vers un point
d’attraction zg € U.

EXERCICE I1.46 (principe de Phragmen-Lindeldf) .
Soit F une fonction entiere telle que |F(z)| < Ce l2 pour tout z € C, C et B étant deux constantes positives. On suppose aussi
qu'il existe un entier N tel que F(¢) = O(1 + |¢|)" lorsque ¢ tend vers 4-o0 dans R. Montrer qu'il existe une constante positive

C’ telle que
VzEC, |F(z)] < C'(1+|z])Neblmal,

2Voir aussi I'Exercice I1.6
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EXERCICE I1.47 (principe de Phragmen-Lindelof dans une bande) .
Soit f une fonction holomorphe bornée dans la bande ouverte B := {z; 0 < Rez < 1}, se prolongeant en une fonction conti-

nue a B. Soit Ag = sup,cg | f(iy)| et A; = sup,cg | f(1+iy)|. On suppose AgA; > 0.

1. Montrer que la fonction G : z€ B+— f (z)A(Zj*IAI’z est holomorphe dans B, se prolonge en une fonction continue dans
B, de prolongement borné en module par 1 sur la frontiére de B.

2. En utilisant le principe du maximum avec z — G(z)e%*", ol € > 0, puis en faisant tendre € vers 0, montrer
V2B, |f(2) <Ay AT
3. Que se passe-t'ilsiApA; =07?

EXERCICE 11.48 (principe de Phragmen-Lindel6f dans un secteur).
Soit o €]0, 7| et Cy le secteur angulaire ouvert

Co:={z€C";

arg]fir,n'[(z)' < Ot}.
1. Pour ¥ €]0, o[, on définit la fonction z — z¥ dans C,, par
7= exp(y(log 2| + iarg); 7((2)))-

Montrer que cette fonction est holomorphe dans Cy, et se prolonge en une fonction continue sur C.

2. Soit f une fonction C, — C, continue sur Cy, holomorphe sur Cy, et telle que supyc, |f| =M < e. On suppose aussi
qu'il existe trois constantes A > 0, B > 0, p €]0, /(2c)] telles que

VzeCa, |f(2)] < AP,
Soit y €]p, m/(2¢)[. Montrer que, pour tout € >0, on a

lim |(2)e”| =0.
[

26Cq
3. Montrer en utilisant convenablement le principe du maximum que, pour tout € > 0,
- —eg?
Vz€Cq, [f(z)e | <M.

En déduire que | f| est bornée par M = sup,, | f| dans Cq.
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CHAPITRE I11

FONCTIONS
FARMOMNIQUES

étudierons les relations existant, dans R? = C, avec les fonctions holomorphes. Dans le cas général de R” notre but
principal est de montrer que ces fonctions sont caractérisées par le propriété de la moyenne (et de la sous-moyenne)
et de résoudre le probléme de Dirichlet classique dans une boule.

D ans ce chapitre nous définissons les fonctions harmoniques (et sous-harmoniques) en général dans R" puis nous

Dans tout ce chapitre, /A désigne 1'opérateur de Laplace sur R", A =Y, a Frel et V désigne le vecteur gradient V =

(aixl,. - ) de sorte que, si u est de classe €', Vu = (%,...,%).Enﬁn, on rappelle quesiw = (wl,... wp) € (‘@”1) ,on

appelle divergence de w la fonction divw = Y} | %

notion de mesure euclidienne sur une hypersurface réguliere de R”. Nous ne nous en servirons, essentiellement, que pour
des spheres. Le lecteur non familier avec cette notion pourra consulter '’Annexe A.

II1.1

La formule de Green

Soit Q un ouvert borné de R” a frontiére dQ de classe ¢’!. Dans ce qui suit, on notera généralement v le vecteur normal
unitaire sortant a dQ. Plus précisément, si p € ¢! (R") est une fonction définissante de Q (i.e. Q = {x € R" tels que p(x) < 0}

et Vp ne s’annule pas sur dQ2) alors v = W'?Vp = ﬁ (g—ﬁ . gx ) Si u est une fonction de classe %! au voisinage de 9Q
du

3u _ Ju ap
on notera 4% la dérivée normale de u en un point de dQ (i.e. 55 = (Vu,v) = WP\ Yy i o)

PROPOSITION II1.1.1 (Formules de Green).
Soit Q un ouvert borné deR" a frontiere dQ de classe €. Soientu et v deux fonctions de classe 6> dans Q. Alors :

/ Aud) = / s, (IIL1)
o 90 dV

ot d) désigne la mesure de Lebesgue surR" et do le mesure euclidienne sur dQ ;

1. Premiere formule de Green :

2. Seconde formule de Green :

Ju v
/Q (vAu—ulv)dA = o <v8v — uav> do. (I11.2)

Nous allons simplement donner une esquisse de la démonstration de ces deux formules classiques en géométrie diffé-
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rentielle.

Esquisse de la démonstration. Soitw = (wi,...,w,) € (¢ (Q))". Les formules de Green sont basés sur la formule de la di-

vergence:
do
/ leWdl /aQ <_1 ax1> w (III?))

Cette formule, classique elle aussi, résulte de la formule de Stokes (dans R") appliquée a la formule suivante :

Lemme. Soit®; = (—1)idx; A...Adx;_1 Ndxis1 A ... \dx,. Alors

/aQ <Z ’ax,> IVp| /aszz

Ce Lemme se démontre en vérifiant que, sur Q2 la forme différentielle w; s’écrit ; = g—f[_ ‘é—‘;‘, ce que l'on vérifie locale-
ment a 'aide d'une paramétrisation de la variété dQ (part exemple, cette écriture est évidente lorsque p(x) = xj, et le cas
général s’obtient avec un changement de parametres dont I'existence résulte du Théoréme des fonctions implicites).

La premiere formule de Green est alors la formule de la divergence appliquée aw = Vuetlaseconde aw =vVu—uVyv. 0O

— II1.2
Fonctions ﬁarmonigues et

sous-harmoniques et proprieté
de la moyenne

DEFINITION III.2.1.
Soit Q un ouvert de R".
1. Une fonction u sur Q est dite harmonique si elle est de classe % et si son laplacien est identiquement nul (i.e.
Au=0)
2. Une fonction réelle de classe € sur Q dite sous-harmonique (resp. super-harmonique ou sur-harmonique) si
son laplacien est (partout) positif (resp. négatif) ou nul (i.e. Au > 0 (resp. Au < 0).

Nous donnerons plus loin une définition plus générale (i.e. sans 'hypothése ¢>) des fonctions sous-harmoniques et
sur-harmoniques.

THEOREME II1.2.1 (Formules de la moyenne).
Soient Q un ouvert deR" etu € %ﬂé (Q) (i.e. une fonction de classe €2 sur Q a valeurs réelles).

1. On suppose u harmonique (resp. sous-harmonique, resp. sur-harmonique). Alors, en désignant par o, le volume
de la boule unité deR", si B(y,R) est une boule (euclidienne) d'adhérence contenue dans<Q, on a :

1
(@ u(y) = (resp. <,resp. > )——— / udo (formule de la moyenne (resp. sous-moyenne, resp. sur-
n@,R*" Jop(y.r)

moyenne) sphérique),

(@) u(y) = (resp. < ,resp. > ) / ud) (formule de la moyenne (resp. sous-moyenne, resp. sur-
(».R)

,R" |
moyenne) volumique).

2. Réciproquement, si, pour toute boule B(y,R) d'adhérence contenue dans Q, la relation du (a) ci-dessus est satis-
faiteu est harmonique (resp. sous-harmonique, resp. sur-harmonique).

Nous verrons plus tard que, dans le 2. on peut remplacer la condition de 1. (a) par celle (a priori plus faible) du 1. (b).
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Démonstration. Démontrons tout d’abord le 1. Pour simplifier les notations supposons y = 0 et notons B, = B(0,p), 0 < p,
la boule ouverte de centre I'origine et de rayon p. La premiere formule de Green ((II1.1)) appliquée a « donne

u
—do = 0(resp. > 0, resp. <0).
/aBp v p p

1
Comme B, = {x € R"tels que (Y x7) P« p}, sur By, ona 94 = ( leig—)':i) 5 donc

du p! ! du
Jas, dv ° P /33. (ilpz ox; (pz)) o(2)
d
_ n—1
= AT (/aBlu(PZ)dG(Z))

= p”‘aap (p‘” ./(;B,, u(x)dG(X)>

= (resp. >,resp. <) 0.

Ceci signifie que la fonction p +— p!=" [ By u(x)do(x) est constante (resp. croissante, resp. décroissante). Comme

limp'~" / u(x) do(x) = naou(0),
p—0 9B,

le 1. (a) est démontré. Le 1. (b) s’en déduit immédiatement, puisque, par intégration en polaires, on a

1 1 R
udA = / / ud G) d
W, R" /By w,R" Jo ( dB, p

! /R "—1< ! / d6>d
— J— u
R" Jo P ®,p" ! 9B, p

R
= (resp. >, resp. <) %M(O)/ p" tdp = u(0).
0

Démontrons maintenant le 2. Pour simplifier les notations, en supposant 0 € Q, montrons que Au(0) = (resp. >, resp. <
)0. Nous utilisons le Lemme suivant :

Lemme. SoitB(0,R) une boule ouverte contenue dans Q. Alors, pour0 < p < Rona

/ vpAudA = u(0) — %/ udo,
Bp nw,p""" JaB,

ouv, est la fonction définie par |

1
7_24—72 Sin23,
_ 1 ‘x|n pnf

log — sin=2,

il — nn—2)®, sin>3
=1 2w sin=2 "

Démonstration du Lemme. Un calcul direct montre que, si x # 0, Av, (x) = 0. Alors, la seconde formule de Green ((I11.2))

donne, pour0 < € < p,
: 0 d d
/ voAudd = — / w2 do + (vpu —uvp> do.
Bp\Be Jos, 9V OB av av

En remarquant que do (dBe) = O(¢" 1), et que Vp = 8;—,12 + ﬁ sur dBe, et, en utilisant que u est de classe €7 il vient

lime—o [5p, vp %dd = 0. Par ailleurs, la normale extérieure a B, \ B sur dB; (resp. dBp), étant (f%)i (resp. (%) ), on a, sur
9B, (resp. dBp),
vp { _(”_2)5"%1 (resp. (n—2)pn%]) sin >3,

v T —1 (resp. %) sin=2,
il vient
i [ g { 1im£ﬁ0—g,,;jciinfagg udc sin>3,
e—0J9B, OV limgﬂo—%éjaBgudO‘ sin=2
= u(0),
etle Lemme en découle. O
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Fin de la preuve du Théoreme. Supposons que I'on soit dans le cas < de '’hypothese 1. (a) (le cas > étant similaire et le cas =
se déduisant des deux précédents). Le Lemme donne donc, pour 0 < p < R,

/ vpAudA <0.
Bp

Comme u est supposée de classe €2, on a Au(x) = Au(0)+ O (|x|) donc
Au(0) / vpdA + / 1o (1)O ([x]) dA(x) < 0. (IT1.4)
Bp By

Un calcul direct montre que

2 1 1 .
. —p nw, (577) sin >3,
/BPV”‘M—{ —p2A " ASOsin=2,

et pr vp (x)O (|x]) dA (x) ‘ < Cp3. Alors en divisant (I11.4) par p? et en faisant tendre p vers 0, il vient Au(0) > 0, ce qui termine

la preuve. O

Remarque. Dans le cas des fonctions harmoniques (i.e. cas = de I'énoncé) le Théoréme est clairement vrai pour des fonc-
tions a valeurs complexes.

PROPOSITION II1.2.1 (Principe du maximum).
Soient Q un ouvert deR" etu une fonction continue réelle sur Q. telle que, pour toute boule B(x,R) contenue dansQ on a

1
/ udq.
w,R" B(x,R)

Poury € Q, s'il existe un voisinage'V dey tel que u(y) = supy, u (resp. infy u), alors u est constante au voisinage de'y
(principe du maximum (resp. minimum) local).

En particulier, siu est continue surQ et non constante et si Q est connexe et borné,Vx € Q ona u(x) <supygq U (resp. >
infyq u) (principe du maximum (resp. minimum) global).

u(x) < (resp. >)

Démonstration. Nous faisons la démonstration dans le cas <.
Soit B(y, r) une boule contenue dans V et soit M = suppy, ) 4. Comme u est supposée continue, I'ensemble

o = {x € B(y,r) tels que u(x) = M}
est fermé dans B(y, r) et contient y par hypothése. Pour tout z € o tel que B(z,p) C B(y, r), 'hypothese dit

0= u(z)—M < — / (u—M)dA.
wnpn B(Z,P)

Comme u < M sur B(z, p) et u est continue, si en un point w de B(z,p) on au(w) < M alors [, ,) (u—M)dA <0 ce qui est
impossible et prouve donc que B(z,p) C @ donc o est ouvert et ainsi 0 = B(y,r).

Montrons maintenant la seconde partie. S'il existe x € Q tel que u(x) > supy u, en posant M = supg u, alors il existe z € Q
tel que u(z) = M (Q est supposé compact) et 'ensemble F = {x € Q tels que u(x) = M} est un fermé non vide de Q, et comme
la premiere partie montre que cet ensemble est aussi ouvert il est égal a Q. O

COROLLAIRE 1.
Soitu une fonction a valeurs complexe dans un ouvert Q qui vérifie la propriété de la moyenne

! / udA
W, R" B(x,R)

u(x) =

sur toute boule B(x, r) contenue dans Q.
Alors u est continue, et, poury € Q, s'il existe un voisinage V dey tel que |u| (y) = supy |u| (resp. infy u), alors u est
constante au voisinage dey (principe du maximum local).

Démonstration. 1l est clair que u est continue. Quitte & multiplier # par une constante on peut supposer u(y) = 1. La Proposi-
tion montre que |u| est constante sur un voisinage V de y, donc u(x) = "™ sur V. Six € V est tel que u(x) = 1 et si B(x, R) est
une boule contenue dans V, onadonc 1 = ﬁ Jb(x.k) €08 (V(2)) dz, ce qui entraine v(z) = 0 dans B(x, R). Ainsi, 'ensemble
des points x d'une boule B(y, r) contenue dans V vérifiant u(x) = u(y) est ouvert et est donc égal a B(y,r). O

Le Théoréme II1.2.1 et la Proposition donnent aussitot :
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COROLLAIRE 2.
Soit Q un ouvert connexe borné dansR". Soient u et v deux fonction réelles de classe € dans Q continues sur Q.

1. Onsuppose Nu= Av dans Q . Alors «u = v sur dQ » implique «u = v dans Q ».
2. Onsuppose ANu=0 et Av > 0 dans Q. Alors «u =v sur dQ » implique «v < u dans Q ».
3. Onsuppose Nu =0 et Av < 0 dans Q. Alors «u = v sur dQ » implique «v > u dans Q ».

Ce Corollaire amene naturellement la Définition qui suit :

DEFINITION III.2.2.
Soit Q un ouvert de R”. Une fonction u : Q — [—co, oo (resp. u : Q& — |—oo, +o0]) est dite sous-harmonique (resp. sur-

harmonique) si:
1. u est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement) ;

2. pour toute boule B = B(x,r) d’adhérence contenue dans Q et pour toute fonction v € ¢ (B,R) harmonique dans
B telle que u < v (resp. u > v) sur dBonau < v (resp.u > v) dans B.

PROPOSITION II1.2.2.
Soient Q un ouvert deR" etu : Q — [—oo, +oo| (resp. u : Q — | —oo, +o0] une fonction semi-continue supérieurement (resp.
inférieurement). Si l'une des deux conditions suivante est satisfaite :

1. IlexisteR > 0 tel que, pour toute boule B= B(x,r), r < R, d'adhérence contenue dans Q on a

1
< > ) —
u(x) < (resp. > )na)nr”*l /aBu(x)dG(x),

2. Ilexiste R > O tel que, pour toute boule B = B(x,r), r < R, d’adhérence contenue dans Q on a

u(x) < (resp. >)

/ u(x)do(x),

@, 1" JB

alors u est sous-harmonique (resp. sur-harmonique) dans Q.

Démonstration. Comme la condition 1. implique la condition 2. (voir la preuve du Théoreme I11.2.1), il suffit de faire la
démonstration sous la condition 2. Soit B = B(x,r) une boule ouverte d’adhérence contenue dans Q. Soit 4 une fonction
réelle, continue sur B, harmonique dans B telle que u < & sur dB. Sila relation « u < h sur B » est fausse, par semi-continuité,
onaM = supgz (u—h) > 0etl'ensemble F = {x € B tels que u —h = M} est un compact non vide de B. Soit zy un point de F
tel que dist (29, dB) = dist (F,dB) > 0. Si By = B(z0, p) est une boule ouverte d’adhérence contenue dans B et de rayon p <R,
u— h est < M sur un ouvert non vide de By ce qui implique que la moyenne de u — & sur cette boule est < M, et, la formule de
la moyenne pour 4 (Théoréme I11.2.1) et 'hypothése donnent (1 — k) (z9) < M ce qui contredit la définition de z. O

II1.3 —

Le probleme de Dirichlet
classique dans une boule

Le principal but de ce paragraphe est de montrer qu'une fonction continue qui vérifie la propriété de la moyenne est
harmonique. Pour cela nous avons besoin de résoudre le probleme de Dirichlet classique dans une boule. Pour cela nous
introduisons un certain nombre de noyaux classiques.

Pour tous x et y dans R”, x # y, on pose

1 1
> —5, sin >3,
Ly—x) =y(y—xl) = ”1( —) [y -4 (I1L.5)
Elog\y—)d sin=2.
Un calcul direct montre que :
d 1 yi—x;
SoT(y—x) = —— 20
dy; nwy, |y — x|
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et

0° F(y—x):L 8ij n*n(yi_Xi)(yiz_xj) '
dyidy; nay, | |y—x| ly — x|
On en déduit que, pour x # y, AI'(y —x) = 0 (A, désignant le laplacien par rapport a la variable y) de sorte que y —
I'(y — x) est harmonique sur R" \ {x}.

ProprosiITION II1.3.1.
Soit Q un ouvert borné de R" a bord régulier. Soit u une fonction de classe € sur Q. Alors, pour toutx € Q ona

Ju

)= [ [0 500 -6 -0 5509 | dot) + [ Fo—2u0) a0,

vy

oit % désigne la dérivation par rapport a la variabley dans la direction de la normale extérieure a dQ au pointy.
3

En particulier; siu est une fonction de classe € sur R" a support compact, on a

u(x) = | TO=x)ou(y)dA(y).

Démonstration. La seconde formule de Green (Proposition III.1.1) sur Q\ By, B, = B(x,p), p > 0, il vient

or
vy

# [, [Fo=0550)—u0) 51t do)

y

fo, To=2u0)a20) = [ {16038 0)—ut) St ot

SurdBp onal'(y—x)=7y(p)dou

d _ -
[, To=2)5a0)do()] < nanp™ ip) supvul 0.
9By \4 3B,

nwnpn—l

[ o -xdot) =t [ o) S ut)

ce qui montre la formule. O

Q étant un ouvert borné de R”, si, Vx € ©, il existe une fonction h, € ¢! (Q) N¢?*(Q) harmonique telle que, sur L,
hy(y) = —I'(y —x), en posant
Ga(x,y) =T(y —x) +h(y),

pouru € €*(Q)NE’! (5) , la Proposition précédente et la seconde formule de Green appliquée aux fonctions /4, et u donnent

20Go
u) = [ _uty =

On peut démontrer qu'une telle fonction Gg, si elle existe, est unique : pour tout y la fonction y — Gg (x,y) estharmonique

sur Q\ {x} et est nulle sur dQ; elle est donc caractérisée par son comportement au voisinage de y qui est donné par celui de

I'. On 'appelle la fonction de Green de Q et sa dérivée normale %ijz est appelée le noyau de Poisson de Q.

(x,y)do(y) + /Q Go(x,y) Lu(y)dA(y). (IIL6)

En théorie du potentiel on montre, par exemple, que tout ouvert borné de R” a frontiére de classe ¢”' posséde une fonc-
tion de Green. Nous n’allons pas rentrer dans ce sujet, nous nous contentons ici de donner explicitement la fonction de Green
et le noyau de Poisson d'une boule euclidienne.

Pour simplifier les notations, explicitons ces fonction pour une boule Bz = B(0,R) centrée en 0. Pour x € Bg \ {0}, on

2
poseXx = x‘f?.
Alors un calcul fastidieux que nous ne détaillerons pas ici montre que la fonction de Green G(x,y) = Gg,(x,y) de By est
donnée par la formule

(B % ;
Glry) — {V(Iy )=y (Fh—x) sixz0 -
v(b)) - ¥(R) six=0
2.2 12
X .
= (P 269 ) ['y'Rz+R2—2<y,x>] six . aig
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Pour vérifier cette formule, on vérifie que A,G(x,y) = 0six # y, que G(x,y) est nulle sur Bg x dBg et que, au voisinage de x,
G(x,y) differe de I'(y — x) d'une fonction €.

On remarquera de plus que G(x,y) = G(y,x), donc G(x,y) est harmonique par rapport a chaque variable pour x # y, et
que G(x,y) < 0. Un calcul direct de dérivée partielle donne alors le noyau de Poisson P(x,y) = Pg,(x,y) de Bg :

RR—|x* 1
nw,R |y—x|"’

P(x7y) =

et, en particulier, on remarque que P(x,y) > 0. De plus, comme P(x,y) est la dérivée normale (dans la variable y) de G(x,y),
poury € dBg, x — P(x,y) est harmonique dans Bg.

La formule (I11.6) appliquée a une fonction # harmonique dans B continue dans son adhérence donne ce que’on appelle
la formule intégrale de Poisson : Vx € Br = B(0,R),

S 6
no,R Jopy [x—y"

u(x) =

doly)= [ Poy(x ) do(y) (I1L9)

D’une maniére générale si ¢ est une fonction intégrable sur dBg, la fonction x — [;p. Pg, (x,y)@(y)do(y), définie dans
Bg, s'appelle I'intégrale de Poisson de ¢ sur dBg.

On remarquera que cette formule montre que toute fonction harmonique dans Br est automatiquement 6> (et méme
analytique réelle). Par translation on en déduit que toute fonction harmonique dans un ouvert de R” est 4 (et méme ana-
lytique réelle). De plus, les propriétés du noyau de Poisson données ci-dessus montrent que, si ¢ est une fonction intégrable

212 ,
sur d By, alors la fonction x — Rnw,‘,fel J38, I)ED_(;}’ do(y) est harmonique dans Bg :

ProprosiTION III1.3.2.
Toute fonction harmonique dans un ouvert de R" est analytique réelle, donc, en particulier, €. De plus lintégrale de
Poisson d'une fonction intégrable sur le bord d’'une boule est une fonction harmonique dans cette boule.

THEOREME II1.3.1 (Probléme de Dirichlet classique dans B(0,R)).
Soit B = Bg = B(0,R). Soit ¢ € L*(dB). Alors la fonction u définie dans B(0,R) par

2
R* — || ()
nw,R Jop |x—y|"

do(y), x€B(0,R),

ww=) | Pre)e0)dow) -
o(x), £ € IB(O.R)

est harmonique dans B(0,R) est, si ¢ est continue en un point xo € dB(0,R) alors Jim - u(x) = @ (xo). En particulier,
—X)
x€B(0,R)

si @ est continue sur dB(0, R) alors u est continue sur B(0,R).
Remarque. Par translation, ce Théoréme montre que, pour toute boule B = B(a,r) dans R”, si ¢ est une fonction continue
sur 0B, il existe une (unique d’apres la Proposition I1.2.8) fonction u € ¢ (B) N6 (B) harmonique dans B égale a ¢ sur dB.

Démonstration. Nous avons déja remarqué que u est harmonique dans B. La formule (I11.9) appliquée a la fonction identi-
quement égale a 1 donne

| Paty)dos) =1,
JB
donc, puisque Pp est positif,

)= @ (50)| < [ Paliry) [0(x) @ (x)] do ().

Comme ¢ est continue en xo, pour € > 0 il existe > 0 tel que |x —xp| < 17 implique |@(x) — @ (xo)| < €; par suite, pour
|x—xo| <7n/2,0na

)~ 9o < e+2lloll. [ L
ux)— X0 S I rE—— y
Jaso(ly-—xol>ny ="
2 n
< ev2lol (R 1) (3) #2
n
ce qui montre que u(x) — ¢ (xp) quand x — xo. O

On notera que cette démonstration signifie que la noyau de Poisson Pg(x,y) est une unité approchée (c.f. Proposition
111.4.2).
Le Corollaire qui suit dit que les Définitions I11.2.1 et I11.2.2 coincident sur les fonctions de classe € :
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COROLLAIRE.
Soit u une fonction de classe > dans un ouvert de R". Si u est sous-harmonique (resp. sur-harmonique) au sens de la
Définition I11.2.2, alors Au > O(resp. < 0) dans Q.

Démonstration. Supposons u sous-harmonique au sens de la Définition I11.2.2. Pour simplifier les notations, nous supposons
0 € Q et montrons que Au(0) > 0. Soit B = B(0, ) une boule d’adhérence contenue dans Q. Soit £, la fonction harmonique
dans B égale a u sur dB, de sorte que, par hypotheése, u(0) — &,(0) < 0. Ecrivons la formule de Green (IT1.6) de cette boule pour
la fonction u — A, : d’apres (I11.7),

0= u(0)—h (0) = /B (7 (|xl) = ¥(r)) Dulx) dA(x).
En écrivant que, pour r < rg, ona Au(x) = Au(0) 4+ O(¢€) et en utilisant la formule (I11.5), un calcul explicite, identique a celui

fait a la fin de la preuve du Théoréme I11.2.1, de cette inégalité donne aisément Au(0) > O(¢€) et on conclut en faisant tendre
e vers 0. O

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cette Section :

THEOREME II1.3.2.

Soit Q un ouvert deR". Soitu : Q — R une fonction continue (resp. u : Q — [—oo, +oo[ semi-continue supérieurement,
resp. u : Q — |—oo, 00| semi-continue inférieurement). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. u est harmonique (resp. sous-harmonique, resp. sur-harmonique) :

2. ilexisteR > 0 tel que, pour toute boule B= B(x,r), r < R, d'adhérence contenue dans Q, on a
(x) = ¢ < >) : / ' yudo
u(x) = (resp. <, resp. > )——— udo;
p — p — nwnrn_l | aB y
3. ilexisteR > 0 tel que, pour toute boule B = B(x,r), r < R, d'adhérence contenue dans Q, on

] n
u(x) = (resp. <, resp. Z)a)nr” /Budo-_

Démonstration. Compte tenu de ce qui précede, il nous reste deux implications a démontrer : d'une part que la condition
3. avec « =» implique 1. avec « harmonique » et, d’autre part, que la condition 1. avec « sous-harmonique » (resp. « sur-
harmonique ») implique la condition 2. avec « < » (resp. « > »).

Vérifions tout d’abord le premier point. D’apres le Théoréme I11.3.1 il existe une fonction 4 harmonique dans B, continue
dans B telle que hjgp = ujyp. D’apres le Théoreme II1.2.1 u — h vérifie la propriété de la moyenne («volumique ») donc le
principe du maximum global (Proposition I11.2.1) ce qui implique # = & dans B, donc u est harmonique.

Vérifions maintenant le second dans le cas « sous-harmonique » I'autre cas se traitant de maniere similaire. Soit B =
B(x,R) une boule d’adhérence contenue dans Q. Soit ¢ une fonction continue sur dB et soit h, la fonction harmonique dans
B égale a ¢ sur dB donnée par le Théoreme I11.3.1. Siu < ¢ sur dB, par hypothese (c.f. Définition I11.2.2) on a u < hy sur B et,
la propriété de la moyenne pour &, (Théoréme I11.2.1) implique

u(x) < !

_— do.
o nwan_l JB ¢

Pour conclure que 2. avec « < » est satisfaite il suffit alors de remarquer que, u étant semi-continue supérieurement, on a

/ wdo = inf [ edo.
0B 0B

P>u
IS ANC):)

O

Remarque. En considérant les parties réelles et imaginaires, on déduit du Théoreme ci-dessus que si u : Q — C alors u est
harmonique si et seulement elle vérifie la propriété de la moyenne, soit volumique soit sphérique (c.f. Théoréme I11.2.1), sur
toute boule d’adhérence contenue dans .

COROLLAIRE.
Soit (uy,),, une suite de fonctions harmoniques (complexes) qui converge uniformément sur les compacts de Q vers une
fonction u. Alors u est harmonique.

Démonstration. En effet, u est continue comme limite uniforme de fonctions continues, et elle vérifie les formules de la
moyenne. 0
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ProPOSITION II1.3.3 (Principe du maximum global).
Soit u une fonction harmonique réelle (resp. complexe) sur un ouvert connexe Q de R". Si u (resp. |u|) a un maximum
local ou un minimum local (resp. un maximum local) en un point de Q alors u est constante.

Démonstration. Supposons que u est réelle et qu’elle a un maximum local en y € Q ou que u est complexe et que |u| a un
maximum local en y € Q (le cas u réelle et « minimum local » se traite en remplacant u par —u). Si u est réelle, nous savons
alors que u est constante au voisinage de y par la Proposition I11.2.1 ; si u est complexe la méme conclusion est vraie grace au
Corollaire 1 de la Proposition I11.2.1. Ainsi I'ensemble F = {x € Q tels que u(z) = u(y) pour z dans un voisinage de x} est un
ouvert non vide. Si x est un point de Q qui est dans I'adhérence de F alors, par continuité, toutes les dérivées D%u(x), o € N”,
o # 0, sont nulles ce qui signifie que la série de Taylor de u en x est réduite a u(x), et 'analyticité de u (Proposition 111.3.2)
implique alors que u est constante au voisinage de x. Ainsi F' est aussi fermé donc égal a Q. O

ProPoOSITION I11.3.4.

Soit u une fonction harmonique de classe €* sur un ouvert Q deR". Soit @ € N*, |at| < k. Soit Q' un ouvert relativement
compact de Q (ce que nous notons Q' € Q) et soit d la distance de Q' a dQ. Alors

lorf
a
sup |[D%u| < (n||) sup |u] .
Q d )

Démonstration. En effet, soit y € Q et soit R < dist(y,dQ). La formule de la divergence (Formule (I11.3), page 42) appliquée a
(0,...,u,...,0), u alai-eme place, donne, en notant v; la i-eme composante du vecteur unitaire normal sortant de dB(y,R),

/ I () = / wido,
B(yR) 0X; IB(yR)
Jdu

et, comme 3 est harmonique, la formule de la moyenne (Théoreme I11.2.1) donne alors

u 1

Uy = —— v, do.
Ly T OBR)

Ainsi [D%u(y)| < z supgyg) |u| pour |a| = 1. Par récurrence sur @, on montre alors facilement que

lor|
nio
) < (") sup .

B(y,R)

pour tout . La formule de la Proposition s’obtient alors en considérant R > 0 tel que, Vy € ', R < dist(y, dQ). O

THEOREME III1.3.3.

Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, l'espace des fonctions harmoniques sur un ouvert Q
deR" est un espace de Montel (c.f. Corollaire de la Proposition 11.2.10).

Démonstration. En effet, il suffit de recopier la preuve du Corollaire de la Proposition 11.2.10 et d’utiliser le Corollaire du
Théoréme I11.3.2. O

II1.4 —
Cas particulier de la dimension

2, liens avec les fonctions

holomorphes

L4.1 Noyaux de Green et de Poisson du disque unité et fonctions
iy g@w&% 49
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harmoniques

THEOREME I11.4.1.

Soit Q un ouvert simplement connexe de C. Une fonction uQ — R est harmonique si et seulement si il existe une fonc-
tion f holomorphe dans Q telle que u = Re f. De plus une telle fonction holomorphe f est unique a U'addition d’une

constante imaginaire pure pres et sa partie imaginaire (définie a une constante additive réelle pres) s'appelle une conju-
guée harmonique de u.

Démonstration. Si f est holomorphe, alors Ref est harmonique, puisque ASef = 28%8% ( f —+—f) = 0. Montrons la réci-
proque. Si u est harmonique sur €, la forme différentielle w = %dz est fermée donc exacte puisque € est supposé simple-

ment connexe (Théoréme 1.3.2). Soit donc g € €~ (Q) telle que dg = w c’est-a-dire ‘;—i’ = ‘;—i’ et ‘3—; = 0 de sorte que g est
holomorphe sur Q et doncd (g+g) = g—[;’dz + g—ﬁdz = %dz + g—gdz = du, I'avant derniere égalité provenant du fait que u est
réelle. Ceci implique qu'il existe une constante réelle C telle que g+g = u+C . Si on pose f = 2g —C on a bien Ref = u.
L'unicité de f est évidente car une fonction holomorphe de partie réelle nulle est constante. O

Noter que si on enléve 'hypothese « Q simplement connexe » la conclusion peut étre mise en défaut. Par exemple, dans
une couronne C = {z € Ctels que 0 < r| < |z] < rp < +oo} lafonction u(z) = log|z| estharmonique et s'il existe une fonction
f € H(C) de partie réelle égale a u, alors il existe une constante A telle que, dans C\ R}, on a f(z) =log(z) + iA ce qui montre
que f nest pas continue dans C.

Nous allons maintenant expliciter les noyaux de Green et de Poisson du disque unité du plan complexe. Rappelons tout
d’abord que nous notons D = {z € C tels que |z| < 1} le disque unité de C centré a I'origine et T = {z € C tels que |z] =1}
sa frontiere. Les calculs de la Section précédente montrent alors que :

PROPOSITION III.4.1.
Avec les notations de ci-dessus :
— Le noyau de Green deD est donné par la formule :

¢
G(z,¢) =log|z— | —log <|C| Z_W )
pour§ #0erG(z,0) =log|z].
— Le noyau de Poisson deD est donné par la formule :
11—z
P(Z7C) = A5~ )
2wz - ¢

zeD,{eT. B
Pour toute fonctionu € €* (D) onadonc, pourz €D :

ue) = [ 6. 0)2u©)ar Q)+ [ PEOu(E)do().

Sion pose z = re’? et { = e il vient

P C) = = 1"2)|29te<5“>

:E}l—reiw*’ -z

(voir ci-dessous la preuve de la Proposition I11.4.3 pour la derniére égalité) et on note souvent

1 1-7
B ) = S e
de sorte que
/P(z Ou(Q)do(C) = i/”u(e"f) B
T ’ o 2n)oa ’1_#(19—1)‘2
1 _
= Zn(Pr*u)(ﬁ)v
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ou () = u(e"), ce qui montre que I'intégrale de Poisson [ P(z,{)u({)do () est une convolution (sur [, 7] ou T) avecle
noyau P,.

On identifie généralement T et [0, 27], et, par abus de notations, on note parfois i et u par la méme lettre.

Cette écriture de I'intégrale de Poisson est utile, en particulier, lorsque I'on se rappelle de la propriété suivante (ainsi que
celles de la convolution avec une unité approchée) :

PROPOSITION 111.4.2.

Le noyau P, est une unité approchée quandr — 1 (i.e. P, > 0, [*, Pr(ﬁ)% =1 et P.(¥) — 0 uniformément sur [—m, x| N
{|¥] >n >0} quandr — 1).

ProrosiITION II1.4.3.
Le noyau P, se développe en série de fonction par la formule

1 & .
P.(¥) = i Z’rl"‘e””s7

la série convergeant uniformément pourr < 1.

Démonstration. La convergence uniforme est évidente et comme, pour n > 0, €% 4+ ¢~ "% = 2%Ree™?, on a (en notant z =
i
re')

Z:;'|’1|e"’”9 = 1—&—29?62/”6"”9
—o 1
> 1
= 142N "=14+2Re| — —1
+ ezl:z + e(l—z >
1
= Re 14—2L =NRe it
1—z 11—z
1—r2 1—r2

1—2rcosd+r2 11— rei®?

DEFINITION II1.4.1.
Soit i une mesure borélienne (complexe) sur T. On appelle transformée de Poisson de 1 la fonction harmonique P(u)
définie dans D par

P (re®) = 5 [ RO =0du) = 3B+ u(®) = [ Pl O)au(c)

o, par abus de notations, on a noté par u la mesure sur T et la mesure qui s’en déduit sur [— 7, 7].
En particulier la transformée de Poisson de 1 est la partie réelle de la fonction holomorphe f définie sur D par

1 (7 el 47
= — T D.
f@)=5_ /_ﬂ e,,_zdu(t),ze

La Proposition 111.4.3 donne alors

I & n| in —in
Plu) = 5 Yrlen [ e ()

T
—7T
= Y ca(u)rimle, (I11.10)

et les coefficients ¢, (1) sont donc les coefficients de Fourier de la mesure pt. Par exemple pour la mesure (L (¢) = @()dt, avec
¢ € L' ([-r, 7]), ces coefficients sont les coefficients de Fourier classiques de ¢.

D’autre part, par définition, on a ﬁ ST P (9)] do < [T d|u| = ||| (propriétés de P, rappelées a la Proposition
111.4.2) il vient sup,_; [™_ | P, * ()| d® < +oo. Réciproquement :

THEOREME I11.4.2.
Soit h une fonction harmonique dans D telle que sup,_; [, |h (rem) | d® < +oo. Alors il existe une mesure de Borel [l
surT telle que h (re'®) = Py ().
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Démonstration. Pour s € [0, 1], posons /() = h (se'”). Par hypothése la famille de fonctions 4, est bornée dans L' ([0,27])
donc dans I'espace . (T) de mesures de Borel sur [0,27]. Comme ce dernier espace est le dual de I'espace % (T) des fonc-
tions continues sur T (identifié a [0,27])), le Théoreme de Banach-Alaoglu dit que I'ensemble {4y, s € [0, 1]} est relativement
compact pour la topologie faible de .# (T) = € (T)'. 1l existe donc une suite (s j)j qui tends vers 1 et une mesure de Borel

sur T telle que la suite (hsj)j converge faiblement vers i, c’est-a-dire telle que, pour toute fonction y continue sur T,
T

tim [ () y(0)dr = /T w(t)du(o).

j—oo ) -

En appliquant ceci a y(z) = P.(¥ —¢) il vient

h (rem) =limh (sjrem) =P u(0)

]

puisque les fonction /,; sont harmoniques dans I et continues dans son adhérence. O

COROLLAIRE.
|| Toute fonction harmonique positive u surD s'écrit u (re”’) = P x (V) ot U est une mesure positive surT.

Démonstration. En effet, puisque que u est positive, la formule de la moyenne s’écrit u(0) = ﬁ S fﬂ |u (re” ) ] dt, pour tout
r < 1 de sorte que 'on peut appliquer le Théoreme. La positivité de u vient du fait qu’elle est limite faible de fonctions
positives. O

1I1.4.2 Fonctions sous-ﬁarmoniques

PROPOSITION I11.4.4.
Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert Q de C. Alors la fonction (qui est a valeurs dans [—oo,+0[) log|f| est
sous-harmonique.

Démonstration. En effet, il est clair que cette fonction est semi-continue supérieurement puisque 'ensemble {log|f| < A} =
{If] < e‘l} est ouvert. Supposons donc log|f| < u sur le bord d'un disque fermé D = D(zy,r) contenu dans Q, u étant
continue sur D harmonique dans son intérieur. Comme u = Reh avec & holomorphe dans I'intérieur de D, si, pour0 < n < 1,
onpose hy(z) =h(zo+ (1 —1n) (z—z0)), par continuité uniforme de u, pour € > 0 il existe 1¢ > 0 tel que, pour 0 <1 < 1, on
a ’fe’h" ‘ < 1+ € surlebord de D. Le principe du maximum (Proposition 11.2.8) donne ]fe’h" } < 1+ € dans D, c’est-a-dire
log|f(2)| < (14+€)u(zo+ (1—1m)(z—20)) dans D, pour tout 0 < n < 1, soitlog|f(z)| < (1 +¢€)u(z) Ve >0 ce quiconclut. O

PROPOSITION II1.4.5.
Soitu une fonction sous-harmonique dans un ouvert Q deRR". Soit ¢ : R — R une fonction convexe continue croissante.
On pose @(—o0) = limy_, _o @(x) (qui existe dans [—oo, +oo|). Alors @ o u est sous-harmonique.

Démonstration. 1l est clair que ¢ o u est semi-continue supérieurement. Comme ¢ est convexe, Vxg € R, il existe un réel k
(dépendant de xo) tel que @(x) > @ (xp) + k (x — xp). Par suite, pour toute boule fermée B = B(x, r) contenue dans Q

1
nw,”"~! Jop

0u(E)do(€) > pla) +k | oy [ u(E)dolE) ).

En choisissant xo = ﬁ Jopu(&)do (&), il vient (¢ étant croissante)

1 1
- - do > _ do
it [, 0 @do®) > (o [ u@ao(e))
> o(u(x)
ce qui montre que ¢ o u vérifie la propriété de sous-moyenne sphérique pour B. O

COROLLAIRE.
|| Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert Q de C, pour a > 0, la fonction | f|* est sous-harmonique.

Démonstration. En effet, la fonction olog|f| = log|f|* est sous-harmonique d’apres la Proposition I11.4.4, et comme | f|* =
eloel/1” il suffit d’appliquer la Proposition a la fonction convexe croissante x — ¢*. O

PROPOSITION II1.4.6.
Soitu une fonction sous-harmonique dans un ouvert Q. Alors siu n'est pas identiquement égale a —oo sur une composante
connexe de Q, elle est localement intégrable dans Q.
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EXERCICES

Démonstration. Siu(z) > —eo et si B(z,r) est un disque fermé contenu dans Q (quelconque), on a —eo < u(z) = ﬁ JpudA
et comme, par semi-continuité supérieure, ¥ est majorée uniformément sur tout compact de €, u est intégrable sur B. Soit
maintenant £ 'ensemble des points de Q possédant un voisinage sur lequel u est intégrable. Par hypothése le raisonnement
précédent montre que E rencontre toutes les composantes connexes de Q. De plus, par ce qui précede, siz € Q\ E, u est
identiquement égale a —oo au voisinage de z (sinon on peut trouver un disque fermé contenu dans €2, contenant z et centré
en un point { tel que u(§) > —oo et on lui applique le premier raisonnement). Ainsi E est fermé, et comme il est ouvert par
définition il est égal a Q. O

NL4.3 Intégrale de Poisson et fonctions holomorphes

ProposITION I11.4.7.
Soitu une fonction holomorphe dans le disque unité D du plan complexe continue sur son adhérence. Soit () =u (6”9) .
Alors le développement en série entiere de u dansD s'écrit

u (rem) = ’;)cn((p)r”eiw

ottc, () est len-ieme coefficient de Fourier de ¢.
De plus, si ¢ est une fonction intégrable sur T (i.e. sur [0,27]) telle que c,(¢) = 0 sin < 0, la fonction u (re'®) =
P, x (V) est holomorphe dansD.

Démonstration. En effet, comme u est harmonique elle est égale a la transformée de Poisson de ses valeurs au bord et la
formule (II1.10) donne

u (rem> = fen((p)r‘”‘ei”ﬂ.

Or

L i
cnlg) = E/_ﬂe (o) dr
1
_ 7/Zn+1u(z)dz'
T

27

Sin<0,surT,z'"! = ZI"=1 et comme z|”|_1u(z) est holomorphe dans D continue sur son adhérence le Théoreme de Cauchy
(Théoreme I1.1.1) donne ¢, (@) = 0, d’ot1 la Proposition (la derniere partie est évidente puisque u (z) = ¥.§ ™ c,(9)2"). a

On interpréte ce résultat en disant que «les valeurs au bord » des fonction holomorphes dans ID sont les fonctions dont
les coefficients de Fourier négatifs sont nuls.

‘Exercices

EXERCICE III.1 (fonctions harmoniques dans R").

1. Montrer que, sin > 3, la fonction
N e
est harmonique dans R" \ {(0, ...,0)}.

2. Montrer que, si x — f(x) = g(||x||) est une fonction de classe C? et radiale dans R" \ {0}, alors

1

ALf](y) = " (Ixl) + S==g (Ix])-

Trouver toutes les fonctions harmoniques radiales dans R" \ {(0,...,0)}.

3. Vérifier que, si ¢ est une fonction de classe C? a support compact dans R”,

0(0) = 55w [ [ Mgl P ...,
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Indication : on pensera a la formule de Green-Ostrogradski; on rappellera le calcul du volume de la boule unité de R",
puis celui de la surface de la sphére unité (dont on aura besoin ici).

EXERCICE III.2 (la formule de Stokes dans R").
Soit U un voisinage du simplexe Ag = {t; +---+1, < 1;¢; >0, j = 1,...,n}. Vérifier, pour un tel simplexe et toute (n — 1)-forme
o de classe C' au voisinage de Ay que I'on a la formule

[ofao=[ [ a

apres avoir donné un sens au membre de droite. Pourquoi retrouve-t-on bien ici la formule de la divergence mentionnée en
cours ? Comment établirait-t-on la méme formule lorsque Ay est remplacé par son image ®(A) par un difféomorphisme de
classe C? 2 Comment en déduirait-on la formule de la divergence pour un ouvert borné de frontiére assez réguliére 2

EXERCICE II1.3 (harmonicité et propriétés de moyenne).
Soit u une fonction de classe C? dans un ouvert Q de R”, telle que, pour toute boule fermée B incluse dans €, on ait

"~ du
/ ——do =0,
JB aVext
ol o désigne la mesure surfacique sur le bord de B. Montrer que u est harmonique dans Q.

EXERCICE III1.4 (harmonicité et formule de la moyenne (théoréme de Kellog)) .
Soit # une fonction continue réelle dans la boule fermée B(0,R) de R”, telle que, pour tout x dans la boule ouverte B(0, R), il
existe r(x) €]0,d(x,dB)[ tel que

1
= d
)= ST i 9
oll Op(x (x)) désigne la mesure surfacique sur le bord de B(x, 7(x)).

1. Comment s’exprime 'unique fonction v harmonique dans B(0, R), continue dans B(0,R), et telle que v = u sur le bord
de B(0,R)?
2. Onnotew = u —v et M := maxgq & w et 'on suppose M > 0. On suppose que 'ensemble E = {w = M} N B(0,R) est

non vide. Montrer qu'il existe au moins un point xy de B(0, R) tel que
d(x0,dB(0,R)) =d(E,dB(0,R)) > 0.

3. Montrer que
(W(X()) —W) dO'B xX0.r(x0)) = 0
/QB(xo,r(xo)) (v0,r(x0))

et en conclure que w = M dans B(xo, (xp)). Pourquoi ceci contredit-il 'hypothese faite sur £ (E non vide) ?

4. Déduire de la contradiction établie au ¢) que u est harmonique dans B(0, R).

EXERCICE III.5 (fonctions sous-harmoniques).
Soit # une fonction continue et a valeurs réelles dans un ouvert 2 de R".
1. Rappeler ce que signifie le fait que u est sous-harmonique dans Q.
2. Montrer que u est sous-harmonique dans Q si et seulement si, pour tout ouvert Q' CC Q, pour toute fonction 4 har-
monique réelle sur Q' et continue sur ﬁ’, on ait

Ve Q' u(x)—h(x) < sup (uly) - ().
yeaQ!

3. Utiliser le critere établi au 2.! pour montrer que si f est une fonction holomorphe dans un ouvert Q de C, alors log|f|
est sous-harmonique dans Q.

EXERCICE III.6 (sous-harmonicité).
Soit Q un ouvert de R" et u une fonction localement intégrale dans €, a valeurs dans [—o0, +o0[. On suppose que, pour tout
x € Q, pour tout r €]0,d(x,dQ)],

1
< dOp(y.r)-
) S G [ 00

1Se servir aussi du fait que, si U est un ouvert simplement connexe de C, toute fonction harmonique réelle z dans U s’exprime dans U sous la forme
h =Re fy, ou fy estholomorphe dans U, cf. Théoréme I11.4.1 du cours. Cette question propose une autre démonstration de la Proposition I11.4.4 du cours.
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La fonction u est-elle sous-harmonique dans Q ? Pour tout x € , on pose

u*(x) = limsup(u(y)).

yox
Méme question que précédemment pour cette fois la fonction u*.
EXERCICE II1.7 (formule de représentation (n = 2)).

Soit Q ou ouvert borné du plan de frontiere C', u une fonction de classe C' au voisinage de Q, de classe C? et harmonique
dans Q. Vérifier la formule de représentation :

) =5 [ (¢ togl¢ ~do(@) ~ 5 [ u(d)

2 29 0 Vext 2r

log|C —z } do

Sv logl¢ —2l] do (),

oll do représente la mesure lineique sur le bord de dQ. Que devient cette formule de représentation en dimension n? Que
devient cette formule de représentation lorsque u est de classe C> dans Q, mais n’est plus supposée harmonique ?

EXERCICE II1.8 (principe de réflexion pour les fonctions harmoniques) .

Soit u une fonction harmonique dans |a,b[+i]0, 8, se prolongeant a |a, b[+i[0, 5[ de maniére continue, nulle sur le segment
réel Ja, b[. Montrer que la fonction définie dans I'ouvert Ja,b[+i] — 8, 8| par v(z) = u(z) silmz > 0 et v(z) = —v(z) silmz < 0
est harmonique dans Ja,b[xi] — 8, ].

EXERCICE II1.9 (mesure harmonique).
Soit Q un ouvert borné de R” a frontiere C'. On suppose qu’étant donnée une fonction continue quelconque @ : Q — R, il
existe une fonction P[] continue sur Q, harmonique dans Q et égale a ¢ sur JQ.
1. Montrer qu’une telle fonction P[] est unique et exprimer 14 en termes de la fonction de Green Gg de 'ouvert Q (on
admet 'existence d’une telle fonction de Green).
2. Montrer que 'espace des fonctions continues de dQ dans R est un espace de Banach E pour la norme uniforme, qu’il
en est de méme pour I'espace des fonctions continues de Q dans R (aussi pour la norme uniforme) et que ¢ — P[¢]
est une isométrie de E dans F'. En déduire que, pour tout x € Q, I'application

¢ € E— Plp](x)

est une forme linéaire L, continue positive sur E, i.e une forme linéaire continue L, telle que L,(¢) > 0si ¢ > 0. Peut-
on donner un sens a L,()4) si A est un sous-ensemble mesurable de dQ ? Si oui, pourquoi définit-on ainsi une mesure
positive 2 L, sur le bord de Q2

EXERCICE III.10.
On suppose que I'on peut résoudre le probleme de Dirichlet pour 'ouvert Q = D(0,1) \ {0} du plan complexe, ce qui im-
plique® que I'on puisse construire une fonction de Green Gg, s’écrivant donc sous la forme

log|lz—w
_ log| \+

GQ(Wa Z) = o hw(z) ,

oil i, est de classe C! dans Q, de classe C? et harmonique dans Q. Pourquoi la fonction harmonique z — /,,(z) a t-elle une
singularité éliminable en z = 0? Montrer que la fonction G définie par G(z) = Gg(w, z) est sous-harmonique dans D(0, 1) et
conclure a une contradiction avec le principe du maximum. En déduire que Q ne saurait posséder de fonction de Green. Le
méme résultat se transpose-t’il a la dimension n ?

EXERCICE II1.11 (harmonicité et propriétés de moyenne).
Soit u une fonction harmonique dans une couronne ouverte {R; < |z| < R2}. On pose, pour tout r > 0,

27 .
f(r): 1/0 u(re’®)de.

T or

Montrer que f(r) = alogr+ b, ol a et b sont deux constantes. Montrer que si P est un polynéme de Laurent, i.e. P(z) =
YN\ aiZ¥, il existe une subdivision Ry = 0 < Ry < ... < R,,_1 < R, = +oode ]0, o[ telle que la fonction

r ! /27[ lo | (V€i9| 7]
= — P d
27 Jo g

soit une fonction affine de log r sur chaque intervalle ouvert | Ry, R 1]

2Cette mesure positive i, qui est d’ailleurs une mesure de probabilité, a aussi une interprétation en physique, en relation avec le mouvement brownien
dans le plan (cf. par exemple wikipedia pour une définition de ce processus aléatoire) : si A est un sous-ensemble mesurable de dQ, 1, (A) représente la
probabilité pour qu'une particule issue de x a I'instant r = 0 et assujettie précisément au mouvement brownien dans le plan s’échappe pour la premiere fois
de l'ouvert Q au travers d'un point de A.

3Voir la construction de la fonction de Green (x,y) — Gg(x,y) dans la Section I11.3 du cours, ainsi que son expression a partir du potentiel T.
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EXERCICE II1.12 (harmonicité et holomorphie).
Montrer que toute fonction réelle harmonique dans C et bornée supérieurement est constante.

EXERCICE II1.13 (formule de représentation de Poisson).
1. Vérifier, pour § € {|{| =1} etz € D(0,1), larelation

ISPl _ o (CH)
5~ =Re .
[Skd -z
En déduire que si u est une fonction harmonique réelle dans D(0, 1) et continue dans D(0, 1), 'unique fonction % (on
dira au passage pourquoi elle est unique) holomorphe dans D(0, 1), telle que Im/(0) = 0 et que Reh = u dans D(0, 1),

est donnée par
1 4z dg
h(z) = m_/m:l E”(C) T

2. Soit f une fonction holomorphe dans D(0, 1), nulle en 0, et telle que |Re f| < A dans D(0, 1). Montrer que, si0 < r < 1,

on a, pour tout z € D(0,7),

1+r

24
< — .
[Im f(z)] < —~log -—

EXERCICE II1.14 (inégalité de Harnack).
Soit u une fonction continue positive dans D(zo, R), harmonique dans D(zo,R).

1. Etablir, pour tout z € D(zo,R), pour tout 8 € [0,27], I'inégalité :

R—|z—z0| _ R*—l|z—z0]* _ R+|z—z
R+|z—2z0] = |z0+Re® —z]2 =~ R—|z—2z0|

2. En déduire que si u est une fonction continue positive dans D(zo,R), harmonique dans D(zo,R), on a I'inégalité de
Harnack :
R—|z—z0]

R+ |z— 20|
R+ |z — 20

u(z0) <u(z) < R——2|

u(zo) Vz € D(z0,R).

3. Enutilisant I'inégalité établie au 1. (on pourra se ramener au cas des fonctions harmoniques positives réelles), montrer
que si u est une fonction harmonique de C dans lui-méme, bornée en module, alors u est constante (comparer avec le
résultat établi dans 'Exercice I11.12).

EXERCICE II1.15 (intégrale de Poisson).
Pour tout z € D(0, 1), on définit une fonction ¢, : [0,27] — R comme suit (faire un petit dessin) : le point ¢/#<(®) est I'inter-
section du cercle unité et de la demi-droite issue de z et dirigée par ¢, avec la convention 0 < ¢,(8) — 6 < 27.

1. Montrer que @, est différentiable et que

el(p2<6) —Z
ol(0) = [0 2

et — 7
2. Montrer que, si u est une fonction continue sur T, alors, si P(«) désigne 'intégrale de Poisson de u,

2 X
P(u)(z) = %/0 u(e99))do.

EXERCICE II1.16 (formule de Poisson, fonctions sous-harmoniques) .
Soit u une fonction continue, positive dans B(0, R) et sous-harmonique dans B(0, R). Soit zg € B(0, R) et C un cercle de centre
2o inclus dans D(0, R).

1. Soit v la fonction harmonique dans D(0, R) égale a u sur le bord de ce disque. Comparer

/C u(z)doc

et v(zo) (do¢ désigne la mesure de Lebesgue sur le cercle C).

2. Utiliser la formule de Poisson pour établir :

|20]
‘/Cu(z)dcc < (1 + 7) ./ac(o,R) dop(0.R)-
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EXERCICE II1.17 (sous harmonicité de | f|” pour f holomorphe et p > 0).
Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D(0, 1). Montrer, pour tout p > 0, I'inégalité de Hardy

1 1o
— | raans o [Tinet)ras.
7 JD(0,1) 0

—2r

EXERCICE II1.18 (sous-harmonicité et convexité) .
Soit # une fonction continue dans la couronne ouverte Cg, g, := {0 <R < |z] < Ry < =}. Montrer que la fonction

1 27 .
ri—logA(u,0,r) :=log [5/ u(re’e)de}
0

est une fonction convexe de logr dans |R;, R;|[ si et seulement si, pour tout @ > 0, r — r*A(u,0, ) est une fonction convexe
de logr. Sil’on suppose en plus log # sous-harmonique dans la couronne, montrer qu’il en est de méme pour

7+ log(u(z)) + alog|z] et z+— |z|%u(z)

pour tout & > 0. Calculer A(|z|%u,0,r) en fonction de A (u,0,r) sir €|R1,Rz[. Montrer enfin que si u est une fonction positive
dans la couronne Cg, g, et telle que logu soit sous-harmonique dans cette méme couronne, alors r — log(A (1,0,r)) est une
fonction convexe de logr dans Ry, R;|.

EXERCICE II1.19 (inégalité de Carathéodory).
Soit g une fonction holomorphe dans un voisinage du disque fermé D(0, R), avec g = P+iQ (P et Q a valeurs réelles) dans ce
disque ; montrer que, pour tout z € D(0,R),

b4 ei9 ei9
o) = 1'/02 P(Re™®)(Re®® +

— )dG + i /Zn O(Re®)d6
2im Rei® —7 27 Jo

1 /M P(Re®)(Re® +7)
2inm Jo Re'® —z

27 .
= g(0)+%/0 P(Re™)

d0 +iQ(0)

Z

o246

En déduire que, sil’'on note A, (R) := sup{P(z); |zl =R}, ona

2r

18(2)] < 18(0)[ + o—

(Ag(R) _P(O))a VZ, |Z| <r<R
(on appliquera la formule précédente aA4(R) — g). Montrer que, si f est une fonction holomorphe au voisinage de D(0,R), ne
s’annulant pas dans D(0, R) avec f(0) = 1, alors, pour tout r €]0, R|,

2r
F@)] > MpO0:R) R—r vz, |f<r,

si
M¢(0;R) := sup |f(Re')|.
[0,27]
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CHAPITRE IV

THEOREME DE RUNGE
EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMAMNM
ET THEOREME DE WEIERSTRASS

IV.1

Théoreme de Runge et
enveloppes d’holomorphie

Dans la démonstration du Théoréme qui suit nous utiliserons la remarque topologique élémentaire suivante : si Q est
un ouvert d'un espace métrique E (ou méme topologique...) et si K est un compact non vide de Q alors la frontiere d'une
composante connexe de Q\ Kqui est relativement compacte dans Q est contenue dans K. De plus, si E est un espace normé,
alors E \ K a une seule composante connexe non bornée et si U est une composante connexe bornée de E \ K, ou bien U est
relativement compacte dans Q, auquel cas sa frontiere est contenue dans K, ou bien U rencontre le complémentaire de Q.

THEOREME IV.1.1 (Théoréme de Runge).
Soient Q un ouvert de C et K un compact (non vide) de Q. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Toute fonction holomorphe au voisinage de K est limite, uniforme sur K, d'une suite de fonctions holomorphes
sur Q.

2. Q\ K n'a pas de composante connexe relativement compacte dans Q.

3. Pour tout point z de Q\ K il existe une fonction holomorphe dans Q telle que | f(z)| > supg | f|.

Démonstration. Supposons que 2. soit faux. Alors il existe une composante connexe non vide C de Q \ K dont la frontiére est
contenue dans K. Soit f(z) = Z%a ol a est un point de C. f est donc holomorphe au voisinage de K et 1. implique I'existence
d’une suite de fonctions f, € H(Q) qui converge uniformément sur K vers f. Le principe du maximum entraine donc que
cette suite converge uniformément sur C, donc sur C, vers une fonction holomorphe F € H(C) continue sur C. Comme
(z—a)F(z) = 1 sur dC, le principe du maximum implique que cette relation est aussi satisfaite sur C ce qui est absurde. Ceci
montre que 1. implique 2.

Montrons maintenant que 2. entraine 1. On raisonne par I'absurde : si 1. est faux, il existe une fonction f holomorphe
au voisinage de K qui n’est pas dans 'adhérence de H(Q)|x dans I'espace ¢’ (K) des fonctions continues sur K muni de la
topologie de la convergence uniforme. Le Théoréme de Hahn-Banach implique alors qu’il existe une forme linéaire continue
sur ¢'(K) nulle sur 'adhérence de H(Q) x dans I'espace ¢'(K) et qui vaut 1 sur fix. Comme le dual ce ¢'(K) est I'espace des
mesures de Borel sur K cela signifie qu'il existe une mesure p sur X telle que [, gdu = 0 pour toute g € H(Q) et [ fdu = 1.
Montrons que cela n'est pas possible c’est-a-dire que, sous 'hypothése 2., si u est une mesure sur K telle que [, gdu =0
pour toute g € H(Q) alors nécessairement [, fdp = 0.
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Soit (z) = [, & ¥ ), pourzeC \ K. Le Théoreme de Morera (Théoréme I1.1.4) montre que ¢ est holomorphe sur C\ K et

I'’hypotheése sur pt donne que @ est nulle sur C\ Q (car { — E appartient a H(Q) siz ¢ Q). Soit U une composante connexe

de C\ K.SiU estbornée, 'hypothése 2. (et les remarques qui préceédent I'énoncé du Théoréme) montrent que U N (C\ Q) # 0
et ¢ estidentiquement nulle sur U (Proposition I1.2.3). Si U est la composante non bornée, ou bien U N (C\ Q) # 0 et, comme
précédemment, ¢ est identiquement nulle sur U ou bien U C Q. Dans ce dernier cas, Soit R > 0 tel que K C D(0,R). Alors,
pour z € UN{|€| > R} lafonction § — i est holomorphe dans D(0, R) donc développable en série entiére dans ce disque,
la convergence étant uniforme sur K. Autrement dit cette fonction est limite uniforme sur K de polynémes, et comme ceux-ci
sont holomorphes sur Q, 'hypothése sur i donne @(z) = 0. Ainsi ¢ est aussi nulle sur U dans ce dernier cas et finalement ¢
est identiquement nulle sur C\ K.

Alors, siV est un voisinage relativement compact de K sur lequel f est définie et y est une fonction 4 sur V valant iden-
tiquement 1 au voisinage de K, la formule de Cauchy-Pompeiu (Proposition 1.2.1) appliquée a un disque centré a I'origine

contenant V donne, pour tout { € K,
dz Ndz 1 Ay, . dzNdZ
~ 2in / 1@ —-¢  2irm ,/(:\Kf(Z)TZ(Z) 7—¢

(pulsque 3, est nulle au voisinage de K) et, par suite (en appliquant le Théoréme de Fubini),

217‘6

/f 1 /((;\Kf( )aaf( Vo(2)dzAdz =0

puisque ¢ est nulle sur C\ K.

Montrons maintenant que 2. implique 3. Soient z € Q\ K et D = D(z,r), r > 0, un disque d’adhérence contenue dans
Q\ K. Comme les composantes connexes de Q \ (K Uﬁ) s'obtiennent en prenant celles de Q \ K et en enlevant a 1'une
d’entre elles D, elles vérifient aussi 'hypothése 2. Ainsi, la fonction f qui vaut 1 au voisinage de D et 0 au voisinage de K est,
d’apres I'implication 2. = 1. que nous avons montré ci-dessus (pour un compact K quelconque), limite uniforme sur K UD
de fonctions holomorphes dans Q. Par suite il existe une fonction f € H(Q) telle que supg |f| < /2 et |f — 1] < /2 sur D ce
qui montre 3.

Pour finir, vérifions que 3. entraine 2. : si 2. est faux, Q \ K posséde une composante connexe U dont la frontiére est
contenue dans K et le principe du maximum donne, pour f € H(Q), supy, | f| < supg | f| ce qui contredit 3.

C.Q.ED.

COROLLAIRE.
Soit K un compact de C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Toute fonction holomorphe au voisinage de K est limite uniforme sur K d’'une suite de polynémes holomorphes.
2. C\K est connexe.

3. pour tout point z € C\ K il existe un polynéme holomorphe P tel que |P(z)| > supg |P|.

Démonstration. En effet, il suffit d’appliquer le Théoréme a Q = C et d’utiliser que toute fonction entiére (i.e. de H(C)) est
limite uniforme sur tout compact de C de polynomes (développement en série entiére). O

Le Théoréme de Runge amene naturellement la Définition suivante :

DEFINITION IV.1.1.
Soient Q un ouvert de C et K un compact de Q. On appelle enveloppe d’holomorphie de K 'ensemble

Ko = {zthelsquerEH(Q), |f(2)] SSUp|f|}-
K

On dit que K est holomorphiquement convexe si K = I?g\;

On notera que la propriété d’étre holomorphiquement convexe dépends fortement de I'ouvert Q dans lequel on consi-

—~

dere K. De plus il est clair que (@) 0= Ko.

PROPOSITION IV.1.1.
Soit K un compact d'un ouvert Q deC.

1. Kg est compact dans Q et dist (K, C \ Q) = dist (I?g\), C\ Q) .

2. Kq estlaréunion deK et des composantes connexes de Q \ K qui sont relativement compacts dans Q.
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Démonstration. Sia ¢ Q alors z — — est holomorphe dans Q et, pour z € Kg, ona |—| < Supgeg ‘ Cl , soit dist (a,K) <

dist(a,z) d’oudist(a,K) < dist (a,KQ), ce qui donne le 1.

Si O est une composante connexe de Q \ K relativement compacts dans Q, on a dO C K donc, par le principe du maxi-
mum, Vf € H(Q),Vz € O, |f(z)| < supk | f| et O C Kq. Ainsi, si L est I'union décrite dans le 2., elle est incluse dans Kq. De
plus, Q\ L étant la réunion des composantes connexes de Q \ K non relativement compacts dans Q, L est fermé et le Théo-
reme de Runge montre que, pour z ¢ L, existe une fonction f € H(Q) telle que | f(z)| > sup; | f| = supg | f| ce qui montre que
Ko C L. O

Exemple IV.1.1 (Suite croissante exhaustive de compacts holomorphiquement convexes). Soit K, une suite croissante de
compacts d'un ouvert Q dont la réunion est égale a Q (une telle suite est dite exhaustive). Si pour tout entier n on pose

L, = (Ly,—1UK,)g, la Proposition dit que la suite L, est une suite croissante exhaustive de compacts holomorphiquement
convexes de Q dont la réunion est égale a Q. Lexistence d'une telle suite est souvent utile comme nous le verrons par la suite.

Le Théoréme qui suit est une version du corollaire du Théoréeme de Runge pour des compacts du plan dont le complé-
mentaire n’est pas connexe :

THEOREME IV.1.2 (Théoréme de Runge).
Soit K un compact de C. Soit A un ensemble contenant exactement un point de chaque composante connexe de C \ K.
Alors si f est une fonction holomorphe dans un voisinage ouvert de K il existe une suite de fractions rationnelles (de la
variable z) a pbles dans A qui converge uniformément vers f surK.

Esquisse de la démonstration. La preuve, que nous ne détaillerons pas, est tout a fait semblable a celle de I'implication 2. =
1. du Théoreme de Runge (Théoreme IV.1.1) : il faut montrer que si 4 est une mesure de Borel sur X telle que [, Rdy =0
pour toute fraction rationnelle a pf)les dans A alors [ fdp = 0. Ceci se fait, comme dans la démonstration précédente, en

introduisant la fonction ¢(z) = f "l et en montrant qu’elle est nulle sur C\ K, ce qui se fait cette fois-ci en développant en

série entiere % autour de chaque pointde A (si o € A, C - est limite des fractions rationnelles Yio %) et on conclut
comme précédemment. Les détails sont laissés au lecteur. O
COROLLAIRE.

Soient Q un ouvert de C et A un ensemble contenant un point de chaque composante connexe bornée de C\ Q. Alors, pour
toute fonction f € H(Q) il existe une suite de fractions rationnelles a poles dans A qui converge vers | uniformément sur
les compacts de Q.

Schéma de la démonstration. On considére une suite croissante K, de compacts holomorphiquement convexes de Q dont la
réunion est égale a Q. Chaque composante connexe de C\ K, contient donc une composante connexe de C\ Q. On applique
alors le Théoreme précédent a chaque K, et on conclut en utilisant un procédé diagonal. O

ATaide du Théoreme de Runge on peut construire des fonctions holomorphes ayant un comportement surprenant :

Exemple IV.1.2. SoitD = {|z| < 1} le disque unité du plan complexe. Il existe une suite (f, ), de fonctions holomorphes dans

D qui converge ponctuellement vers 0 (i.e. lirE fu(z) =0, Vz € D) telle que, pour tout r > 0 IIT sup |fn| =
T T <}

Démonstration. En effet, pour tout € > 0 posons

K| :{Z:re“’telsques<r<1—8,196[87275]}U{0}a

ng{zzrei6/2,8<r<l—£}

etK. = K} UKZ.

Soit f une fonction ¥ dans la plan valant 0 au voisinage de K et 1 au voisinage de K-. D’aprés le Théoréme de Runge
(Théoreme 1V.1.1) il existe une fonction f; holomorphe dans D telle que |f — f¢| < € sur K (remarquer que D\ K est connexe).
Comme | J, K 11/n =D, lasuite ( fi /n) , converge ponctuellement vers 0. Si cette suite €tait bornée dans un disque {lz| <r}, r>0,
le Théoréme de Montel (Corollaire de la Proposition 11.2.10) implique qu'’il existerait une sous-suite ( fi /”P)p qui converge

uniformément sur le disque {|z| < 7/2}, et, par ce qui précéde cette limite devrait étre O ce qui est impossible puisque, pour
€ < r/4,1e disque {|z| < r/2} contient des points de K> ol1 f; vaut 1. O
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CHAPITRE IV. THEOREME DE RUNGE, EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN ET THEOREME DE WEIERSTRASS

—IV.2
Résolution €~ des équations

de Cauchy-Riemann

On appelle « équation de Cauchy-Riemann » I’équation aux dérivées partielles g—g = f ol f est une fonction définie dans
un ouvert Q de C.

THEOREME IV.2.1.
” Soit Q un ouvert de C. Soit f une fonction de classe € dans Q. Alors il existe une fonctionu € € (Q) telle que ‘3—; =f.

Démonstration. Nous utilisons le Lemme suivant :

Lemme. Soit Qune fonction ¢~ a support compact dans C. Alors la fonction

wa =1 [ 2arg)

wlcl—z

oo e ou
est ¢ dansC et vérifie 52 = ¢.

Démonstration du Lemme. Par changement de variables on a
mu(z) = / PEH 12 ().
c u

En dérivant par rapport a 7 et en refaisant un changement de variables il vient

du 99/9z(8)
mo-(2) = | ——==dA(f),
07 c §—z
et comme @ est a support compact, la formule de Cauchy-Pompeiu (Proposition 1.2.1) montre que cette derniére intégrale
est égale a T(z). O

Démonstration du Théoréeme. Soit K,,, n > 1, une suite exhaustive de compacts holomorphiquement convexes de Q (Exemple
IV.1.1). Pour tout entier n, soit ¥, une fonction ¥’ a support compact dans Q, 0 < y < 1, qui vaut 1 au voisinage de K,,, et
posons @1 = Y1, @ = Y; — y;_1, j > 1. Ainsi, pour j > 1, ¢; est nulle au voisinage de K;_; et }.7_; ¢; = 1 dans Q. D’apres

le Lemme, pour chaque j, il existe une fonction u;, ¢ a support compact dans C, telle que aa—“z’ = @;f, et, en particulier,
u; est holomorphe au voisinage de K;_;. Le Théoreme de Runge (Théoréme 1V.1.1) donne, pour tout j, une fonction v},
holomorphe dans €, telle que ’u =V j, <27/ surK;_;.Posons u = Y (uj —v;), série qui converge uniformément sur tout
compact de Q par ce qui précede. Comme la somme }.7, | (u; — v;) est composée de fonctions holomorphes au voisinage de
K;, elle est holomorphe dans le méme voisinage. Ainsi u est %> dans Q, et, dans un voisinage de K j,ona

u @

J J J
P 81(1221(1”_”)):1; oz
J
= <Z¢Z)f:ij:fa
I=1

puisque y; vaut 1 au voisinage de K. O

Comme premiere application de ce Théoreme nous donnons le Théoreme de Cousin ce qui donnera I'occasion de rap-
peler la notion de partition de l'unité :

THEOREME IV.2.2 (Probleme de Cousin).
Soit Q un ouvert de C. Soient (Qj)j>1 une suite d’'ouverts de C dont la réunion est égale a Q. Pour tout couple (i,k)
d’entiers non nuls soit g jx une fonction holomorphe dans Q ;N Q. On suppose que :

1. Pourtous j, k, dansQ;NQy onagj. = —gkj;

2. Pourtous j, k1, dans Q; NN onagx+gu+g1; =0.
Alors, pour tout entier j > 1 il existe une fonction h; holomorphe dans Q; telle que, Vj,k > 1, dans Q; N &, on ait
8jk = 8k —&j-
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Démonstration. Nous utilisons le Lemme suivant :

Lemme (Partition de l'unité). Soit (;);.; une famille quelconque d'ouverts de R". Soit @ = J;c; ;. Alors il existe une suite
(Ox)en, de fonctions € dans ® a supports compacts dans o telle que :
1. Pour tout entierk > 1 il existeiy € I tel que le support de @y soit contenu dans o, ;
2. Pour tout compact K contenu dans o, il existe au plus un nombre fini de fonctions @y non identiquement nulles sur K ;
3. Yr 1 0 = 1 sur o (cette somme est finie en tout point de ® d'apres le 2. ci-dessus).

N

Preuve du Lemme. Lexistence de fonctions 4> a support précisé résulte du Lemme suivant :

Lemme. Soit U un ouvert de R" et L un compact contenu dans U. 1l existe une fonction y € €= (U) a support compact,
0< vy <1, valant1 surL.

Démonstration. Soit d la distance euclidienne sur R”. Un lemme élémentaire de topologie dit que les ensembles V(L) =
{x € R" tels que d(x,L) < r} forment un systeme fondamental de voisinages de L de sorte qu'’il existe ry > 0 tel que, pour
d (x5 R"\ V(L))

d(x R\ V,y (D)) + d GR™\V,, (D)
le dénominateur de cette fraction ne s’annule pas % est continue, elle vaut identiquement 1 sur V,, (L) et son support est
contenu dans I'adhérence de V,, (L). La fonction du Lemme s’obtient alors en convolant / avec une suite régularisante x. et
en prenant = h x ) pour € assez petit. O

. Comme

0 < r <rgles V(L) sont contenus dans U. Soient 0 < r| < r < rg et h(x) =

Démonstration de Lemme de partition de l'unité. Soit S un sous-ensemble dénombrable de . Pour tout x € S on considere
toutes les boules B(x, r), r € Q, qui sont contenues dans un des @, i € I. Lensemble des ces boules est dénombrable et on les
note Bk B (xt, 1), k € N,. Pour tout k on note V; la boule V; = B (x;,+/2) et @ une fonction € a support compact dans By,
0 < @ < 1, valant identiquement 1 sur V; (Lemme précédent). On pose alors @ = @, @ = (pkH (l — @) pour k > 2. Par
récurrence, il est clair que 0 < ¢; < 1. De plus, ¢ =1 — (1 —¢y), et, en raisonnant par récurrence, ona

k+1 k k k
Yo = <Z‘Pj> +o=1-[[0-9)+a []0-9)
j=1 j=1 j=1 j=1
k+1 B
= 1-[I0-¢).
j=1
Alors, pour tout k on a
k
<Y o<l (V1)
j=1
et,sixeV,onal—@(x)=0,donc
k
Y ¢j(x)=1pourxeV;, I <k. (IV.2)

1

J

Par hypothese, pour tout y € o et tout € > 0 il existe x; € S tel que |y —x¢| < € etil existei € I et r > 0 tels que B(y,r) C o;.
Il en résulte que B (x¢,r — €) C w; et que, pour € suffisamment petit, y € B (xg, 5= ) On peut trouver 7 € Q assez proche de
r— g, € petit, tel que y € B (x¢,7/2) et B(xg,7) C ;. Comme B (x¢,7/2) est 'un des V}, ce raisonnement montre que la réunion
des Vj est égale a 0.

Si K estun compact de o, il est donc recouvert par un nombre fini de Vi, soit K C Vi, U... .UV, , ki <... <k, par exemple.
Léquation (IV.2) implique alors Z ", @; = 1 sur K et (IV.1) montre que, pour j > ky, @; est 1dent1quement nulle sur K. D’olt
le Lemme. O

Démonstration du Théoreme IV.2.2. Le Lemme de partition de l'unité donne I'existence de deux suites @, et iy telles que ¢,
soit une fonction ¥ a support compact dans Q;,, toutes le ¢, sauf au plus un nombre fini étant identiquement nulles sur
un compactde Q, etY, ¢y = 1 sur Q.

Posons i =Y, ¢vg;, k. Cette somme a bien un sens (d’aprés ce qui précede) et défini une fonction > dans Q. De plus

I'’hypothese 2. du Théoréme montre que, sur Q; NQ;, ona

Iy —h; Z‘Pv 8ivk — glvj Z(Pv 8kiy Jrglvl)

Ly

Z(Pvgjk = &jk-
v

Ainsi hy — h; est holomorphe sur Q; N Q; ce qui implique que les fonctions %"l o définissent une une fonction globale
¢ dans Q (elle se «recollent » sur Q; N ;). Le Théoreme IV.2.1 donne alors une fonction y € ¢ (Q) telle, pour tout k,

%—‘g ah" sur Q. Alors g; = h; + v est holomorphe dans Q; et g, — g; = hy — hj = gji dans Q; N ;. O
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IV.3
Le Théoreme de Weierstrass

Le but principal de cette Section est de démontrer le Théoréme suivant :

THEOREME IV.3.1 (Théoreme de Weierstrass) .
Soit Q un ouvert de C. Soient (Zj)jeN* une suite de points de Q, sans point d'accumulation dans Q, et (nj)jeN* une suite
d’entiers relatifs non nuls (i.e. dans 7. ). Alors il existe une fonction f méromorphe dans Q telle que, pour tout j € N,,
z— (z—zj)7" f(2) est holomorphe et ne sannule pas dans un voisinage de z; et qui est holomorphe sans zéros dans

Q\{Zj,jEN*}.

COROLLAIRE.
Soit Q un ouvert de C. Il existe une fonction f holomorphe dans Q telle que, quelque soit 'ouvert ) contenant strictement
Q, il n'existe pas de fonction f holomorphe dans Q dont la restriction a  soit égale a f .

Preuve du Corollaire. En effet, si on choisit une suite (z;) de points de Q, sans point d’accumulation dans Q, telle que dQ

JjEN,
soit contenu dans 'adhérence de {z iy J €Ny } (ce qui est bien str toujours possible) et une suite d’entiers (n /)j e, tous égaux

a1, le principe des zéros isolés (Proposition I1.2.3) montre que la fonction donnée par le Théoreme réponds a la question. O

Le résultat qui suit est parfois considéré comme une version du Théoréme de Weierstrass et est souvent appelé le « Théo-
réme d’interpolation de Mittag-Leffler » :

THEOREME IV.3.2 (Théoréme de Mittag-Leffler).
Soit § = {Zj, j> 1} ety = {Cj7 Jj> 1} deux suites discretes disjointes dans un ouvert Q du plan complexe. Soient
A= {A;, j > 1} une suite de nombres complexes, (mj) ;> et(nj),. deux suites d'entiers positifs,m; > 0,n; > 0. Alors
il existe une fonction f méromorphe dans Q telle que, pour touti > 1, z; est un zéro d'ordre m; de f — A;, et, pour tout
j>1faunpéledordren; au point {;.

Démonstration. Pour touti > 1 soit D; = D(z;,r;) un disque centré en z; contenu dans Q. On suppose que l'on a choisit les D;
deux a deux disjoints et que leur réunion ne rencontre pas X. Pour chaque i > 1 soit x; une fonction 4 a support compact
dans D;, 0 < x; < 1, valant 1 au voisinage de I'adhérence du disque D; = D(z;,7i/2). Soit g(z) = ¥; AiXi(z). Le Théoréme de
Weierstrass nous donne 'existence d’une fonction F € H(Q) ayant un zéro d’ordre m; en chaque point z;, ne s’annulant pas

ailleurs, et un pole d’ordre n; en chaque point {;. Alors si on définit la fonction @ par

(z) = {

cette fonction est ¥ dans €, et, d’apres le Théoreme 1V.2.1, il existe une fonction R € €~ (Q) telle que %—I; = w. Si on pose
alors

‘_
)

L%@ size\(U:D)

sinon,

!

la fonction f; ainsi définie est 4 dans Q, '9(9};1 = % —F ‘3—1; = 0et, dans 5;, ona fj = A; — FR. Comme F s’annule a I’ordre m;
au point z;, fi — A; S’annule a un ordre plus érand en ce point. De plus, g est nulle au voisinage de chaque {;. Pour conclure,
on remarque que, d’apreés ce que I'on vient de démontrer, il existe une fonction 4 holomorphe dans Q qui vaut 1 — R(z;) en
chaque point z; et 1 — R ({;) en chaque point {;, etla fonction cherchée est f = g — F (R+h), puisque R + & vaut 1 aux points
z; et aux points ;. O

On remarquera que la principale différence entre les deux précédents Théorémes est que, dans le second, on ne dit rien
sur les points qui ne sont pas dans SUZX.

Nous allons donner deux démonstrations du Théoréme de Weierstrass. La premiére est une application de la résolution
des équations de Cauchy-Riemann donnée a la Section précédente. La seconde, plus classique et plus constructive, traitera,
plus généralement, les fonctions définies sur la sphére de Riemann. Elle est basée sur les facteurs élémentaires de Weierstrass
et utilise la théorie des produits infinis de fonctions holomorphes que nous rappellerons avant de donner cette démonstra-
tion.
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IV.3. LE THEOREME DE WEIERSTRASS

IV.3.1 ‘Premiére démonstration du Théoreme de Weierstrass

Lemme. Dans les conditions du Théoreme 1V.3.1 il existe une suite de chemins continus injectifs (yj)j N, » paramétrés par [0,1],
tels que, ¥ j > 1, 7;(0) = z; et soity;(1) € dQ soitlim,_ |y;(t)| = +eo et, pour j # k, ¥; ([0,1]) N 1, ([0,1]) = 0.

Démonstration. Pour tout entier k on pose ; = QN D(0,k) (D(0,k) étant le disque centré a l'origine et de rayon k) et
Ep = {z € Q tels que dist(z, C\ Q; > 1/2k}. On construit les chemins ¥; par récurrence a partir de certains points de S =
{zj,ieN.}.

Soit S| = SN Q NE). Par hypothése sur S, S| est un ensemble fini et on peut donc joindre chaque point de S| au bord de
Q) NE] par des chemins continus injectifs deux a deux disjoints de sorte que les extrémités de ces chemins ne soient pas dans
S etonnote S| I'ensemble des extrémités de ces chemins. Supposons les ensembles S et S; et les chemins associés construits
jusqu'au rang k. Soit S 1 = Sk U (SN Qi1 NEei1) \ (U<t Sk). Comme Sy, est fini, on peut joindre les points de Sy par
des chemins continus injectifs deux a deux disjoints contenus dans E; N (C\ ;) au bord de ;.1 N E,1 de sorte que les
extrémités ne soient pas dans S. Comme ces chemins ne peuvent pas rencontrer les chemins précédemment construits, la
récurrence peut se poursuivre et le Lemme s’en déduit. O

Démonstration du Théoreme IV.3.1. Les chemins y; étant continus injectifs et deux a deux disjoints, pour chaque j > 1, on
peut trouver des voisinages ouverts V; et W; de Imy; possédant les propriétés suivantes :

1. pouri# j,ViNV; =0;
2. pourtouti> 1, W, CV;

3. Silextrémité de ¥ est dans dQ, pour € > 0, W; N {z € C tels que dist (z,C\ Q) > £} est relativement compact dans V;
sinon, pour tout entier positif N, W; N {z € C tels que |z| < N} est relativement compact dans V;;

4. pourtouti > 1, V;\ W; est simplement connexe.

11 est alors clair que, pour chaque i, il existe alors une fonction J; de classe ¥*, 0 < y; < 1, valant identiquement 1 sur un
voisinage de W; et telle que, si 'extrémité de ¥, est dans d€, pour tout € > 0, Suppy; N {z € C tels que dist(z,C\ Q) > €} est
relativement compact dans V; et, sinon, pour tout entier positif N, Suppy; N {z € C tels que |z| < N} est relativement compact
dans V.

Comme V; \ W; est simplement connexe il existe une détermination continue de log (z — z;) dans cet ouvert et on pose

(z—z)" dans W; \ {z},
g(z) =19 exp(xi(z)nilog(z—z)) dansV;\W,
1 dans C\ (U; Vi)

Clairement la fonction g est de classe € dans Q \ S et ne s’annule pas. Comme cette fonction g possede les propriétés
de singularités locales requises pour la fonction f du Théoréme, pour conclure, il suffit de montrer qu'il existe une fonction
R € €(Q) telle que la fonction f définie par

2 f(z) =g(2)e ®D ze Q\§

soit méromorphe dans Q (puisque la fonction e ¥ est > dans Q et ne s’annule pas).
Pour cela considérons la fonction

@) size Q\(U;W)),
0 size U;W;.

(S
~
A\l
S~—
Il
—
A‘_
2~
&)
Q)‘Q_)
A

Comme ; vaut identiquement 1 sur un voisinage de W, cette fonction est ¢ dans Q. Le Théoréme IV.2.1 entraine alors

qu'il existe une fonction R € € (Q) telle que ’;—? = o ce qui donne, avec f(z) = g(z)e K@

Pig=ete @i(z) —g<z>§’j<z>) _0.zcQ\s.

Comme, par construction, f(z) (z—z;) " = ¢ R dans un voisinage de z; privé de z;, la démonstration est achevée. O

V3.2 Produits infinis de fonctions holomorphes
Nous rappelons tout d’abord les propriétés de base des produits infinis :

iy %@eﬂé&@ 65




CHAPITRE IV. THEOREME DE RUNGE, EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN ET THEOREME DE WEIERSTRASS

PROPOSITION IV.3.1.
Soit X un ensemble. Soit (u,),~, une suite de fonctions bornées, u, : X — C, telles que la sériey.,, ||uy ||, soit convergente
(0iL on a noté ||uy||., = supy |u,(x)|). Alors le produit infini [1°_, (1 +u,(x)) converge uniformément sur X vers une fonc-
tion f et f (xo) = 0 si et seulement si il existen € N tel queu,, (xo) = —1. De plus, sik — ny est une permutation deN, alors
[T (1+uy, (x)) converge uniformément surX vers f.

Démonstration. Pour N € N,, posons fy(x) = [T\_; (1+u,(x)). Comme 1 +x < &, pour x > 0, on a | fiy(x)| < Lt @)l g
il existe une constante C > 0 telle que | fy(x)| < C, VN € N,, Vx € X. De méme, et avec les notations de I’énoncé, posons

g () =TIy (14w (x)).
Pour 0 < & < 1/2, soit Neun entier tel que Y.,y [tz ]|, < €. SiN > N¢ et si M est un entier tel que {1,...,N} C {n1,...,ny}

alors -
g (x) = f(x) = f () [T (14, () = 1]

ol la produit porte sur un ensemble fini d’entiers n; > Ng.

Lemme. Dans la formule ci-dessus on a

TT (1 + () = 1] <TT (1 une (0]) = 1.

Démonstration. Cette inégalité résulte du fait que si (a,), est une suite de nombres complexes alors

< H (1+an|) -
n=1

Cette derniere inégalité se démontre par récurrence sur m : elle est claire pour m = 1, et, par récurrence on a

m

[TO+a,)—1

n=1

m+1

[T0+a) -1

n=1

n

[T +an) [(1+am1)—1]

n=1

|

=

(1+an) = 1| [1+am+1] +amt

1

3
I

(1 + |an|) -1 [1 + |am+l H + |am+l‘

1

3
Il

| IN
=

(1+lan|) =

n=1

Fin de la démonstration de la Proposition. Le Lemme donne
|H l—i—unk —1|<H 1+|Mn,‘ D_lgezm\un(xﬂges_lgzg
et, par suite,
|gm (x) — f ()| < 2€|fn(x)] < 2Ce.

Appliquée a la suite d’entiers n; = k cette inégalité montre que le produit infini [T (1 4 u,) est de Cauchy pour la conver-
gente uniforme et converge donc vers une fonction f et elle montre aussi que le produit infini [] (1 + unk) converge aussi
uniformément vers f. De plus appliquée a la suite n; = k et N = Ng, elle donne, pour M > Ng, | fyr(x)| > (1 —2¢) | fiv, (x)| d’olt
on déduit |f(x)| > (1 —2¢) | fx, (x)| ce qui montre que f (xo) = 0 implique fy, (xo) = O ce qui entraine I'existence d'un entier
n tel que uy, (xo) = —1. O

PROPOSITION IV.3.2.

Soient Q un ouvert de C et (f,),~, une suite de fonction holomorphes dans Q chacune non identiquement nulle dans
une composante connexe de Q. On suppose que la sérieY.,, | |1 — f,| est uniformément convergente sur les compacts de
Q. Alors :

1. Leproduit infini[],,_, f, est uniformément convergeant sur les compacts de Q vers une fonction f € H(Q).
2. Pour toutz € Q et toute g € H(Q), notons

me(e) = { e 2o

Pordre dez comme zérodeg sig(z)

Alorsmy(z) = Y1 my,(2).

Démonstration. Le 1. n'est autre que la Proposition précédente. De plus 'hypothese implique que, pour z € , dans un
voisinage V de z, seul un nombre fini de fonction f,, s’annulent. La Proposition précédente entraine donc que le produit des
autres fonctions ne s’annule pas dans V ce qui donne le 2. O
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IV3.3 Les facteurs élémentaires de Weierstrass

DEFINITION IV.3.1.
On appelle facteurs élémentaires de Weierstrass les fonctions entiéres £, (i.e. holomorphes dans C) définies par

Eo(z) = 1—z2
72 bl
E,(z) = (1—z)exp<z+—|—...—|—

— N,.
et D) e

I est clair que E,(z) = 0 si et seulement siz = 1.

Lemme IV.3.1. Pour tout entier p et tout nombre complexez, |z| < 1,ona | 1-— E,,(z)| < Jg|Pt.

Démonstration. C'est évident pour p = 0. Supposons donc p > 1. Posons f,(z) = z+ % +...+ % de sorte que E,(z) =
(1—2z)e/»( . Ilvient donc E »(2) =—2" e/ Ainsi —E »(2) aun zéro d’ordre p al'origine et le développement en série entiere
de —E,, en 0 a tous ses coefficients positifs. Comme 1 — E,(z) = — [, E,(w)dw (o1 [0, 2] désigne le segment d’origine 0 et

NP o e s . 1-E, .
d’extrémité z), 1 — E,, a un zéro d’ordre p + 1 a l'origine, et si on pose ¢(z) = Z,,J’rl(z), ona ¢(z) =Y a,7" ot les a, sont tous

positifs. Par suite |@(z)| < ¢(1) = 1si|z] < 1. O

PROPOSITION IV.3.3.
Soit (zu),~, une suite dans C, une suite de nombres complexes telle que lim,,_, o |z,| = +o0. Si (p,),~, est une suite

1+pn
d’entiers telle que, pour toutr > 0, la série) ., (ﬁ) converge, alors le produit infini
- z
P(Z) = HEPn -
n=1 Zn

défini une fonction entiere P dont les zéros sont exactement les points z,. De plus, si & est un zéro de P son ordre est égal
au nombre de points z,, égaux a o.

Remarque. Compte tenu de 'hypotheése faite sur la suite (z,),,, il existe toujours une suite d’entiers (p,), qui satisfait I'hy-

I+pn
pothese de I'énoncé. Par exemple, p,, = n — 1 convient toujours puisque, si |z,| > 2r, on a (ﬁ) < 2%
n

4

14pn I4+-pp
% < (ﬁ) et 'hypothese montre que

Démonstration. Pour |z| < r < |z,|, le Lemme IV.3.1 donne ‘1 —Ep, (é) ’ <

la série Y, ‘1 —Ep, (Zi) ’ est uniformément convergente sur les compacts de C. La Proposition IV.3.2 montre donc que le

produitinfini[]E,, (Zl) converge uniformément sur les compacts de C et que P s’annule en un point si et seulement si 'un

des E,, (i) s’annule en ce point c’est-a-dire si et seulement ce point est 'un des z;,. O
in

n=1 n

Exemple. 1. Si} ﬁ < o0, on peut prendre p,, = 0 pour tout 1, ce qui donne P(z) = [ (l — i).

2. Siy 1|2 < tooet) ﬁ = oo, on peut prendre p, = 1 pour tout n, ce qui donne P(z) =T, (1 - i) e,

|Z) Zn

THEOREME IV.3.3.

Soit f une fonction entiere ne sannulant pas a l'origine. Soit (z,), la suite des zéros de f listés selon leur multiplicités
(i.e. chaque zéro étant répété un nombre de fois égal a sa multiplicité). Alors il existe une fonction entiere g et une suite

d’entiers positifs ou nuls (p,), tels que
o (2) T z
0= £ (2.
n=1 Zn

Remarque. 1. Si0Oestun zéro d’ordre k de f, on peut appliquer le Théoreme a la fonction L,f)
Z
2. Lafactorisation de Théoréme n’est bien stir pas unique puisque I'on peut choisir différentes suites (p,),,.

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la Proposition précédente et de la Proposition I1.1.1. O
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IV3.4 La sphére de Riemann

DEFINITION IV.3.2.
On appelle sphere de Riemann le compactifié d’Alexandrov §? de C c’est-a-dire I'espace topologique compact §? =
CU {0} obtenu en rajoutant un point (o), dit point a I'infini, muni de la topologie dont, pour chaque point, une base de
voisinages est formée par les « boules » B(x,r), 0 < r < oo, définies par :

1. six € C, B(x,r), r > 0, est le disque usuel dans C,

2. six =190, B(oo,r) = {z € Ctels que |z| > 1/r} U{eo},z> 0.

Cette Définition montre que les ouverts de la topologie de S? sont les ouverts de C et les réunions d'un ouvert de C et
d’'un complémentaire d'un compact de C. On vérifie alors sans difficulté que ces ensembles définissent bien une topologie
sur S? (i.e. toute réunion d’ouverts est un ouvert) et que, muni de cette topologie S est compact. De plus, comme cette
topologie admet clairement une base dénombrable d’ouverts (les « boules » de rayons rationnels centrées en des points de C
de coordonnées rationnelles ou 4 I'infini) elle est métrisable (i.e. S est un espace métrique compact). Dans la suite, pour des
raisons de cohérence terminologique, par abus de language, ces « boules » seront appelées des disques et seront notés D(z,7)
(méme pour z = ).

1l est facile de vérifier que I'espace S? ainsi défini est homéomorphe a la spheére unité de R® par ’homéomorphisme ¢
défini par : ¢(e0) = (0,0, 1), et, pour re’” € C,

i 2rcos® 2rsind r?—1
o (1) — (e 2rsno A1
R A e I |

DEFINITION IV.3.3.
Soit Q un ouvert de S2. On dit qu’une fonction f : Q — S est holomorphe si, pour tout pointz € Q,ona:

1. Siz € Cetsiledisque D(z,r), 0 < r < +oo, est contenu dans Q (donc dans C), f est holomorphe dans D(z,r) \ {z}
et { — f({) aune limite dans S? (éventuellement o) égale a f(z) quand { tends vers z;

2. Siz = oo etsile disque D(co,7), 0 < r < oo, est contenu dans Q (i.e. D(eo,7) = {|z] > 1/r} U{eo} C Q), la fonction
2+ f(z) est holomorphe dans D(co,r) \ {o0} et a une limite dans S> quand |z| — oo égale a f(co).

Cette Définition mérite que I'on s’y attarde un peu.
Considérons tout d’abord le premier cas de la Définition.
- Sif(z) = limg_,_ f (£) € C, alors f est bornée au voisinage de z et est donc holomorphe au sens usuel en z (Proposition

$#z
11.2.4).
- Si f(z) = limg_,, f({) = o, alors f est non bornée au voisinage de z, et, d’apres la Proposition I1.2.5, soit f est méro-
$#z

morphe en z soit z est une singularité essentielle pour f. Mais le second cas n’est pas possible, car, le 3. de la Proposition
I1.2.5 dit que dans ce cas, pour tout » > 0 I'image par f de D(z,r) \ {z} ne peut pas étre contenue dans un voisinage de
oo, Ainsi, si f n'est pas bornée en z elle est méromorphe en ce point.
En résumé, dans le cas 1. de la Définition, soit f est holomorphe au sens usuel en z soit f a un pole en z : une fonction
holomorphe d’un ouvert de C dans S? est une fonction méromorphe.

Considérons maintenant le cas 2.

- Soit@ :z+— f (%) est bornée au voisinage de 0 et elle est donc holomorphe en 0 (Proposition 11.2.4) et { — f({) aune
limite dans C (qui est f(e0)) quand ¢ tends vers . De plus, si 4 estla limite de f a1'infini, le développement de Laurent
de f dans {|z| > 1/r}s’écrit f(z) = A+ YL % +Y " a,7", la premiere somme convergeant uniformément vers 0 quand
|z| tends vers +oo et la seconde étant une fonction entiére qui tends vers 0 quand |z| tends vers +co. Par le Théoréme de
Liouville (Corollaire 1 de la Proposition 11.2.6) cette seconde somme est donc nulle. Ainsi, f(z) = A + ):fr“ ’;—ﬂ, la série
convergeant uniformément dans un disque {|z| > R}, R assez grand.

- Soit :z— f (l) est non bornée au voisinage de 0. Alors ¢ ne peut pas avoir de singularité essentielle a I'origine, car,
si elle en avait une, la Proposition 11.2.5 impliquerait que, pour tout R > 0 assez grand, f ({|z| > R}) serait dense dans
C et f n'aurait pas de limite quand { — co. Ainsi @ est méromorphe en 0 et f est la somme d’un polynéme P et d’'une
fonction & holomorphe au voisinage de o au sens du cas précédent, et f({) tends vers f(e0) = oo quand { tends vers
oo. On écrit alors f(eo) = oo et on dit parfois que f est méromorphe en oo (pour distinguer du cas précédent) d’ordre le
degré de P.

En résumé, dans le cas 2. de la Définition, soit f a une limite dans C quand § — o soit f s’écrit f = P+ h ol P est un

polynéme holomorphe et g une fonction holomorphe dans Q qui a une limite dans C quand § — oo.

On notera que si o € Q, si f est holomorphe dans Q \ {} et si f ne se prolonge pas holomorphiquement en oo (i.e. n’a
pas de limite dans $> quand { — o) cela signifie que ¢ : 7+ f (%) a une singularité essentielle en O et on dit alors que f a
une singularité essentielle en oo.
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En conclusion, si f est holomorphe sur un ouvert Q de SetsizeQ, quand § — z, soit f a une limite dans C soit, ou bien
z € C et f est méromorphe en z, ou bien z = o et f s’écrit, au voisinage de oo, P+ h ol1 P est un polynome et # une fonction
holomorphe au voisinage de e ayant une limite dans C en 0. De plus nous dirons qu'une fonction holomorphe sur un ouvert
de $? est finie si elle ne prends jamais la valeur o (par exemple, une fonction méromorphe sur un ouvert de C est finie si elle
est en fait holomorphe au sens des fonctions définies sur un ouvert de C).

Le raisonnement fait au second point du cas 2 ci-dessus montre, par exemple, que si f : > — S est holomorphe alors
c’est un polynome : une fonction entiére non polynomiale ne peut pas se prolonger en une fonction holomorphe sur S°.

Un exemple utile de fonction holomorphes sur S? est donné par les transformations homographiques (nous y reviendrons
au Chapitre suivant) c’est-a-dire les transformations de la forme

az+b
Vel and
cz+d

olia, b, ¢ etd sont dans C. Ces fonction sont clairement holomorphes sur S2, elles sont bijectives si ad — bc # 0 (I'inverse de

az+b dz—b az+b : a _d _
g €Stz L2,z S50 envoiecosur ¢ € Cet < sur e (ad bc #0).

Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert Q de C et si zp € Q alors, en notant ¢(z) = “fgé’, azo + b # 0, la fonction

Vs

z
fo@~! est holomorphe sur un ouvert de S> contenant oo et vaut f (7o) en .

IV.3.5 Seconde démonstration du Théoreme de Weierstrass

THEOREME IV.3.4 (Théoreme de Weierstrass) .
Soit Q un ouvert de la sphére de Riemann §?, Q # S2. Soit A C Q un sous-ensemble discret. Pour touta € A soitm(a) € Z
un entier relatif. Alors il existe une fonction f : Q — S> holomorphe (i.e. méromorphe) qui ne sannule pas et est bornée

en tout point wWappartenant pas a A et telle que, en tout pointa deA z — (z — a)fm@ f(z) est holomorphe bornée et ne
Sannule pas dans un voisinage de a.

Démonstration. En utilisant une transformation homographique convenable, on se raméne au cas oi1 . € Q de sorte que
52\ © est un compact non vide (Q # S?) de C. De plus, a I'aide d’'une autre transformation homographique, on se raméne
ensuite au cas ot o ¢ A.
Considérons tout d’abord le cas ot m(a) > 0 pour tout a € A. Si A est fini on prends simplement
_ HaEA (Z — a)m(a)
(@)= "5
(Z _ b)ZaEA m(“)

avec b € §?\ Q. Supposons donc A infini. Soit (e,),la suite formée des points a de A chacun répété m(a) fois. Comme
52\ Q est compact, pour tout n > 1 il existe 8, € $%\ Q tel que |B, — 0| < |B — 0|, VB € $?\ Q et, comme A est sans point
d’accumulation dans Q, on a lim,,—, « |0, — ,] = 0. On considere alors le produit de facteurs élémentaires de Weierstrass

/0 =TI (2=f).

n=1

Si K est un compact de QNC et r, = 2|, — Bu], pour z € K on a |z— f,| > € > 0, et il existe un entier N tel que, pour

n>N,onalz—f,| > r, donc Ogl%lﬁ” < 12, d’ot1 (Lemme 1V.3.1) ‘1 —E, (O;"%[fn”) ’ < (1/2)n+1, ce qui montre (Proposition
1V.3.2) que le produit infini ci-dessus converge uniformément sur K vers une limite finie. Enfin, comme {|oy, — B,|,n > 1}

estborné et que B, € K, pour |z| > R on a aussi

Z
{|z| = R} et f(e=) = 1. Ceci termine la démonstration dans le cas m(a) > 0, Va € A.

Considérons maintenant le cas général m(a) € Z. Séparons A en deux sous ensembles A = {a € A tels que m(a) > 0} et
A_ = A\ A..Lapremiere partie de la preuve montre que I'on peut construire deux fonction f et f— holomorphes dans Q
associées a A et A_ comme il est dit dans I'énoncé. Alors la fonction f = f+/f_ est clairement la fonction cherchée. O

< 1/2 ce qui montre que le produit infini converge uniformément sur

O —Pn
—FMn

Le Corolaire qui suit est une conséquence immédiate du Théoreme précédent :

COROLLAIRE.
|| Toute fonction méromorphe sur un ouvert de C s'écrit comme quotient de deux fonction holomorphes.
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‘Exercices

EXERCICE IV.1 (théoréme de Runge).
Soit Q un ouvert de C dont le complémentaire n'a pas de composante connexe bornée. Montrer que les polyndmes sont
denses dans 'espace des fonctions holomorphes sur Q (pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact).

EXERCICE IV.2 (théoréme de Runge).

Soit K un compact de C et A = {a;} une collection de points dans C, la régle étant qu'il existe un et un seul point de A
dans chaque composante connexe bornée de C\ K. Montrer que toute fonction holomorphe au voisinage de K s’approche
uniformément sur K par des fractions rationnelles a poles dans A.

EXERCICE IV.3 (enveloppe d’holomorphie).
Donner un exemple d'un compact K et de deux ouverts Q; et 2, contenant tous les deux K et tels que les enveloppes d’ho-

lomorphie EQI et I?Qz différent.

EXERCICE IV.4 (théoréme de Runge (mais aussi formule de Cauchy)).

Soit K un compact de C et f une fonction holomorphe au voisinage de K. En utilisant le théoréeme de Runge, montrer que
f s’approche uniformément sur K par des fractions rationnelles a poles simples, tous dans C \ K. Retrouver ce résultat en
utilisant la formule de Cauchy : montrer pour cela qu’étant donné un ouvert Q contenant X, il existe un nombre fini N de
courbes de Jordan (polygonales) de support dans € telles que K soit dans 'union des ouverts qu’elles enserrent.

EXERCICE IV.5 (élémentaire).
Montrer élémentairement que la fonction z — 1/z ne peut étre limite uniforme de polynémes dans I'anneau {1 < |z| < 2}.
Cela est-il bien en concordance avec le théoréme de Runge ?

EXERCICE IV.6 (Autour du théoréme de Runge).
1. Soitn € Net 0 < b, < a, < n. Montrer qu'il existe un polynéme p, tel que |p,(z)| > n siImz = b, et z € B(0,n), et
|Pn(z)] < 1/npour z € B(0,n) et soit Imz < 0, soit Imz > aj,.
2. Déduire du 1. 'existence d’une suite de polynémes (p,), convergeant simplement vers la fonction nulle, la conver-
gence étant uniforme sur tout compact de C \ R, mais non uniforme au voisinage d’aucun point de I’axe réel.

3. Construire une suite de polynémes convergeant simplement vers 0 sur R et vers 1 sur C\ R.

EXERCICE IV.7 (Runge et dualité).
Soit K un compact de C de mesure nulle. Montrer que les fractions rationnelles a poles hors de K sont denses dans C(K).

EXERCICE IV.8 (Runge et dualité).
Soit K un compact de C tel que C\ K soit connexe et K de mesure nulle. Montrer que les fonctions polynomiales sont denses
dans C(K). Que retrouve-t-on si K est un intervalle de R?

EXERCICE IV.9 (Runge et enveloppe d’holomorphie).
Prouver que les items suivants sont équivalents, étant donnés deux ouverts Q| C Q, de C.

Toute fonction holomorphe dans €, est limite uniforme sur tout compact d'une suite de restrictions a €, de fonctions
holomorphes sur ;.

SiQ,\ Q) = KUF avec K compact, F fermé dans Q; et KNF =0, alors K = 0.

Pour tout compact K de Q, I?Q2 = I/{\_Ql.

Pour tout compact K de Q, fgl =QN Egz.

Pour tout compact K de Q;, Q1 N I?Qz est aussi un compact de Q.

EXERCICE IV.10 (Résolution de du = f).
Soient f; et f, deux fonctions holomorphes dans le disque unité ouvert D(0, 1) du plan complexe, sans zéro commun dans
ce disque.

1. Construire deux fonctions g et g» de classe C* dans D(0, 1) telles que 1 = f1g; + f>g2 dans D(0, 1).

2. Déterminer tous les couples de fonctions (v;,v;) de classe C* dans D(0, 1) tels que I'on ait I'identité fijv; + fov, =0
dans D(0,1).
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3.

(c) En utilisant la surjectivité de 'opérateur de Cauchy-Riemann de C*(D(0, 1)) dans lui-méme, montrer qu’en «cor-
rigeant» judicieusement le couple (f1, f2) construit au 1., on peut trouver deux fonctions /; et 4, holomorphes dans
D(0,1) telles que f1h; + fohy = 1 dans D(0,1).

EXERCICE IV.11 (Généralisation a n fonctions : identité de Bezout) .

Soit Q un ouvert du plan complexe. Soient f;, 1 < i < n, des fonctions holomorphes dans Q telles que la fonction |f |2 =
iy ﬁ|2 ne s’annule pas dans . On se propose de montrer qu’il existe des fonctions g;, 1 < i < n, holomorphes dans Q

telles que Y7, fig; = 1 (Identité de Bezout).

1.

Soient ¢; = \f |2, 1 <i <n.Vérifier que les fonctions ¢; sont ¢ dans Q etque Y. fig; = 1.
o 2 > o
. Pour tous i, j on pose m;; = |f1|2 (pff, a‘p’ fJ} Montrer qu'il existe des fonctions 4 dans Q, n;;, telles que 3*1 = m;j
vérifiant nj; = —n;j, 1 <i,j <n.

3. Pour touti, on pose h; =}, n;;f;. Montrer que ; + h; est holomorphe dans Q et que Y/, 2 f; =0

4.

Conclure.

EXERCICE IV.12 (produits infinis).
Soit (py)n>1 la suite des nombres premiers : 2,3,5, ....

1.

2.

Prouver, pour tout nombre complexe z de partie réelle strictement supérieure a 1, la convergence du produit infini

i

n=1 Pn

Pourquoi ce produit définit-il une fonction holomorphe dans {Rez > 1}?

Vérifier, pour tout z tel que Rez > 1, 'identité d’Euler :
() 1 (o)
Y =11
k=1 n=1 pﬁ

EXERCICE IV.13 (produits infinis) .
Prouver la convergence, pour tout z € D(0, 1), du produit infini

=

[T +2).

n=0

Pourquoi ce produit infini définit-il une fonction holomorphe dans le disque unité ? Vérifier la formule

1
VzeD(0,1), — =
Z

- (1+2%).

s

0

n

EXERCICE IV.14 (produits infinis, facteurs de Weierstrass).
1. Montrer que I’on définit bien une fonction entiere en posant, pour tout z € C,

o 2

F@) =T1(1-5).

n=1

Calculer la fonction méromorphe F’/F (sous forme d'un développement en série de fonctions méromorphes unifor-
mément convergent sur tout compact de C\ Z*).

. SiN estun entier strictement positif et z un nombre complexe de module strictement inférieur a N + 1/2, calculer grace

ala formule des résidus

o cotan g
we=f T

Sifyiijn 1 €[0,1]— (N+1/2)e%™.

3. Quelle est la limite de Iy(z) lorsque N tend vers +o0 2 En déduire la formule

VzeC, sin;;tz) =1] (1—%).
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4. En utilisant convenablement la formule trigonométrique de duplication pour le sinus, montrer que 'on a aussi I’autre

factorisation
sin(rz) 5 (%4
VzeC = cos (—) .
’ nz J;Il on

EXERCICE IV.15 (produits infinis, facteurs de Weierstrass).
1. Soit, pour tout n € N*, la fonction méromorphe

fil2) - n (n+1>z.

_n+z n

Montrer que le produit infini
H f n (Z)
n=1

est uniformément convergent sur tout compact de U := C\ {—1,—2,...} et définit une fonction ® méromorphe dans
C, a poles les entiers strictement négatifs.

2. Montrer que, pour toutz telquez—1 € U,

NIN?
lim .
N—+wz(z+1)---(z+N)

P(z—1)=

3. Vérifier, pour tout z de partie réelle strictement positive, la formule

oo N!N?
/ e dt = lim
0 N—+ez(z+1)...(z+N)

(utiliser pour cela le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et le fait quee™ est, pour toutt > 0, la limite lorsque
N tend vers 4o de (1—1/N)N o 5 (1)).
4. Montrer que la fonction
z€{Rez>0} —TI(z) := / e dt
0

se prolonge en une fonction méromorphe a tout le plan complexe et que ce prolongement coincide avec la fonction
72— P(z-1).

5. En déduire que I" ne s’annule pas dans {Rez > 0}, que z — 1/T°(z) se prolonge a tout le plan complexe en une fonction

entiere F', et que 'on a
F(z) =z ] (1 + E)efz/” :

neN* n
ou
N1
— i ( . N) V3
LS k;lk 08 (IV.3)

désigne la constante d’Euler (on montrera I'existence de la limite (IV.3)).
6. En utilisant le théoréme de convergence dominée et le développement
1 (=]

— =Y M V€0,
1—e P

démontrer!, pour tout z tel que Rez > 1, I'identité

0 tZ—l

=1
F(z)xkg’lﬁffo .

7. Montrer que, pour tout z € C, la fonction t € [1,00[— t*~! /(¢ — 1) est intégrable au sens de Lebesgue sur [1,c0[ et que

la fonction
oo tzfl
E IZE(CH/ —dt
1 e —1

est une fonction entiere (on utilisera les théoremes de Morera et de Fubini).

Woir aussi I’Exercice 11.40.
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8. Siles By, k € N, désignent les coefficients de Taylor du développement au voisinage de I'origine de

Z oo k

(voir I'exercice 3.6), montrer que 1'on définit une fonction méromorphe dans C, de pbles 0, —1, -2, ... en posant

. By
Mz =Y —%  z+£0,-1,-2,...
@) k:z{)z—kk—l 27

Vérifier que I'on a, pour tout z tel que Rez > 1,

ltZ*l 1172 t
M(z)z/0 e’—ldt:/ot e’—ldt'

9. Déduire en utilisant les résultats établis aux questions 5. a 8. que la fonction § définie dans {z; Rez > 1} par

=1
C(Z)—kglﬁ

se prolonge en une fonction méromorphe dans le plan complexe et de la forme

ol H(z) est une fonction entiére.

EXERCICE IV.16 (théoréme de Weierstrass dans C*).
1. Montrer qu'il existe une fonction entiere F telle que

VzeC, F(z+1)=F(z)

et qui s’annule en tous les zéros de z +— ¢ — 1.

2. Montrer en revanche que si P est un polyndme a coefficients complexes, de zéros a, ..., 0¢;, supposés tous simples, la
seule fonction entiére F telle que P(d/dz)[F] =0et F(@;) =0, j = 1,...,d, est la fonction identiquement nulle *.

EXERCICE IV.17 (Produits de Blaschke et formule de Jensen).
Dans ce probleme on note D = {z € C tels que |z| < 1} le disque unité du plan complexe et, pour r > 0, D, = {z € C tels que |z| < r}
le disque ouvert de centre I'origine et de rayon r.

a—z |
1. Soient o un nombre complexe de module < 1 et r €]0, 1. Montrer que, pour toutz € D on a ’1; (x‘ < 1 (calculer
—az
oa—z |0 1
ce module sur le bord de D). Montrer de plus que, pour |z| <r, |1 — 1 dz % < { tr (1—|al).
—az —r

2. Soient o = (o), une suite de nombres complexes de modules < 1, sans point d’accumulation dans D, m = (m,,),, une
suite d’entiers positifs non nuls et £ un entier positif.

(a) Déduire de la question précédente que si la série Y, m, (1 — |a,|) est convergente le produit infini

= =7 o \™
B =7 -
a,m,k(z) z nI;Il <1 — 0,z Oy )

converge uniformément sur le disque D,, pour 0 < r < 1.

(b) En déduire que By, « est une fonction holomorphe dans D telle que ’Bamk (z)! < 1, pour tout z € D et dont les
zéros sont exactement 0 et les points de la suite ¢, 'ordre de o, étant m,,.

PGz ‘ ) r?—az

—————| = 1si |z] = r et que la fonction 7 — (z — &) ———— est

r(a—z) r(oe—z)

holomorphe au voisinage du disque fermé {|z| < r} et ne s’annule pas, montrer que ﬁ f02” log |rei’ — (x| dt =logr.

3. (@) Soit ¢ €D, |r] < r < 1. En remarquant que

(b) Soient f une fonction holomorphe dans D telle que f(0) # 0 et < 1. Soient a;, 03,... les zéros de f (deux a deux
distincts et rangés par modules croissants), et, pout tout i, soient m; la multiplicité de o; et r; = |¢y|. De plus on
note A = {r;, i € N, }.

2Lopérateur H(D) associé a la fonction entiere H : 7 — ¢* — 1 comme P(D) I'est au polyndome P est I'opérateur qui a une fonction entiére F associe
F(z+1)—F(z), d'otle lien entre les deux questions 1. et 2. de I'exercice.
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CHAPITRE IV,

THEOREME DE RUNGE, EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN ET THEOREME DE WEIERSTRASS

1l

iii.

iv.

. Montrer que f(z) = [1jjo;</} (z2— ;)" g(z), ou g est une fonction holomorphe dans D qui ne s’annule pas

dans un voisinage du disque fermé {|z| < r}.

En utilisant la question 3. (a) montrer que, pour r €]0, 1[\A,
1 2n " r
E/o log|f (re")|dt =1log|g(0)[+ Y. mlogr=1log|f(0)|+ Y mlog—

(i, Jagl<r} i, o <r} ||

En déduire que, pour r €]0,1[\A4,

ny 1 2 .
|£(0)] H <|;|) =exp <2717/0 log|f(re”)]dt)
{i,|ei|<r} '

(formule de Jensen).

On suppose maintenant de plus que la fonction f est bornée. Déduire de la question précédente qu'il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout entier k > 0, pour r €]rg, I[\A, [T, |o™ > L |£(0)] rZEi i (com-
parer Hf-‘:l (ﬁ) " et [1ji oy <r) (ﬁ) mi). En faisant tendre r vers 1 conclure que le produit infini [T, |o|™
converge et que [T |og|™ > 0.

Soit o la suite des zéros de f dans D et m la suite de leurs multiplicités.
A. En utilisant que, pour 0 < u < 1, 1 petit, on alog(1 —u) < —u/2, déduire de la question précédente que
LiZmi (1= oi]) < +ee.
B. Avec les notations de la question 2., conclure qu'il existe une fonction g holomorphe dans D ne s’annu-
lant pas telle que f = gBy 0.
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CHAPITRE 'V

TRANSFORMATIONS BIRIOLOMORPHES
THIEOREME DE RIEMANN

\'A
Généralités

DEFINITION V.1.1.
| Une fonction holomorphe sur un ouvert de C est dite univalente si elle est injective.

PROPOSITION V.1.1.
Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Q de C. Si f est univalente alors f(Q) est ouvert et f~1 : f(Q) — C est
holomorphe.

Démonstration. Le fait que f(Q) soit ouvert résulte du Théoreme de I'application ouverte (Théoréme 11.3.2). Comme f est
injective, le méme Théoréme dit que f’ ne peut pas s’annuler. Alors en dérivant par rapport 4 7 la relation f~!(f(z)) = z, on

It _
trouve 7= 0. O
Remarque. Pour une fonction f holomorphe dans un ouvert de C, la condition « f’ ne s’annule pas » n’est pas suffisante
pour que f soit univalente. Par exemple, la fonction z — ¢* a une dérivée qui ne s’annule pas mais n’est pas injective sur C.

DEFINITION V.1.2.
Soient Q et Q' deux ouverts de C. On appelle transformation biholomorphe ou biholomorphisme ou encore transfor-
mation conforme de Q sur Q' tout homéomorphisme de Q sur (i.e. surjectif) Q' qui est holomorphe (ou encore toute
application holomorphe univalente de Q dans Q' qui est surjective). Si une telle application existe, on dit que Q et &’
sont conformément équivalents. Si Q = Q' une telle transformation est appelée un automorphisme de Q.

Le probléeme étudié dans ce Chapitre est celui de savoir si deux ouverts de C sont conformément équivalents ou non. Cela
n'est pas toujours le cas :

Exemple. C et D = {|z| < 1} ne sont pas conformément équivalents. En effet, dans le cas contraire il existerait une appli-
cation holomorphe non constante bornée sur C ce qui contredit le Théoreme de Liouville (Corollaire 1 de la Proposition
11.2.6).

Les deux Propositions qui suivent sont immédiates :

PROPOSITION V.1.2.
Soient Q et Q' deux ouverts de C conformément équivalents et f une transformation conforme de Q sur Q'. Alors toute
autre transformation conforme de Q sur Q' est de la forme f o Y oiL ¥ est un automorphisme de Q.
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PROPOSITION V.1.3.

Pour la composition, I'ensemble des automorphisme d'un ouvert Q de C est un groupe que l'on note Aut(Q) et que l'on
appelle le groupe d’automorphismes de Q. De plus on dit que ce groupe est transitif si pour tous a,b € Q il existe ¢ €
Aut(Q) tel que ¢(a) = b.

PROPOSITION V.1.4.
Soient Q et Q' deux ouverts de C conformément équivalents et f une transformation conforme de Q sur Q. Alors les
groupes Aut(Q) et Aut(Q') sont isomorphes par Uapplication®; : ¢ — fo@o f1.

Démonstration. En effet, il est clair que fo@o f~' € Aut(Q'), et on voit aussitot que Dr(pro@y) =Pr (1) oPr () et
1

—1 . -
s (o) = (2r(9) O
On remarquera que si deux ouverts de C, Q et Q' sont conformément équivalents, toutes les propriétés de 1'un stable

par homéomorphisme sont satisfaites par I'autre. Par exemple, si Q est simplement connexe alors &' I'est aussi. De méme si
Aut(Q) est transitif alors Aut(Q') I'est aussi.

Les Définitions et remarques établies ci-dessus pour les ouverts de C s’étendent sans difficultés aux ouverts de la sphere
de Riemann.

~V.2
Exemples de groupes
d’automorphismes
V2.1 Le groupe des automorphismes de C
PROPOSITION V.2.1.

Le groupe des automorphismes de C est le groupe des transformations de la formez — oz+ 3 oira € C, (i.e. o0 #0) et
B € C. Ce groupe est transitif.

Démonstration. Soit f un automorphisme de C. Alors

- oubien f estun polynome,

— oubienla fonction f(z) = f (1),0 < |z| < 1, aun point singulier essentiel a 'origine.
En effet, si f n'est pas un polynoéme, son développement en série entiere n’est pas fini et la fonction f a une singularité
essentielle en 0. B

Dans le second cas, f ({0 < |z| < 1}) est dense dans C (Proposition I1.2.5) donc f ({|z| > 1}) est dense dans C, et, comme
f({lz] < 1}) estun ouvert (Théoreme 11.3.2) non vide, ce cas est impossible.

Ainsi f est un polynéme de degré d. Alors I'équation f(z) = w, w € C, admet d racines (distinctes ou non, Corollaire 2 de
la Proposition 11.2.6), et comme f est injective, /' ne s’annule pas etd = 1.

La transitivité de Aut(C) est évidente. O

V2.2 Le groupe des automorphismes de la sphére de Riemann

PROPOSITION V.2.2.
Le groupe d’'automorphismes de la sphere de Riemann est composé des transformations homographique

az+b
[
cz+d

Z

telles que ad — bc # 0. Ce groupe est transitif. AutS? est donc isomorphe au groupe GL, (C) des matrices complexes inver-
sibles.

Démonstration. Tout d’abord, ces transformations sont bien holomorphes sur $, la condition ad — be # 0 implique qu’elles
sont injectives, et, comme nous I’avons déja vu a la Section IV.3.4, I'inverse d'une telle homographie est une homographie.
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Soit G le sous-groupe de Aut (SZ) qui laisse invariant 0. Comme la restriction d’'un élément de G a C est un automor-
phisme de C, comme nous l'avons vu a la Section précédente, G est composé des homographies z — “Z;'b, d # 0. Nous

appliquons alors le Lemme élémentaire suivant :

Lemme V.2.1. SoitQ un ouvert de S*. Soit G un sous-groupe de Aut (Q). On suppose que :
1. G est transitif;

2. llexiste un pointzg € S tel que le groupe d’isotropie dez (i.e. le sous-groupe de Aut(Q) qui laisse invariant z ) est contenu
dansG.

Alors G = Aut(Q).

Preuve du Lemme. Soit S € Aut(Q). Comme G est transitif, il existe T € G tel que T (z9) = S(zo). Alors T~ ! o § laisse z fixe
donc appartient a G, d’ou on déduit que S aussi. O

Fin de la preuve de la Proposition. Puisque I'ensemble des homographies injectives est un sous-groupe transitif de Aut (Sz),
et que le groupe d’isotropie de oo est contenu dans ce sous-groupe, il suffit d’appliquer le Lemme. O

V2.3 Le groupe des automorphismes du disque unité D

PROPOSITION V.2.3.
Soit D) {z € C tels que |z| < 1} le disque unité du plan complexe. Le groupe Aut(D) est le groupe de transformation de
Moébius
io 2
Qa0 22 € —
—az

otta € Deta € [0,2n[. Ce groupe est transitif.

Démonstration. Vérifions tout d’abord qu’une transformation de Moébius envoie D dans lui-méme :

|e=zf _ | a=9@-2) _ 1+[af P -l -
1—az (1—-az) (1 —az) 11 —azf
(1-1a?) (1= 12P)
= 2 ZO-
|1 —az]

Des calculs élémentaires montrent que @, 0 (@,0(z)) = z, z € D, soit (p;& = 040, Pae = Q0,0 © Pa, d'OU @ &= @00
®0,27—a, donc une transformation de Moébius est un automorphisme de D, la composée de deux transformations de Moébius
est une autre transformation de Moébius et le groupe de ces transformations est transitif (¢ o (¢4,0(a)) = b). Alors, d’aprés le
Lemme du paragraphe précédent, il suffit, pour conclure, de montrer le Lemme suivant :

Lemme. Un automorphisme deD qui laisse invariant l'origine est une rotation (i.e. de la forme z — @ q+7(z) = €/%2).

Preuve du Lemme. Soit f un tel automorphisme. Le Lemme de Schwarz (Proposition I1.2.12) implique d’'une part | f(z)| < |z]
et, d’autre part, ’ f7'(z)| < lz|, z€ D, ce qui donne | f(z)| = |z| etla conclusion résulte du Lemme de Schwarz. O

O

V.3
Le Théoreme de Riemann

Le but de cette Section est de démontrer le principal résultat du Chapitre :

THEOREME V.3.1 (Théoréme de Riemann).
" Tout ouvert de C simplement connexe distinct de C est conformément équivalent du disque unité D du plan complexe.

Nous allons faire la démonstration en plusieurs étapes.
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PROPOSITION V.3.1.
Soit Q un ouvert simplement connexe du plan complexe distinct de C. Alors Q est biholomorphe a un ouvert simplement
connexe contenu dansD et contenant l'origine.

Démonstration. Soient a € C\ Q et g une détermination continue de log(z—a) dans Q. Il est clair que g est injective (si
g(z) =g(w),onaes® = e2) donc z—a =w—a). Soit zo € Q. Alors il existe § > 0 tel que, Vz € Q, ona |g(z) — g (z0) — 2im| > 5 :

en effet, dans le cas contraire il existerait une suite (z,),~; de points de Q telle que lim,, . g (z.) — g (z0) — 2im = 0, et, en
in—a

p—a

prenant I'exponnentielle il viendrait lim,, e =1 ce qui entraine lim, . g (z,) = g (z0) ce qui est absurde.

Ainsi la fonction z — u(z) = m est holomorphe dans Q, injective et bornée : c’est un biholomorphisme de Q
sur un ouvert borné de C. Alors, par translation, Q est biholomorphe a un ouvert borné de C contenant 1'origine, et, par
homothétie, on en déduit la Proposition. O

PROPOSITION V.3.2.
Soit Q un ouvert contenu dans D contenant l'origine. Soit A = {f : Q — D injectives telles que f(0) = 0} (noter que A
n'est pas vide l'identité appartenant aA). Alors, pour f € A, on a f(Q) = D si et seulement si | f'(0)| = sup,c4 |¢'(0)|.

On remarquera que supy4 |g'(0)| < +oo, car, si D(0,r) C Q, r > 0, alors, pour g € A, g'(0) = > Janwo.r) %dz (Théoreme
11.1.3), d'ott |g/(0)] < 1/r-.

Démonstration. Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Pour tout g € A, h = go f ! est un biholomorphisme
de D sur Q' = g(Q) C D. D’apres le Lemme de Schwarz (Proposition 11.2.12) on a |4'(0)| < 1 et, comme g = ho f, |¢'(0)| =
B (FONIFO) < [£/(0)].

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Si f(Q) # D, soit a € D\ f(Q). Alors, comme composée de f et

d’une transformation de Moébius (Proposition V.2.3), la fonction z — lf (&)—a 6] est holomorphe et injective sur Q et son image

est un ouvert simplement connexe de D ne contenant pas 0. On peut donc considérer la fonction F(z) = log ( 3 (a)ﬂ ) ) qui est

holomorphe et injective sur Q et vérifie ReF (z) < 0, z € Q. Ainsi, si on pose g(z) = %, g estholomorphe sur Q, |g(z)| <
_ _ _F0 =1 A vi £(0) 1—|a®

1,ze Q,etg(0) =0desorteque g € A.Or g’(0) = FORFO) et comme F'(0) = (a— 1) f/(0), il vient 70 ‘ 21og] 1] > 1 (car,

pour0<f<1l,ona 1—%2 - 210g% > () ce qui contredit la maximalité de |f(0)]. O

Démonstration du Théoreme V.3.1. D’apres la Proposition précédente, il suffit de montrer qu’il existe f € A telle que | f'(0)| =
Sup,e4 |g'(0)]. Soit B = {f € A tels que |f'(0)| > 1}. Noter que I'identité appartient a B, de sorte qu'il existe une suite (fy),>
dans B telle que lim, ... | f,(0)| = sup,cp [8'(0)| = supye, [¢'(0)|. Comme cette suite est uniformément bornée, le Théoreme
de Montel (Corollaire de la Proposition 11.2.10) et la Proposition I1.2.10 elle méme montrent qu’il existe une sous-suite ( S ) B
qui converge uniformément sur les compacts de Q vers une fonction f holomorphe sur Q telle que | f7(0)| > 1. Pour conclure,
il suffit de montrer que f est injective.

Si cela était faux, il existerait deux points distincts de €, a et b, tels que f(a) = f(b) = a. Alors la suite (f,, — ) , est
une suite de fonctions holomorphes dans Q qui converge uniformément sur les compacts de Q vers f — «, fonction non
identiquement nulle qui s’annule en a et b. Soient D (a,r;) et D (b,r;) deux disque ouverts disjoints contenus dans Q et
U =D(a,r;)UD(b,r,). Les restrictions a U des fonctions f,, — o sont donc des fonctions holomorphes injectives. On ob-

tient alors une contradiction avec l'injectivité des fonctions f;, en appliquant, a chacune des suites (( S, — )‘ Dla rl))k et

((fnk ) D(br )) . la Proposition suivante :

PROPOSITION V.3.3.
Soient Q un ouvert connexe de C et (hy), une suite de fonctions holomorphes dans Q qui converge uniformément sur
les compacts de Q vers une fonction holomorphe h. Alors, si pour tout n la fonction h,, ne sannule pas dans Q, soit h est
identiquement nulle soit h ne sannule pas dans Q (autrement dit : si h sannule mais nest pas identiquement nulle, pour
n assez grand, h,, sannule dans Q).

Démonstration. Supposons que & est non identiquement nulle et qu’elle s’annule en un point zg. Alors, pour r > 0 assez petit,
/
f ne s'annule pas sur le cercle {|z—zo| = r}, et, si ng est 'ordre du zéro zo, on a 5 S zol—r} Z—(Z)dz = np > 1 (Proposition

11.3.5), et, par convergence uniforme des suites (4,),, et (h;,),, pour n assez grand, on a 2m Jiie=z0/=r} hn )dz =np > 1 ce qui
montre que ki, s'annule dans le disque {|z — zo| < r} (Proposition I1.3.5). O

O
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V4. REGULARITE AU BORD DES TRANSFORMATIONS CONFORMES

V.4

Regularite au bord des

transformations conformes

DEFINITION V.4.1.
Soient Q un ouvert de C, distinct de C, et { un point de la frontiere de Q. On dit que { est simple si pour toute suite
(z); de points de © qui converge vers , il existe un chemin continu y : [0,1] — QU {{} et une suite (), strictement
croissante de points de [0, 1] tels que ¥ (#) = zx (ce qui implique, en particulier que y(1) = {).

On remarquera que les points du bord d'un ouvert quelconque ne sont pas simples en général : par exemple, si on consi-
dere I'ouvert Q obtenu en prenant le disque unité ouvert I du plan complexe et en lui enlevant I'intervalle [0, 1], alors les
points de |0, 1] sont des points frontiére de Q qui ne sont pas simples.

THEOREME V.4.1.
Soient Q un ouvert simplement connexe borné deC et f : Q — ID une transformation conforme de Q sur le disque unité
D du plan complexe. Alors :

1. Si§ est un point simple de la frontiére de Q, f se prolonge continuement a QU{{} et f(§) € T.
2. Si &) et & sont deux points simples distincts de la frontiére de Q et si f est prolongée a QU {1, {} ona f(&)) #

£ (&)

COROLLAIRE.
Soit Q un ouvert simplement connexe borné de C. Si tout point de dQ est simple, toute transformation conforme f de Q
surD se prolonge en un homeomorphzsmef de Q surD (donc tel quef(&Q) T).

Démonstration. En effet, comme le Théoréme dit qu'une transformation conforme f de €2 sur D se prolonge en une fonction
continue f injective de Q2 dans I, le Corollaire résulte de la compacité de Q et ID. O

Remarque. Dans le Corollaire ci-dessus on a f(Q) = I et, par conséquent, f(9€) = T et dQ est homéomorphe a T. Ainsi,
lorsque tout point de dQ est simple, dQ est un arc de Jordan (i.e. est homeomorphe au cercle unité T). Récirpoquement, on
peut montrer que si Q est un ouvert dont la frontiére est un arc de Jordan, alors tout point de dQ est simple. Ceci donne le
Théoréme de Caratheodory : si Q est un ouvert simplement connexe borné de C, alors toute transformation conforme de Q
sur I se prolonge en un homéomorphisme de Q sur D si et seulement si la frontiére de Q est un arc de Jordan.

Démonstration du Théoréeme V.4.1. Comme f est un biholomorphisme de Q sur ID, en posant g = f~!, |f(z)| tends vers 1
quand dist(z, dQ) tends vers 0 (car sinon il existerait une suite (z,), dans Q convergeant vers un point de JQ et dont I'image
par f serait contenus dans un compact de D, ce qui contredit que f~! est continue de D dans Q) et, de méme, dist(g(z), Q)
tends vers 0 quand |z| tends vers 1.

Montrons tout d’abord 1. Nous utilisons le Lemme suivant :

Lemme (Kaebe). Soit h une fonction holomorphe bornée dans un disque ouvert D(0,R). On suppose qu'il existe un chemin
continuy : [1,1] — D(0,R) tel que lim,_ |y(t)| = R etlim,—1 h(y(t)) = { mais que y(t) n'a pas de limite quandt — 1. Alors
h(z) = {,Vz€ D(0,R).

Démonstration. Quitte a remplacer i par z — h(z) — § on peut supposer = 0. Par hypothese, lorsque t — 1, ¥(r) a au moins
deux valeurs d’adhérence distinctes w; = Re™ et wy = Re®. Comme Y est continue, il en résulte que I'un des deux arcs
de cercle joignant w; a wy est constitué de valeurs d’adhérences de y(¢) quand ¢ — 1. Quitte a remplacer y par ¢/*y et h par
z—h (zei ) o= O“eraz on se rameéne au cas ol le réel R est le milieu de cet arc, de sorte que, avec f§ = Taz wi = Re'P et
— Re*iﬁ
Sment s un entier pair tel que I <|Blet

Hh( ) ().

Clairement H est holomorphe dans D(0, R) et est bornée par M?*, avec M = sup p(o.R) |Al-

Soit € > 0. Par hypothese il existe 7y < 1 tel que, pour ¢ € [fy, 1], on ait |y(¢)| > R — € et |h(y(¢))| < €. De plus, pour £
suffisament proche de 1, il existe un segment [r ,tl] C [to,1[tel que y(t;) =r € [R—¢,1[ et y(t]) = r'e*™ avec ' € [R— ¢, 1].
Avec ces notations, on défini un chemin continu ¥ en juxtaposant les chemins suivants : pour j = 1,2,...,5— 1,
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2imj/s 7 2im(j+1)/s

_— .
- My au point e ,

[0t
- Pty ST/I )] si j est impair et j < s ou1 Y désigne le conjugué de y parcourru en sens inverse : ce chemin joint le point
1

2im(j+1)/s

1 si j est pair et j < s : ce chemin joint le point re
1

™ V/s qu point re

On remarque alors que I'argument de ¥ varie de 0 & 27 et que, sur chaque morceau de ¥ il y a un facteur de H qui est, en
module, < €. Donc, sur 'image de ¥ on a |[H| < M*~'e. Comme 7 est un chemin fermé contenu dans {R — & < |z| <R},
son complémentaire a une composante connexe Q. qui contient le disque D(0,R — €), et la frontiére de cette composante
connexe, d€), est contenue dans I'image de ¥. Ainsi, par le principe du maximum, SUPp(0,R—¢) |H| < M*~ €. Ceci étant vrai
pour tout € > 0, on a H = 0 et, par suite, 7 = 0. O

La preuve du 1. du Théoreme se déduit alors aisément de ce Lemme. Comme f est a valeurs dans D, f(z) a au moins une
valeur d’adhérence quand z tends vers { et il faut voir qu'il n'y en a qu'une. Supposons donc que, quand z tends vers , f(z) a
deux valeurs d’adhérences w) et w, distinctes : on peut donc trouver une suite (zx), de points de Q telle que limy_... f (z2x) =
w1 etlimy e f (z2x4+1) = wo. Par hypothese il existe une chemin continu y dans Q passant par les points z; tel que (1) = £.
Soit ¥ = f oy. Alors 7(t) n’a pas de limite quand ¢ tends vers 1 et lim; .; f~! 0 7(t) = {. Le Lemme de Koebe ci-dessus donne
alors h(z) = {, Vz € D ce qui est absurde.

Montrons mailtenant le 2. du Théoréme. Supposons que f (§;) = f (&) = w € T. Soient ¥, et }» deux chemins continus
tels que ¥; : [0,1] = QU{{;}, 7 : [0,1] — Qety; (1) = ;. Alors, pour ry > 0 assez petit et r € ]0,rg}, le chemin f o y; coupe

le cercle dD(w,r) en au moins un point f o y; (t;(r)) = pj(r) =w (1 - re"’sfm), 9j(r) € |-%,% | aveclim,_ot;(r) = 1 tel que
que lim,_; f~' (p;(r)) = {;. On peut donc supposer ry choisit de sorte que, pour r € ]0,ro] ona | £~ (pi(r)) — " (p2(r))| =

——
3181 = &| > 0. Comme l'arc de cercle p (r)p2(r) joignant p(r) a p2(r) dans D est de longueur < 7r, il vient (en utilisant
I'inégalite de Cauchy-Schwarz)

2
o) =1 e = | — () @z
pi1(r)pa(r)
) gy ANE
< nr./ﬁl(r) (f )(w(]—re )) rdv
donc
1 e 1y AN
li & S/z?D(w,r)m]D)‘(f )(w(l re )) rdd.
Comme
0 —1y/ AN
/0 /3D(w,r)ﬂ]1)‘(f )(w(l re ))’ rdddr
estlaire de £~ (D(w,ro) D), il vient ;- [§1 — & f;° & < +oos0it & — §» = 0 contrairement a 'hypothese. O

Etant donné deux triplets (aj,az,a3) et (b1, ba,b3) de points deux a deux distincts du cercle unité T, il existe une unique
transformation homographique ¢ telle que ¢ (a;) = b;, i = 1,2,3 et penvoie T sur lui-méme. Il en résulte que, soit ¢ envoie
D dans lui-méme, soit elle échange D et C \ D. On vérifie alors aisément que ¢ envoie ) dans lui-méme si et seulement les
triplets ont la méme orientation (c’est-a-dire si les chemins constitués par la succession des arcs a1a, a,as, azaj et lgl—b\z,
172?3, 1;3?1 respectivement ont le méme indice 1 par rapport a I'origine) (ceci résulte du fait que toute homographie qui
échange D et C \ D est la composée d’une transformation de Moébius et de ’homographie z — 1/z). On déduit alors aussitot
de cette remarque le résultat suivant :

THEOREME V.4.2.

Soit Q un ouvert simplement connexe borné du plan complexe dont tout point frontiere est simple. Soient z1, 2o et z3
trois points deux a deux distincts de la frontiere de Q et wi, waetws trois points deux a deux distincts de T. Alors si
les triplets (z1,22,23) et (wi,wp,ws) ont la méme orientation (celle du premier étant calculée avec l'indice par rapport
a un point zo € Q du chemin obtenu en juxtaposant les arcs de courbe orientés 7123, 7223, 7321), il existe une unique
transformation conforme f : Q — D dont le prolongement au bord par continuité vérifie, pouri=1,2.3, f (z;) = w;.
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‘Exercices

EXERCICE V.1 (applications conformes).
Montrer que I'application
2 loglz| +iArg) gz 7(2)

réalise une application conforme entre C\ R~ et {|Imz| < 7}.

EXERCICE V.2 (applications conformes).
Quelle est 'image de la bande
{0 <Rez< w}

par I'application z — cosz? Décrire 'image des droites verticales et des segments horizontaux par cette application.

EXERCICE V.3 (applications conformes).

Construire (en utilisant des homographies convenables) une application conforme entre le disque unité D(0,1) et 'ouvert
U défini comme l'intersection de ce disque avec le disque ouvert D(1,1). Plus généralement, construire une application
conforme entre le disque unité et la lunule définie comme intersection de deux disques ouverts du plan complexe dont les
frontiéres se coupent en deux points distincts d’affixes a et b.

EXERCICE V.4 (applications conformes, théoréme de Riemann).
Soit U I'ouvert de C défini comme ]0, 1[> auquel on a retiré tous les segments

[(1/m,0),(1/n,1/2)], n=2,3,..

Montrer que U est conformément équivalent au disque unité ouvert D(0, 1), mais qu’il ne saurait y avoir d’application
conforme entre D(0, 1) et U se prolongeant en une bijection continue entre D(0,1) et U.

EXERCICE V.5 (homographies).
Montrer que la fonction de Koebe

K :zeD(0,1) — an”
n=1

s’exprime en fonction de I'’homographie de Cayley

z+1
D(0,1 P
z€D(0,1) — -
sous la forme 5
C 1
VZED(O,I),K(Z)ZW,

et qu’elle réalise une transformation conforme entre D(0, 1) et C\| —eo, —1/4].

EXERCICE V.6 (Transformation conforme entre couronnes).
Soient R et R, deux réels > 1. Pour i = 1,2 on pose A; = {z € C tels que 1 < |z] < R;}. Dans cet exercice on se propose de
montrer que s’il existe une transformation conforme f qui envoie A| sur A, alors R; = R».

1. Expliquer pourquoile résultat quel’on cherche a montrer n’est pas en contradiction avec le théoréme de représentation
de Riemann.

Dans toute la suite de I’exercice on suppose donc que f : A] — A; est un biholomorphisme entre A et A,.

2. En remarquant que lorsque z tend vers la frontiére de A; f(z) tend vers la frontiere de A,, montrer que, quitte a rem-
placer f par la fonction g : z — Ra/f(z) on peut supposer que lim,_,; [f(z)| = 1 etlim|;_g, |f(z)| = R2. Dans toute la
suite cette propriété est donc supposée satisfaite.

3. Soient @ = %giﬁf et u(z) = log|f(z)| — alog|z|. Montrer que u est harmonique dans A;. En remarquant que u(z) tend

vers zéro quand z tend vers la frontiere de A, montrer que u est identiquement nulle et conclure que, pour toutz € Ay,
(@) =[]

4. Soit D un disque ouvert contenu dans A . Montrer qu'il existe une une fonction g holomorphe dans D telle que f = e8.
Déduire de la question précédente qu’il existe un nombre complexe A de module 1 tel que 8 (@/¢ =2z, z€D,eten

déduire que, pourz € Aj ona f—f/(z) = o/z (noter que f—f/(z) = ¢'(z) dans D).
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5. Soit 1 <r < R;j.

(1 it .
(a) Déduire de la question précédente que - [5” ];((r:m)) ire’®dd = a.

(b) Soit y(¥) = f (rei’}). Montrer que fy% = £2imw (remarquer que, f étant un homéomorphisme, la courbe y ne

peut pas étre homotope a un point dans A, et ne peut pas faire plusieurs fois le tour de I'origine).

(c) Conclure que R} = R».

EXERCICE V.7 (applications conformes, théoréme /4 de Kaebe).
1. Soit f une fonction holomorphe injective dans D(0, 1), telle que f(0) = 0 et f/(0) = 1. Montrer qu’il existe une série
entiere [b,X"]|,>0 de rayon de convergence au moins égal a 1, telle que
Yz e D(0,1)\ {0} ! 1-+fib k
Z ) s N k< -
f(z) < (=0

2. Sile développement de f en série entiere dans D(0,1) est f(z) =2+ Y2 a;Z¥, montrer que

| by
Vz, lz| > 1, a0+ —~=z+) —.
TOCR E

3. Déduire du fait que z +— 1/f(1/z) est injective dans {|z] > 1} que

Y kb <1
k>1

et en déduire |a3 — a3| < 1 (on s'inspirera de la méthode utilisée dans I'Exercice I1.5).

4. Montrer qu'il existe une fonction g holomorphe dans D(0, 1), injective, telle que g(0) = 0, g’(0) = 1, et (g(z))* = f(z?)

pour tout z € D(0,1). En appliquant a g le résultat établi aux trois questions précédentes, montrer que |f”(0)| < 4.11
s’agit 1a du premier cran de la conjecture de Bieberbach (1916), prouvée par Louis de Branges en seulement 1985.

5. En appliquant le résultat établi au 4. a la fonction

geDmeaifgl

(9]
lorsque z ¢ f(D(0, 1)), montrer que nécessairement |z| > 1/4. En déduire que 'image par f du disque D(0, 1) contient
nécessairement le disque ouvert D(0, 1/4). Ce résultat important est connu comme le théoreme un-quart de Keebe.

EXERCICE V.8 (la sphére de Riemann).

Soient z; et zp deux nombres complexes tels que |z;] < 1 et |z2] < 1. On définit la distance cordale entre z; et z; comme la
distance de leurs antécédents sur la sphére de Riemann S? via la projection stéréographique depuis le pole Nord. Montrer
que cette distance est égale a

2|z1— 22
deord (ZlaZZ) = ‘ |

V1PV P

EXERCICE V.9 (la sphere de Riemann).
Soit ® une 1-forme méromorphe sur la sphére de Riemann 52, i.e. une 1-forme que I'on peut écrire en coordonnées locales
au voisinage de tout point zg € S? sous la forme f({)d{, ot f est une fonction méromophe au voisinage de I'origine (corres-
pondant a zgp).
1. Montrer que le coefficient a_; du développement de Laurent de f ne dépend que de la forme @ et non de la représen-
tation f({)d{. En est-il de méme pour les autres coefficients a; 2 On note a_(zo) := Res, (o).

2. Montrer que si ® est une forme méromorphe dans S, alors il n’y a qu'un nombre fini de points oil Res;, (w) # 0 et que
la somme des nombres Res, (@), zo € 52, est égale 2 0.

EXERCICE V.10 (transformation de Mcebius).
1. Montrer que si f est une transformation de Mcebius du disque unité dans lui-méme, on a

Q)P 1

(A=1AOP?  a=IgF)?

ce que I'on exprime en disant que les transformations de Mcebius préservent la métrique hyperbolique sur le disque
unité.
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2. Montrer que si f est une application holomorphe d’un ouvert U de D(0, 1), a valeurs dans D(0, 1), et telle que

FOP vy

A=1rQP?  A-18P)?

alors f est une transformation de Mcebius (on composera f avec une transformation de Mcebius adéquate de maniere a
se ramener a supposer de plus0 € U, f(0) =0, f/(0) = 1, et 'on montrera qu'alors f¥)(0) = 0 pour toutk > 2).
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CHAPITRE VI

PROLONGEMENT ANAL(TIQUE
FONCTIONS MODULAIRES
TFRIEOREME DE PICARD

VI.1
Le cas des séries entiéres

DEFINITION VI.1.1.
Soient Q un ouvert de C et f une fonction holomorphe dans Q. Un point {, de la frontiére de Q est dit singulier pour
fsi, Vr > 0 il n’existe pas de fonction 2 holomorphe dans QU D ({y, r) dont la restriction a Q soit égale a f. Dans le cas
contraire, {j est dit régulier.

Le Corollaire du Théoréeme de Weierstrass (Théoreme IV.3.1) dit donc que, pour tout ouvert Q de C il existe une fonction
f holomorphe dans Q telle que tout point de la frontiere de Q est singulier pour f.

Dans cette Section nous allons donner une construction classique de telles fonction, dans le cas ol1’ouvert est un disque,
al’aide de séries entiéres. Pour simplifier les notations, nous ne considérerons que des disques centrés a I'origine.

PROPOSITION VI.1.1.
Soit f(z) = Y. anz" une série entiére complexe de rayon de convergenceR,0 < R < +oo. Alors il existe un point & € {|z| = R}
qui est singulier pour f.

Démonstration. En effet, dans le cas contraire on pourrait recouvrir la frontiere du disque D(0,R) par un nombre fini de
disque D ({;,r;), r; > 0, tels que la fonction f se prolonge en une fonction holomorphe g; sur D(0,R) UD ({;r;), et comme on
doitavoir g; = g;sur D (§;,r;) ND (&;,r;), f se prolongerait holomorphiquement a un voisinage de I'adhérence de D(0,R). O

PROPOSITION VI.1.2.
Soient A € N,, et (pr), et (qx), deux suites dentiers positifs non nuls, la suite (py), (strictement croissante) vérifiant
(1 + %) Pr < qk < pra1, pour tout k. Alors si f(z) = Y, anZ" est une série entiere de rayon de convergence supérieur ou
égal a 1 telle que a, = 0 pour p; < n < qy, pour tout k, et si B est un point de T régulier pour f, les sommes partielles
Sp,(z) = X1 yanz" convergent au voisinage de B.

Démonstration. Comme la fonction g(z) = f(Bz) vérifie les méme hypothéses que f, on peut supposer 8 = 1 de sorte que
f se prolonge holomorphiquement a @ = DUD(1,7n), n > 0. Posons ¢(w) = 5 (w* +w**1). Pour [w| < letw#1,0ona
|@(w)| < 1etcomme @(1) =1, pour € > 0 assez petit, ona ¢ (D(0, 1+ ¢)) C Q de sorte que I'on peut poser F(w) = f(¢(w)),
w € D(0,1+€). Notons F(w) =Y b,7" le développement en série entiére de F dans D(0, 1 + €). Comme le plus petit exposant
de @(w)" est An et le plus grand (A + 1)n, la condition sur les a, donne Y¢* a,(@(w))" = ZE)M_I)” b,7", et comme la seconde
série converge pour |w| < 1+ ¢, S, (z) converge dans ¢(D(0, 1+ €)) donc dans un voisinage de 1. O
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THEOREME VI.1.1 (Hadamard).
Soit A € N,. Soit (py), une suite d'entiers positifs non nuls tels que pi1 > (1+ %) Pr. Alors si la série entiére f(z) =

Y5 ckzP+ a un rayon de convergence égal a1 (i.e. silimy ... |ck\l/”" = 1) tout point de'T est singulier pour f.

Démonstration. Comme les sommes partielles ne peuvent converger en aucun point z de module > 1, ¢’est une conséquence
de la Proposition précédente. O

Remarque. En choisissant convenablement les entiers py et les coefficients ¢, on peut faire en sorte que la fonction f soit
%*dans D (i.e. toutes ses dérivées sont continues dans ).

— VL.2
Le Théoreme de Monodromie

Par convention, dans la suite, nous appellerons paire (f,D) le couple formé par un disque D du plan complexe et une
fonction f holomorphe dans D. Nous appellerons chaine une suite ¢ = {Dy, ...,D,} de disques du plan complexe telle que
D;NDjq 7A 0.

Deux paires (f1,D1) et (f2,D,) sont dites équivalentes, ce que nous noterons (f1,D1) ~ (f2,D2), siD1 N D, # @ et siles
restrictions de f] et f> a cette intersection sont égales. Il est clair que la relation (fi,D;) ~ (f2,D>) est une relation d’équiva-
lence.

DEFINITION VI.2.1.
Soient ¢ = {Dy, ..., Dy} une chaine, et, pour tout i, (f;, D;) une paire. Si pour touti on a (fi+1,D;+1) ~ (f;, D;) on dit que
(fn,Dn) est un prolongement analytique de (o, Do) le long de %'

On remarquera qu’'un prolongement (f;,, D,,) est entierement déterminé par la chaine € et fj. On notera aussi que, dans
la situation de la Définition ci-dessus, si D, N Dy # @ on n’a pas nécessairement (fo, Do) ~ (fu, D). Considérer, par exemple,
une chaine de disques Dy, de rayons r; < 1/2, centrés en des points du cercle unité T, le premier et le dernier centrés au point
1, les paires étant (log(z), D) (ol log(z) est une détermination du logarithme dans Dy).

Nous dirons qu'une chaine ¢ = {Dy,...,D,}, D; = D(z;,r;), est associée a un chemin continu y : [0,1] — C s'il existe
une subdivision 0 =59 < ... < 5,41 = 1 de [0, 1] telle que ¥(0) = zo, ¥(1) =z, et Y([si,si+1]) C D;. De plus si une paire (fy, Do)
peut étre prolongée le long d’une telle chaine, on dit que (f,, D, ) est un prolongement de (fy,Dy) le long de y.

PROPOSITION VI.2.1.
Soient (f,D) une paire ety : [0,1] — C un chemin continu tel que y(0) est le centre de D. Alors (f,D) admet au plus un
seul prolongement analytique le long de . Plus précisément, si €1 = {A;, 0 <i<m} et €, = {B;, 0 <i < n} sont deux
chaines associées a 'y telles que Ay = By = D et si (f, D) se prolonge le long de ces deux chaines en (g,,,Ay) et (hy,,By) alors
gm = hy dansA,, N B,,.

Dans cet énoncé, on peut clairement remplacer A,, et B, par le plus grand de ces deux disques et on a alors g;, = h,,.

Démonstration. Par hypothese, on a deux subdivisions de [0,1], {s;, 0 <i<m—+1} et {O'j, 0<j<n+ 1} associées respecti-
vement aux chaines ¢} et 4. Clairement, il suffit de vérifier que si [s;, ;1] N [O'j, O'jH} # 0 alors (g;,A;) ~ (hj,B;). Sicela est
faux pour certains couples (i, j), on en choisit un tel que i + j soit minimal (ce qui implique i+ j > 1). Supposons par exemple
s; > 0} (donci > 1). Alors y(si) €Ai_1 NA;NB; et, par minimalité de i+ j ([si—1,8:]N [Gj, (Fj+1] %@ ona(gi_1,A;—1)~ (hj,Bj),
et comme (g;_1,A;—1) ~ (gi,Ai), ona (g;,A;) ~ (hj,B}) ce qui contredit I'hypothése. O

PROPOSITION VI.2.2.
Soient Yy ety deux chemins continus homotopes (avec extrémités fixes) et ¢ : [0, 1]2 — C une homotopie de Yy vers v,.
Pour toutt € [0, 1] notons ¥ (s) = @(s,t) les chemins intermédiaires. Soit (f,D) une paire dont le disque D est centrée en
(0). Alors, si (f,D) admet un prolongement (g;,D;) le long de chaque cheminy;, ona gy = g1.

Démonstration. En effet, pour chaque, la chaine associée a 7; est un recouvrement ouvert de ¥, et, par continuité uniforme,
pour |u — | assez petit, ¥, est contenu dans la réunion des disque de cette chaine. Ainsi (g;,D;) est un prolongement de (f, D)
le long de ¥, de sorte que g, = g; (Proposition précédente). La Proposition s’en déduit alors par compacité. O
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COROLLAIRE.
Soit Q un ouvert simplement connexe de C. Soit D un disque ouvert contenu dans Q. Soit (f, D) une paire se prolongeant
en (g,A) le long de tout chemin continu y contenu dans Q et d’origine le centre de D et d’extrémité un pointz € Q . Alors
le prolongement de (f,D) le long d’'un tel chemin est indépendant du chemin choisit.

Démonstration. En effet, d’apres la Proposition, il suffit de voir que ¥ et ¥ sont deux chemins d’origine le centre de D et
d’extrémité z alors ils sont homotopes. Si Q = C il suffit de prendre ¢(z,s) = (1 —1)y(s) + t¥(s). Si Q # C, le Théoreme
de Riemann (Théoreme V.3.1) donne un homéomorphisme # de Q sur le disque unité D, et 'homotopie est donnée par

@(s,1) =h~ (1 =) (¥(s)) +th(¥(s)))- C

THEOREME VI.2.1 (Théoréme de Monodromie).
Soit Q un ouvert simplement connexe de C. Soit (f,D) une paire telle que D soit contenu dans Q. Si (f,D) se prolonge
le long de tout chemin continu contenu dans Q d’origine le centre de D, alors il existe une fonction g holomorphe dans
Q dont la restriction a D est f.

Démonstration. D’apres le Corollaire précédent, si f; et 3, sont deux points de Q et si (g1,D1) et (g2,D») sont les prolon-
gements de (f,D) le long de courbes d’extrémités f3; et 3, respectivement, alors, dans D; N D, on a g; = g; : en effet, on
peut prolonger la courbe joignant le centre de D a 3, par un segment de droite joignant 3, a ;. On peut donc bien définir la
fonction g en posant g(z) = gg(z) olt (gﬁ ,Dﬁ) est le prolongement de (f, D) le long d'une courbe joignant le centre de D au
point f§ € Q. O

V1.3 —
Fonctions modulaires

Dans toute la suite, nous noterons H le demi-plan supérieur {z € C tels que Smz > 0} du plan complexe. H est confor-
mément équivalent au disque unité D via les transformations homographiques suivantes :

1
¢:D—-H z—1i +Z,
1-z

w—i

H—-D .
v - ’W'_)w—i—i

De plus, ¢ se prolonge a D\ {1}, envoie T\ {1} sur R et lim,_; |@(z)| = +oo.

DEFINITION VI.3.1.
On appelle groupe modulaire le sous-groupe du groupe des automorphismes de la sphere de Riemann formé des trans-

formations homographiques z — ‘:ﬂz telles que a,b,c,d € Z etad —bc = 1.

La vérification de la Proposition qui suit est immédiate :

ProposSITION VI.3.1.
Soit G le groupe modulaire.

1. Vo eG, o(z) = ;’jj:s, onaoR)CR,o(i)=a+ ﬁ, o € R, et o(H) C H, de sorte que les restrictions a H des

homographies de G forment un sous-groupe du groupe des automorphismes de H.

2. Pour € G, ¢(z) = <L, onaSme(z) = \5?5\2‘

Remarque. On peut montrer que les transformations z — z+ 1 et z — —1/z engendrent le groupe modulaire.

DEFINITION VI.3.2.
Une fonction f holomorphe sur H est dite modulaire si elle est invariante par G ou par un sous-groupe I' de G (auquel
cas on dit aussi I'-modulaire) c’est-a-dire si fo@ = f, Vo €T
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Dans toute la suite de cette Section, I" désignera le sous-groupe de G engendré par les deux automorphismes suivants :

o -Z,_,i ett:z—z+2
: e : .

Le principal but de la Section est de construire une fonction A qui est I'-modulaire. Pour cela on note (c. f. Figure V1.3.1)
O={z=x+iyeHtelsque — 1 <x<1,2z+1| > let |2z—1]| > 1}.
PROPOSITION VI.3.2.
Avec les notations I et Q de ci-dessus, on a :
1. Pour @i, @ €T, 01 # @2, 0na ¢1(Q) N ¢2(Q) =0;
2. H=Uger ¢(Q);

3. T est l'ensemble des transformations homographiques ¢ de G de la forme ¢(z)
b et c entiers pairs.

__ aztb
T cztd

avec a etd entiers impairs et

On traduit les propriétés 1. et 2. de cette Proposition en disant que Q est un domaine fondamental de I'".

4 00

F1G. VI.3.1 - Domaine fondamental de I"

Remarque. On défini classiquement le sous-groupe de congruence I',, de PSL,(Z) = SL»(Z)/ {1d, —1d} par

r,= { ( (Cl Z ) € SLy(Z) telles que a,d = 1 modulom et ¢,d = Omodulom}/{ld, —Id}.

C’est un sous-groupe distingué de PSL,(Z). Alors, avec ces notations, le groupe I' introduit ci-dessus est le sous-groupe de

. . . 1 0 1 2
congruence I, et il est engendré par les matrices 2] et o1 )

Démonstration. SoitI'| I'ensemble des transformations homographiques décrites dans le 3. de la Proposition. Il est clair que
I'} estun sous-groupe du groupe modulaire qui contient o et 7, de sorte que I' C I';. Pour démontrer que I' =I'y, il faut donc
démontrer 1. et 2. en remplacant I" par ['; dans 1.

Comme I'j est un groupe, pour montrer 1. pour I'j il faut voir que, Vo € 'y, ¢ #1d, ¢(z) = fgif}, ona@(Q)NO =20
(si @) et @, sont deux éléments distincts de I', considérer ¢ = @, o ¢,). Supposons tout d’abord ¢ = 0. Alors ad = 1, soit
a=d = +1 etb est pair, de sorte que ¢(z) = z+2n, n entier non nul, et la définition de Q donne la relation voulue. Supposons

maintenant ¢ # 0.

Lemme. Pourtoutz € Q, |cz+d| > 1.

Preuve du Lemme. Dans le ces contraire, le cercle de centre —d/c et de rayon |!/c| coupe Q. Or, si un cercle centré sur R coupe
Q alors un des points —1, 0 ou 1 appartient a I'intérieur de ce cercle, et, si w est un entier, cw + d est un entier impair donc de
module > 1. g

Ainsi, la Proposition V1.3.1 donne 0 < 3m¢(z) < 3mz, z € Q. Alors siz € Q et ¢(z) € Q, en appliquant ce qui précéde a ¢!
on obtient 3mz = Im@ ! (¢(z)) < Imz ce qui est absurde et achéve de montrer 1.
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Montrons maintenant 2. pour I'. Posons X = Jycr ¢(Q)- En notant que 7" (z) = z+2n, et que ¢ envoie le cercle d’équation
{|2z+ 1| = 1} surle cercle {|2z — 1| = 1}, on voit aussitot que X contient 'ensemble des points z de H vérifiant

22— (2m+1)[>1,Vm € Z.

Soit w € H fixé. Soit ¢y € T tel que, si ¢y(z) = ﬁgizg, el o=

car ¢ et d sont des entiers). Par la Proposition VI.3.1, on a donc 3m@y(w) > Sme(w) > 0, Ve € T, soit, siz = @o(w), 3mo(z) <
3mz, ¢ € T'. Enappliquantcecia @ = cot"eta@=0"'o7 ", ontrouve 6 o1 "(z) = % eto lot(z) = %,
et la Proposition VI.3.1 donne |2z —4n+ 1| > 1 et |2z—4n— 1] > 1, pour tout n € Z, ce qui, par ce qui préceéde, montre que
z€ X donc @y !(z) = w € £ et achéve la démonstration. O

on ait |cow+ do| = min atb |ow+d| (remarquer que @ existe
cz+d

Pour se faire une premiere idée du pavage de H par les ¢(Q), la figure qui suit montre I'image de Q par o :

o(1+iR;) o ({|2z+1] =1}nH)

o(—1+iRy)
o ({|2z—1/=1}nH)

FIG. VL.3.2 - Image de Q par ¢

THEOREME VI.3.1.
Soient T et Q comme dans la Proposition précédente. Il existe une fonction A holomorphe dansH telle que :

I.VpeT, Ao =A (i.e. A estT'-modulaire);

2. A estinjective sur Q;
3. A(H)=A(Q)=C\{0,1};

4. A ne se prolonge holomorphiquement a aucun ouvert du plan complexe strictement plus grand que H.

Démonstration. Posons Qp = {z € Q tels que Rez > 0}. On remarque tout d’abord que, d’apres le Théoréme V.4.2 il existe
une fonction continue % : Qy — H injective, holomorphe de Q sur H telle que 4(0) = 0, (1) = 1 et h(e) = oo, de sorte
que A(iR) =R_, (1 +iR) = [1,+eo[ et h ({|2z— 1| = 1} N Q) =0, 1[. Alors, le principe de symétrie de Schwarz (Proposition
11.2.11), composé avec la multiplication par i, montre que la formule 2(—x + iy) = h(x+ iy) étends continument 1 a Q et g
est une transformation conforme de I'intérieur de Q sur C\ R, . De plus, / est une bijection de Q sur C\ {0,1} et

h(=14iy) = h(1 +it) = h(t(=1 +iy)),y >0,

ol _ (1, 1 iaw)_ T 1
h( 2+2€ )-h(z—i—ze =h|o 2—|—2€ ,0< 9 <.

Pour tout z € H, par la Proposition précédente, il existe une unique ¢ € I" telle que z€ ¢(Q). On pose alors

AR)=h(e7'(2).

o
—

Il est clair que A est holomorphe dans tous les ¢(Q), et, ce qui précede montre que A vérifie les propriétés 1., 2, et 3. du
Théoreme. De plus, la construction montre que A est continue sur un voisinage de Q dans H, donc aussi sur un voisinage
V de ¢(Q), ¢ €T, et comme elle est holomorphe sur V privé de morceaux de droites et d’arcs de cercle (les images par
¢ € I' des droites — 1 + iR et 1 +iR; et des demi-cercles de H {|2z+ 1| = 1} et {|2z — 1| = 1}), elle est holomorphe dans V
(Théoreme I1.1.1 pour les morceaux de droites et le méme résultat pour les arcs modulo une transformation homographique)
et on conclut que A est holomorphe dans H.

Enfin, si A se prolongeait a un ouvert de C strictement plus grand que H, comme, pour ¢ € I, ¢(0) = b/4, 'ensemble
{9(0), ¢ € '} est dense dans R, la propriété 1. impliquerait que A se prolongerait aussi au voisinage de 0 et que A — A(0)
aurait un point d’accumulation de zéros dans son ouvert de définition ce qui est impossible. O
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V1.4

Le Théoreme de Picard

Le but de cette Section est de démontrer le Théoréme suivant (comparer a la Proposition 11.2.5) :

THEOREME VI.4.1 (Grand Théoréme de Picard).
Soientzp € C, 0 < r < +oo et f une fonction holomorphe dans D (zo,7) \ {z0}. Si f a une singularité essentielle en z,
alors il existe &y € C tel que son image f (D (zo,r) \ {z0}) contient C\ {{o}, et tout point de C\ {{o} est atteint une
infinité de fois.

ATlaide de la transformation z — 1/z, on voit aussitot que ce Théoréme admet une version pour les fonctions entieres :

COROLLAIRE.
Soit f une fonction entiére qui nest pas un polynome. Alors il existe §y € C tel que l'image f(C) de f contient C\ {{}, et
tout point de C\ {{y} est atteint une infinité de fois.

Nous allons faire la démonstration en plusieurs étapes.

VI.4.1 Un Théoréeme de Landau et un Théoréeme de Bloch

THEOREME VI.4.2 (Landau).
Il existe une constante A > 1/13 telle que, pour toute fonction f holomorphe dans le disque unité D vérifiant | f'(0)| > 1,
f(D) contient un disque de rayon A.

Ce Théoréme est un cas particulier d'un théoreme di a Bloch :

DEFINITION VI.4.1.
Soit f une fonction holomorphe dans D. On appelle constante de Bloch de f le nombre b(f) défini par :

b(f) =sup{r >0, tels que 3Q C D ouvert tel que fiq estinjective et f(Q) contient un disque de rayon r}.

THEOREME VI1.4.3 (André Bloch).
Il existe une constante, appelée constante de Bloch, B > 0 telle que, pour toute fonction f holomorphe dansD telle que

If'(0)] = Tonab(f) = B.

Démonstration du Théoreme V1.4.2. Supposons tout d’abord f € ¢ (D). Posons a(r) = (1 —r) supy—, [f'(2), 0 < r < 1.
Comme a(0) > 1 eta(l) =0,0onas=sup{telsquea(r) = 1} € [0,1[. Soit § €D tel que || = s et|f'({)| = sup, | f'(2)].
Posons R = 1%, Comme [Rz+ {| < 152 5 |z +s < 1*‘ < 1siz] < 1, la fonction F définie par

F(z) =2(f(Rz+ &) —f(£))

est bien définie sur D, F(0) = 0 et F'(0) = 2Rf'({) d’ot1 |[F'(0)| = =% = 1. D’autre part, par le principe du maximum, |F2(Z>‘ <
)

—S
‘F =1, de sorte que |F'(z)| < 2,Vz € D.

1—
R
1-s—R

Rsupy,, —sry |f'(W)], et, puisque a(r) < 1 pour r > s, <

Lemme. Soit F une fonction holomorphe dans D telle que F(0) = 0, |[F'(0)] = 1 et |F'| < M. Alors F(D) contient le disque
1
D (07 2(M+l)>'

Achevons tout d’abord la démonstration du Théoreme de Landau, nous démontrerons le Lemme ensuite. Le Lemme
donne D(0,1/6) C F(D) etl'image de f contient donc un disque de rayon !/12 centré en f({) ce qui acheve la démonstration
dansle cas f € € (ﬁ)

Pour le cas général, pour 0 < p < 1, on pose f,(z) = %f(pz). Le cas déja traité montre que f,(ID) contient un disque de
rayon 1/12 ce qui implique que f(ID) contient un disque de rayon £/12. Comme ceci est valable pour tout p € |0, 1[le Théoréme
est démontré. O
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Démonstration du Lemme. En remplacant F par aF, |a| = 1 (ce qui ne change pas la conclusion), on se rameéne au cas ol
F’(0) = 1. Alors, le Lemme de Schwarz (Proposition 11.2.12) appliqué  la fonction z +— F@-1 4onne [F'(z) — 1| < (M+1) 7|

MAT
d’'ou
I
F(z)—z| = ’/0 (F'(1z) — 1) zdt

1 +1
g/o (M+1) |z|*tdr = 2%,
de sorte que, pour || = M+1,ona|F(C) ¢l <

2(M+1
Alors, siw € D (07 m) onal|F(§) -

—(
position 11.3.7) implique que la fonction z — F(z) wa un zéro dans le disque D (0, !/m+1) c’est-a-dire que F (D (0, |/m+1)) D
D(0,1/2(M+1)). O

§—w)| < ﬁ < |¢ —w| pour || = 3, etle Théoréme de Rouché (Pro-

Pour finir cette Section, nous allons donner une démonstration simple du fait que la constante de Bloch (Théoréme
VI1.4.3) est supérieure ou égale a 1/22 (cette constante n’est pas optimale). Pour cela, il faut voir que si f est une fonction
holomorphe sur D telle que f/(0) = 1 alors f(ID) contient un disque de rayon > 1/22:

Démonstration du Théoréme V1.4.3. Soit a € D tel que m = (1 - |a\2> |f'(a)] = supy (1 - |z|2) |f/(z)] > 1. Soit ¢, la trans-

formation de Moébius @,(z) = {££. Posons h = f o ¢, de sorte que 1(0) = f(a), h'(0) = (1 - |a|2) f'(a) = m, et que, pour

1.2 /
zeD, (1 — |z|2> W (z)| = (1 — |(pa(z)\2> |f’ (¢4(z))| < m, car, par un calcul direct, on vérifie aussitot que % = 1. Soit
k(z) = ﬁ (h(z) — h(0)) de sorte que k(0) = 0, k'(0) = 1 et | (z)| < (z) =z+ Y, ay7" le développement en

série entiere de k a I'origine. Puisque a,, est la dérivée n — 1-iéme de k' a I'origine, la formule de Cauchy (Théoréme I1.1.3)

1
appliquée au cercle |z| = p, 0 < p < 1, donne |a,| < =ph ot On vérifie ensuite alors immédiatement que le maximun
de la fonction p — (1 —pz) p" ! sur 0, 1] est atteint pour p? = n+1 de sorte que, pour n > 2, |a,| < 2(n+ 1) < M", avec

M = 3e/s.
Alors la Proposition I1.3.6 montre qu’il existe un ouvert Q2 de D tel que k est un biholomorphisme de Q sur un disque de
rayon > 1/22, donc A est un biholomorphisme d’un ouvert Q' de D sur un disque de rayon > m/22 etil en estde mémede f. O

V.42 Un Théoréme de SchottKy

THEOREME VI1.4.4 (Schottky).

Soient M > 0 et r € 10, 1]. 1 existe une constante C > 0 telle que, si f est une fonction holomorphe dans D telle que
{0,1}N f(D) =0 et|f(0)| <M, alors, ¥z € D(0,r) ona|f(z)| <C.

Démonstration. Comme f ne s’annule pas sur D, il existe une fonction holomorphe sur D, notee log f, telle que 2/ = f
et |3m(log f(0))| < & (Proposition 11.1.1). De plus, comme f ne prends jamais la valeur 1, 4 = 2m log f ne prends j Jamals de

logh

valeurs entleres et h et h — 1 ne s’annulent pas de sorte que I'on peut considérer les fonction holomorphes VA = e2 et

h—1 = e2logli-1) ) ( Proposition 11.1.1). 1l en résulte que la fonction b = /A — v/h— 1 ne s'annule pas et ne prends jamais
les valeurs \/n++/n— 1 pourn € N, : en effet dans le cas contraire, i.e. \/h(z) — \/ ( )—1=+yn+tvn—1,neN, pourun
z € D, en prenant les inverses, il vient \/i(z) + v/h(z) — 1 = /n F+/n— 1 d'ott y/h(z) = \/n soit h(z) = n ce qui est exclu.

Comme b ne s’annule pas, con51derons la fonctlon holomorphe k = logb. Par ce qui précede, cette fonction ne peut
jamais prendre les valeurs a, ,, = log (\/ﬁ ++/n— 1) +2imm, n € N, m € Z. Par un calcul fastidieux, on peut vérifier que tout
disque de rayon 10 contient au moins un des points a, , et, par suite, I'image de k ne peut contenir aucun disque de rayon
10.

Soit z un point de D tel que k’(z) # 0. Alors la fonction § — ‘k),( kl( 2 est définie dans le disque D(z,1 —|z|) et le module

de sa dérivée en z est égal a 1. Le Théoréeme de Landau (Théoreme VI.4.2 appliqué a la fonction & — l%‘z' W)

T . . K(z)|(1—
implique que son image contient un disque de rayon ! ] 3‘ 4 et, par suite, 'image de k contient un disque de rayon Hz)h%‘zl)

D’apres ce qui précede, on a donc [k'(z)| (1 — |z]) < 130.
Comme cette derniére inégalité reste vraie si k'(z) = 0, en écrivant k(z) — k(0) = [;, ;k'(£)d{, il vient [k(z)| < [k(0)| +

1301log 1+\Z\’ donc, par le principe du maximum

|k(z)] < [k(0)|+ 13010g , pour |z| <~
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. I/ . ]/2
Or et = (%) — (% — 1) , donc, en prenant les inverses et en ajoutant, il vient

log f /2 _ ek ek
2irm 2

Ainsi, pour conclure, il suffit de voir que |k(0)| < C ol C est une constante qui ne dépends que de M. Supposons tout
d’abord |f(0)| > 1/2. Alors |log f(0)| < 7 4 log (max (2,M)) d’ou ’M Jek(0) | o~ Rek(0)

< Cy, donc ———5—— < Cyy ce qui montre
que |Rek(0)| est majoré par une constante qui ne dépends que de M. Comme k = log b, on peut toujours supposer | Smk(0)| <
7, et on conclu que le Théoreme est démontré lorsque 1/2 < |f(0)| < M. Dans le cas ot | f(0)| < /2, on applique ce que 'on

vient de démontrer a la fonction ]7: 1 — f qui vérifie 1/2 < ‘f(O) < M+ 1, ce qui acheve de démontrer le Théoréme de
Schottky. O

VL4.3 Démonstration du Grand Théoreme de Picard

Démonstration du Théoreme V1.4.1. Remarquons tout d’abord qu'il suffit de montrer que, pour chaque r > 0 fixé, 'image de
> f(D(z0,7)\ {z0}), contient tout le plan complexe privé d’au plus un point (dépendant a priori de r). La derniére assertion
vient alors aussitot du fait que le résultat est valable pour tout r > 0 : en effet, si, pour ro > 0 f (D (z0,70) \ {z0}) contient
C\{&} ets'ilexiste { € £ (D (z0,70) \ {z0}) tel que £~ ({) est fini, alors le résultat démontré implique que, pour 0 < r < /' <
ro, r' assez petit, f (D (zo,r) \ {z0}) contient C\ {{}, et, comme { ne dépends plus de » < /, tout point de C\ {{} est atteint
une infinité de fois.

Par translation et homothétie, il suffit de faire la preuve lorsque zo = 0 et r = ¢>*. Supposons le Théoréme faux c’est-a-dire
que f(D(0,r)\ {z0}) ne contient pas deux points distincts a et b. Quitte a remplacer f par la fonction z — A gfl;“, on peut
supposer que ces points sont 0 et 1.

Comme f (D(0,7)\ {0}) est dense dans C (Proposition 11.2.5), on ne peut avoir lim;_,g | f(z)| = e ce qui implique qu’il
existe une suite (z,), dans D(0,r), convergeant vers 0 et un nombre M < +oo tels que |f (z,)| < M. Quitte a prendre une

sous-suite, on peut supposer que la suite (|z,]), est strictement décroissante et que |z,| < 1. Soit g,({) = f (z,,eZi”C>, de
sorte que g, est holomorphe dans D et |g,(0)| < M. Le Théoréme de Schottky (Théoréme VI1.4.4) donne alors I'existence
d’une constante C > 0 telle que ‘f (z,,ezjﬂg)‘ < C pour |{| < 1/2. En particulier, on a | f (z,¢*™)| < M pour 1 € [-1/2,1/2),

donc | f(z)| < M pour |z| = |z,|. Le principe du maximum donne alors |f(z)| < M pour |z,+1| < |z| < |z,4| ce qui montre que
|f(z)] < M dans le disque pointé D(0,|z;|) \ {0} et la Proposition I1.2.5 implique que f se prolonge holomorphiquement a
'origine. O

Remarque. Le Théoreme de Picard admet clairement une version pour les fonction méromorphes c’est-a-dire pour les fonc-
tion holomorphes de C dans la sphére de Riemann S. En particulier :

(Petit Théoreme de Picard) Toute fonction holomorphe (i.e. méromorphe) non constante de C dans S> omet au plus
deux points de §>

Pour terminer, nous allons maintenant donner une démonstration du Petit Théoréme de Picard ci-dessus basée sur les
résultats des Sections VI.2 et V1.3 (sans utiliser te Théoréme de Schottky).

Une démonstration du Petit Théoreme de Picard. 1ls’agit de montrer que si f est une fonction entiére dont'image ne contient
pas deux points distincts @, B de C alors f est constante.

Quitte a remplacer f par % on se ramene au cas ou f(C)N{0,1} =0.

Soit A la fonction modulaire du Théoréme VI1.3.1. Comme A (H) = A(Q) = Q = C\ {0, 1}, pour tout disque ouvert D; C Q
il existe un ouvert V; de Q tel que A est bijective de V| sur D et il existe donc y; holomorphe dans D; telle que, Vz € V1,
v1(A(z)) = z. La méme propriété est clairement vraie si on remplace Vi parV; = @ (V;), ¢ € I, ¢ £ 1d, et V, NV} = 0.

Alors, en utilisant I'invariance de A par I', on conclu que I'on peut trouver un ouvert connexe, noté encore Vi, de H tel
qu'’il existe une fonction y; holomorphe dans D telle que y; oA = 1d sur V.

Soient D; et D, deux disques dans Q tels que D N D, # 0. Si V; et y; sont choisis, clairement, on peut choisir V; et y, de
sorte que V; NV, £ 0, ce qui implique y; = y, sur D} N D; : les paires (y1,D) et (Y2, D) sont équivalentes.

Soit alors Ag un disque centré a I'origine tel que f (Ag) est contenu dans un disque Dy contenu dans Q. On choisit Y
holomorphe dans Dy comme ci-dessus et on pose go = Wy o f.

Soit Y un chemin continu dans C d’origine 0. Comme f(¥([0, 1])) est compact, on peut recouvrir ¥([0, 1]) par un nombre
fini de disques A; tels que f (A4;) soit contenu dans un disque D; contenu dans Q et on peut choisir y; holomorphe dans D;
de sorte que, sur D; | N D; (qui est non vide), on a W1 = ;. Ainsi, Yo f = y;o f surA;;1 NA;, et, en posant g; = y; o f,
(gi,A;) est un prolongement analytique de (go,Ao) le long de .

Ceci montre que (go,Ao) se prolonge le long de tout chemin continu contenu dans C et le Théoréme de Monodromie
(Théoréme VI.2.1) dit qu'il existe une fonction entiére g telle que g|4, = go- Par construction g(C) C H ce qui implique que la
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fonction % est bornée sur C, et le Théoreéme de Liouville (Corollaire 1 de la Proposition I1.2.6) dit que cette derniére fonction
doit étre constante, donc g aussi, et comme g, = Yo © f, Yp bijective, f est constante sur I'ouvert non vide Ao donc elle est
constante, ce qui achéve la preuve. O

Remarque. En améliorant les résultats des Sections V1.2 et V1.3 (essentiellement en introduisant la notion de revétement
et en montrant le Théoréme du relevement, qui est une amélioration du Théoreme de monodromie (Théoréme VI.2.1)), on
peut voir que la démonstration ci-dessus peut étre modifiée pour donner une démonstration du Grand Théoréme de Picard.

Exercices'

EXERCICE VI.1 (théoréme de Kcebe (cf. Exercice V.7) revisité) .
Soit f une fonction holomorphe bornée du disque unité dans C, telle que f(0) =0 et f'(0) = 1. On pose M = || |

1. Soit w € C\ f(D(0,1)). Montrer qu'il existe une et une seule fonction 4 holomorphe dans D(0, 1) telle que 4?(z) =
1 — f(z)/w pour tout z dans D(0, 1) et 1(0) = 1. Donner les premiers termes du développement de / en série entiére.
2. Montrer que

M
2% <1+
Wl

et déduire du 1. et de la formule de PLancherel que |w| > 1/(4M). Conclure que f(D(0, 1)) contient le disque ouvert de
rayon 1/(4M). Quelle est la différence avec le théoreme de Koebe ?

EXERCICE VI.2 (théoréme de Bloch).
Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D(0, 1) avec f'(0) = 1.

1. Montrer que
t€[0,1] = rsup{|f'(2)]: [zl < 1 -1}

est continue sur [0, 1] et en déduire qu'il existe zp > O eta € D(0,1) avec |a| < 1—1o, |f/(a)| = 1/1y et |f'(z)| < 1/t pour
t<tyetlz] <1—rt.

2. Montrer que | f'(z)| < 2/t dans le disque D(a,#/2) et en déduire que la fonction g définie dans D(0, 1) par

vérifie |g(z)| < 1 dans D(a,t/2).
3. Déduire de I'exercice précédent que f(D(0, 1)) contient le disque de centre f(a) et de rayon 1/16.

4. Montrer qu'il existe une constante C telle que, pour toute fonction f holomorphe dans D(0, 1), f(D(0,1)) contient un
disque de rayon C|f’(0)|.

EXERCICE VI.3 (application du théoréme de Bloch).
Soit F une fonction entiere non constante. En utilisant la conclusion de I'exercice précédent avec les fonctions

2= F(Az+ 1)
montrer que F(C) contient des disques de rayon arbitrairement grand.

EXERCICE VI.4 (une application du grand théoréme de Picard).
Montrer que, si P est un polyndéme non nul, I'équation

a une infinité de solutions.

1'Une référence bibliographique pour les fonctions modulaires et leurs applications au Théoréme de Picard est le cours d’arithmétique de J.P. Serre,
Presses Universitaires de France, 1970.
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ANNEXE A

INTEGRATION
EN POLAIRES

A.1

Mesure euclidienne (ou
invariante) sur une sphere

On note S,,_; la sphere de rayon 1 centrée a I'origine de R” (la notation rappelle la dimension de cette sphére comme
sous-variété de R").

Soient B(x,R) = {x € R" tels que |x| < R}, R > 0, une boule euclidienne dans R" et S(x,R) sa frontiére. Si A est un bo-
rélien de S(x,R) le cone C(A) = {y e R" telsque y =x+p(€ —x), & € A, p €]0,1]} est un borélien de R" (car c’est 'image
réciproque de A x ]0, 1] par la fonction continue (&,p) — x+ p(& — x)) contenu dans 'adhérence de B(x, R). On pose alors,
par définition :

DEFINITION A.1.1.
Avec les notations de ci-dessus, on note o = Oy, ), R > 0, la mesure de Borel définie sur les boréliens de § (x,R) par

o(4) = ZA(C(A)).

o1 A désigne la mesure de Lebesgue sur R". Cette mesure s’appelle la mesure invariante (ou euclidienne) sur S(x, R).
De plus, O5(g,1) est généralement notée o;,_|.

La terminologie « invariante » provient du fait que, d’apres les propriétés usuelles de la mesure de Lebesgue, 0, est
invariante par les transformations orthogonales de R".

PROPOSITION A.1.1.
Soit f une fonction borélienne sur R", positive ou intégrable. Alors

/fd)L - /0+°°ran (/S(o,mf(ré)d"nl(é)) dr

- (/S@,,)f (5>d"s<0,r>(€)) dr.

Démonstration. Démontrons la premieére égalité. On remarque tout d’abord que cette formule a bien un sens lorsque f est
positive, d’apres le Théoréme de Fubini-Tonelli. De plus, en utilisant le Théoréme de Fubini, on voit aussitét qu'il suffit de
démontrer la formule lorsque f est positive ce que 'on suppose donc. Alors, f étant limite croissante de fonctions étagées,
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par le Théoreme de Beppo-Levi, il suffit de vérifier la formule lorsque f est la fonction caractéristique d'un borélien de R”.
Ainsi tout revient a voir que si u est la mesure borélienne définie sur les boréliens £ de R” par

~+oo
—u@ = [
0 5(0,1)

3

xe(rE)do, (5)) dr,

oll yg est la fonction caractéristique de E, elle est égale a la mesure de Lebesgue A.

On vérifie tout d’abord que ces deux mesures prennent les méme valeurs sur les tronc de cones E = rnC(A) \ riC(A)
olt A est un borélien de S(0,1) et 0 < r; < rp < +oo: en effet, par les propriétés de la mesure de Lebesgue, on a A(E) =
(r5 —r})A(C(A)), et, par définition de 6,1, ona u(E) = [~ r”‘lx],l ] (1)On-1(A)dr, ce qui donne bien A(E) = u(E).

On conclut alors (la mesure u étant réguliere) en remarquant que tout ouvert de R” est réunion dénombrable de tels
tronc de cone deux a deux disjoints.

La seconde formule de la Proposition s’obtient immédiatement par un changement de variables (si A est un borélien de
5(0,1), G0, (rA) = "~ ' 6,1 (A)). O

COROLLAIRE 1.

Soit f une fonction borélienne sur R, et posons F (x) = f(|x|), de sorte que F est une fonction radiale. Alors :

1. Si f est positive
. o0
/Fd?L = s,,_1/ () dr,
. 0

oit s, est la surface de la sphére S(0,1) (i.e. do,—1(S(0,1))).

2. Si f esta valeurs réelles ou complexe, F est intégrable sur R" si et seulement sir — "~ f(r) est intégrable surR , et
la formule du 1. est alors vraie.

COROLLAIRE 2.
Soit @, le volume de B(0,1). On a
n/2
T

0itT est la fonction d’EulerT'(at) = ;" e~'t*~'dt, a > 0. Explicitement, on a

W, = ets,—1 = nwy,

nP : pLaRY 14
- — ] > =V —
@2 = pr SP =5 Ol = 13T

. . . - N . 2
Démonstration. En appliquant le Corollaire précédent a la fonction f(r) = e, il vient

~+oo 1 400 u
w= /e_mdl(X) = Sn1 / Pl dr = 51 / et ar,
0 0

ce qui donne les formules compte tenu de la formule de récurrence I'(a 4+ 1) = al'(). Enfin les formules explicites s'ob-
tiennent avec cette formule de récurrence et le fait que I' (1/2) = n'/2. O

Ainsi, le volume d’une boule de rayon R est A (B(x,R)) = @,R" et la surface d'une sphére de rayon R est Oy, z) (S(x,R)) =
nw,R"!.

A2
Intégration en polaires

Pour simplifier considérons le cas de R>. Les formules
X| = rsinucosv, x = rsinusinv, x3 = rcosu
définissent un difféomorphisme %> du demi-cylindre ouvert

{0<r<+4e,0<u<m0<v<2n}
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sur 'ouvert
R\ {x; =0,x; >0} .

2

Le jacobien de ce difféomorphisme est J(r,u,v) = r~sinu > 0. Le Théoréme de changement de variables donne donc :

PROPOSITION A.2.1.
Soit f une fonction borélienne sur R3. Si f est positive ou intégrable on a

/fdl:/oq f (rsinucosv, rsinusinv, rcosu) % sinudrdudv.
0

<u<m
O<v<2m

Cette formule permet, en particulier, de calculer la mesure euclidienne 6, sur S,. Si A est un borélien de S,, par définition,
onaoy(A) = A(C(A)), avec C(A) = {r&, r€10,1], & € A}. Si h désigne I'application

h : (u,v) — (sinucosv,sinusinv,cosu)

deU = {(u,v) telsque 0 < u < m,0 < v < 27} sur S, privée d’'un demi-méridien M, on a

02(A) = 3/;{C<A)dl :/ sinududv.
h=1(a)
Ainsi :

PROPOSITION A.2.2.
La restriction a S, \ M de la mesure o est l'image par Uapplication h ci-dessus de la restriction au rectangle U de la mesure

(sinu)A.

Ces résultats se généralisent aisément a R"” a I'aide du difféomorphisme de I'ouvert
{0<r<—+oo, -0 <9 <72,1<i<n—1,0< Y <27}

sur R” privé d'un demi-hyperplan fermé qui est défini par les formules

x; = rcosty
X2 = rcostysinth

Xp—1 = rcostycosth...cos,_ssind,—1
X, = rcost¥costh...cos¥,_ocosth, |

et dont le jacobien est Pl cos" 29 cos™ 3 Dy .. .cos By_s.
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ANNEXE B

MESURE EUCLIDIENNE SUR UNE
SOUS VYARIETE DIFFERENTIABLE,
INTEGRATION PAR « TRANCHES »

B.1
Cas des sous-variétés

paramétrées

Rappelons que I'on appelle sous-variété différentiable paramétrée de dimension p < n de R” un couple (U, ¢) ou U est
un ouvert de R? et ¢ une application différentiable de U dans R" de rang p en tout point de U. On note G, le déterminant

de Gram des vecteurs dérivées partielles %, 1 <i < p, c'est-a-dire le déterminant (p, p) dont le terme de la i-eéme ligne et

j-eme colonne est le produit scalaire euclidien <§—(p, g—q’>, eton pose:
Ui Mj

DEFINITION B.1.1.
On appelle mesure euclidienne (ou naturelle) sur la variété différentiable paramétrée (U, ) la mesure, sur @(U),
ow,p) = ¢ (/GpAv) (i.e. 'image par ¢ de la mesure a poids /GyAy), out Ay désigne la restriction a U de la mesure
de Lebesgue sur R”.

Précisément, si A est un borélien de ¢(U), on a

O(v.9)(A) = /qf] wV GydAy,

et si f est une fonction borélienne positive sur ¢(U),

[ fdowe = [ (Fo0)/Gydru.
Une propriété importante de cette mesure est son invariance par changement de variable :
PROPOSITION B.1.1.

Soit (U, @) une sous-variété différentiable paramétrée de dimension p deR". Soit /\ un ouvert deR? difféomorphe aU et
soit ¥ un difféomorphisme de classe €' de /\ surU. Alors les mesures euclidiennes sur (U, @) et (/\, ¢ o ) sont égales.
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Démonstration. En effet, on a Gpon(§) = Go(3(E)) [J5(E)|?, o1 Jy est le jacobien de ¥, et la formule de changement de
variables donne

0(VGyhs) = 0(\/Gyd (4]22)) = 0 /Gy (10007 (22)))
= 9 ((/Gyoo 09 7) 9 (25)) = 90 (\/Gpoohs).

B.2

Cas général

Rappelons tout d’abord que I'on appelle sous-variété différentiable de dimension p < n de R” une partie V de R” telle
qu’en chacun de ses points x il existe un voisinage ouvert @ de x dans R” et un difféomorphisme 4 = A, de @ sur un ouvert
ho(®) de R" tel que hy (@NV) = he(0) N {(x;); € R" tels que x; =0si j > p+ 1} = ho(®) NRP. Un tel couple (0 NV, he)
est appelé une carte locale de V au voisinage de x.

Soit & 'ensemble des ouverts @ de R" pour lesquels il existe un difféomorphisme 4, de @ sur un ouvert de R” tel que
OUV #0ethy(@NV) = he(@)NRP. Soit Uy = he(®) MR et @, la restriction a Uy, de hy'. Soit 6 la mesure euclidienne
associée a (Uy, ¢y ) comme dans la Définition B.1.1 du paragraphe précédent. La Proposition précédente dit que cette mesure
estindépendante du choix du difféomorphisme /associé a @ et que si ®; et @, sont deux ouverts de & tels que @; N NV #
0 alors les restrictions de m; et m; a @) N w, NV sont égales.

En considérant alors un recouvrement dénombrable de V par des ouverts de & et une partition de 1'unité associée on
conclut qu'il existe une mesure de Borel oy sur V telle que , pour chaque @ € &, sa restriction a @ NV soit égale a 0. Cette
mesure est appelée le mesure euclidienne (ou naturelle) sur V.

Naturellement, dans le cas d'une sphere, cette mesure est la méme que celle définie a la Définition A.1.1 du chapitre
précédent.

Avec cette mesure, on peut écrite un théoreme « d’intégration par tranches» qui est une généralisation de I'intégration en
polaires :

PROPOSITION B.2.1.
Soit F une fonction réelle de classe €' sur un ouvert Q de R" dont le gradient ne sannule en aucun point. Soit S, la
sous-variété différentiable F), = {F = a}. Alors pour toute fonction borélienne positive ou intégrable sur Q on a

/Qfd)b - /{a tels que S.+0} {/a HVJ;E)(CJ)C)HdGS"] da.

Remarque. En prenant F(x) = ||x|| sur Q = R"\ {0}, cette Proposition redonne la Proposition A.1.1.

Démonstration. La théorie de 'intégration montre qu’il suffit de démontrer cette formule lorsque f est positive. Soit a € Q.
Puisque VF ne s’annule pas, nous pouvons supposer que gTF(a) # 0. D’apres le théoreme des fonctions implicites il existe

un ouvert U dans R"~! et un intervalle I = |41, 1], tel que F(a) € I, et un difféomorphisme / d'un voisinage ® de a dans
R" sur U x I de la forme h;(x) = x;, | <i<n—1, hy(x) = F(x). Le difféomorphisme réciproque 7~ est donc de la forme
YW E)=E&,1<i<n—1,h " (x) = @(x) et on a les relations

oF oF o
- R T — <i<n-—
8xi0(p+<8xn0(p>8<§,- 0,1<i<n-—1,

JF Ip
(axno(p) 78, =1.

Avec ces notations, pour A € I, la sous-variété S; NU est 'image de U par I'application ¢, définie par

et

(07} (M)Z (ul,...,un,l,(p(ul,...,un,l,),)),u:(ul,...,un,l) ev.
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Comme, pourl <i,j<n—1lona

9 (a()) 95 (@n.(w))
<%ﬁ4<u>7g‘f(u)>=a’ N s
' J 3L (paw))|

et

b0, P (@) + (£ (oaw))
S| - o
’ 9L (92 (w)|

un calcul facile montre que le déterminant de Gram G, vaut

IVF (@ ()

G)L(u):
’ ox, (Palu
 (ga(w)

Par suite, puisque J,, 1 (§) = , la définition de la mesure euclidienne o, donne, pour toute fonction borélienne

I (9(¢))

positive nulle hors de ®

A
/Slmw ||VF( dG_g/l / f (P)L |Jh71(u,7t)| duj...du,_.

En intégrant par rapport a A, il vient alors, en utilisant le théoréme de changement de variables,

/}jz [/Sma) HVJ}E())”dGSA] = /7:2 {/l./f((pl(u)) i1 (0, )] dy "'d“nl]
= [ 07 @) @l aa) = [ ran

Cette derniere formule est exactement celle de la Proposition pour une fonction f nulle hors de @. Pour conclure en
général, il suffit donc de recouvrir Q par une famille dénombrable d’ouverts w,, du type précédent et d’utiliser une partition
de I'unité associée a ce recouvrement. O
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