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1 Rappels : formes quadratiques binaires
On consideére la forme quadratique binaire
f = (a,b,¢) = az® + bxy + cy?,

avec a,b,c € Z.
On dit que f est primitive si pged(a,b,c) = 1.
On dit que deux f.q.b. f et g sont équivalentes si et seulement si il existe

M = ( 3 ? > € PSLy(Z), telle que

g(z,y) = flax + vy, Bz + 6y).

Cette relation d’équivalence préserve le discriminant (D = b* — 4ac) et la
primitivité de la forme quadratique.

A partir de la fin du XVIIIéme siécle, beaucoup de mathématiciens trés
célébres, comme Legendre, Euler, Gauss, Dirichlet et Dedekind, se sont inté-
ressés aux formes quadratiques binaires. Leur but était d’étudier les valeurs
représentées par une forme quadratique f :

{f(z,y)|z,y € Z},

(elles ne sont pas modifiées par l'action de PSLa(Z)).

En particulier, Gauss, dans ses Disquisitiones Arithmeticae (1801), calcule,
en toute généralité, la loi de composition entre deux formes quadratiques
binaires :

(a1m2 + bixy + clyz)(a222 + bozt + czt2) = AX?+ BXY 4+ CY?,



ou X et Y sont des fonctions linéaires de (zz,zt,yz,yt). Cette loi lui per-
mettait de donner une propriété de multiplicativité aux valeurs représentées
par une forme quadratique.

La loi de Gauss peut s’écrire plus simplement quand les deux formes qua-
dratiques binaires ont le méme discriminant (ce qui a été traité par Dirichlet
et Dedekind) et elle est expliquée par la multiplicativité de la norme dans
Z[V/D].

En effet, tous ces résultats, en langage moderne, reviennent au Théoréme
suivant :

Théoréme 1 I existe une bijection canonique entre :

1. les classes d’isomorphismes de paires (S,I), ot S est un anneau qua-
dratique orienté de discriminant D # 0 , et I une classe d’idéauz
orientés de S ;

2. les classes de formes quadratiques binaires entiéres, modulo ’action de
SLa(Z).
Cette bijection préserve le discriminant, et associe une classe de formes qua-
dratiques primitives & une classe de S-idéaux inversibles. Muni de la compo-
sition de formes quadratiques, [’ensemble des classes de formes primitives de
discriminant D #£ 0 est un groupe, isomorphe au groupe des classes orientées

CI+(D).

(Pour la définition d’idéaux orientés on renvoie au Paragraphe 3, Définition
3.)

On va maintenant voir des généralisations trés récentes (~ 2004), dies a
Bhargava, de ces problémes que, comme on a vu, intéressent depuis des
siecles les mathématiciens...

2 La loi du cube

Soit

Co=7°R7*R7°.
Cy est un groupe abélien libre de rang 8. On peut représenter tout élément
A € Cy comme un vecteur (a,b,c,d,e, f,g,h), ou mieux comme un cube



d’entiers :
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On peut partitionner le cube A en deux matrices 2 X 2, de trois maniéres
différentes (en coupant par rapport aux trois plans de symeétrie) :
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On consideére 'action de I' = SLy(Z) x SLa(Z) x SLa(Z) sur Ca, ou ’i-éme
facteur (i = 1,2,3) Z Z > € SLo(Z) agit sur A € Cs en remplagant

(Mi, Nz) par (T‘MZ + sN;, tM; + UNZ)
Les actions des trois facteurs commutent entre elles.
On définit aussi les formes quadratiques binaires :

Qf‘(m,y) = —Det(M;x — N;y),i =1,2,3

et on remarque que Q1 est invariante par l’action de {Id x SLa(Z) x SLa(Z)} ;
en effet, cela arrive car les autres deux facteurs de I' agissent sur ()1 par opé-
rations sur les lignes/colonnes. D’autre part, le premier facteur de I' donne
Paction standard de SLy(Z) sur 1. Evidemment il en est de méme pour les
actions de I' sur Q)2 et Q3.

On rappelle que 'unique invariant polynomial d’une forme quadratique mo-
dulo SL2(Z) est son discriminant : Disc(Q1). Or, il se passe que

Disc(Q1) = Disc(Q2) = Disc(Q3) = a®h? + b%g? + ¢ f2 + d?e?
—2(abgh + cdef + acfh + bdeg + aedh + bfcg) + 4(adf g + beeh)

et donc on peut définir Disc(A) comme cet unique invariant.



Exemple

Toute forme quadratique binaire provient d’un cube.

Preuve

Soit (P, @, R) la forme quadratique qu’on veut obtenir. On considére le cube
A = (a,b,c,d,e, f,g,h) ota=—-1,b=c=0,d=P,e=0,f =1,9g = Ret
h = —Q et on calcule Q7. On obtient

Qi (z,y) = Px* + Quy + Ry*.

O

Définition 1 On dit qu’un cube A est projectif si Q‘f‘,Q’QL‘ et Q?f‘ sont pri-
mitives.
On écrit [A] la classe d’équivalence de A modulo T'.

On va définir maintenant une loi d’addition dur ’ensemble des f.q.b. primi-
tives de méme discriminant D.

LA LOI DU CUBE :

Pour tous les triplets Q1', Q4 Q?f‘ de f.q.b. primitives provenantes d’un cube
A de discriminant D : la somme de Q{', Q4 et Qg‘ est zéro.

Plus formellement : on considére le groupe abelien libre sur

{f.q.b. primitives de discriminant D} modulo le sous-groupe engendré par
toutes les sommes [Q1'] + [Q4] + [Q4]-

Remarque : Grace a la Loi du Cube on obtient automatiquement l'identi-
fication des formes SLy(Z) équivalentes.

Preuve

Soit A € Cy un cube projectif, auquel sont associées les formes quadratiques :
Qf, Q’24 et Q?f‘, et soit vy =1 x Id xId € " (évidemment, la méme démons-
tration marche aussi pour les autres deux composantes).

Soit A’ =~vA. On a :

QY =m0t QY = 04,04 = Q4.

Or comme [Q{]+ [Q4]+ [Q4] = 0 et [Q¥]+ Q4] +[Q4] = [YQ + Q4] +
[Q? | =0, on conclut :

Q7] = Q] = hQ1).
O

On va maintenant enoncer un théoréme trés important, dont on verra la
démonstration dans la prochaine Section.



Théoréme 2 Soit D un entier = 0,1 mod 4. soit Q1q,p une f.q.b. primitive

de discriminant D, telle que il existe un cube Ay avec Qf“ = g‘“ = 340 =

Q14,p-
Alors, il existe une unique loi de groupe sur les classes d’équivalence de
{f.q.b. primitives de discriminant D} modulo SLo(Z), telle que

1. [Q1a,p] soit identité additive ;

2. pour tout cube projectif A de discriminant D, on a
Q1]+ (@3] + [QF] = [Qu,p].

Inversement, étant donné Q1,Qs2, Q3 trois f.q.b. primitives de discriminant
D, avec [Q1] + [Q2] + [Q3] = [Q1a,p], il existe un cube projectif A de discri-
minant D, unique modulo ', tel que Q{‘ = Ql;Q? =Q2 et Qg‘ = Q3.

Remarque : On peut faire un choix naturel pour Qq p :

- Qu,p = x? — %yQ,si D=0 mod4;

- QId,D:$2—$y+%y2 siD=1 mod4

ce qui corréspond au choix du cube A (triplement symétriques) :

1 ¢
o/ 17

€

1/—5/

(D + 3¢) /4
(1)

ol ¢ = D mod 4. En particulier, si on fait ce choix pour l'identité de la loi

de groupe, on obtient exactement la loi de composition de Gauss pour les
formes quadratiques!!!

Théoréme 3 Pour le choiz de Ay donné par (1), la loi de groupe du Théo-
réeme 2 est la composition de Gauss du Théoréeme 1.

On va maintenant définir une loi de groupe sur les cubes :

Théoréme 4 Soit D un entier = 0,1 mod 4. Alors, il existe une unique loi
de groupe sur les classes d’équivalence de cubes projectifs de discriminant D
modulo SLy(Z), telle que :

1. [Ap] soit lidentité additive ;



2. pour tout i = 1,2,3 lapplication p; : [A] — [Q{'] donne un homomor-
phisme de groupe vers {f.q.b. primitives de discriminant D}/ SLy(7Z)
avec la loi de groupe définie au Théoréme 2.

Preuve
Soient A et A’ deux cubes projectifs de discriminant D. On a

([Q] + [Q]) + ([Q4] + [Q5]) + ([Q4] + [Q4")) = [Qua,p),

alors, grace a la deuxiéme partie du Théoréme 2, il existe un cube projectif
A" de diseriminant D tel que [Q11"] = (1Q4]+[Q4) . [Q4"] = (1Q4]+]Q4")
et [Q4"] = ([Q4] + [Q4]). On défiinit donc [A”] = [A] 4 [A'] et le théoréme
est demontré. 0

3 Reélations avec classes d’idéaux dans des ordres
quadratiques

3.1 Définitions

Soit D un entier = 0,1 mod 4. Soit S = S(D) 'unique anneau quadratique
de disciminant D :

Zz)/(z?) si D=0,
S(D)={ Z-(1,1) ++VD(Z®Z) si D >1 est un carré,
Z[(D + /D) /2] sinon.

Explicitement, S(D) a une Z-base (1,7), ou la multiplication est déterminé
par la loi :

D -1
T2:D/4SiDEO mod4ou72:T+TsiDzl mod 4.

Définition 2 On dit que S est un anneau quadratique orienté si on donne
le choiz d’un isomorphisme T : S/Z — 7. Plus précisement, on choisit une

des deuz racines /D, on définit w: S — Z, par 7(z) = Tr(z/V/D) = i\/ﬁ(m).

On remarque que le noyau de 7 est Z et on déduit T. On dit que la base (1, )
de S est orientée positivement si (1) > 0.

Définition 3 Une classe d’idéaux orientés ("narrow") est la donnée d’un
couple (I,€) ou I est un idéal fractionnaire de S dans K, de rang 2 comme



Z-module, et € = £1 est son orientation. On définit la multiplication d’idéauz
orientés composante par composante, et la norme par :

_ LM

N((1,9)) = e7Ehg

ot L est un réseau dans K qui contient S et I.

Définition 4 Un triplet d’idéauz orientés (I1, I, I3) est dit ~equilibré ("ba-
lanced") si I11oI3 C S et N(I1)N(I)N(I3) = 1. Deuz triplets (I1, 2, I3)
et (11,15, I5) sont égquivalents si Iy = r11],I2 = koll et I3 = k3l}, il eziste
K1, k2, k3 € K (une conséquence immédiate est que N (kikaks) = 1).

Par exemple, si S est un anneau de Dedekind, une classe d’équivalence de
triplets équilibrés est simplement un triplet d’idéauz orientés dont le produit
est l’idéal principal.

3.2 Résultat fondamental

Théoréme 5 I existe une bijection canonique entre [’ensemble des I'-orbites
non dégénérées de 7> @ 7> Q7?2 et l’ensemble des classes d’isomorphisme des
couples (S, (I, 12,13)) ou S est un anneau quadratique orienté non dégé-
néré, et (I, 2, I3) est une classe d’équivalence de triplets équilibrés d’idéaux
orientés de S.

Sous cette bijection le discriminant d’un cube entier est égal au discriminant
de l'anneau quadratique correspondant.

Preuve

— Etant donné un couple (S = S(D), ([1,I3,13)) comme dans l’en-
oncé, on va lui associer un cube.
On choisit une base orientée positivement (1,7) de S telle que 72—D/4 = 0
out?—7+(1-D)/4=0,si D=0,1 mod 4 respectivement.
Soient (o, aa),(B1,52) et (y1,72) des Z-bases de I1, I, I3 respectivement,
avec orientation égale (differente) de (1,7) si €(I;) = +1 (-1, respective-
ment).
Comme I11515 C S par définition, on peut écrire :

i BjYk = Cijk + QijiT (2)

pour 16 entiers a;;i et c;ji 4,75,k = 1,2. A = (a;ji) est le cube qu’on va
associer & (S, (I1, I2, I3)).



— Le cube obtenu ne dépend pas du choix des bases de [, I5, I3.
Supposons de remplacer (a1, a2),(01, F2) et (y1,72) par un autre ensemble
des bases de Iy, 5 et I3 (avec la méme orientation) : (o}, ab),(51, 35) et
(7v1,75). La "matrice" de passage est T' € I' et on obtient la méme trans-
formation sur le cube obtenu, qui donc est equivalent au cube initial A.

— Le cube obtenu ne dépend pas du choix du représentant de la
classe d’équivalence du triplet équilibré
Il est évident que si on échange (I3, I2, I3) par (17, I5, I5), A ne change pas.
Donc notre application est bien définie.

— L’application ci-dessus est une bijection
Pour demontrer cela on va montrer que pour tout cube A il existe exacte-
ment un couple (S, (11,2, I3)) (modulo équivalence) qui est envoyé en A
par notre application.

On fixe A = (aj), et on considére le systéme (2) dans les inconnues
o, B, Yk» Cirjrir - On va montrer que toutes ces inconnues sont en fait dé-
terminées par A.

1. S (ou mieux Disc(S)) est determiné par A.
On va montrer que le systéme (2) implique

Disc(A) = N (I1)’N (12)*N (I3)? - Disc(S), (3)

mais alors, vu que N (I1)N (I2)N (I3) = 1 par définition on obtiendra
Disc(A) = Disc(S) et on pourra conclure. Montrons donc la formule
(3) : soit S = S(D) = Z + Z7 (D inconnue). Le cas plus simple
eStSiI?:IZOZI??:S,etdOHCOq:ﬂlz’ylzletagz
B2 = 72 = 7, dans ce cas la on obtient Ay, le cube identité, et donc
Disc(4g) = D = Disc(S). Maintenant supposons de remplacer I{ par
un idéal fractionnaire quelconque I; de Z-base (aq, (1), alors il existe
une transformation 7' € GL2(Q) qui envoye (1, 7) dans (aq, 1), donc
on transforme Ay en A’ en passant par la "matrice" T x Id x Id. Or,
il est évident que cette action va envoyer Q’24° (ou Q?“) dans det(T) -

A0 (respectivement det(T') - ?0) et donc Disc(A’) = Disc(Q4) =
det(T)2 Disc(Q45°) = N (I)? Disc(Ap). Similement, si on change I et
I3 en des idéaux fractionnaires quelconques, on multiplie le Disc(Ay)
par N (I2)? et N'(I3)?, donc on obtient la formule (3).

2. Les c¢;j;, sont uniquement determinés par A.
Par associativité et commutativité de S on a

;. BV - i By = o Bk - By = ok - aur B
;i BV - it B Vs (4)



avec 1, j, k,i',j’ ., k' = 1,2. On développe (4) avec (2), on impose les
égalités des coefficients de 1 et de 7, et on impose
N ()N (I3)N(I3) > 0, pour obtenir 18 équations (linéaires et qua-
dratiques) dans les ciji en termes des a;;; et on obtient une solution
unique avec ¢ € Z.

3. On va montrer qu’il existe des «;, 3;, v qui donnent les a;;i, ;i
désirés.
Il est facile de voir que les paires (a1, a2),(01,02) et (71,72) sont

uniquement déterminés, grace a (2), modulo un facteur scalaire non
nul dans K.

En outre, si ’on fixe (a1, a2) et (81, B2), alors (71,72) est uniquement
déterminé, ce qui nous assure que le triplet (11, I2, I3) est uniquement
déterminé modulo équivalence.

4. 11 nous reste & montrer que (aj,as),(f1,52) et (y1,72) sont
bien des idéaux de S.

Cela est facile & démontrer par calcul.

O

Définition 5 On dit que un triplet équilibré (11,15, 13) d’idéaur de S est
projectif si 11, I2, Is sont inversibles comme S-modules.

(Exemple : dans un anneau de Dedekind tout idéal fractionnaire est projec-
tif.)

Il est facile de vérifier par calcul que le triplet (I3, I2, I3) est projectif si et
seulement si A l'est. L’ensemble des classes d’équivalence de triplets équili-
brés projectifs est muni de la loi de groupe naturelle (Iy, Io, I3) - (I, 15, I%) =
(I111, I 1}, Is1}) qui le rend isomorphe & CIT (D) x CI* (D) par la projection
(I1,12,I3) — (11, I2).

Si on restreint le Théoréme 5 aux cubes projectifs, on obtient ’isomorphisme
suivant :

Théoréme 6 La bijection du Théoréme 5 se restreint a une corréspondance :
{cubes projectifs de discriminant D}/T « CIT (D) x CI*T(D)
qui est un isomorphisme de groupes.

Preuve Conséquence des Théorémes 1 et 3. 0



Remarque

Avec un petit calcul on peut remarquer que les formes normes de Iy, I, I3
sont exactement Q’f‘, Q‘24 et Q?. Il est donc facile d’obtenir les Théorémes 1
et 2.

4 Consequences

Comme on a dit, la loi du cube est une généralisation de la loi de compo-
sition de Gauss. En effet, en plus de nous donner la composition de formes
quadratiques binaires, cette loi nous fournit aussi :

1. composition de formes cubiques binaires (classiques);

2. composition de couples de formes quadratique binaires (classiques);
3. composition de couples de 2-formes quaternaires alternantes;

4. composition de 3-formes senaires alternantes.

On va donner comme exemple les deux premiéres, et on verra immédiatement
que les énoncés (et les démonstrations) sont des cas particuliers des énoncés
et des démonstrations qu’on a fait en général pour la loi du cube.

4.1 Formes cubiques binaires

On consideére le cube triplement symétrique :

'
S

g |_h

b/—g/

et on lui associe la forme cubique binaire ax® + bx?y + gzy? + hy>.
On obtient donc une inclusion :

v:Sym3 7% — 72 @ 7% ® 72,

de ’espace des cubes triplement symétriques (formes cubiques binaires) dans
I’espace des cubes.

On appelle projective une forme cubique binaire si elle correspond & un cube
projectif.

On a le Théoréme suivant :
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Théoréme 7 Soit D un entier = 0,1 mod 4, et soit Ciq,p la préimage du
cube identité Ay de discriminant D.

1l existe une unique loi de groupe sur l’ensemble des classes d’équivalence
modulo SLa(Z) des formes cubiques binaires projectives C de discriminant
D telle que :

1. [Cha,p] est lidentité additive ;

2. L’application qui envoie [C| — [t(C)] est un homomorphisme de groupes
dans le groupe des cubes modulo T'.

De facon semblable au Théoréme 5 on a maintenant un Théoréme qui nous
donne une nouvelle vision des formes cubiques binaires :

Théoréme 8 Il y a une bijection canonique entre l’ensemble des SLo(Z)-
orbites non dégénérées de Uespace Sym>Z? des formes cubiques binaires, et
l’ensemble des classes d’équivalence des triplets (S,1,6) ou S est un anneau
quadratique orienté non dégénéré , I est un idéal de S, et § est un élément
inversible de K = S ® Q tel que I3 C §-S et N(I)? = N(9).

(Ici deux triplets (S,1,6) et (S',1',¢") sont équivalents si il existe un iso-
morphisme ¢ : S — S’ et un élément Kk € S @ Q tel que I' = rP(I) et
§ = K34(5).)

Sous cette bijection, le discriminant d’une forme cubique binaire est égal au
discriminant de l’anneau quadratique correspondant.

En particulier, si on se restreint aux formes cubiques binaires projectives, et
I'on note Cl3(D) le groupe des classes d’idéaux dont 'ordre divise 3 dans
CI(S(D)), on obtient ’lhomomorphisme suivant :

Corollaire 1 Soit S(D) l'anneau quadratique de discriminant D.
Alors il y a un homomorphisme de groupes, naturel et surjectif,

{f.cub.bin.proj. de discr D modulo SLy(Z)} — Cl3(D),

qui envoie une forme cubique binaire C dans le S(D)-module I, ou (S(D), I,0)
est le triplet correspondant & C dans le Théoréeme 8. En outre, la cardinalité

du noyau de cet homomorphisme est |U/U3|, ot U est le groupe des unités
de S(D).
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4.2 Couples de formes quadratiques binaires

On considére le cube doublement symétrique :

d________e
a/l—b/

e

b/—c/

et on lui associe le couple de formes quadratiques binaires (ax? + 2bxy +
cy?, dx? + 2exy + fy?).
On obtient donc une inclusion :

v:7Z?®Sym?7? - 7’ ® 2* ® 72,

de I’espace des cubes triplement symetriques (formes cubiques binaires) dans
I’espace des cubes.

On appelle projectifs les couples qui proviennent d’un cube projectif.

On a donc les Théorémes suivants.

Théoréme 9 Soit D = 0,1 mod 4 et soit Biqp la préimage du cube idén-
tité par v. Alors, il existe une unique loi de groupe sur l’ensemble des classes
d’équivalence modulo SLy(Z) x SLa(7Z) des couples projectifs de formes qua-
dratiques binaires B de discriminant D, telle que :

1. [Bia,p| est Uidéntité additive ;

2. L’application qui envoye [B] — [v(B)] est un homomorphisme de groupes
dans le groupe des cubes projectifs.

Théoréme 10 Il existe une bijection canonique entre l’ensemble des SLo(Z) X
SLy(Z)-orbites non dégénérées dans lespace 7.2 @ Sym?7Z2, et I’ensemble des
classes d’isomorphisme des couples (S, (I1,12,13)), ot S est un anneau qua-
dratique orienté non dégénéré et (11,1, 13) est une classe d’équivalence de
triplets équilibrés de S telle que Is = I3. Sous cette bijection, le discrimi-
nant d’un couple de formes binaires quadratiques est égal au discriminant de
lanneau quadratique correspondant.
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