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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables
réelles

1.1 La notion de dérivée

1.1.1 Définitions

— Cas général.
Définition 1.1 Soient E et F deux e.v.n. Soit U un ouvert de E.
On dit qu’une application f de U dans F est dérivable en xo € U, s’il existe
une application linéaire continue L telle que Yh € E vérifiant xo+ h € U,

f(zo+h) = f(xo) + L(h) + ||| ge(o, h) (1.1)

avec lim ||le(xg, h = 0.
i e, )] e

L’application L est la dérivée de f et est souvent notée f'(xq), Df(xy) ou
encore — (o).

— Cas particulier : £ = R.
On pose h = x — xy dans la définition précédente :
Définition 1.2 Soit F' un e.v.n. Soit U un intervalle de R.
On dit qu’une application f de U dans F' est dérivable en xq € U, s’il existe
une application linéaire continue L telle que Vx € U,

f(@) = fwo) + Lz — wo) + [ — wole(x, z0) (1.2)

avec lim e(x,x0) = Op.

T—T0




Si de plus F' = R, lapplication L s’écrit L(z — xy) = a.(x — zg) ot a € R. Par abus
de notation, a est aussi noté f'(zy). La définition précédente se réécrit donc :

f(@) = f(zo) + ['(w0)-(x — o) + |z — ole(x, zo) (1.3)
soit encore,
=T _ )+ (am0) (1.4

avec lim €(z,x¢) = OF.

T—T0
On retrouve alors la définition vue au lycée : f'(x¢) = lim M.

T—T0 Tr — X
(Si F =R", alors a € R™.)
Remarque :
— Sih =x—x¢ > 0, alors on parle de dérivée a droite f}(x¢), et sih =x—x¢ <
0 de dérivée & gauche f; (o).
— L’application f est dérivable en x( si et seulement si f est dérivable a droite
et a gauche et fj(zo) = f; (o).

Définition 1.3 L’application f est dite dérivable sur U, si f est dérivable en tout
point de U.

Définition 1.4 L’application f est dérivable dans la direction v en zy si la
tv) —
limite Pn% f(xo + 7;) f (o)

existe.

Remarque : Une application peut admettre des dérivées en un point dans toutes
les directions sans étre dérivable en ce point.

Exemple : Soit f définie de R? dans R par :

1‘6

flo,y) = vy -
0 (x,y) = (0,0)

i (@) #00)

1.1.2 Propriétés élémentaires

Théoréme 1.1 Si ['application f est dérivable en xo € U, alors sa dérivée est
unique.



Démonstration: En utilisant les définitions. [

Théoréme 1.2 Si lapplication f est dérivable en xo € U, alors f est continue en
Zo-

Démonstration: En utilisant les définitions. [

Théoréme 1.3 Dérivée d’une application linéaire
Soient E et F deuzx e.v.n., U un ouvert de E, et f une application linéaire de E

dans F'. Alors f est dérivable sur U et Yz € U, f'(z) = f.

Démonstration: En utilisant les définitions. n

Théoréme 1.4 Dérivée d’une application bilinéaire
Une application bilinéaire continue est dérivable en tout point (x1,z3) € E1 X Fs, et
sa dérivée en ce point est l'application linéaire de 1 X Fo dans F' :

(hl, hg) — Df(ﬁl, I’Q)(hl, hg) = f(hl, 112'2) + f(l‘l, hg) (15)

Démonstration: Comme f est bilinéaire,

f(@1+ hi, o+ he) = f(z1,22) + f(hi,22) + f(21, ho) + f(ha, ho), (1.6)
donc,
1 (@1 + by, w2 4 he) = f(21,32) — f(h1,22) — fz1, ha)|| = [[f(ha, ha)]]
< |fIA?

Montrons que D f est bien continue (elle est trivialement linéaire). Nous avons,

1f Chas w2) + F (e, ha) | < WA Cllall[[Pa ]l + 2|l A2l])- (1.7)

Nous avons alors :

1f Chas w2) + f (e, ha) || < 2[[fI TR, (1.8)

ou ||h|| = sup(||h1]], ||h2]|). Ce qui prouve la continuité de I’application linéaire.



Théoréme 1.5 Dérivée d’une application composée

Soient B, F,G trois e.v.n., U un ouvert de E, V un ouwvert de F', f : U — F et
g:V — G deux applications, et a un point de U tel que f(a) appartienne a V.. On
suppose [ dérivable en a et g dérivable en f(a).

Alors lapplication g o f est dérivable en a, et a pour dérivée en ce point :

D(go f)(a) = Dg(f(a))o Df(a) (1.9)
Démonstration: En utilisant les définitions. [

Application : Dérivée d'un produit

Soient £/ un e.v.n. sur K = R ou C, f et g deux applications d’un ouvert U de F
dans K| et 2o un point de U. Posons h = fg. L’application h est composée de (f, g) :
U — KxK et de 'application bilinéaire continue ¢ : Kx K — K, ¢(y1,y2) = 12
Si f et g sont dérivables en zg, h = fg l'est aussi et nous avons, pour tout k € F,
la formule de Leibniz,

Dh(zo)(k) = f(x0).Dg(x0)(k) + D f(x0)(k).g(z0) (1.10)

Corollaire 1.1 5i f est dérivable dans U et g dérivable dans V, Uapplication com-
posée g o f est dérivable dans son domaine de définition U N f~1(V).

Théoréme 1.6 Linéarité de la dérivation

Soient f et g, deux applications de E dans F, dérivables sur U ouvert de E, et o et
G deuz scalaires.

L’application af + Bg est dérivable sur U, et (af + Bg) = af' + B4'.

Démonstration: En utilisant les définitions. ]

Théoréme 1.7 Applications constantes
Toute application constante est dérivable, et sa dérivée est identiquement nulle.

1.2 Applications partielles et dérivées partielles

1.2.1 Applications partielles

Définition 1.5 Soit U un ouvert d’un produit E = E; X Ey de deux espaces vecto-
riels normés Ey et Es, et f : U — F une application de U dans F (e.v.n.). f est



Uapplication de 2 variables (x1,x9) — f(x1,x9). Soit a = (ay,as) un point de U.
On appelle premiére application partielle associée a f au point a, ’application,

x1 +— f(x1,a9) (1.11)
Elle est définie sur l'ouvert de Fr,
Uy ={z1 € Ey|(x1,a2) € U}. (1.12)
On appelle seconde application partielle associée a f au point a, l'application,
xo — f(ay, z2) (1.13)
Elle est définie sur l'ouvert de Fs,
Uy = {xy € Es|(ay,x9) € U}. (1.14)

1.2.2 Dérivées partielles

Définition 1.6 Si la premiére application partielle associée a f au point a est dé-
rivable au point a1 € Uy, sa dérivée en ce point est appelée dérivée partielle de f

par rapport & sa premiére variable au point a, et notée f, (a), D1f(a) ou ——(a).

81’1

De méme pour la seconde variable.

Les définitions précédentes s’étendent aux applications définies sur un ouvert d’un
produit de n espaces vectoriels normés.

Proposition 1.1 Si lapplication f est dérivable au point a = (ay,as) € U, les deux
applications partielles associées a f au point a sont dérivables, respectivement au
point a1 € Uy et au point as € Us, et on a la relation

Fa)(h) = £ (a)(hy) + £, (a)(ha), h=(hi,hy) € E=Ey x B (115)

Démonstration: La premiére application partielle est la composée de 1'ap-
plication injective z; +— (x1,a2) et de Papplication f. Elle est donc dérivable,
et sa dérivée s’obtient par la formule de dérivation des applications composées
(@) (h1) = f'(a)(ha,0).

De méme pour la seconde application partielle. [ |

Remarque : On notera que lexistence des dérivées partielles ne suffit pas
pour assurer la dérivabilité de f.



Théoréme 1.8 Pour qu’une application f, définie sur un ouvert de Fy X ... x E,, soit

existent et soient continues

dérivable en a, il suffit que les n dérivées partielles 5
T

en a.

Théoréme 1.9 Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, ou E = Fy X ... X
E,, est un produit de n espaces vectoriels. Soient U un ouvert de E, et V un ouvert
de F'. Soient f une application dérivable de U dans F' et g une application dérivable
de V dans G. Alors pour tout a € U tel que f(a) € V,

9i(g o f)(a) = Dy(f(a)) 0 9;f(a) (1.16)

1.3 Application a valeurs dans un espace produit

Exemple : Application a valeurs dans C.

Composantes d’une application :

Soit U un ouvert d'un espace vectoriel normé FE, et ' = F; x F5 un produit de
deux espaces vectoriels normés Fi et F5. Soient p; : FF — F) et py : F' — Fy les
projections (applications linéaires continues). Soit f : U — F une application de
U dans F'. Les applications f; = pyo f et fo = ps o f de U dans les espaces I} et
F; sont appelées composantes de 'application f.

Proposition 1.2 Une application f de U dans F = Fy x Fy est dérivable en a € U
si et seulement si fi = pyo f et fo = pyo [ sont dérivables en a. Lorsque c’est le
cas, on a :

Df(a) = (Dfi(a),Dfa(a)), Dfila)=pioDf(a), Dfsa)=pyoDf(a). (1.17)

De méme, [ est dérivable dans U, si et seulement si fi et fy le sont.

Démonstration: Supposons f dérivable en xy. Les projections p; et p, étant
linéaires, continues, sont dérivables, et nous avons :

D fi(xo) = D(p1 o f)(w0) = Dp1(f(x0)) o Df(x0) = p1 o D f(xo), (1.18)

et, de méme,

D fy(x0) = p2 0 D f(x0). (1.19)

10



Réciproquement, supposons f; et fo dérivables en xy. Munissons F; X Fy, par
exemple, de la norme [[(y1, y2)[loo = sup(llyal], [|v2[l), et posons pour tout h € E,

L(h) = (D fi(zo)(h), D fo(x0)(h)). (1.20)
Nous avons pour tout z € U,

1f(2) = f(zo) = Lz = zo)|| = supieqi o) [ fi(2) = filxo) = Dfi(xo)( — zo)|

=z = xollplle(x — o)l r.

Cela prouve que f est dérivable en x, et admet en ce point L pour dérivée. [ ]

Remarque :
— Le cas ot f est dérivable dans U se déduit immédiatement, car Df =
(Df1, Dfsy) est continue si et seulement si ses deux composantes le sont.
— La proposition se généralise au cas ou F' = F; x Fy x ... X F}, est le produit
d’un nombre fini n d’espaces vectoriels normés.

1.3.1 Applications de R"” dans RP?.

Supposons données une base (¢;)1<i<, de R et une base (€;>1§j§p de R?; et soit
U un ouvert de R". Si f : U — RP est une application dérivable au point a € U,
l'application linéaire f’(a) est déterminée par la donnée de sa matrice dans les
bases (e;) et (€}). Cette matrice est appelée la matrice jacobienne de f au point
a dans les bases (e;) et (€}).
Les vecteurs colonnes de cette matrice sont formés avec les composantes des n

vecteurs o dans la base (€]).
La matrice jacobienne de f au point a est la (p, n)-matrice :
g—cﬁ(a) %(a)
Ty(a) =
o) . Pea)

Si n = p, le déterminant de la matrice jacobienne est appelé jacobien de I'applica-

11



tion f au point a dans les bases considérées :

g—:ﬁ(a) %(a)
Jy(a) =
L) . F(a)

Divergence et rotationnel dans R3

Définition 1.7 Soit f une application définie sur R? et a valeurs dans R3 ayant
pour composantes fi, fo et fz. On appelle divergence de f lapplication de R® dans

R définie par :
Ofv  0f»  0fs

dZ'Uf - Vf - 8271 + 8$2 + 8I3.

(1.21)

Cette définition se généralise en dimension quelconque.

Définition 1.8 Soit f une application définie sur R et a valeurs dans R® ayant
pour composantes fi, fo et fz. On appelle rotationnel de f Uapplication de R® dans
R? définie par :

ofs 0t
8332 81’3

_| A  Ofs

TOtf N 8273 (91‘1
of, _ofh

61’1 8x2

1.3.2 Espaces C°(U,F) et CY(U, F)

Définition 1.9 L’ensemble des applications continues de U dans F' est un espace
vectoriel noté C°(U, F).

Les applications dérivables sur U dont la dérivée f' est continue sur U sont dites
contintiment dérivables ou de classe C' sur U. L’ensemble de ces applications
est noté C'(U, F).

Théoréme 1.10 C*(U, F) est un sous-espace vectoriel de C°(U, F).

12



Théoréme 1.11 Soit f une application définie sur un owvert U de E = FyX...x E,.
Pour que f soit de classe C* sur U, il faut et il suffit que chacune des dérivées
partielles existe et soit continue sur U.

1.4 Deérivées d’ordre supérieur

Définition 1.10 Soient k € N, f une application de U ouvert de E (e.v.n.) dans
F(e.wn.). [ est dite :
— de classe C° sur U si elle est continue sur U
— de classe C*t1 sur U si elle est dérivable sur U et si sa dérivée f' est de
classe CF sur U
— de classe C'* sur U si elle est de classe C* pour tout entier k.

Remarques :
— Vk € NU {00}, on note C*(U, F) 'ensemble des applications de classe C* sur

U a valeurs dans F'. .

A d
— La dérivée k¢ de f est notée f8) DFf ou d_J’:’ et est définie par récurrence,
x

fO=f f®=D(*). (1.22)

Théoréme 1.12 La composée d’applications de classe C* est une application de
classe C*.

Proposition 1.3 Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et
fune application de U dans F. Pourt tout entiern > 1, [’ensemble des applications de
U dans F n fois dérivables en un point a € U est un espace vectoriel, et l'application
qut associe a une application élément de cet espace sa dérivée d’ordre n au point a
est linéaire.

Démonstration: Par récurrence. [ ]

1.4.1 Symétrie des dérivées d’ordre supérieur

Théoréme 1.13 Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E
et f une application de U dans F. On suppose f deux fois dérivable en un point
a € U. Sa dérivée seconde f"(a) au point a est une application bilinéaire continue
et symétrique de E* dans F.

(i.e. ¥(h,k) € E*  f"(a)(h,k) = f"(a)(k,h))

13



Théoréme 1.14 Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E
et f une application de U dans F. On suppose f n fois dérivable en un point a € U.
Sa dérivée d’ordre n f™ (a) au point a est une application multilinéaire continue et
symétrique de E™ dans F.

Théoréme 1.15 (Schwarz) Soit f une application définie sur un ouvert U de R™ a
valeurs dans F (e.v.n.) telle que la dérivée d’ordre p f®) existe au point a € U.

orf
(?xil..axip
(i.e. la valeur d’une dérivée partielle d’ordre p ne change pas lorsqu’on change [’ordre
des dérivations successives)

Alors la dérivée partielle est une application symétrique de iy, ..., .

Théoréme 1.16 (Schwarz avec n=p=2) Soit f une application définie sur un ouvert
U de R? a valeurs dans F (e.v.n.) telle que la dérivée seconde f existe au point
acU.
Alors on a : 5 52
=2
xdy yox

(1.23)

1.4.2 Applications de classe C* par morceaux

Soit f une application définie sur un segment [a,b] de R & valeurs dans F.

Définition 1.11 f est dite de classe C* par morceaux sur [a,b], s’il existe
une subdivision (ag,ay,...,a,) de [a,b] telle que la restriction de f a chacun des
intervalles |a;_1, a;| soit prolongeable en une application de classe C* sur [a;_1, a;].

Théoréme 1.17 Soit I un intervalle de R et f une application de I dans F. St
f est continue sur I et de classe C' par morceauzs sur cet intervalle, alors f est
constante sur I si et seulement si f' = 0.

1.4.3 Difféeomorphismes de classe C*

Définition 1.12 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de
E et f une application de U dans F. On dit que f est un difféomorphisme de U
sur un ouwvert V de F, si f est dérivable sur U, est une bijection de U sur V, et
si Uapplication réciproque f~ 1V — E est dérivable sur V. On dit que f est un
difféomorphisme de classe C si f est un difféomorphisme et si f et f~1 sont de classe

Cc*.

14



Définition 1.13 On dit que f est un C*-difféormorphisme si f est un difféomor-
phisme et si f et [~ sont de classe CF.

1.4.4 Théoréme d’inversion globale
Cas scalaire

Théoréme 1.18 Soit U un intervalle de R, et ¢ une application de classe C* de U
dans R. L’application ¢ sera un C*-difféeomorphisme de Uintervalle U dans l'inter-
valle p(U) si et seulement s,

Vo e U, ¢'(x) # 0. (1.24)

Démonstration: Nous allons détailler la démonstration pour le cas k = 1. Le cas
k quelconque se déduit par récurrence.

Démonstration en 2 parties.
— Montrons que : ¢ C'-diffeomorphisme de U dans ¢(U) = Vo € U, ¢'(z) #

0.
Par définition, ¢! est C'. Nous avons alors ¢! o ¢ = Id. En dérivant cette
égalité :
Vo € U¢™" 09)(z) = (¢7) (6(x)) 0 ¢ (2) = 1. (1.25)
(Etant dans R, 'opération o est ici une multiplication)
Donc,
Vo e Ug'(x) # 0. (1.26)
— Montrons que : Vo € U, ¢'(z) # 0 = ¢ C'-diffecomorphisme de U dans
o(U).

¢ est strictement monotone et continue, elle est donc injective, et donc bijective
de U dans ¢(U).¢~! est donc aussi continue.

Montrons que ¢! est dérivable. Soit yo € ¢(U) et y € ¢(U),y # yo. Alors Iz
et zg € U tels que ¢(xg) = yo et ¢(z) = y.

—1(y) _ H—1 _
yh_glo qb (y:; — Z)O (y0> _ xli_{l;jlo m _ ((bl(xo))fl. (127)
Donc ¢! est dérivable car ¢/(x() est non nul.
Nous en déduisons,
(07 (y0) = (¢" 0 ¢~ (30)) ™" (1.28)

qui est continue (composée d’applications continues).
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Cas général

Théoréme 1.19 Soit f une application de classe C' définie sur un owvert U de E
et a valeurs dans F', ou E et ' sont deux espaces de Banach.

Si [ est injective et si Vx € U, f'(x) est un isomorphisme de E sur F alors f(U) est
un ouvert de F et f est un difféomorphisme de classe C* de U sur f(U).

Remarque :

Ce dernier résultat peut étre utilisé pour effectuer un changement de variables
dans un calcul d’intégrales multiples. Dans le cas ou £ = F' = R", on obtient une
condition pour le changement de variables : f’(z) isomorphisme < le jacobien ne
s’annule pas.

1.5 Extrema d’une application a valeurs dans R

1.5.1 Cas général

Définition 1.14 Soit f une application définie sur une partie U d’un espace vec-
toriel E a valeurs dans R. On dit que [application f admet un minimum lo-
cal en un point a € U, s’il existe un voisinage V de a dans E tel que, pour tout
xeVnU, f(z)> f(a).

On dit que f admet un maximum local au point a si —f admet un minimum local
en a.

L’extremum sera dit stricte si Vo € V N U, x # a, linégalité est stricte.

Théoréme 1.20 Si [’application f admet en un point a intérieur a U un extremum
local, et si f est dérivable en a, sa dérivée en ce point est nulle.

Démonstration: Supposons que a € U soit un extremum. Pour tout h € E, on
pose

W(t) = fa+ th) (1.29)

qui est définie sur un voisinage ouvert de 0, image réciproque de U par I'application
t — a+th. Le point ¢t = 0 est alors un extremum de 1, et on a ¢/(0) = f’(a)(h) =0
pour tout h € E. Donc f'(a) = 0. [
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Proposition 1.4 Soient U un ouvert de R™, et f : U — R une application de classe
C'. Si f a un extremum local en un point a € U, alors pour tout i € {1,....,n}, on

of , .
oz, (a) = 0.

a

Remarque :
Attention la réciproque est fausse.

Définition 1.15 Soit f une application de classe Ct. Si toutes les dérivées partielles
premieres de f sont nulles au point a, on dit que a est un point critique de f.

Pour qu’une application de classe C! ait un extremum local en a, il faut que a soit
un point critique de f.

1.5.2 Cas d’une application de deux variables

Proposition 1.5 Soient U un ouvert de R%, f : U — R une application de classe
C? a = (aj,a3) € U et h = (hy, hy) € R? tel que le segment [a,a + h] soit contenu
dans U. On peut alors écrire le développement de Taylor - Young de f a l'ordre 2 :

0 0 1
flayr+hy, ax+hy) = f(ay, G2)+—f(@17 ag).h1+_f<a1, a2).ha+=Qay a5 (h1, ho)+| 1| *e(h),
(9:131 (9372 2 ( )
1.30

avec

2 2 2
Qal,ag(hh hg) = g—x‘;(al, (IQ).h% + 2%(@1, a2).h1.h2 + g—xg(al, ag).hg (131)
Supposons que a est un point critique de f, alors :
— 80 Qay.a5(h1, ha) > 0 quel que soit (hy, ha) # (0,0) alors f a un minimum local
en (ay,as).
— 51 Qay an(h1, ho) < 0 quel que soit (hy, he) # (0,0) alors f a un mazimum local
en (ay,az).
— Sl eziste (hy, ha) tel que Quy ay(h1, ha) > 0 et (ky1, ko) tel que Quy oy (K1, k2) <0,

alors f n’a ni maximum local, ni minimum local en (ay,as).

En pratique :
On définit la forme quadratique,

Q(X,Y) =pX? +2¢XY +rY? (1.32)
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ou

0*f
p = @(ah@)
S AN
q - axa a’17a/2
82
ro= Tyﬁ(%ﬂz)

Supposons p # 0. On a alors,

2 2 — ¢
QX,Y) =p (X2 + ?QXY + gw) — ((X + %Y) + Tppz d Y2> C(1.33)

— Sirp —¢* > 0 alors pour tout (X,Y) # (0,0), Q(X,Y) a le signe de p.

— Sirp—¢* <0 alors Q(1,0) a le signe de p et Q(—¢q/p,1) a le signe de —p : il
n’y a ni maximum local, ni minimum local au point (ay, as).

— Sirp—¢* = 0 alors Q(X,Y) est nul ou a le signe de p : la proposition ne
s’applique pas, on ne peut donc rien conclure.
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Chapitre 2

Séries de Fourier

2.1 Introduction : Panalyse des signaux

La théorie du signal a pour objet I’étude des signaux et des systémes qui les trans-
mettent. Mais qu’est-ce qu’'un signal 7 La notion de signal est trés variée. Cela peut
étre I’évolution d’une quantité qui dépend du temps, de l'espace, d’une fréquence
ou de toute autre variable. Ces quantités mesurables seront appelées signaux ; elles
correspondent en mathématiques a la notion de fonction, ou plus exactement & celle
de distribution. Il y a différentes fagons de considérer un signal :

— déterministe ou aléatoire

— la variable peut étre continue (signal analogique) = = x(t) par exemple, ou

discréte(signal discret) x = (x,,)nez. Un signal discret sera souvent obtenu par
échantillonnage d’un signal analogique.
Nous ne considérons dans ce chapitre que des signaux déterministes.
On appelle systéme toute entité (appareil physique, opérateur mathématique, etc)
qui recoit un signal d’entrée, et fournit un signal de sortie. S’il y a plusieurs signaux
d’entrée ou de sortie, on dira alors que le signal est vectoriel. En théorie du signal,
on ne s’intéresse pas nécessairement aux composantes du systéme, mais surtout a
la fagon dont il transforme un signal d’entrée en un signal de sortie. C’est une boite
noire modélisée par un opérateur agissant sur des fonctions :

y = Ax (2.1)

avec z € X ensemble des signaux d’entrée, et y € Y ensemble des signaux de sortie.
Exemples de signaux :
— fonction de Heaviside : s(t) =0sit <0et s(t)=1sit >0.
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— signal sinusoidal (ou monochromatique) s(t) = a cos(wt + ¢) ol

la| = max |s(t)] est "'amplitude du signal

w est la pulsation

a = 2;” est la plus petit période

A= % est la fréquence

@ est la phase initiale.
Les valeurs d'un signal sont, en principe, des nombres réels, et la fréquence un nombre
positif. Cependant, on utilise souvent une fonction a valeurs complexes pour repré-
senter des signaux z(t) = ae'@*¥). Cette écriture conduit a 'emploi de fréquences
négatives, ce qui physiquement n’a aucun sens. Le signal z(¢) peut aussi s’écrire
2(t) = Be*™ ou B est complexe et inclut la phase initiale .

2.2 Série de Fourier d’une fonction 27-périodique

On note CMs, 'espace vectoriel des applications de R dans C, 27-périodiques
et continues par morceaux.

2.2.1 Polynoémes trigonométriques

Définition 2.1 On définit les suites de fonctions (en)nez, (Tn)nez €t (Sp)nez par :
— e R—=C, tre™
-1, R—=R, t~ cos(nt)
-8, :R—R, > sin(nt)

On note P, les sous espaces vectoriels de CMy, engendré par {ey; —n < k < n}.

Proposition 2.1 Pour toutn € N, on a :
1. Pp=Vect(ro,m,++ ,Tn, 81,82, ,Sn)-
2. dim P, =2n+1

Démonstration:
1. Il suffit d’utiliser les relations entre r,, s, et €,.

2. On montre que la famille {e; —n < k < n} est libre.

Soit (Ar)—n<k<n une famille de nombres complexes t.q. Z Ager = 0.

k=—n
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Alors

k=—n
— VYt e R’ Aine—int + )\,(nfl)e_i(n_l)t S )\neint -0

- Vt S R’ )\—n ‘I’ Af(nfl)eit + Cee + )\neiQTLt — 0
2w ' |
— / )\,n —+ )\—(n—l)elt 44 )\nel2ntdt _ O
0

= A_, =0.

On montre ainsi que A_(,_1y = 0, puis que A, = 0 pour tout k € {—n,--- ,n}.
[

Définition 2.2 L’ensemble U,enP, est appelé ensemble des polyndmes trigono-
métriques. Un polynome trigonométrique P peut donc s’écrire sous la forme
n n

P = Z aper = Qg + Z(Ozk + a,k)rk -+ z(ak — Oé,k)Sk.
k=—n k=1

2.2.2 Coefficients de Fourier d’une fonction 27-périodique
Deﬁnltlon 2.3 Soit € CMsy,. Pour tout n € Z, on pose

T meea ()

Les coeﬂiczents cn(f) sont appelés coefficients de Fourier de f. Le coefficient ¢y est
la valeur moyenne de f sur une période.

Exemple : Si f est un polyndéme trigonométrique alors ¢, = ay.

Proposition 2.2 Soit f € CMsy,. On a :
LVneZ, o) =ca().

2. Soit g(t) = f(—t). Alors g € CMay et on a c,(g9) = c_n(f). En particulier, si
[ est paire alors ¢, (f) = c_n(f) et si f est impaire alors c,(f) = —c_n(f).

3. 8i f € CMay alors la suite (c,(f))n est bornée et |c,(f)| < sup|f(t)].
teR

21



Démonstration: FEvidente |
Proposition 2.3 Soit f continue, 2r-périodique et de classe C* par morceauz sur

R. Alors c,(f") = inc,(f).

Démonstration: On effectue une intégration par partie dans l'intégrale du calcul

de ¢, (f"). [

Rem : Le résultat s’étend facilement au calcul des coefficients de Fourier des dérivées
successives des fonctions de classe C* par morceaux sur R.

2.2.3 Coefficients trigonométriques d’une fonction 27-
périodique

Définition 2.4 Soit f € CMs,. On appelle coefficients trigonométriques de f les
coefficients

WneN, an(f) = % / " () cos(nt)dt,

WneN, by(f) = % / " () sin(nt)dt.

Proposition 2.4 Soit f € CMy,. On a :

1. an(f) = ca(f) +conlf); bulf) = i(ealf) — conlf))-
2. Si f est paire alors, ¥n € N*,  b,(f) =0.
3. Si f est impaire alors, Yn € N, a,(f) = 0.

. Si f est continue et de classe C' par morceaux sur R, alors Vn € N*, a,(f') =
p

nbn(f), et bu(f') = —nan(f).

Démonstration: Evidente n

2.2.4 Série de Fourier - Définition

Définition 2.5 Soit f € CMs,. On appelle série de Fourier de f la série de fonc-
tion de R dans C :

S cuthen =" 43 @)+ b5

nez n>1
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Si on note (Sy)pen la suite des sommes partielles de cette série de fonctions, on a

p

Ve eR,VpEN, S,(f)x) = > culf)e™

n=-—p

(an(f) cos(nz) + b, (f)sin(nx))

2.3 Convergence en moyenne quadratique

2.3.1 L’espace Co;

Définition 2.6 L’espace vectoriel des fonctions continues et 2mw-périodiques de R
dans C est noté Cor. C’est un sous-espace vectoriel de CMos.

Définition 2.7 On définit Vf,g € Cor :

(f]g) = / ji0)

C’est un produit scalaire de Cor X Con dans C. La norme associée est notée ||.||o et
est définie pour tout f € Cor par :

113 = (10) = 5= [ 1P

—T

Rappel :
— (.].) est sesquilinéaire (linéaire par rapport a la seconde variable et semi-linéaire
ou anti-linéaire) par rapport a la premiére variable).

(
~ (|-) est hermitienne ((f|g) = (g[/))
— (.|.) est définie positive (définie : (f|f) =0 = f =0; positive : (f|f) > 0).

Proposition 2.5 La famille (e,)nez est une famille orthonormale de Cor, et pour
tout f € Car, pour tout n € N, c,(f) = (en|f)-

Démonstration: Evidente n
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2.3.2 Convergence dans I’espace Co;

Définition 2.8 Soit p € N*. On note P, le sous-espace vectoriel de Cor engendré

par (en)—pSnSp'

Proposition 2.6 Soit f € Cyr. Soit (S,(f)), la suite des sommes partielles de la
série de Fourier de f. Pour tout p € N*, S,(f) est la projection de f sur P,. En
particulier,

A5 = 1Sp(Ollz + 1f = So(Hllz - (%)

Démonstration: Comme P, est un sous-espace vectoriel de dimension finie de
I'espace Car, on peut considérer la projection orthogonale ¢(f) de f sur P,. On

sait que (e,)nez est une famille orthonormale de Car, donc (e,)—_p<n<, €st une base
p p

de P,. Ainsi, ¢(f) = Z (en|f)en = Z cn(f)en = Sp(f). La relation () est une
n=—p n=—p
application du théoréme de Pythagore. [ |

Théoréme 2.1 (convergence en moyenne quadratique dans Coy )
Soit f € Cor. Alors la suite (S,(f)), converge vers f dans espace vectoriel normé

(CQ7r> HHQ) :
i [1f = 5,72 = 0.

Démonstration: Admis [

Théoréme 2.2 Formule de Parseval
Soit f € Cor. Alors :

1 ™

198 = 5. | ISP
- f eal NI
_ “(’éf)2+%§!an(f)|2+\bn(f>|2
+o0 p i
o 3 lealF =pgrpoon§_jp|cn<f>|2
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Démonstration: Calculons ||S,(f)||3. Comme (e,,)_p<n<p st une base orthonor-
male de P,, on a :

1Sp(HIIZ = Z (enl enllz

= | Z cn(fenlls
n=—p
Z () 2

IcO(f)!2 + Z [en(F)IF + lean()I
Zlan PIF +1ba(H)F

On applique le théoréeme de Pythagore :

A5 = 1Sp (OIS + 1Lf = Sp(H3
On en déduit que [15,(f)|5 < [If1I5.

Donc les suites (Z |cn(f)]2> , (Z |an(f)]2) , et (Z \bn(f)IQ) sont
peN pEN* n=1 pEN~

n=—p n=1

majorées. Comme elles sont également croissantes, elles sont donc convergentes.

On passe a la limite p — +o00 dans I’égalité de Pythagore.
Comme 1i£rn lf = Sp(f)ll2 =0, on obtient alors le résultat. n
p——+00

La démonstration précédente permet également d’obtenir 'inégalité de Bessel :

Théoréme 2.3 Inégalité de Bessel

S lenl P < If13
ao;f) +%Z|an(f)’2+|b”(f)|2 < Ifl3
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Corollaire 2.1 L’application

Cor — {u:2Z—C}
fo= (enlf))nez

est injective.

Démonstration: Soient f et g dans Ca, telles que (¢, (f))n = (cn(g))n. Alors

pour tout n € Z, ¢,(f) = cn(g). Cela entraine Vn € Z, ¢,(f — g) = 0. Donc
+oo

If = gl3= > lealf —g)* =0t donc f =g. n

n=—oo

Corollaire 2.2 Soient f et g dans Cor. Le produit scalaire de f et g peut alors
s’exprimer en fonction des coefficients de Fourier de f et de g :

+00

(flg) = D ealHealy)

n=—oo

Démonstration: Continuité du produit scalaire et passage a la limite p — +o00.

Soit p € N*. Alors :
p

(Sp(f)I59(9)) = Z Cn(—f)cn(g)'

n=-—p

Donc :

(flg) = lim (Sp(f)|9(9)) -

p—Foo

2.3.3 Extension au cas des fonctions continues par morceaux

Définition 2.9 Soit f € CMs,. On définit la fonction régularisée de f, notée f, €

CMo, par :
f@®) + fla7)
2

ot f(xT) et f(x™) désignent respectivement les limites a droite et a gauche de f en
x.
En particulier, f.(x) = f(z) en tout point ot f est continue.

Ve e R, f(x) =
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Rem : Comme f et f, ne différent qu’en un nombre fini de points, on a || f||2 = || f-||2-

Définition 2.10 On introduit le sous-espace vectoriel de CMa, constitué des fonc-
tions g vérifiant g = g,. Il est noté Dy,.

Proposition 2.7 L’application
DQT‘— XDQﬂ— — C

(fr9) = (flg) ==

5 | Tate)a

est un produit scalaire sur Do.
™

1
La norme associée est encore notée ||.||a : Vf € Dax, ||fl5 = / |f(t)|? dt.
27

—T

Démonstration: Démonstration analogue a celle sur Co,. Pour le caractére
"défini-positif", on se place sur les segments inclus dans [—m, 7| ou f est conti-
nue. [ |
Le théoréme de convergence quadratique est vrai dans D,,. Par conséquent, pour
tout f € CMay,,

hm [ fr = Sp(fr)ll2 =0, et Lim [[S,(f)ll2 = [If]l2
p—-+o00 p—+o0

On peut en déduire alors la formule de Parseval :

Théoréme 2.4 (Formule de Parseval)

1£3 = —/ (0P di = —/ () dt

= Z ‘Cn fr Z |Cn

n=—oo n=—0oo

Zlan PIE+1ba(H)

Démonstration: Admis ]
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2.4 Convergence ponctuelle

2.4.1 Convergence normale de la série de Fourier

Théoréme 2.5 Soit f une fonction 2mw-périodique, continue et C* par morceaux sur
R. Alors la série de fonctions (série de Fourier de f)

f)+ Z (cn(f) en +con(f) e-n)

neN*
converge normalement vers f sur R.
Démonstration: Démonstration en deux étapes. Nous allons d’abord montrer que

la série de fonctions Z (cn(f) en + c_n(f)e_n) converge normalement sur R, puis

nous montrerons ensuite que sa limite est bien f.
Etudions ||¢,(f) en + c—n(f) €—nlloo- On a :

ch(f) €n+C—n<f) e*”Hoo — Stlel]g'(:”(f) €int+C,n(f) e—int‘

< lea(N] len ()]

Soit n € Z*. Nous avons vu que ¢,(f') =inc,(f), donc :
1 /1
) <3 (s HlalR).

n
1 1 1
lealr) en +cnlf) e-alloo < =5+ ZlenlFE + Slenl )P

Comme [ € CMa,, les séries numériques > |c,(f/)]? et > Jc_n(f')]* convergent,

YneZ", |e(f)]=

D’ou :

et comme Z 5 converge également, on en déduit que Z (cn(f) en+c_n(fe—n)
neN*
converge normalement sur R.

Deuxiéme partie de la démonstration, il faut maintenant montrer que la limite de
cette série de fonctions est bien f.
Soit S la fonction définie par :

S(t) = co(f +Z (en(f) en(t) + con(fe—n(t))
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Montrons que S = f. Comme la convergence de la série numérique précédente est
normale et comme

VpeN*, tscof +Z el f) en(t) + con(fe—n(t))

est continue, on en déduit que S est continue sur R. De plus, S est 27w-périodique
(puisque Vn € N*| e, et e_, sont 2m-périodiques). Donc S € Cy,, et on peut calculer
ses coefficients de Fourier :

1 s

cx(S) = | S(t)e * qt
_ % +2 ea(f) enlt) + c-n(f) e—a(t)) e dt

_ 1 " —ikt 1 S " z(n k)t 1 o " —i(n+k)t
_ 27Tco(f)/ c dt+2Wch(f)/ Vit =S eln) [ e i

-T n=1 -m n=1 -

On trouve donc que ¢ (S) = cx(f), Vk € Z.
Donc S et f sont deux fonctions de Co, ayant les mémes coefficients de Fourier, d’ou

S=F. [ ]

2.4.2 Convergence simple de la série de Fourier

Théoréme 2.6 (Théoreme de Dirichlet)
Soit f une fonction 2w-périodique et de classe C1 par morceauz sur R. Alors la série

de Fourier de f, co(f) —|—Z cn(f) en + c_n(f) e_pn, converge simplement sur R et sa
somme est égale a la fonction réqularisée f,. de f :,

Ve eR, fi(z) = = (fla)+ fla))

- —|— Z an(f) cos(nzx) + b,(f) sin(nx))

29



En particulier, si f est continue en x, alors :
fle) = colf)+ D (enlf) €™ +con(f) ™)

Qo

_ ;f) + Z (an(f) cos(nx) + b,(f) sin(nzx))

Démonstration: Admis [

Remarque : Dans le cas général de fonctions T-périodiques ott T' € R n’est pas
égal a 2w, tous les résultats précédents s’adaptent en effectuant le changement de

T o 2n
variable x = — ¢ dans la définition des fonctions e, (t) = ¢ T Les intégrales sur

(—m, ) sont remplacées par des intégrales sur une période ((0,7") par exemple).
On obtient ainsi :

T
Vn € Z,c,(f) = %/ f(t) e~ T gt

0
Vn e Nya,(f) = %/OT f(t) cos (n%t) dt
Wn € N by(f) = %/OT F(t) sin (ﬁ%t) dt

Les résultats vus dans ce chapitre se déduisent alors facilement & partir de ces
nouvelles définitions.
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Chapitre 3

Formes différentielles et intégrales
multiples

3.1 Champs scalaires et vectoriels

Soit U un ouvert non vide de R? et k& un entier naturel.

Définition 3.1 Un champ de vecteurs de classe C* sur U est une application f de
U dans RP de classe C* sur U.

Un champ de scalaires de classe C* sur U est une application f de U dans R de
classe C* sur U.

Définition 3.2 Gradient d’un champ de scalaires Soit un entier k > 1 et un
champ de scalaires g de classe OF sur U. Alors ¢' est un champ de vecteurs de classe

CF=1 sur U.

Définition 3.3 Circulation d’un champ de vecteurs Soit f un champ de vec-
teurs de classe C' sur Uouvert U de RP et fy, fa, ..., f, ses composantes.

Soit ([a,b],7,T) un arc paramétré de clase C* dont le support T' est inclus dans U.
On note pour tout t € [a,b],v(t) = (x1(t), xa(t), ..., z,(1)).

L’intégrale du champ de vecteurs f le long de l’arc orienté T' est la quantité :

/Ff.d:c:/ [Zf (@1(0), 25(0), ...,y (1)) ()| . (3.1)

En physique, cette quantité représente la circulation du champ de vecteurs f le long
de I'arc orienté I'. Par exemple, la circulation d’un champ de forces le long d’un arc
représente le travail de cette force le long de cet arc.
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3.2 Formes différentielles

3.2.1 Définitions

Définition 3.4 Forme différentielle Soit U un ouvert non vide de RP.
On appelle forme différentielle de degré 1 sur U toute application w de U dans
L(RP,R).

Exemple :
Soit f une fonction numérique de classe C* sur U. Pour tout a € U, la dérivée df (a)
de f en a est une application linéaire de RP dans R. L’application df définie par :

U — L(R",R)
a +—— df(a)

est une forme différentielle de degré 1 sur U.

Définition 3.5 Base duale La base duale de la base canonique de RP est notée
(dxy,...,dx,). Toute application linéaire ¢ sur RP se décompose de maniére unique
sous la forme :

p
w= Z o, dx; (3.2)
i=1
ot (aq,...,qp) € RP. Avec cette notation, pour h = (hy, ..., hy,) dans RP :

p p
¢(h) = Z a;dri(hy, ... hy) = Z a;h;. (3.3)
i=1 i=1

Définition 3.6 Soit w une forme différentielle sur louvert U de RP. Pour tout
a €U, w(a) se décompose selon la base (dxy,...,dx,) de L(RP,R). Il existe p réels
(Pi(a),...,P,(a)) tels que :

w(a) = Z Pi(a)dz;. (3.4)

Ces réels sont appelés les composantes de w. Pouri=1,...,p, P; est une application
de U dans R, et on note :

P
w= Z Pdx;. (3.5)
i=1
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Définition 3.7 Soit k € N. La forme différentielle w = Y " | P;dx; est dite de
classe CF sur U siVi=1,...,p, P; € C*(U,R).

Exemple :
Soient k € N et f une application de classe C* de U dans R. La forme différentielle
df est telle que :

p 8f

— Jx;
=1

Vae U, f'(a)= (a)dx;. (3.6)

Ses composantes sont donc les dérivées partielles de f et :
p
of
df = —duzx;. 3.7

On en déduit que df est une forme différentielle de classe C*~1 sur U.

Définition 3.8 Forme exacte
La forme différentielle w, définie sur l'ouvert non vide U de RP est dite exacte sur
U si:

3f € CYUR) t. q VYacU, w(a)=df(a). (3.8)

3.2.2 Intégrale curviligne d’une forme différentielle

P
Soit w = Z P; dz; une forme différentielle de classe C* sur U. Soit ([a,b],7,T)
i=1
une courbe de classe C'* de R? dont le support I est inclus dans U. On pose [a,b] = I,
et pour tout ¢t de I, on note y(t) = (11(t), ..., 7 (t)).

Définition 3.9 L’intégrale curviligne de la forme différentielle w le long de la courbe
([a,b],~,T) est le réel :

/( = / o0 (1)) dit = / b

A priori, cette quantité dépend du paramétrage de la courbe I'. Le théoréme suivant
montre cependant qu’elle ne dépend que du sens de parcours du support de I'.

Théoréme 3.1 Soit p un C'-difféomorphisme de J = [c,d] dans I = [a,b].

Z B(n(t), . v@)i() | dt. (3.9)

, Sz: © est croissbante, alors f(f,%l‘) W= f(MO%F) w.
— Si @ est décroissante, alors f(lmr) W= — f(MO%F) w.
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Démonstration: On a:

/u,m,r) v / dw(’Y o p(u))(y o p) (u)du

:/cd

On effectue alors le changement de variable t = p(u) qui donne dt = ¢'(u) du.
On obtient donc :
— Si ¢ est croissante, p(c) = a,p(d) =b, et on a :

b
/Ify %) /
( b o ? ) a

— Si ¢ est décroissante, les bornes sont inversées et on a :

b
(J7 \/O(p,F) a

p

Y Bnle), ... %(@(U)))%(w(u»] ' (u) du. (3.10)

i=1

ZPi(vl(t), e ,vp(t))%‘(t)] dt. (3.11)

ZH(%(t)’ S ﬁp(t))%(t)] dt. (3.12)

3.2.3 Intégrale curviligne d’une forme exacte

Théoréme 3.2 Soient w une forme différentielle exacte sur U, f une primitive de
w sur U, et deuz points A et B de U. Pour toute courbe paramétrée ([a,b],v,T') de
classe C', de support inclus dans U, d’origine A = ~(a) et d’extrémité B = ~(b),
on a :

Je= =1~ ra (3.13)
Démonstration: On note y(t) = (7(t),...,7,(t)). Puisque w = 'p gj dx;, on
a: . =1
[e=] [Z L), O)00)| (3.14)
Or: )
> G (0 OO = (0 0, (3.15)
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Donc

[o= [ G @a=rae) - fo@) =B - 1. @10

Définition 3.10 Une courbe paramétrée ([a,b],~,T") est dite fermée lorsque vy(a) =
7(b).

Corollaire 3.1 L’ntégrale curviligne d’une forme différentielle exacte sur U, le
long d’une courbe fermée de classe C' de support contenu dans U, est nulle.

3.2.4 Formes différentielles fermées

Définition 3.11 Forme fermée

P
Soit w = Z P;dx; une forme différentielle de classe C' sur un ouvert non vide U
i=1
de RP.
On dit que w est une forme différentielle fermée sur U si :
OP, OP;

YaeU, Yi=1,...,p,Vj=1,...,p, (3.17)

P
Théoréme 3.3 Soit w = Z.Pidxi une forme différentielle de classe C' sur un
=1

7
ouvert non vide U de RP. Si w est une forme exacte sur U alors w est fermée sur U.

Démonstration: On suppose w exacte sur U. Soit f une primitive de w sur U :

w=Y Pdr;=df =) ——du; (3.18)
=1 i=1

8:62-

Puisque w est de classe C! sur U, f est de classe C? et :

op,  f  &f 0P
8xj a 0@8@ a (%claxj - 8@ '

Vi=1,...,p,Vj=1,...,p, (3.19)

Remarque :
La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie en général.
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Définition 3.12 Un ouvert non vide U de RP est dit étoilé sl existe un point a de
U tel que, pour tout point m de U, le segment [a,m] est contenu dans U.

Théoréme 3.4 Poincaré
Soit U un ouvert étoilé de RP. Toute forme différentielle fermée sur U est exacte
sur U.

3.3 Changements de variables dans R? et R?

Définition 3.13 On appelle compact élémentaire de R?, un compact de R? pouvant
s’écrire comme une réunion d’un nombre fini d’ensembles K tels que :
— Il existe un segment [a, b] et deux fonctions continues fi et fo de |a,b] dans R
telles que f1 < fy et :

K={(z.y) eR*la<a<bet fi(z) <y < fola)}, (3.20)

— ou bien il existe un segment [c,d] et deux fonctions continues g, et go de [c,d]
dans R telles que g1 < g9 et :

K={(zy) eR’|c<y<detgy) <z<pnyl (3.21)

Théoréme 3.5 Soit U un ouvert non vide R?, ¢ : (s,t) — (z(s,t),y(s,t)) une
application de classe C* de U dans R?, A un compact élémentaire inclus dans U et
A Uensemble des points intérieurs a A. Si

— lensemble D = ¢(A) est un compact élémentaire

— la restriction de ¢ & A est injective

— le jacobien de ¢, Jy ne s’annule pas sur A
alors, pour toute fonction f continue de D dans R, on a :

//Df(fc,y)d:cdy://Af(x(s,t),y(s,t))J¢dsdt. (3.22)

Exemple fondamental : Coordonnées polaires.
— L’application ¢(r,0) = (rcos(),rsin(f)) de R? dans R? est de classe C' sur
R%. Soit le rectangle A = [0, R] X [—7, 7] avec R > 0.
— Son image par ¢ est le disque D de centre 0 et de rayon R : D
{(z,y)|z% + y* < R?}. L’ensemble des points intérieurs de A est : A=]0, R[x]—
7, 7[. La restriction de ¢ a A est injective et on a :

_ | cos(@) —rsin(f) |
¢~ | sin()  rcos() =r70
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— Le théoréme s’applique alors et on obtient :

/ /D fx,y)dedy = / W /0 ' f (rcos(6),rsin(6)) r dr do. (3.23)

Un théoréme analogue existe pour calculer des intégrales sur des domaines dans des
espaces plus généraux. Par exemple, on obtient la formule suivante dans le cas de

R3 :
///Df(x’y’z)dxdydzz///Af(x(satvu)ay(sat,U),z(s,t,u))J¢dsdtdu,

(3.24)
ou ¢ : (s, t,u) — (z(s,t,u),y(s,t,u),z(s,t,u)) et D = p(A).

Exemples :
— Coordonnées cylindriques :

¢ (r,0,z) — (rcos(f),rsin(0), z)
— Coordonnées sphériques :

Y (r,0,¢) — (rsin(f) cos(¢), rsin(f) sin(¢), r cos(h))

3.4 Formule de Green-Riemann

Théoréme 3.6 Soit K un compact élémentaire de R* dont la frontiére est un arc
I, orienté dans le sens trigonométrique et de classe C' par morceauz. Soient P et
Q deuz applications de classe C' d’un ouvert U contenant K dans R. On a alors :

/FP(fﬂ,y)derQ(x,y)dy://K [%(%y)—g—];(x,y) da dy, (3.25)

ou le terme de gauche représente l’intégrale curviligne de la forme différentielle w =
Pdx+ Qdy le long de la courbe I
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Chapitre 4

Courbes et surfaces

4.1 Courbes d’équation f(x,y) =0

Nous considérons dans ce chapitre des courbes d’équation f(x,y) = 0 ou f est
une fonction de deux variables. De nombreuses courbes sont définies de cette fagon,
comme par exemple le cercle de centre 0 et de rayon R avec f(z,y) = 2% +y* — R>.

Définition 4.1 Soient P une partie de R? et f : P — R une application. Si a est
un nombre réel, ’ensemble

L, ={(z,y) € R*| f(z,y) = a}
s’appelle la ligne de niveau a de ’application f.
Par définition, la ligne de niveau a de f est I'image réciproque de a par f.

Proposition 4.1 — Les lignes de niveau d’une application sont disjointes :
a;éb - LaﬂLb:@.
— Tout point de P est sur une ligne de niveau.

Proposition 4.2 Soit f une application de classe C'. La courbe d’équation
f(z,y) = 0 admet une tangente en tout point (xg,yo) qui n'est pas un point cri-
tique de f et l’équation de la tangente en (o, yo) est :

0 0
8_£<$0’y0)'($ — xo) + a—;j(mo,yo)-(y — ) =0
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of g(p)) s’appelle le vecteur

Rappel : On rappelle que le vecteur V f(p) = (8x (p), o

gradient de f au point p.

Proposition 4.3 Soit f une application de classe C*. Si f(xq,y0) = 0 et si (xo,yo)
n’est pas un point critique de f, alors la tangente a la courbe d’équation f(z,y) =0
est orthogonale au vecteur V f(xo, yo) en (xo, yo).

Corollaire 4.1 Soient U un ouvert de R?, f:U — R une application de classe
C! et p = (a,b) un point de U. Si p n'est pas un point critique de f, alors la ligne de
niveau de f qui passe par p est "orthogonale” au vecteur V f(p). De plus, ce vecteur
gradient pointe dans la direction des niveauz croissants.

Théoréme 4.1 Fonctions implicites
Soient :
— Ey, By et F trois espaces vectoriels de dimensions finies tels que dim(Ey) =
dim(F ),
- O C E1,Qy C By deux ouverts,
— Q1 x Qy — F une application de classe C*,
— (a1,a2) € O x Qq tel que f(ay,as) = 0.
Si Do f (a1, az) est un isomorphisme de Ey dans F' alors
1. 1l existe un voisinage ouvert Uy C Ey tel que ay € Uy
2. il existe un voisinage ouvert Uy C Ey tel que as € Us

3. il existe une unique application ¢ : Uy — U, telle que Y(x1,25) € Uy X
Us, f(z1,22) = 0 <= 79 = (1)

4. Uapplication ¢ est de classe C' et
Vay € Uy, @'(w1) = = (Oaf (21, (21))) ™" 0 D1 f (w1, (1)) (4.1)
5. St f est de classe C? alors ¢ sera aussi de classe CP.

Ce théoréme affirme que si I'équation f(x,y) = 0 a une solution (g, yo), alors sous
certaines hypothéses, cette équation peut se résoudre au voisinage de (g, yo) sous la
forme y = p(z). C’est a dire que I’équation f(x,y) = 0 est équivalente a y = p(z), ou
¢ est une certaine application. On peut également résoudre sous la forme x = 9 (y),
ol ¢ est une autre application.

Exemple :

Au voisinage d’un point (zg,yo) avec yo > 0, 'équation z? + 3> — 1 = 0 peut se
résoudre sous la forme y = /1 — 22,
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4.2 Surfaces

Le théoréme des fonctions implicites permet aussi de définir des surfaces du type
z= f(x,y) (oux =h(y,z), y=k(z,z)) pour les équations g(z,y,z) = 0.

Définition 4.2 Soit f : U — R une application de classe C* ou U est un ouvert
de R2.

L’ensemble S des points (x,y,z) € U X R, tels que z = f(x,y) s’appelle la surface
d’équation z = f(x,y).

A chaque point m = (z,y) appartenant a U correspond un point M = (z,vy, f(z,y))
appartenant a S. Le point M se projette en m sur le plan zOy. L’ensemble S est,
par définition, le graphe de la fonction f.

Définition 4.3 Lignes de niveau

Soit k un nombre réel, et soit L la ligne de niveau k de f. On a donc L = {(z,y) €
Ulf(x,y) = k}. Supposons que L est non vide, et considérons ’ensemble A des points
(x,y,2) € S tels que (x,y) € L. On a (x,y,2) € A si et seulement si z = f(z,y) et
z = k. L’ensemble A est donc l'intersection de S avec le plan d’équation z = k. On
dit que A est la ligne de niveau k de la surface S.

Définition 4.4 Plan tangent

Soient S une surface, et My un point de S. Tous les vecteurs tangents en My aux
courbes paramétrées tracées sur S appartiennent a un méme plan P appelé plan
tangent en My a la surface S.

L’équation du plan tangent P en My = (x0, Yo, 20) & la surface d’équation z = f(x,y)
s’écrit :

0 0
Z— 2z = a—i(xmyo)-(x — ) + 8_5(%’%)'@ — o).

Proposition 4.4 La position de la surface par rapport au plan tangent en My est
donnée par le signe de :

g(x,y) = fla,y) — (Zo + %(%,?Jo)-@ — ) + g—;(%,yo)-(y - yo)) :

Le point (xg,yo) est un point critique de g(x,y). On en déduit que :
— Si Uapplication g a un minimum local en (xo,yo) alors la surface est au-dessus
de son plan tangent en M.
— Si Uapplication g a un mazximum local en (o, yo) alors la surface est en-dessous
de son plan tangent en M.
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— Si Uapplication g n’a ni mazimum local, ni minimum local, alors on dit que la
surface présente un "col” au point M.

Proposition 4.5 Le plan tangent en (xo, Yo, 20) @ la surface d’équation z = f(x,y)
est horizontal si et seulement s’il a une équation de la forme z = zy, ¢’est-a-dire si
et seulement si :

of of

%(xl)?yO) = a_y(a:anO) =0.
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Chapitre 5

Equations différentielles - Etude
qualitative

Définition 5.1 Une équation différentielle est une équation portant sur une
fonction inconnue d’une variable réelle; dans [’équation peuvent apparaitre la va-
riable, la fonction et ses dérivées. L’'ordre de cette équation est ['ordre de dérivation
le plus élevé qui y intervient. Une équation différentielle d’ordre supérieur a un peut
s’exprimer comme un systeme d’équations du premier ordre.

Remarque :
Une équation différentielle de la forme,

() = f(t,x(t), 2 (1), ..., 2 D(1)) (5.1)
peut s’écrire sous la forme d’une E.D.O. du premier ordre en posant,
y(t) = (1 (8), y2(1), sy (1)) = (1), 2" (1), oy 27D (1)) (5.2)

et

Wt = ), mt), (D)

Définition 5.2 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, et ) un ouvert
non vide de R x E. Soit f une application de classe C* de Q dans E.
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On appelle solution de l’équation différentielle du premier ordre,

z'(t) = f(t, (1)) (5.3)

tout couple (I,x) tel que :
— I est un intervalle ouvert non vide de R
— Vapplication x : t — x(t) est une application de classe C* de I dans E
— le graphe (t,z(t)) est contenu dans (2
- Vtel,z'(t) = f(t,z(t))

Définition 5.3 On appelle probléme de Cauchy le systéme :
a'(t) = [t =(t))

I(to) = Xy
Le couple (ty,xo) est la donnée de Cauchy.

Remarque :

E est appelé 'espace des phases. Lorsque dimE = 1, on dit que I’équation est
scalaire.

L’application ¢t — x(t) est aussi appelée courbe intégrale de I’équation différen-
tielle.

Définition 5.4 L’équation différentielle z'(t) = f(t,x(t)) est dite autonome si f ne
dépend pas du temps t ; elle s’écrit alors x'(t) = f(z(t)).

5.1 Rappels

Définition 5.5 Soit U un ouvert non vide de RP, et k un entier naturel.
— Un champ de vecteurs de classe C* sur U est une application f de U dans RP,
de classe C* sur U.
— Un champ de scalaires de classe C* sur U est une application f de U dans R,
de classe C* sur U.

Définition 5.6 Gradient d’un champ de scalaires.
Soit f un champ de scalaire de classe C* de U dans R. On appelle gradient de f le
champ de vecteurs :

of

Vf(a) = (T%(a),...,g—i(a)) . (5.4)
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Vf(a) est lunique vecteur de RP tel que : Vh € RP, f'(a)(h) = (Vf(a)|lh) ou (.|.)
désigne le produit scalaire de RP.

Théoréme 5.1 Soit un entier k > 1 et un champ de scalaires f de classe C* sur
U, alors Vf est un champ de vecteurs de classe C*~' sur U.

Définition 5.7 Soient P une partie de R?, et f : P — R une application. Si
a € R, lensemble L, = {(x,y) € P/f(x,y) = a} s’appelle la ligne de niveau a de
l’application f.

Propriétés :
— Les lignes de niveau sont disjointes : a # b = L, N Ly = ().
— Tout point de P est sur une ligne de niveau.

5.2 Cas scalaire non autonome

En un point (¢,u(t)) du graphe d’'une solution, la pente de sa tangente est
f(t,u(t)). On est ainsi amené a considérer un champ de directions dont les pro-
priétés sont au coeur des méthodes qualitatives d’étude des équations différentielles.

Définition 5.8 Le champ de directions associé a l’équation différentielle ' =
f(t,x) est, en chaque point (t,x) du plan, la pente f(t,x), qui sera la pente de la
tangente au graphe d’une solution passant par ce point.

5.2.1 Meéthode de la grille

L’idée la plus simple est de choisir un quadrillage rectangulaire régulier de
points (t,z), et d’évaluer la pente f(t,z) en chacun de ces points. Une solution de
I’équation suit le champ de directions : son graphe est tangent en chaque point
a chacun des petits segments. Chaque point du plan représente une condition
initiale (ty,zo); la courbe qu’on trace & partir de ce point sera le graphe de la
solution valant xy a 'instant tg.

Exemple : 2/ = —tz.

Interprétation graphique de l’existence et 'unicité des solutions :
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— L’existence d’une solution signifie qu'on peut en tracer le graphe de fagon
“compatible” avec le champ de directions.

— L’unicité signifie que, par chaque point, on ne peut en tracer qu’une : les
graphes des solutions ne se croisent jamais.

5.2.2 Meéthode des isoclines

Une autre facon de représenter le champ de directions d’une équation différen-
tielle est de trouver les isoclines, c’est-a-dire les courbes sur lesquelles le champ a
une direction donnée ¢, i.e. {(¢,x)|f(t,z) = ¢}. En chaque point d’une isocline, la
solution passant par ce point croise cette isocline avec la pente c.

Exemples :
-2 =—tz
-2 =—t/x

— 2/ = 2% — t Les solutions de cette équation ne peuvent pas s’exprimer & partir
de fonctions élémentaires et de leurs primitives.
Remarque : L’intérét des méthodes qualitatives est de permettre I’étude du com-
portement de solutions pour lesquelles il n’existe pas de formule élémentaire.

5.2.3 Barriéres

Définition 5.9 Une fonction dérivable a(t) est une barriére inférieure sur [’in-
tervalle I pour l’équation différentielle x’' = f(t,x) si, pour toutt € I, on a

a'(t) < f(t, a(t)). (5.5)

Définition 5.10 Une fonction dérivable b(t) est une barriére supérieure sur [’in-
tervalle I pour l’équation différentielle x' = f(t,x) si, pour toutt € I, on a

b'(t) = f(tb(t)). (5.6)

Intuitivement, les barriéres inférieures empéchent les solutions de s’échapper vers le
bas, et les barriéres supérieures les empéchent de s’échapper vers le haut.

Définition 5.11 Une barriére est dit forte si les inégalités sont strictes.
Elle est dit faible si on a l’égalité en au moins un point t.

Définition 5.12 Une barriére inférieure a(t) sur un intervalle I est dite non po-
reuse si,pour toute solution u(t), dés que a(ty) < u(to) pour un certain ty de I, on
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a(t) < wu(t),Vt >ty de I pour lequel u(t) est définie.
Une barriére supérieure b(t) sur un intervalle I est dite non poreuse si,pour toute
solution u(t), dés que b(tg) > u(ty) pour un certain to de I, on a b(t) > u(t),Vt > tg
de I pour lequel u(t) est définie.

Théoréme 5.2 Toute barriére forte d’une équation différentielle est non poreuse.

5.2.4 Entonnoirs et anti-entonnoirs

Nous supposerons dans la suite que toutes les barriéres sont non poreuses.

Définition 5.13 Si, pour une équation différentielle ' = f(t,x), a(t) est une bar-
riere inférieure et b(t) une barriére supérieure définies sur un intervalle I, et si
a(t) < b(t) sur I, on dit que

{(t,x)[t € I eta(t) <z <b(t)} (5.7)
est un entonnoir sur I.

Théoréme 5.3 Soit u(t) une solution d’une équation différentielle ' = f(t,x). Si
a(t) et b(t) définissent un entonnoir sur I, et s’il existe t* € I tel que (t*,u(t*)) est
dans lentonnoir, alors (t,u(t)) est dans l’entonnoir pour tout t > t* de I.

Définition 5.14 Si, pour une équation différentielle ' = f(t,x), a(t) est une bar-
riere inférieure et b(t) une barriére supérieure définies sur un intervalle I, et si
a(t) > b(t) sur I, on dit que

{(t,x)|t €I eta(t)>x>0b(t)} (5.8)
est un anti-entonnoir sur I.

La plupart des solutions “quittent” ’anti-entonnoir, mais le théoréme suivant nous
assure qu’au moins une solution y reste piégée.

Théoréme 5.4 Si a(t) et b(t) définissent un anti-entonnoir sur I pour l’équation
différentielle ' = f(t,x), il existe une solution u(t) telle que

b(t) < u(t) < a(t), (5.9)

pour tout t de I.
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5.3 Cas bidimensionnel autonome

On considére le probléme de Cauchy suivant :

(P){ x,(t) = f(x(t))

I(to) = X
ou (t,z) € R x R%

Définition 5.15 — La projection d’une solution x(t) = (x1(t),x2(t)) dans le

plan x10xy s’appelle une orbite.

— On appelle points d’équilibre du probleme (P) les points z* € C! tels que
fla7) =0.

— les orbites qui “joignent” des points d’équilibre différents s’appellent des or-
bites séparatrices.

— les solutions correspondant aux points d’équilibre s’appellent des solutions
stationnaires.

Remarque :

Toute équation différentielle peut se ramener & 1’étude d’une équation autonome
a condition de lui adjoindre une variable supplémentaire 7 vérifiant dr/dt = 1. Si
I'on pose y = (7,z), équation 2’ = f(t,z) est équivalente a 1’équation autonome

v = (1, f(y))

Exemple : Le pendule :

g =y
//__g 1
0" = sin(0) :>{ Yy = —%sin(é)(—ey frottement)
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Chapitre 6

Equations différentielles

6.1 Cas général

Définition 6.1 Soient (I1,x1) et (Iz, x5) deuz solutions du probléme de Cauchy. On
dit que (I3, z5) prolonge (Iy,x1) si Iy C Iy et x2|11 =12.
Une solution est dite maximale si elle n’admet aucun prolongement.

Définition 6.2 On appelle extrémité droite (resp. gauche) d’une solution (I, )
Uensemble des couples (tT,xT) (resp. (t7,x7)) ou t* est lextrémité droite de I
(éventuellement +oo) et xt un point d’accumulation de x(t) quand t tend vers
th 3t —tT 2t = klil;noox(tk) (resp. t= est Uextrémité gauche de I et x= un point

d’accumulation de x(t)).

On note ET(I1, ) U'ensemble des extrémités droites, et E~ (I, x) l'ensemble des extré-
mités gauche, et on pose E(I,x) =& (I,x) UET (I, x).

L’ensemble des extrémités droites ou gauches peut étre vide.

Exemples :
— 1 =)0, 400, z(t) = sin(t)
E(I,x) =40} x [-1,1],ET(I, ) = (+00,0)
- I=]-1,1[z(t) = 1
E(l,x)=10

1

_t2

Théoréme 6.1 (Cauchy-Lipschitz)
Soit f une application de classe C* de Q dans E alors :
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~ Y(to,x0) € Q il existe une unique solution mazimale (I,x) du probléeme de

Cauchy.
— Les extrémités de la solution maximale (I,x) n’appartiennent pas a
E(I,z)NQ =0.

6.2 Equations scalaires & variables séparables

Définition 6.3 On appelle équation a variables séparables une équation du
type x'(t) = a(t) f(x). Cette classe comprend deux cas particuliers :
— Equations du type ©'(t) = a(t). La fonction inconnue x n’intervient pas dans
Iéquation ; les solutions sont alors les primitives de a(t).
— FEquations du type 2'(t) = f(x) : équation autonome.

Théoréme 6.2 Soit a une fonction continue de R dans R, et f une fonction de
classe C' de R dans R. Soit Q, la composante connexe de R — {z € R, f(x) = 0}
contenant xy. Soit,
S|
F(z)=to+ | ——~dy, (6.1)
v S (W)

définie dans Q,, et
t
A(t) = to +/ a(s)ds. (6.2)
to

Soit I la composante conneze de l'ouvert A=Y (F(£,)) contenant ty.
Alors F' est un difféomorphisme de Q, sur I et (I,z(t)) avec z(t) = F71(A(t)) est
la solution maximale pour la donnée de Cauchy (to, x).

Remarque : Si a(t) a un nombre fini de discontinuités, on note €2, la composante
connexe de 'ensemble {¢, a(t) continue} contenant ¢y, et on prend I = A~ (F ()N

A(€))-

6.3 Equations différentielles linéaires du premier
ordre

Définition 6.4 On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre
une équation du type,

2'(t) = a(t)z(t) + b(t), (6.3)
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ot a(t) et b(t) sont des fonctions continues sur un intervalle 1. Sib(t) = 0, [’équation
est dite homogéne.
On dit que,

2'(t) = a(t)z(t), (6.4)

est ’équation homogéne associée a [’équation 6.3. On appelle parfois b(t) le
second membre de [’équation 6.5 .

Théoréme 6.3 Soit [ un intervalle ouvert de R, et a et b deux applications conti-
nues de I dans R.
Alors l'unique solution maximale du probleme de Cauchy,

Z(t) = a(t)x(t) +b(t)

I(to) = X

est (I,z) ou,

t ¢ t
T T o3
to

Démonstration: L’existence et I'unicité sont données par le théoréme de Cauchy-
Lipschitz. 1l suffit ensuite de montrer par un calcul simple de dérivation que,

t t t
x(t) = zoelo M 4 / els *DAp(5)ds. (6.6)

to

est bien solution du probléme de Cauchy 6.3. [ |
Théoréme 6.4 La solution x(t) de 6.3 peut s’écrire,
x(t) = x4(t) + z,(1), (6.7)

ot x,(t) est une solution particuliére de ’équation générale et x4(t) est la solution
de léquation homogéne vérifiant x,(ty) = xo — x,(to) :
t
xg(t) _ IL’()@ftO a(t)dr

z,(t) = Lief:“(T)dTb(s)ds.
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6.4 Meéthode de variation des constantes

La formule donnant les solutions comporte une intégrale ; on dit alors que 1’on
a résolu I’équation différentielle, méme si on ne sait pas calculer explicitement cette
intégrale.

1. On résout I’équation homogene associée x'(t) = a(t)x(t).
Les solutions sont : .
zoelio 4T (6.8)

Cherchons alors les solutions de 6.3 sous la forme,
u(t) = v(t)elo ", (6.9)
avec v(tg) = u(ty) = xo.
2. On substitue u(t) dans 6.3, et 'on trouve

W) = o )e T L p(t)a(t)elo T

= a(t)u(t)elo O 4 p(1).
Aprés simplification, on obtient :
V(t) = b(t)e o T (6.10)

3. On trouve alors v(¢) par un calcul de primitive, et on reporte dans u(t) :

t t
u(t) = / v'(s)ds + zo = / b(s)e 0 g5 4 (6.11)

to to

et donc,

t t s
u(t) = el @04 { / b(s)e o " s 4 :130} . (6.12)

to

On peut vérifier facilement que cet u(t) est bien solution de notre probléme.

Exemple :
' (t) = ax(t) + b. (6.13)

L’équation est a la fois a variables séparables et linéaire. Résolvons-la ici en tant
qu’équation linéaire :
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1. Les solutions de I’équation homogeéne sont de la forme :
zoet10), (6.14)
On cherche alors une solution sous la forme
u(t) = v(t)e®t=t), (6.15)
2. En substituant dans &’ = azx + b, on trouve :
o (£)e? 1) 4 qu(t) e = qu(t)ed ) b, (6.16)

soit encore :

v/ (t) = be~o(t=t0), (6.17)
3. La fonction vérifiant v(ty) = xo est donc

b

b
t) = ——eali=h0) —. 6.18
o) = ~ D¢ g4 2 (6.18)
En reportant dans u(t), on trouve finalement :
a(t—to) b a(t—to)
u(t) = wee®" ) 4 — (e — 1), (6.19)

a

6.5 Exemples : 'homme de Neandertal et les
comptes bancaires

6.5.1 Comptes bancaires a taux d’intérét variable

Une fagon de concrétiser 'équation différentielle linéaire 2'(t) = a(t)x(t) + b(¢)
est de considérer qu’elle représente 1’évolution du solde d’un compte en banque,
bénéficiant d’'un taux d’intérét a(t) variable au cours du temps; b(t) représente les
dépdts (valeurs positives) ou les retraits (valeurs négatives) au cours du temps. On
peut observer que ’équation représentant 1’évolution d’un compte en banque n’est
linéaire que si :

— le taux d’intérét ne dépend que du temps, et en aucune fagcon du solde du

compte, ni des sommes déposées ;

— les dépots et les retraits sont aussi fonctions du temps seul, et ne dépendent

pas du solde du compte.
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La formulation de la solution,

t t s
ult) = o Ly [ s foas). (6.20)

to

s'interprete trés bien en termes bancaires. La solution est une somme de deux termes,
le premier dépendant du dépot initial, et le second des dépots et des retraits ulté-
rieurs.

Introduisons la fonction de deux variables,

w(s,t) = els a(mdr, (6.21)

Considérée comme fonction de ¢ seul, w(s, t) est la solution de I’équation différentielle
homogeéne associée qui prend la valeur 1 pour ¢t = s. Autrement dit, c’est la valeur
au temps t d'un compte valant 1 euro au temps s, et sur lequel il n’y a ni retrait
ni dépot. On peut penser, pour t > s, a la valeur au temps ¢t d’'une somme de 1
euro déposée au temps s, et pour ¢t < s a la somme qu’il faut déposer au temps
pour disposer de 1 euro au temps s. La fonction w(s,t) a pour role d’actualiser les
montants : il revient au méme de posséder X a l'instant s, ou w(s,t)X a I'instant t.
La solution peut se réécrire en fonction de w :

u(t) = w(to, t)xo —|—/ w(s,t)b(s)ds. (6.22)

to

La somme disponible sur le compte résulte de 'addition de toutes les sommes
déposée entre g et t (zo a U'instant g, et b(s)ds a Uinstant s) actualisées au moyen
de la fonction w(s,t).

6.5.2 Homme de Neandertal : datation au carbone 14

On sait que la matiére radio-active se désintégre avec un débit proportionnel a
chaque instant a la quantité de matiére radio-active restante. La quantité ¢(t) de
matiére radio-active a l'instant ¢ vérifie donc ’équation ¢/'(t) = —aq(t), ou a est une
constante positive.

Carbone 14 : Le carbone contenu dans la matiére vivante contient une infime
proportion d’isotope radio-actif C1*. Ce carbone radio-actif provient du rayonnement
cosmique de la haute atmosphére. Grace a un processus d’échange complexe, toute
matiére vivante maintient une proportion constante de C'** dans son carbone total,
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essentiellement composé de 'isotope stable C'12.

Aprés la mort, les échangent cessent et la quantité de carbone radio-actif diminue :
elle perd 1/8000 de sa masse chaque année. La proportion de C'* dans le carbone
total perd elle aussi 1/8000 de sa valeur chaque année. Cela permet de déterminer
la date de la mort d’un individu.

Exercice : Des fragments de squelette humain de type Neandertal sont retrouvés
dans une caverne. L’analyse montre que la proportion de C'** n’est que 6.24% de ce
qu’elle serait dans les os d’un étre vivant. Quand cet individu a-t-il vécu ?

Si le temps ¢t compté aprés la mort est exprimé en années, la proportion de C*
vérifie I’équation,

dx 1
- 6.23
dt ~ 3000 (6.23)
dont les solutions sont
x(t) = e /80, (6.24)
ol xo représente la proportion de C'* chez un étre vivant.
Ici, on a
z(t) = 0.0624z¢ = xe /800 (6.25)
d’ou
t = —800010g(0.0624) ~ 22200. (6.26)

Cet homme de Neandertal a vécu il y a environ 22200 ans.

6.6 Systémes différentiels linéaires

Comme pour les équations différentielles linéaires dans R, nous dirons qu’une
équation différentielle linéaire de R”

Z'(t) = A(t)x(t) + b(t) (6.27)
est homogene si b(t) = 0, et non homogene si b(t) # 0. Dans ce cas, I’équation
Z'(t) = A(t)z(t) (6.28)
est appelée 'équation homogeéne associée.

Théoréme 6.5 Si uy(t) et uy(t) sont deuz solutions d’une équation différentielle
homogéne, alors toute combinaison linéaire de uy et uy est ausst une solution.
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Traduction : Les solutions d'un systéme linéaire homogéne forment un espace
vectoriel.

Théoréme 6.6 Soit u,(t) une solution particuliére de ’équation différentielle
Z'(t) = A(t)z(t) + b(t). (6.29)
Une fonction (vectorielle) u(t) est solution si et seulement si elle peut s’écrire
u(t) = uy(t) + un(t), (6.30)
ot up(t) est solution de l’équation homogéne associée.

Théoréme 6.7 Si uy(t) et us(t) sont respectivement solutions des équations diffé-
rentielles

2'(t) = At)z(t) + bi(t) et 2'(t) = A(t)z(t) + ba(t) (6.31)
ayant la méme équation homogéne associée, alors
u(t) = uy(t) + ua(t) (6.32)

est solution de [’équation
2'(t) = A(t)z(t) + by (t) + ba(2). (6.33)

Traduction : Les solutions d’un systéme linéaire non homogéne forment un espace
affine, translaté de l’espace vectoriel du systéme homogéne associé par n’importe
quelle solution du systéme non homogéne.

6.6.1 Systéme fondamental - Wronskien
On considére 1’'équation homogéne d’ordre n :
2™ () 4+ a1 ()™ V() + ...+ an()z(t) =0 (6.34)

La résolution de cette équation se rameéne a celle du systéme homogene :

/

T 0 1 0 0 0 T
x 0 0 1 0 0 x
("2 0 0 0 0 .1 (=2
g1 —an(t) —an_1(t) —an_o(t) —an_3(t) .. —ai(t) A
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A chaque solution de 6.34 nous associerons la solution X = (z, 2/, ..., 2" 1) du sys-

téme linéaire.

On voit alors immédiatement que l'indépendance linéaire de p solutions X; =
(x;, 2%, .., :L'Z(”_l)), i =1,...,p du systéme linéaire équivaut a l'indépendance linéaire
des p fonctions scalaires 1, x9, ..., Tp.

Définition 6.5 On dit que p solutions x4, ..., z, de 6.34 sont linéairement indépen-
dantes s’il n'existe pas de scalaires Ay, ..., \, non tous nuls, vérifiant

p
vt Y N(t) = 0. (6.35)
=1

Pourp = n, un systéeme de n solutions linéairement indépendantes de 6.3} est appelé
un systéme fondamental de solutions.

Théoréme 6.8 Si (1,9, ...,x,) est un sytéme fondamental de solutions, les solu-
tions de 6.3/ sont les fonctions

x(t) = Z Nz (t), (6.36)

ol A, ..., \p, désignent des constantes scalaires arbitraires.

Théoréme 6.9 Pour que p solutions x; de 6.34 soient linéairement indépendantes,
il faut et il suffit que, pour une valeur t € I, la matrice

x1(t) za(t) .. xp(t)
2y (t) ro(t) .. xp(t)

nf.l n—1 nf.l
) N Gl (3 I L (3

soit de rang p; et il en est de méme pour tout t € I.
En particulier, pour que n solutions x1, o, ..., x, de 6.34 forment un systeme fonda-
mental, il faut et il suffit qu’il existe ty € I tel que la fonction

x1(t) xo(t) o xu(t)
A )

D(t) =




vérifie D(to) # 0; et on a alors D(t) # 0 pour tout t € I.
La fonction D :t — D(t) est appelée wronskien du systéeme (x1, 2o, ..., Tp).

6.6.2 Systémes linéaires a coefficients constants
Soit un systéme d’équations différentielles de la forme,
2'(t) = Ax(t) + b(t) (6.37)
ou A€ L(E),beCI,E).
Théoréme 6.10 Soit (ty,x¢) € I X E. La solution mazimale du probleme de Cauchy
est (I,x) ot x est donné par :
¢
z(t) = etz —I—/ e=)4p(s)ds. (6.38)
to

Définition 6.6 L’application (t,s) — e=94 = R(t,s) s’appelle la résolvante.

6.6.3 Rappels d’algébre linéaire
Définition 6.7 Si A est une matrice carrée, on définit
o0 Am
A _
et = ZO — (6.39)

Proposition 6.1 Si A est une matrice diagonale dont les éléments diagonauzr sont
A, ..., A alors e est diagonale, et ses éléments diagonauz sont e, ..., e .

Proposition 6.2 La série définissant e* converge pour toute matrice carrée A.

Proposition 6.3 Si A et B sont deux matrices carrées qui commutent, AB = BA,

alors
etef = A8 (6.40)

Proposition 6.4 Si A est une matrice carrée, on a la formule :

%em = Aett (6.41)
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Démonstration: D’apreés la définition de la dérivée, on a :

%em = }lllir[l) %(€(t+h)A — ). (6.42)
Comme tA et hA commutent, on a et*+M4 = et4eh4 et donc,
%em = }lblir(l) %(ehA — et (6.43)
Or,
lim %(ehA ~)=A (6.44)
Donc : p
%em = Aett (6.45)
[
Proposition 6.5 Si M est une matrice inversible, alors
eMTIAM) — pp-leApy (6.46)

Théoréme 6.11 Soit A une matrice carrée n X n, et soit vy,...,v, une base de
vecteurs propres de A correspondant aux valeurs propres Ai, ..., \,. On note P la
matrice de passage, de changement de base. On a alors :

6.7 Stabilité des points d’équilibre pour une EDO
autonome

Le comportement des solutions est contrélé par les signes des parties réelles des
valeurs propres :

— lorigine est attractive si les valeurs propres ont des parties réelles négatives ;
on dit alors que c’est un puits,
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— l'origine est répulsive si les valeurs propres ont des parties réelles positives; on
dit alors que c’est une source,

— origine est un point selle (ou col) si les valeurs propres sont réelles et de signes
OpPOsés.

Théoréme 6.12 Si A est une matrice n X n dont toutes les valeurs propres ont des
parties réelles strictement négatives, toutes les solutions x(t) de l’équation ' = Ax
veérifient :
lim z(t) =0 (6.47)
t—+o00
Remarques :
— L’origine s’appelle alors un puits.
— Il existe un théoréme analogue si toutes les valeurs propres ont des parties
réelles positives. On a alors :

lim z(t) =0 (6.48)
t——o0
et l'origine s’appelle une source,
— la réciproque du théoréme est vraie.

Si aucune valeur propre n’est imaginaire pure, I'espace R” admet deux sous-espaces
propres supplémentaires V't et V'~ vérifiant AV = V1 et AV = V7~ auxquels
on peut appliquer le théoréme précédent. Si A est diagonalisable dans R, V'~ est
engendré par les vecteurs propres correspondant a des valeurs propres négatives,
et V't par les autres. Si A n’est pas diagonalisable, ou posséde des valeurs propres
complexes, c’est un peu plus compliqué, mais le résultat reste vrai.

Théoréme 6.13 Soit A une matrice n x n dont aucune valeur propre n’a de partie
réelle nulle. Soit Py son polynome caractéristique qu’on peut écrire Py = P_P_,
ot les racines de P, sont de partie réelle positive, et celles de P_ de partie réelle
négative. Posons V* = ker(Py(A)).

Considérons alors ’équation différentielle x' = Ax.

1. Toute solution x(t) peut s’écrire x(t) = xo(t) +x_(t), ot x4 (t) est a valeurs
dans V't et x_(t) dans V™.

2. On alimy_ ooz (t) =limy, x4 (t) =0.

Plus généralement :
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Définition 6.8 Soit * un point d’équilibre, i.e. tel que f(z*) = 0.
On dit que x* est stable si pour tout R > 0, il existe v > 0 tel que Vo /|xg —x*| <r
la solution maximale (I,z) issue de (ty,zo) vérifie :

I =t7,4o0[ et |z(t) —2"| < R, Vt>t. (6.49)

Définition 6.9 On dit que x* est asymptotiquement stable s’il existe r > 0 tel que
Vo /|xg — x*| < r la solution mazimale (I,x) issue de (to, o) vérifie :

I =]t 4o0[ et lim x(t) =z (6.50)

t——+o0
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Chapitre 7

Exercices

7.1 Fonctions de plusieurs variables

7.1.1 Dérivation

Exercice 1. Montrer, en utilisant la définition de la dérivée, que les applications
suivantes sont dérivables et calculer leur dérivée :

1. f est Papplication de R dans R définie par f(z) = z?.

2. f est I'application de R? dans R? définie par f(z,y, z) = (222 — 22y, 2° — 2y2).

3. On note Ry[X] I'ensemble des polynomes de degré 2 a coefficients réels. f est
’application de Ry[X] vers lui-méme qui & p : p(x) = ax?® + bx + ¢, associe q :
q(x) = 3ax® + c.

4. f est lapplication de My(R)? dans My(R) définie par f(A, B) = A%B.

5. f est application de R? vers R définie par f(x) = (u(x),x) avec u € L(R?).

6. F et F sont deux evn de dimension finie et f est Iapplication de L(E, F) x E
vers F' définie par : f(l,z) = [(x).

7. E et F' sont deux evn de dimension finie, g est une application dérivable de £
vers L(E, F) et f est 'application de E vers I’ définie par : f(z) = g(z)(z).

Exercice 2. Etudier la dérivabilité des applications de R? dans RT suivantes :
R [P
I[N
Al E[P
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Exercice 3. Soit f: R — R une fonction dérivable. Exprimer au moyen de f’ les
dérivées partielles des fonctions suivantes :

1. ¢:]0,400[xR — R définie par g(z,y) = f(y/x).
2. h:R?® — R définie par h(z,y,z) = f(zsin(z)).

Exercice 4. Soit f la fonction de R? vers R définie par

Ty . 9
0
f(x,y):{zlf2+y si x4y #0,

0 sinon.

Montrer que f admet en (0,0) des dérivées dans toutes les directions mais que f
n’est pas dérivable en ce point.

Exercice 5. On considére 'application de R? dans R :

W gn [ — ) s @) £ 0,0)
flay) =9 a2 442 Va2 +y? Y ’

0 st (z,y) = (0,0)
1. Montrer que f est continue.

2. Calculer les dérivées partielles.

3. Montrer que f n’est pas dérivable.

Exercice 6. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C* :

x2y3
si (2, y) # (0,0) et f(0,0) =0.

— f;R2 — R définie par f(:Evy) = 22 L2

xsin(y)

— ¢ :R? — R définie par g(z,y) = siy#0etg(x,0) =

Exercice 7. Soit f : R? — R? I'application définie par f(z,y) = (23 + z,y — z?).
1. Montrer que f est de classe C*.
2. Calculer la matrice jacobienne de f.
3. Montrer que f est bijective.

4. Montrer que I'application f~! est de classe C*.

Exercice 8. Soit M, (R) 'espace vectoriel des matrices de taille n x n. On note
GL,(R) 'ouvert composé par les matrices inversibles de M,,(R). On considére 1'ap-

plication f : GL,(R) — GL,(R) définie par f(A) = AL
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— Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée f/'(A)(H).
— Montrer que f’(A) est continue.

7.1.2 Dérivées d’ordre supérieur

Exercice 9. Calculer la dérivée seconde des applications suivantes :

f: M,(R) — M,(R)
A — A3
g: R* — R

(r,y,2) —— adyz — 2?22

h: Mu(R)x My(R) — M,(R)
(A,B) — A’B

Exercice 10. Soient E et F' deux espaces de Banach, f : E — F une application

de classe C? telle que, pour tous t € R et x € E, f(tx) = t>f(x). Montrer que, pour
tout z € E, D?f(0)(z,x) = 2f(x).

Exercice 11. Les applications suivantes sont-elles des C!-difféomorphismes ?

f: R? — R?3
(r,y) = (v + e cos(gymz) ¥s 2° +y)

g: ]_37%[ — R
r +—— tanx

h R — R
xr —
k RZ — R?

(,y) — (z+y,z—y).

63



7.1.3 Extrema

Exercice 12. Etudier les extrema locaux de la fonction f : R? — R définie par

f(z,y) = 2* + 32y* — 150 — 12y .

Exercice 13. Déterminer la plus grande et la plus petite valeurs de la fonction

flzy)=2"+y —zy+a+y

dans le domaine D = {(z,y) |2 <0, y <0, z+y > -3} .

Exercice 14. Soient a, b, ¢ des nombres réels, tels que ¢ # 0 et soit f : R? — R la

fonction définie par
ax + by + ¢

/$2+y2+1'

Montrer que f a un maximum et le calculer.

fz,y) =

Exercice 15. Rechercher les extrema des fonctions suivantes :

- f R —R, f(z,y) =2 —¢*
~f R —R, f(z,y) =2+ ¢*
~ [ R —R, f(z,y) = 3wy —2° — °

Exercice 16. Un magasin prévoit d’investir 100000 Euros en publicité. Une minute
de publicité cotite 30000 Euros a la télévision et 10000 Euros a la radio.

Si le magasin achéte ¢ minutes de pub TV et r minutes de pub radio, ses revenus en
milliers de Euros sont :

f(t,r) = =2t —r® + tr + 8t + 3r-
Comment ce magasin peut-il maximiser ses revenus ?

Exercice 17. Un fermier souhaite cultiver du blé (bio et non bio) et du

mais. Les contraintes qui lui sont fixées sont les suivantes : il doit produire la méme
superficie de blé que de mais, et la superficie de blé bio doit étre 2 fois moins
importante que la superficie de blé non-bio. Les prix de vente sont les suivants :
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— x1 hectares de blé bio est vendu (300 — 50x; euro/hect.

— x5 hectares de blé non bio est vendu (500 — 25x5)euro/hect.

— x3 hectares de mais est vendu (3750 — 75z3)euro/hect.
Les couts de production sont :

— le blé bio cotite 500euro/hect.

— le blé non bio cotite 100Curo/hect.

— le mais cotte 750uro/hect.
De plus la location de la terre s’éléve a 500euro/hect. Comment ce fermier peut-il
maximiser ces profits ?

Exercice 18. Chaque matin, 10000 personnes se rendent en centre ville. Le

trajet en métro dure 40 minutes. Si x milliers de personnes utilisent leur voiture, la
durée du trajet en voiture est de (20 + 52) minutes.

1. Montrer que si les personnes sont libres de choisir, alors 4000 personnes uti-
lisent la voiture. (pour cela on assume que les personnes se répartissent de
facon a ce que la durée du trajet en métro et en voiture soit la méme; a
cet équilibre, il n’y a pas de raison a ce que quelqu’'un change de moyen de
transport).

2. Montrer que la durée moyenne de trajet serait minimisée si 2000 personnes
seulement prenaient leur voiture.

=

une matrice carrée symétrique a coefficients réels et soit v I’endomorphisme de R?
de matrice A dans la base canonique. On considére la forme quadratique sur R?
définie par

Exercice 19. Soit

q(z,y) = ax® + 2bxy + cy?
et la fonction f : R? — R définie en posant f(z,y) = q(z,y)e” @)
1. Soit (z,y) € R?. Montrer que (z,y) est un point critique de f si et seulement
si lon a u(z,y) = (q(z,y))(z,y).

2. Soit (z,y) € R*\ {(0,0)} . Montrer que (x,y) est un point critique de f si et
seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

(a) le vecteur (x,y) est un vecteur propre de u,
(b) on a l'égalité (1 — 2% — y?)q(z,y) = 0.
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3. Montrer que les éléments du noyau de u sont des points critiques de f.

4. Soit (x,y) un élément de R? n’appartenant pas au noyau de u. Montrer que
(x,y) est un point critique de f si et seulement si (x,y) est un vecteur propre
de u, de norme euclidienne 1, pour une valeur propre non nulle.

5. A quelles conditions la fonction f a-t-elle-un nombre fini de points critiques ?
Dans ce cas, combien y a-t-il de points critiques? La fonction f a-t-elle un
extremum local en ces points?

7.2 Séries de Fourier

Exercice 20. Soit a € C. On considére la fonction f, 2w-périodique sur R,
définie sur | — 7, 7] par :

fm:{ ear siz el —m

cosh(ma) six=m

Déterminer les coefficients de Fourier de f.
Exercice 21. Déterminer les coefficients trigonométriques de la fonction f, 27-

périodique sur R, définie sur | — 7, 7| par : f(x) = cosh(azx) dans les deux cas
sulvants :

1. aciZ

2. a € R™.

Exercice 22. Déterminer la série de Fourier des fonctions f des exercices 26 et 27.
Exercice 23.

1. Peut-on appliquer la formule de Parseval aux fonctions f des exercices 26 et
277
2. Pour chacune de ces fonctions quelles égalités obtient-on ?

3. Quelles égalités remarquables peut-on déduire ?

Exercice 24.

1. Peut-on appliquer le théoréme de convergence normale aux fonctions f des
exercices 26 et 277

2. Pour chacune de ces fonctions quelles égalités obtient-on ?
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3. Quelles égalités remarquables peut-on déduire ?

Exercice 25.

1. Peut-on appliquer le théoréeme de convergence simple aux fonctions f des exer-
cices 26 et 277

2. Pour chacune de ces fonctions quelles égalités obtient-on ?

3. Quelles égalités remarquables peut-on déduire ?

Exercice 26.

1. Déterminer les coefficients trigonométriques de la fonction T'—périodique f

définie par :
(T
f(z) = [sin (ix)‘ :

2. Quels théoréemes de convergence peut-on appliquer a la série de Fourier de f 7

sin(nx
Exercice 27. La série trigonométrique Z (nz)

NG
d’une fonction de CMy, ?
Exercice 28. Soit f € CM,, définie par Vz €] — 7, 7], f(z) =

est-elle la série de Fourier

1. Calculer les coefficients de Fourier de f.
2. Calculer les coefficients trigonométriques de f.

3. On note (Sy)pen la suite des sommes partielles de la série de Fourier de f.
Calculer S,(f)(m). Est-ce que S,(f)(w) — f(m) lorsque p — +o00? Pourquoi ?

+00 n
4. Calculer la valeur de la série numérique Z 5 +)1 a partir de S,(f).
n
=0

5. En appliquant la formule de Parseval, en déduire la valeur de la série numérique
+0o0
1

-
n
n=1

Exercice 29. On définit les fonctions T-périodiques f et g par :

T T

Vo € [—5,5] , flz) =2, glx) =2
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1. Calculer les coefficients trigonométriques de f et de g.

2. Ecrire f et g sous la forme de séries trigonométriques.
2

3. On pose Vz € [—g, %} . h(z) = f(z) - T?g(x)

Ecrire la série trigonométrique de h.
+o0

1
4. Calculer Z —-
n

n=1

7.3 Formes différentielles et intégrales multiples

1 1
Exercice 30. Montrer que w = ——dx + —dy est exacte dans (R, ).
Z Y

Exercice 31. Soient f et g deux fonctions de classe C' sur R et w = f(z)dzr+g(y)dy.

Montrer que w est exacte dans R2.

Exercice 32. Soient f et g deux fonctions de classe C* sur R et

2
w=2xzdx+ f(y)g(z)dy + (mQ - %) dz. Déterminer f et g telles que w soit fermée

sur R? puis calculer F telle que w = dF.

-y

Exercice 33. Soit w = dx +
x? + y? ?+y

S dy.

Montrer que w est fermée dans R?\{0}.

Montrer que w n’est pas exacte dans R*\{0}.
Montrer que w est exacte dans R\ {(z,0), =z < 0}.
Calculer F telle que w = dF dans R*\{(x,0), = < 0}.

W=

Exercice 34.

1. Définir l'orientation directe sur le bord du compact K =
{(z,9) €R* >0,y >0, z+y < 1}.
2. Soit w = —yx?dr + xydy. Calculer [, w de deux maniéres différentes.

Exercice 35. Méme exercice avec K = {(z,y) € R?, 2? + y* — 2y < 0}.
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7.4 Equations différentielles - Etude qualitative

Exercice 36. Sur chacun des huit champs de directions suivants :
— Trouver l'isocline Iy = {(t,z)|f(t,z) = 0}.

— Trouver les points ou la pente n’est pas définie.

— Dessiner quelques solutions.

— Marier chaque dessin avec I'une des équations ci-dessous :

1. 2/ =2

2.2 =t

=x—1

=uz/t

= —t/x

— (=2t —1)

= ta® + t?

® N W

:L,/
l,/
x/
:U/
a:,/
x/
Exercice 37. On considere ’équation différentielle :

1. Déterminer les solutions stationnaires
2. Dessiner le champ de vecteurs

3. Dessiner une solution pour chacun des cas suivants : zg < 0, =z €
]0, 1[, xo > 1.

Exercice 38. On considére ’équation différentielle dépendante du temps :

dx ;

— =2

dt

z(0) = xg
Résolution graphique de ce probléme.
Exercice 39. On considére 1’équation

2 =ax?—t.
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1. Tracer les isoclines 22 —t =0, 22 —t =1, 2> —t = —1.
2. En déduire Pexistence d’entonoirs et d’anti-entonoirs.

3. Que peut-on dire de la solution du probléme de Cauchy pour —+/ty < zy <
Vo

4. Déterminer les régions du plan ot pour —/fp — 1 > z la solution vérifie
—Vt—1>x(t).

5. Que peut-on dire pour xg > \/to + 17

6. On se propose maintenant de montrer que certaines solutions tendent vers

I'infini en temps fini. Déterminer les régions du plan ou les solutions de o’ =
a?/? sont des barriéres inférieures pour (1). Conclure.

Exercice 40. On considére le systéme d’équations différentielles :

.
d
d—szm—xz—?)xy
dy 2
27— 3y — u? —
at y—zay —zy
x(0) = xg

L y(0) = yo

Résolution graphique de ce probléeme.

7.5 Equation différentielles

Exercice 41. On considére ’équation différentielle :

1. Montrer qu’il existe une et une seul solution maximale notée (I, x).

2. Montrer que si zo €]0,1[, alors : V¢t € I,z(t) €]0,1]. En déduire que dans ce
cas [ = RR.
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3. Montrer que si o > 1, alors : Vt € I, z(t) > 1. En déduire que dans ce cas, [
est de la forme Ja, +o0l.

4. Résoudre explicitement I'équation.

Exercice 42. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. .I‘,:—t—3, .’Ij‘(t()) = o, .T()E]R.
x? — 12
2. 2 = — el x(ty) = xo, o € R. (Utiliser le changement de variable
x
x = yt.)
— 2
3 =2 T x(to) = xo, xo€R.

Exercice 43. Résoudre le probléme suivant :

"=ty + €t2/2
(&) { y() =1

Exercice 44. On considére ’équation différentielle suivante :

2/ (t) + t2uP(t) = tu(t) =1 vVt >0 (E)

1. Chercher une solution particuliére ug de la forme : ug(t) = at? o a € R, p € Z.

2. Soit u une solution de (£). On pose v(t) = u(t) — uy(t).
Ecrire ’équation différentielle satisfaite par v, et la résoudre.

3. Donner la solution u de (E) telle que u(1) = 2.
Exercice 45. Résoudre ’équation suivante :

'y +y+y =0 t>0

Exercice 46. Montrer que I’équation suivante posséde des solutions non nulles

développables en série entiére.

Lq"(t) + Rq'(t) + =q(t) = f(1) (7.1)
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ou C

: capacité, L : self-induction et R : résistance.

Exercice 47. On considére le probléme suivant (équation de la chaleur

1D) :

AN R e

((Ou  O%u
E—@:O VI’G]O,].[, t>0

u(t,0) =wu(t,1) Vt>0

L u(0,2) = uo(z) Va €]0,1]

Ramener ce probléme & un probléme sur R x]0, 27].
Développer u(t,.) en une série de Fourier tronquée & M termes.
Ramener le probléme & une équation différentielle ordinaire.
Calculer la solution analytique de cette équation différentielle.

En déduire la solution du probléme initial.

Exercice 48. Soit I'équation différentielle (*) i/ = ty? — y et soit r un nombre réel.

1.

D.

Dessiner l'isocline de la pente 0. Dans quelles régions les solutions sont-elles
croissantes 7 décroissantes ?

Montrer qu’il existe une unique solution maximale ¢, :Ja,b[— R de I’équation
différentielle (*) telle que ¢,(0) = r.

1
Montrer que 'on a ¢1(t) = T4 Pow tout t €] — 1, 4o00].

Supposons r # 0. Montrer que l'on a ¢,(t) # 0 quel que soit ¢t €]a, b[. Posons
h(t)

1
= G Powrtout ! €la, b[. Montrer que la fonction A est solution de
I’équation différentielle v/ = y — ¢.

Résoudre I'équation différentielle (*).

Exercice 49. Soit A une matrice réelle carrée de taille 2 et soient \i, Ay ses valeurs
propres. On considére le systéme linéaire

= Azx.

Tracer le portrait de phase du systéme, en fonction de Ay, Ay :
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e )\, )y valeurs propres réelles
A < Ay <0, AL = Ay <0, AL <0< A,
0< AL = Ay, 0 < A < Ag, AL < Ay =0, AL=0< ;.
e )\, Ay valeurs propres complexes, \j o = a £ iw
a =0, a <0, a > 0.

Exercice 50. Etudier la stabilité des systémes linéaires suivants et donner I’allure
des solutions autour de (0,0) :

¥ = x—y ¥ = —r+4dy ¥ = x-—2
y = 2x+3y y = —-9r+vy y = —3r+2y
¥ = 3r+4+2y ¥ = —x+4+2 ¥ = 2x+y
y = x4y y = —2r+3y y = —x—4y

Exercice 51. On considére les équations différentielles

¥ =x+ 23, ¥ = —z 42>,

2 =z —a, ¥ = —x— 2>

Traiter les questions suivantes pour chacune de ces équations.
1. Ecrire I’équation sous la forme d’un systéme différentiel du premier ordre.

2. Déterminer les points stationnaires et tracer l'allure des courbes solutions au
voisinage de ces points dans le plan (x,z’).

3. Trouver une fonction H (2, z) telle que H(2'(t), x(t)) = const. si z(t) est une
solution. (Multiplier I’équation par =’ et intégrer par rapport a t).

Exercice 52.
1. Résoudre explicitement I'équation =’ = \/|z| + k, avec k # 0.

2. Montrer que f(t,x) = \/|z|+ k ne satisfait aucune condition de Lipschitz dans
le rectangle [a, ] x [—1,1].

3. Conclusion ?
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Exercice 53. On considére ’équation dite équation de Clairaut,
r = tr' — (2/)?/2

1. Montrer que les droites x = C't — C?/2 sont des solutions.
2. Montrer que la parabole x = t?/2 est aussi une solution.

3. Montrer que toutes les droites de la premiére question sont tangentes a la
parabole de la deuxiéme question. Conclusion ?

4. Pourquoi le théoréme d’existence et d’unicité vu en cours ne s’applique pas
ici?

7.6 Th. fonctions implicites et inversion locale

Exercice 54. On cherche les fonctions f : R?2 — R telles que

0 0
a—i(w,y) + Qwa—g(%y) =0, V(z,y)eR. (7.2)
Soit ¢ : R? — R? I'application définie par ¢(z,y) = (x,y + x2).
1. Montrer que ¢ est bijective, de classe C! et que I'application ¢! est de classe
ct.
2. Soit f : R? — R une fonction de classe C'. Posons g = f o ¢.
— Montrer que la fonction ¢ est de classe C*.

0
— Montrer que f est solution de (1) si et seulement si 99 _ .

Ox
3. Soit f : R? — R une fonction de classe C'. Montrer que f vérifie (1) si et
seulement s'il existe une fonction h : R — R de classe C? telle que f(z,y) =
h(y — %) quel que soit (z,y) € R

Exercice 55. Soit ¢ et 1) deux fonctions de classe C' de R? dans R. On définit f
de R? dans R? par :

[l y) = (@ +220(z, ),y + v (z,y)) .

Montrer que f est de classe C* sur R? et calculer sa dérivée au point (x,y). Prouver
qu'il existe deux voisinages ouverts U et V de (0,0) dans R? tels que f détermine
un C'-diffeomorphisme de U sur V.
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Exercice 56. Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension finie. On

suppose que la norme sur F est associée & un produit scalaire, (z,y) — (x|y). Soit
f : E — E une application de classe C'. On suppose qu’il existe un réel a > 0 tel
que, pour tous h et x € E, (f'(z)h|h) > a(hlh).
1. Montrer que, pour tous a et b € E, (f(b) — f(a)|b —a) > a(b—alb — a). [On
pourra introduire la fonction ¢ définie, pour ¢ € R, par ¢(t) = (f(a + t(b —

a))|(b —a)).]

En déduire que f est une application fermée.

2. Montrer que, pour tout x € F, f'(x) est un isomorphisme de FE.
En déduire que f est une application ouverte.

3. Montrer que f est un difféomorphisme de classe C! de E sur lui-méme.

Exercice 57.

1. Montrer que la relation
24y 22y =0 (%)
définit, implicitement au voisinage de (1, 1) une unique fonction ¢(x) vérifiant
2?4+ o(z)* — 2zp0(z) = 0.
2. Calculer ¢/(1).

3. Montrer que si P # (0,0), alors au voisinage de P I’équation (*) se résout en
T ou en y.

4. L’équation (*) définit une courbe C' C R?. Montrer que C a une tangente en
tout point P # (0,0).

Exercice 58.
1. Montrer que la relation
eV =1+x+y
définit, implicitement au voisinage de (0, 0) une fonction C*, x +— p(x) véri-
fiant e*=*®) =14+ 2 + ¢(x).
2. Calculer ¢'(z) puis ¢"(z).
3. En déduire que

z—0 2 4



Exercice 59. On considére l'application f : M, (R) x M, (R) — M,,(R) définie
par
fX,)Y)=B—(I,-X+Y?)/2.
1. Calculer fi(X,Y).
2. Montrer qu’au voisinage de I, il existe une fonction p(X) telle que p(X)? = X .
3. La fonction ¢(X) est-t-elle unique ?

Exercice 60. Soit la surface S d’équation z = z — 2(z? + y*)2. Soit (a,b,c) € S.

1. Ecrire 'équation du plan tangent a S au point (a, b, ¢). En quel point le point
tangent a S est horizontal 7

2. Montrer qu’au point (0, 0,0) la surface est en-dessous de son plan tangent.

3. Montrer qu’en tout point de S la surface est en-dessous de son plan tangent.

7.7 Exercices complémentaires

Exercice 61. Soit I un intervalle ouvert de R. On considére une fonction
continue f : [a,b] x I — R telle que la dérivée partielle 9z existe et soit continue
x

sur [a,b] x 1.

1. Montrer que la fonction H définie pour tout élément (u,v,x) de [a,b]> X I par :

H(u,v,2) = / U2t (7.3)

est de classe C1.

2. Soient u: I — [a,b] et v : I — [a, b] des applications dérivables.
Montrer que la fonction K définie pour tout élément = de I par K(x) =
H(u(x),v(x),x) est dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 62. Pour tout x € R on pose :

. 1 e—q:2(1+t2)d
= ———dt



1. Montrer que F et G sont définies, de classe C*! sur R et que l'on a F'+ G’ = 0.

2. Calculer F'+ G, montrer que lirf F(z) = 0 et en déduire que :

+oo
/ i (7.4)
0 2

Exercice 63. Montrer qu’on peut définir une fonction F’ sur R en posant :

+00 €_t _ e—xt

F(z) = /0 £ =° (7.5)

t

Montrer que F' est dérivable et calculer sa dérivée.

7.7.1 Théorémes des accroissements finis

Exercice 64. Soient x1,...,z, > 0. On considére la fonction

fl@y, .. my) = (zy ... z)Y™ . (7.6)
1. Montrer que

ggi(xl,...,xn) = nlxl flze, ..o zy) . (7.7)

2. Soient a et h deux nombres réels positifs. Montrer que si'onaa < z; < a+h,

alors )
0< (21 o)/ —a < &F ($1+”‘+x”—a). (7.8)
a n

Exercice 65.

1. Montrer que si f : R — R de classe C*°, est nulle en 0, alors il existe une
fonction g € C* telle que pour x € R, f(x) = zg(x).

La fonction z — /|| admet-elle une telle décomposition ?

2. Soit f : R® — R de classe C! telle que f(0,0,2) = 0 pour tout z € R.
Montrer qu’il existe des fonctions continues g, h : R® — R telles que pour tout
(r,9,2) € R?:

f(x7 y? Z) = xQ(‘/'U’ y? Z) + yh(x7 y’ Z)' (7‘9)
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Exercice 66. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre d, et p un entier. Montrer
que :

p—1
| 47— l<plA-B (sl AlLIBID) (7.10)
Exercice 67.

1. Soit © un ouvert convexe d'un e.v.n. E et f: Q — F (ou F est un espace de
Banach). Montrer que si f est dérivable sur 2, a dérivée bornée, alors f est
lipschitzienne.

2. Le résultat précédent reste-t-il vrai si 2 est 'ouvert | — 1,0[U]0,1[ de R ?

3. Montrer que le résultat subsiste lorsque Q = {x € R%, 0 <|| z |< 1} et d > 1.
Montrer qu’alors f admet un prolongement continu a {z € R, || z ||< 1}.

4. On appelle g le prolongement de f sur {x € R%, || z ||< 1}. On suppose que
lir% f'(x) = 1. Soit € > 0. Montrer que si z et y sont suffisamment proches de

0 (a préciser), on a || g(z) — g(y) — l(x —y) [|[< € ||  — y ||. En déduire que g
est différentiable en 0 et que ¢'(0) = [.

Exercice 68. Soit R? muni de la norme euclidienne. On définit f par :

f:R*\ {0} — R?\{0} (7.11)

o )
— . 12
@9) — (i) (712)

1. Montrer que f est différentiable et déterminer sa matrice jacobienne 7 f.

2. Montrer que :|| J f(z,y) ||= L

3. Soit R > 0 fixé. On pose Q = {M € R?/ || M ||> R}.
(a) Pour XY € Q  tel que [X,Y] € 2, montrer

1
que || f(Y) = f(X) [|< 25 1Y =X
(b) Pour X, Y € Q quelconques, montrer que
2
HFY) = fX) s m 1Y =X
4. f est-elle lipschitzienne sur R? \ {0} ?
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7.7.2 Formules de Taylor

Exercice 69. Ecrire la formule de Taylor a l'ordre 2 pour l’application
f(z,y) = y* au point (1,1).

Exercice 70. Soit f: R? — R, de classe C?, telle que

0 0
10,0 = 50,0 = F0.0 =0

Montrer qu’il existe trois applications U, V et W, continues sur R?, telles que pour
tout (z,y) € R?,

(0,0) =

f(a,y) = 2®U(z,y) + ayV(z,y) + y*W(z,y).
Exercice 71. Soit f: R? — R, de classe C®. On pose pour h > 0

1
gu(,9) = 75 (fl@+hy) + fla—hoy) + flay+h) + fla.y — h) = 4f(z.p)).
Montrer que pour tout compact K C R?, il existe C' tel que
\V/(l‘,y) € K7Vh E]Ov 1[a |gh($7y) - Af(:["7y)| < C h.

Exercice 72.

1. Soit ¢ : R* x R — R?\ 0 définie par ¥(r,0) = (r cos 6, r sin#). Montrer que
Y est C! et calculer le jacobien de 4.
Montrer que v est un C!-diffeomorphisme local.

: 2 5 *f  *f ;
2. Soit f:R* — R, de classe C*. On note Af = 02 + G On note f(r,0) =
f(rcos@,rsind). Calculer le laplacien de f en fonction des dérivées partielles

de f.
7.7.3 Courbes paramétrées

Exercice 73. Etude compléte (symétries, tableau de variation, tangentes,
branches infinies, courbe) de la courbe paramétrée :
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Exercice 74. Etude de la courbe paramétrée :

z(t) = el —t
y(t) = 2 -3t

au voisinage de t = 1. On indiquera les portions de la courbe correspondants a ¢t < 1
et t > 1.

Exercice 75. Etude de la courbe paramétrée (courbe de Lissajous) :
x(t) = sin(2t)

y(t) = cos(3t)

Exercice 76.

1. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R et a valeurs réelles.
Ecrire I’équation de la tangente et de la normale au graphe de f au point
d’abscisse zg.

2. Soit un intervalle I de R et g une application de classe C' de I dans R? :

g(t) = (z(t), y(2)).
Ecrire ’équation de la tangente et de la normale & la courbe paramétrée par
g en g(ty), lorsque le vecteur “vitesse” en ce point n’est pas nul.

3. Ecrire I'équation de la tangente au point (zg,yo) du cercle de centre O et de
rayon R.

7.7.4 Meéthodes numériques pour les équations différentielles
Exercice 77. On cherche & évaluer la valeur en t = 1 et t = 2 de la solution de

2'(t) = z(t) vérifiant z(0) = 1.

1. Résoudre 'équation, et donner les valeurs exactes de x(1) et x(2).
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2. Calculer & la main les approximations de x(1) et x(2) obtenues avec les pas
h = 1 pour chacune des trois méthodes : Euler, point milieu, Runge-Kutta (4).

3. Pour chacune de ce méthodes, marquer sur un graphique lespoints ou 1’'on
évalue les pentes, et y tracer des petits segments ayant cette pente; pour les
méthodes du point milieu et de Runge-Kutta, tracer d’une autre couleur le
segment joignant les deux points (¢;, ;) et (ti51, Tiy1).

4. Comparer les trois méthodes a la solution exacte.

Exercice 78. On consideére la solution u(t) de z'(t) = x2(t) — t vérifiant z(0) = 1.

1. On utilise un pas h = 1/2; calculer les approximations obtenues par la-
méthodes d’Euler sur le segment [—1,1], c’est-a-dire les approximations de
u(—=1),u(—=1/2),u(1/2),u(1). Dire si les valeurs trouvées sont des approxima-
tions par défaut ou par exces.

2. Trouver les approximations obtenues en ces mémes points par les méthodes
du point milieu et de Runge-Kutta.

Exercice 79. Montrer que, pour tout pas h, I'appoximation d’Euler w(t) de
la solution u(t) de 2/ = x?—t vérifiant u(0) = 1 est une barriére inférieure pour ¢ > 0.

Exercice 80. Partant de (to,z9) = (0,1), effectuer les trois premiers pas de

la méthode d’Euler implicite appliquée aux équations :
1.2/ =4—2x

2. o' =4x — x?
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