LE THEOREME SPECTRAL, LE CAS AUTO-ADJOINT

SUJET PROPOSE PAR SYLVAIN GOLENIA

En Physique quantique, un systeéme est souvent décrit par un opérateur auto-adjoint. Afin de localiser
un phénomeéme de nature spectrale, il est important de pouvoir isoler qu'une partie de 'opérateur (par
exemple, que les valeurs propres, ou tout sauf les valeurs propres, ou un interval inclus dans le spectre...).
Pour cela il faut donner un sens a f(A), pour une certaine fonction f : R — R et un opérateur auto-adjoint
A. On parle de calcul fonctionnel associé a A.

Quand A est une matrice auto-adjoint, si on note par (A;);=1,... » ses valeurs propres et par (P;)i=1,..n
les projections orthogonales sur les sous-espaces propres associés alors

f(A) = Zf(/\i)Pi-
i=1

Quand l’espace est de dimension infinie et que A a par exemple du spectre continu, alors cette somme
n’a plus de sens et il faut donner un sens a f(A) (est-ce formellement une intégrale 7).

En utilisant le théoréme de Stone Weirstrass il ne prend que quelques lignes pour définir f(A) pour f
une fonction continue. Cette construction permet d’obtenir beaucoup de propriétés facilement. Cepen-
dant cette construction n’est pas explicite et dans la pratique il faut souvent pouvoir mieux controler

f(A).

Le but de ce TER est de construire f(A) pour différentes classes de fonctions f et d’explorer la formule
d’Helffer-Sjostrand. On se limitera au cas ou A est borné et auto-adjoint. On cherchera & appliquer ces
résultats a différents Laplacien discrets qui agissent sur des graphes.
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