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INTRODUCTION

À la suite des travaux de précurseurs comme H. Poincaré, la théorie ergodique des
systèmes dynamiques est née vers 1930 avec les théorèmes de J. von Neumann et
de G. D. Birkhoff, qui donnèrent un cadre mathématique rigoureux pour expliquer
l’hypothèse d’ergodicité en mécanique statistique. Cette hypothèse, formulée par
L. Boltzmann et J. W. Gibbs, affirme que, dans l’évolution d’un système de particules,
presque toutes les trajectoires s’équirépartissent sur les surfaces d’énergie constante
dans l’espace des phases.

La théorie ergodique s’est beaucoup développée et interagit avec de nombreuses
branches des mathématiques, comme la théorie des probabilités, l’analyse fonction-
nelle, la théorie des nombres, la géométrie et la topologie différentielle. Nous mettrons
ici en avant ses liens avec la théorie des groupes et, au travers des inégalités maximales,
avec l’analyse fine.

L’objet de la théorie ergodique est l’étude des systèmes dynamiques du point de
vue de la théorie de la mesure. Un système dynamique mesuré est un espace mesuré
(X,B,m) muni d’une transformation τ (ou d’un semi-groupe un paramètre (τt)t≥0)
qui préserve la mesure m. Le plus souvent la mesure m est une probabilité. En théorie
ergodique on s’intéresse à la description des propriétés statistiques des trajectoires des
points sous l’itération de la transformation et on établit une classification des systèmes
dynamiques mesurés.

Un point de départ de l’étude de ces propriétés est l’établissement de théorèmes
ergodiques, qui décrivent le comportement asymptotique des moyennes “temporelles”

Anf(x) =
1
n

n−1∑
k=0

f(τkx),

où f est une fonction mesurable sur X, à valeurs réelles. Parmi les premiers résultats
théoriques importants figurent, comme nous l’avons dit, ceux de von Neumann et de
Birkhoff. Pour une fonction f de carré intégrable, von Neumann a montré que (Anf)
converge en moyenne quadratique vers une fonction laissée invariante par τ , tandis
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que Birkhoff a, de son côté, établi un théorème de convergence presque partout. Dans
le cas où le système dynamique possède la propriété d’irréductibilité naturelle appelée
ergodicité, la limite de la suite (Anf) est la valeur moyenne de la fonction f pour la
probabilité m : le théorème ergodique donne ainsi une description mathématique
de l’hypothèse ergodique, c’est-à-dire la cöıncidence entre moyennes spatiale et tem-
porelle, quand le temps est grand. Les lois des grands nombres du Calcul des Proba-
bilités sont des cas particuliers de théorèmes ergodiques.(1)

La transformation τ de l’espace (X,B,m) définit une action du semi-groupe N par
(n, x) ∈ N×X 7→ nx = τnx. Quand la transformation est inversible, elle définit une
action du groupe Z. Dans le présent ouvrage, nous nous intéressons principalement
aux extensions des théorèmes ergodiques dans le cadre plus général d’une action de
groupe. Pour pouvoir énoncer l’analogue des deux théorèmes ergodiques, de Birkhoff
et von Neumann, il nous faut introduire l’analogue des moyennes temporelles qui y
interviennent. Si µ est une mesure de probabilité sur G et si f ∈ L1(X,m), nous
définissons la moyenne µ · f par la formule

µ · f(x) =
∫
G

f(gx) dµ(g).

Ainsi, la fonction Anf ci-dessus n’est autre que la moyenne de f relativement à la
mesure de probabilité uniforme µn sur {0, 1, . . . , n− 1}. La question suivante est au
cœur de nos préoccupations : pour quelles suites (µn) de mesures de probabilité sur
G, et pour quels espaces Lp, les théorèmes de von Neumann et de Birkhoff restent-
ils vrais ? Il est également naturel de se pencher sur le même problème avec des
familles (µr)r>0 indexées par R∗+. De telles moyennes interviennent dans l’étude des
systèmes dynamiques et sont aussi étroitement reliées à des questions fondamentales
en analyse réelle et harmonique. Le théorème de différentiation de Lebesgue en est
une illustration élémentaire. Son cadre est celui de l’action de Rd sur lui-même par
translations. En prenant pour βr la probabilité uniforme sur la boule de centre 0 et
de rayon r, on a

βr · f(x) =
1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

f(g + x) dg =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(g) dg,

où |B(x, r)| désigne le volume de la boule de centre x et de rayon r. Rappelons que
le théorème de différentiation de Lebesgue dit que, pour tout f ∈ L1(Rd), et pour

(1)La formulation des théorèmes de von Neumann et de Birkhoff s’étend naturellement dans diverses

directions. En notant P l’application f 7→ f ◦ τ , remarquons que Anf s’écrit 1
n

Pn−1
k=0 P

kf . On

peut alors, plus généralement, se donner un opérateur borné P de Lp(X,m), p ≥ 1, et étudier

la suite
“

1
n

Pn−1
k=0 P

kf
”
. On peut aussi considérer un opérateur borné (ou même un semi-groupe

d’opérateurs) d’un espace de Banach plus général qu’un espace Lp. Dans cet ouvrage, nous abor-

derons très peu cet aspect, qui est traité en détail dans le livre de Krengel [Kre85]. Par ailleurs,

on peut remplacer la transformation “déterministe” τ par une règle de transition aléatoire : c’est le

domaine des théorèmes ergodiques pour châınes de Markov, qui ne sera pas étudié ici.
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presque tout x ∈ Rd, on a limr→0 βr · f(x) = f(x). Cet aspect local ne sera pas
étudié dans notre ouvrage et nous nous limiterons à l’étude du comportement des
moyennes µr · f quand r tend vers +∞. Nous ferons toutefois appel aux outils qui
sont traditionnellement utilisés dans les généralisations du théorème de Lebesgue, à
savoir les fonctions maximales et les lemmes de recouvrement.

On distingue deux types de théorèmes ergodiques, les théorèmes ergodiques en
moyenne, où on étudie la convergence dans Lp, et les théorèmes ergodiques ponctuels,
qui traitent de la convergence presque partout. Les théorèmes en moyenne étendent
le théorème de von Neumann et sont généralement plus accessibles que les théorèmes
ponctuels. Ils se démontrent, le plus souvent, par des méthodes de point fixe ou bien
en utilisant la théorie spectrale dans L2. La démonstration des théorèmes ponctuels
passe en général par deux étapes : on obtient d’abord la convergence presque partout
pour les fonctions d’une famille dense dans Lp(X,m), puis à l’aide d’une inégalité
maximale on étend le résultat à tout Lp(X,m). Précisons que ces inégalités concernent
l’opérateur maximal f 7→ f?µ = supr>0 |µr · f |. Ce dernier est dit de type fort (p, p)
(ou borné sur Lp) s’il existe C > 0 tel que ‖f?µ‖p ≤ C‖f‖p pour tout f ∈ Lp(X,m). Si
on a seulement m({f?µ > α‖f‖p}) ≤ (Cp/αp) pour tout α > 0 et tout f ∈ Lp(X,m),
on dit que l’opérateur maximal est de type faible (p, p).

Notre objectif est de présenter un panorama des théorèmes ergodiques pour des
actions de groupes. Nous partons des résultats classiques des débuts de la théorie
ergodique. Nous traitons après le cas des actions de groupes moyennables, qui fut
longtemps le cadre naturel de cette théorie. Ensuite nous exposons des travaux réalisés
essentiellement par A. Nevo ces quinze dernières années. Consacrés à des actions de
groupes non moyennables comme les groupes libres, les groupes hyperboliques ou les
groupes de Lie semi-simples non compacts, ces travaux marquent un tournant dans
l’évolution de la théorie.

Concernant un sujet aussi vaste, nous avons dû faire des choix. Deux préoccupations
nous ont guidé dans notre travail :

– d’une part être accessible à tout lecteur familier avec les bases de l’analyse
fonctionnelle, de la théorie de la mesure et des probabilités ;

– d’autre part dégager un certain nombre d’idées fondamentales et les mettre en
œuvre dans des contextes variés, tout en donnant des pistes pour des lectures
complémentaires.

Venons-en à une description plus détaillée du contenu du livre. Nous commençons
dans le chapitre 1 par un exposé élémentaire du théorème de von Neumann puis du
théorème de Birkhoff sous sa forme plus générale due à Hopf et à Dunford et Schwartz.

Dans le chapitre 2, nous passons du cas des actions du groupe Z au cas des actions
d’un groupe moyennable G. Historiquement, les actions des groupes Zd et Rd furent
d’abord étudiées, puis on s’est progressivement aperçu que les moyennes sur des suites
de Følner conduisent aux mêmes résultats que les moyennes sur des boules de Rd par
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exemple, du moins en ce qui concerne les théorèmes ergodiques en moyenne. Plus
généralement, nous considérons une famille (µr) asymptotiquement invariante (ou de
Følner) de mesures de probabilité sur G, c’est-à-dire telle que limr→+∞ δg∗µr−µr = 0
pour tout g ∈ G (ici r ∈ N ou r ∈ R∗+) (2). Alors des techniques classiques en analyse
fonctionnelle montrent que, pour tout f ∈ Lp(X,m), la famille (µr · f) converge
dans Lp vers une fonction G-invariante lorsque r tend vers +∞ (sous réserve que m
soit finie si p = 1). Nous obtenons facilement aussi la convergence m-presque partout
pour toutes les fonctions f d’une partie dense dans Lp(X,m). La convergence presque
partout pour toutes les fonctions de Lp(X,m) n’est pas toujours satisfaite et dépend
de propriétés de (µr) plus subtiles que l’invariance asymptotique. Suivant le principe
de Banach exposé dans le chapitre 1, il suffit, pour étendre cette convergence à tout
Lp(X,m), de montrer que l’opérateur maximal f 7→ f?µ = supr |µr · f | est de type
faible (p, p). Lorsque G est moyennable, ceci peut être établi grâce au principe de
transfert de Wiener et Calderón. Le chapitre 2 se termine par la démonstration de
ce principe qui permet de se limiter, pour l’étude d’inégalités maximales, au cas de
l’action de G sur lui-même par translations.

Dans le chapitre 3, nous ne considérons que des mesures µr absolument conti-
nues par rapport à la mesure de Haar à gauche λ sur un groupe localement compact
G. Plus précisément, on se donne une famille (Fr) de parties mesurables de G de
mesure de Haar |Fr| finie et µr est la mesure de densité (1/|Fr|)1Fr

. Nous présentons
plusieurs techniques de recouvrement permettant d’établir des inégalités maximales
pour l’opérateur ϕ 7→ ϕ?µ relatif à l’action à gauche de G sur lui-même. Nous com-
mençons par le lemme classique de recouvrement de Vitali pour les boules de Rd, d’où
l’on déduit le théorème ergodique de Wiener relatif aux moyennes sur ces boules.

Dans la deuxième section du chapitre 3, nous quittons momentanément le cadre
des actions de groupes pour étudier les moyennes centrées et non centrées sur les
boules de Rd, en effectuant ces moyennes non plus suivant la mesure de Lebesgue,
mais suivant une mesure de Radon quelconque sur Rd. Ce sujet intervient dans de
nombreux problèmes classiques en analyse, comme l’étude de la différentiation des
intégrales, l’étude du comportement au bord des fonctions harmoniques, ou encore
la théorie des opérateurs intégraux de Calderón-Zygmund. Si la mesure considérée
conserve la même propriété de doublement de volume que la mesure de Lebesgue,
l’opérateur maximal est encore de type faible (1, 1), que les boules soient centrées
ou non. Dans le cas où la mesure d’une boule n’est plus comparable à celle de la
boule de rayon double, le lemme de recouvrement de Besicovitch permet d’établir que
l’opérateur maximal relatif aux moyennes sur les boules centrées est de type faible
(1, 1). En revanche, pour les moyennes non centrées nous donnons un exemple, dû à
P. Sjögren, qui montre la nécessité, dans ce cas, d’hypothèses supplémentaires sur la
mesure de Radon considérée.

(2)L’existence d’une telle famille équivaut à la moyennabilité de G.
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Après un examen rapide de l’opérateur maximal relatif à certains réseaux dyadiques,
dont l’étude se ramène au lemme maximal de Doob pour les martingales, nous revenons
au cas de l’action d’un groupe sur lui-même. Nous terminons le chapitre 3 par le
théorème maximal d’E. Lindenstrauss relatif aux suites tempérées de G, c’est-à-dire
aux suites (Fn) de parties de G telles que

sup
n

|
⋃

1≤i≤n−1 F
−1
i Fn|

|Fn|
< +∞.

À l’aide d’un lemme de recouvrement probabiliste, on montre que l’opérateur maximal
relatif aux moyennes sur ces Fn est de type faible (1, 1). Tout groupe moyennable
possède des suites de Følner tempérées. On peut donc obtenir des théorèmes er-
godiques dans le cadre général des actions de groupes moyennables à condition de
moyenner par rapport à de telles suites. Ce résultat généralise le théorème de Wiener
et de nombreux théorèmes ergodiques obtenus après lui pour les actions de certains
groupes moyennables (essentiellement les groupes à croissance polynomiale) ; on pense
en particulier aux travaux de A. P. Calderón, A. Tempelman et W. R. Emerson.

En dehors du cas des groupes à croissance polynomiale, les suites tempérées sont
généralement obtenues de façon abstraite et n’ont pas de signification géométrique.
L’étude de théorèmes ergodiques et d’inégalités maximales relatifs à des moyennes sur
des sous-ensembles liés à la géométrie d’un groupe résoluble (et donc moyennable)
à croissance exponentielle est un problème très intéressant, largement ouvert. Le
chapitre 4 est consacré à l’étude d’un exemple, celui du groupe Sd des affinités de
Rd. Ce groupe résoluble, à croissance exponentielle, possède une métrique naturelle,
invariante à gauche, héritée de son identification avec l’espace hyperbolique Hd+1.
Les boules hyperboliques centrées sur l’élément neutre ne forment pas une famille
de Følner. Nous commençons par donner des exemples explicites et simples de telles
familles. Ensuite nous montrons que l’opérateur maximal relatif aux moyennes sur les
boules hyperboliques (pour l’action par translations à droite de Sd sur Sd) est de type
faible (1, 1), et nous examinons la validité des inégalités maximales pour les moyennes
sur d’autres exemples naturels de familles de parties de Sd. Ce groupe n’étant pas uni-
modulaire, on s’aperçoit qu’il y a lieu de distinguer entre actions à gauche et à droite
de Sd sur lui-même. Notre étude nous permet finalement d’établir des théorèmes
ergodiques pour certaines familles de Følner dont les éléments, géométriquement sim-
ples, forment des paraléllépipèdes dans un système de coordonnées approprié de Sd.

Nous quittons ensuite le cadre classique de l’étude de la convergence de (µr · f),
où (µr) est asymptotiquement invariante, et de nouvelles techniques vont être mises
en œuvre, faisant notamment jouer un rôle central à l’espace L2, l’analyse de Fourier,
la théorie de Littlewood-Paley-Stein et la théorie spectrale. La première partie du
chapitre 5 est consacrée aux moyennes sphériques sur Rd. L’opérateur maximal associé
est de type fort (p, p) si p > d/(d − 1) et d ≥ 2, et les restrictions sur p et d sont
optimales. Pour d = 2, le résultat est dû à J. Bourgain. On a alors p > 2, ce
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qui rend difficile le recours à l’analyse de Fourier et nécessite d’autres outils. Nous
nous contentons de donner une démonstration du résultat, dû à E. M. Stein, pour
d ≥ 3. Elle repose sur une comparaison des moyennes sur les sphères et sur les boules
faisant apparâıtre une fonctionnelle de Littlewood-Paley, et utilise une décomposition
de Littlewood-Paley sur des couronnes dyadiques.

Pour les moyennes sphériques, les théorèmes ergodiques en moyenne se démontrent
de façon élémentaire. Il suffit de considérer le cas L2, où l’on utilise une méthode
spectrale faisant seulement intervenir le comportement à l’infini de la transformée
de Fourier de la mesure de probabilité uniforme σ sur la sphère unité de Rd. Nous
nous intéressons ensuite au théorème ergodique ponctuel, valable pour d ≥ 2 et p >
d/(d − 1). Il est dû à R. Jones dans le cas d ≥ 3 et à M. Lacey pour d = 2.
Sa démonstration est nettement plus délicate, surtout dans le cas d = 2 que nous
écartons encore de notre exposition.

La deuxième partie du chapitre 5 est consacrée au théorème maximal pour les
moyennes sphériques sur Zd, obtenu plus récemment par Magyar, Stein et Wainger,
où l’on voit apparâıtre des techniques de discrétisation d’opérateurs classiques en
analyse harmonique. Des difficultés de nature arithmétique, liées à la décomposition
d’entiers en sommes de carrés, nécessitent aussi l’utilisation de méthodes issues de la
théorie des nombres.

Les deux derniers chapitres introduisent le lecteur à un ensemble de travaux déve-
loppés ces quinze dernières années par Nevo et Stein principalement, où sont démontrés
des théorèmes ergodiques pour d’importantes classes de groupes non moyennables. Le
chapitre 6 étudie l’action d’un groupe libre, cadre de la généralisation la plus naturelle
des théorèmes de von Neumann et de Birkhoff (qui concernent le cas du groupe libre
Z à un générateur). Il débute par une observation essentielle, apparaissant déjà dans
des travaux d’Arnold et Krylov, à savoir que l’algèbre de convolution `1Rad(Fd) formée
des fonctions radiales sommables sur le groupe libre Fd à d générateurs (muni de la
distance définie par la longueur des mots) est engendrée par la mesure de probabilité
uniforme σ1 sur la sphère unité de rayon 1. Elle est par conséquent commutative
et elle contient évidemment la mesure de probabilité uniforme σn sur la sphère de
rayon n pour tout n. De plus on connâıt explicitement ses caractères : ce sont les
fonctions sphériques de type positif sur Fd. Une étude spectrale dans L2 conduit à des
théorèmes ergodiques en moyenne pour certaines suites de mesures de probabilité sur
Fd, comme les moyennes de Cesàro νn des σn, ainsi qu’à des résultats de convergence
presque partout pour des familles denses dans L2(X,m). À l’aide d’une inégalité
maximale sous-additive, nous montrons, en suivant Nevo, que l’opérateur maximal
associé aux νn est de type fort (2, 2). Ce fait est ensuite utilisé, avec des estimations
fines des caractères de `1Rad(Fd), pour en déduire que l’opérateur maximal relatif aux
moyennes sphériques sur Fd est lui aussi de type fort (2, 2). On compare les moyennes
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sur les sphères et les moyennes relatives aux mesures νn par une méthode calquée sur
la méthode de Littlewood-Paley-Stein utilisée pour les sphères de Rd.

Cette méthode de Littlewood-Paley, accompagnée de techniques d’interpolation
complexe dues à Stein, permet de montrer que les opérateurs maximaux associés à
(σn) et (νn) sont respectivement de type fort (p, p) si p > 1 et de type faible (1, 1). On
n’a pas de théorème ergodique relatif à la suite σn ; néanmoins, on voit par exemple
que pour toute action de Fd sur (X,B,m) préservant la mesure de probabilité m,
pour tout p > 1 et tout f ∈ Lp(X,m), la suite σ2n · f converge presque partout
et dans Lp vers l’espérance conditionnelle de f sachant la tribu des invariants sous
l’action de mots de longueur paire dans Fd. En dernière partie de ce chapitre 6, nous
donnons une nouvelle démontration de ce résultat de Nevo-Stein, due à A. Bufetov.
Une observation simple et élégante permet de déduire le théorème de Nevo-Stein du
théorème ergodique de G. C. Rota pour un opérateur de Markov bien choisi. Il permet
même d’étendre le résultat aux fonctions de L logL(X,m).

L’un des intérêts de la méthode développée par Nevo pour les groupes libres est
qu’elle s’adapte à beaucoup d’autres exemples, dont les groupes de Lie connexes semi-
simples, sans facteur compact, à centre fini. Dans le chapitre 7 nous exposons le cas
du groupe G = SO0(d, 1) des isométries positives de l’espace hyperbolique Hd de
dimension d. Cet espace Hd s’identifie à l’espace symétrique G/K où K est le sous-
groupe compact maximal SO(d) de G. Pour r > 0, la sphère formée des points de
G qui s’envoient sur la sphère hyperbolique centrée à l’origine dans G/K, de rayon
r, porte une unique mesure de probabilité σr bi-K-invariante. Un fait crucial est la
commutativité de l’algèbre des mesures finies bi-K-invariantes sur G. L’estimation
de ses caractères et des techniques analogues à celles utilisées pour les groupes libres
permettent d’établir l’inégalité maximale forte (p, p) et le théorème ergodique pour
les moyennes sur les sphères de SO0(d, 1) dans le cas d ≥ 3 et p > d/(d− 1).

Pour aider le lecteur, nous avons rassemblé dans plusieurs appendices des résultats
techniques et des rappels de résultats variés utilisés au cours du texte.





CHAPITRE 1

PRINCIPES DE DÉMONSTRATIONS D’UN THÉORÈME

ERGODIQUE

Afin de dégager certaines des idées présentes dans la démonstration d’un théorème
ergodique pour une action de groupe, nous allons nous placer, dans ce premier
chapitre, dans le cadre d’une action mesurable du groupe Z. C’est, conjointement
avec celui d’une action du groupe R, le cadre le plus classique. On se donne un espace
mesuré (X,B,m) et une transformation bijective t sur X, mesurable ainsi que son in-
verse, préservant la mesure m. L’action de Z sur X est alors l’application mesurable
de Z×X dans X donnée par

(k, x) 7→ tk(x).

La mesure m est positive et non nécessairement finie.
Les moyennes les plus étudiées dans ce contexte sont les moyennes de Birkhoff

Anf =
1
n

n−1∑
k=0

f ◦ tk

dont on cherche à connâıtre le comportement asymptotique pour une fonction f ap-
partenant à un espace fonctionnel du type Lp(X,m). Le problème se pose, plus
généralement, pour toute transformation t de (X,B,m), non nécessairement inversible,
qui préserve m. Nous allons rappeler la démonstration des deux théorèmes ergodiques
fondamentaux : le théorème ergodique en moyenne dû à von Neumann (1932), don-
nant pour une fonction f de carré intégrable la convergence en moyenne de la suite
(Anf), et le théorème ergodique ponctuel de Birkhoff (1931) qui, dans le cas d’une
fonction f intégrable, assure la convergence presque partout.

Cela nous permettra de dégager plusieurs principes de démonstration qui seront
utilisés dans les chapitres suivants pour des actions de groupes plus généraux. Nous
verrons ainsi qu’un théorème ergodique en moyenne repose sur une étude spectrale des
opérateurs An, tandis que la démonstration d’un théorème ergodique ponctuel dans
un espace fonctionnel L nécessite la plupart du temps deux ingrédients essentiels :
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– une inégalité maximale dans l’espace fonctionnel L, qui garantit que l’ensemble
des fonctions pour lesquelles la convergence ponctuelle a lieu est un sous-espace
fermé de L;

– un sous-espace dense de fonctions pour lesquelles on connâıt a priori la conver-
gence presque partout.

La transformation t de (X,B,m) préservant m induit sur chaque espace fonctionnel
L raisonnable associé à (X,B,m) un opérateur linéaire T , qui est l’opérateur de
composition par t :

T : f 7→ f ◦ t.
Pour nous, L sera en général un espace normé sur lequel l’opérateur T est une

contraction positive. Ces deux propriétés de T sont fondamentales, et suffisent à
elles seules à l’obtention de théorèmes ergodiques. Il est en effet remarquable que
ceux-ci s’étendent à des opérateurs T qui ne sont plus nécessairement issus d’une
transformation t d’un espace (X,B,m). Plus précisément, le fait que l’opérateur T
soit une contraction suffit à l’obtention de théorèmes ergodiques en moyenne, tandis
que la positivité assure la validité des théorèmes ergodiques ponctuels. Nous verrons
ainsi dans le prochain paragraphe le théorème de von Neumann, qui est un théorème
ergodique en moyenne dans le cadre des contractions d’un espace de Hilbert, puis
nous montrerons dans les paragraphes suivants le théorème ergodique ponctuel dans
le cadre des contractions L1 − L∞ positives.

1.1. Le théorème de von Neumann

On se donne un espace de Hilbert (H, 〈·, ·〉). Un opérateur unitaire T de H est un
opérateur inversible dont l’adjoint T ∗ est égal à l’inverse T−1. L’exemple fondamental
pour nous est l’opérateur T de L2(X,m) induit par une transformation t inversible
de (X,B,m) lorsqu’elle préserve la mesure m. Signalons qu’une transformation t non
nécessairement inversible mais préservant m induit un opérateur de L2(X,m) qui
n’est plus unitaire mais qui reste une isométrie de L2(X,m).

On appelle contraction de H tout endomorphisme T de H tel que, pour tout
h ∈ H, on ait ‖Th‖ ≤ ‖h‖. Les opérateurs unitaires et les isométries sont bien sûr
des contractions de H.

Théorème 1.1.1 (von Neumann [vN32]). — Soient H un espace de Hilbert et
T une contraction de H. On définit pour tout n ≥ 1 l’opérateur de moyenne An =
1
n

n−1∑
k=0

T k. Alors, pour tout h ∈ H,

Anh→ E1h quand n→ +∞,

où E1 désigne le projecteur orthogonal sur le sous-espace fermé Ker(T − Id) des
vecteurs invariants par T .



1.1. LE THÉORÈME DE VON NEUMANN 13

La démonstration de ce théorème donnée en 1932 par von Neumann est basée sur
la décomposition spectrale des opérateurs unitaires. Nous utiliserons ici un argument
plus élémentaire proposé par F. Riesz quelques années plus tard et basé sur le lemme
suivant.

Lemme 1.1.2. — Soit H un espace de Hilbert et T une contraction de H. Alors

H = Ker(T − Id)⊕ Im(T − Id).

Démonstration. — Comme T est une contraction, on a |〈Th, h〉| ≤ ‖h‖2 pour tout
h ∈ H. Le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne Th = h si et
seulement si 〈Th, h〉 = ‖h‖2. On en déduit que

Ker(T − Id) = Ker(T ∗ − Id)

puisque T ∗ est aussi une contraction. La décomposition classique

H = Ker(T ∗ − Id)⊕ Im(T − Id)

permet de conclure.

Démonstration du théorème 1.1.1. — Pour tout élément h de Ker(T − Id) et tout
n ≥ 1, on a

1
n

n−1∑
k=0

T kh = h = E1h,

tandis que pour tout élément h ∈ Im(T − Id), il existe g ∈ H tel que h = Tg − g et
l’égalité

1
n

n−1∑
k=0

T kh =
1
n

(Tng − g)

assure la convergence de Anh vers 0 = E1h. Ceci reste vrai pour tout h ∈ Im(T − Id)
puisque les opérateurs de moyenne An sont des contractions, ce qui implique que
l’ensemble des h ∈ H pour lesquels Anh→ 0 est un ensemble fermé. Par linéarité, on
obtient la convergence de Anh vers E1h pour tout h ∈ H, car le projecteur orthogonal
E1 a pour noyau Im(T − Id). Ceci termine la démonstration du théorème de von
Neumann.

Examinons le cas particulier d’une contraction induite par une transformation
ponctuelle. Soit T l’isométrie de H = L2(X,B,m) associée à une transformation
t de l’espace (X,B,m) préservant la mesure. Notons I la tribu des invariants de
t, c’est-à-dire l’ensemble des éléments B de B tels que m(t−1B∆B) = 0. Le sous-
espace Ker(T − Id) s’identifie à l’espace L2(X, I,m). Dans le cas où la mesure m est
finie (et normalisée de façon à être une probabilité), le projecteur E1 est l’espérance
conditionnelle sachant I. Plus généralement, on a le résultat suivant.
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Théorème 1.1.3 (Théorème ergodique en moyenne)
Soient (X,B,m) un espace probabilisé et t une transformation mesurable préservant

la mesure de cet espace. Soit p ∈ [1,+∞[. Pour tout f ∈ Lp(X,B,m), la suite(
1
n

n−1∑
k=0

f ◦ tk
)
n≥1

converge dans l’espace normé Lp vers l’espérance conditionnelle E(f |I).

Démonstration. — Notons comme précédemment

Anf =
1
n

n−1∑
k=0

f ◦ tk.

Chaque An est une contraction de l’espace Lp.
Dans le cas p = 2, le théorème 1.1.3 est un cas particulier du théorème de von

Neumann. On en déduit que, pour toute fonction mesurable bornée f sur X, la
suite (Anf) converge en moyenne d’ordre 2, et donc en probabilité, vers E(f |I). La
suite (Anf) étant uniformément bornée (par ‖f‖∞), cette convergence en probabilité
entrâıne la convergence en moyenne d’ordre p.

Ainsi la suite (Anf) converge vers E(f |I) dans Lp pour tout f dans une partie dense
de Lp. Les opérateurs An étant des contractions de Lp, cette convergence s’étend à
tout l’espace.

Remarque 1.1.4. — La décomposition de H donnée au lemme 1.1.2 est invariante
par les opérateurs An, et l’on a vu que, sur le sous-espace Im(T − Id), la suite (An)
tend fortement vers 0. Si, plus généralement, on dispose d’une suite d’opérateurs (An)
préservant une décomposition de H = H0 ⊕H1, où An est l’identité sur H1 et tend
fortement vers 0 sur H0, on aura bien sûr la convergence des Anh pour tout h ∈ H.
Cette situation apparâıt lorsque l’on considère une suite (Fn) de sous-ensembles finis
et non vides de Z, et les opérateurs de moyenne

An =
1
|Fn|

∑
k∈Fn

T k,

où |Fn| désigne le nombre d’éléments de Fn. Ces opérateurs sont des contractions
qui préservent la décomposition associée à T par le lemme 1.1.2. En restriction à
H1 = Ker(T − Id), ils valent l’identité, tandis que pour un élément h = Tg − g de
Im(T − Id),

Anh =
1
|Fn|

( ∑
k∈1+Fn

T kg −
∑
k∈Fn

T kg

)
.

On a convergence de Anh vers 0 si la suite (Fn) possède la propriété d’invariance
asymptotique par translation ∣∣(1 + Fn)∆Fn

∣∣
|Fn|

→ 0.
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Pour de telles suites (Fn), on a donc encore convergence forte des opérateurs An vers
le projecteur E1.

Cette propriété d’invariance asymptotique peut être introduite pour des suites (Fn)
de parties dans tout groupe localement compact. On verra dans le chapitre suivant
comment le théorème 1.1.3 s’étend aux moyennes sur de telles suites, dites suites de
Følner.

Remarque 1.1.5. — On pourrait se demander s’il y a convergence en norme d’opé-
rateurs de la suite (An) vers le projecteur E1, c’est-à-dire si la suite (An) vérifie

‖An|H0‖ → 0 si n→ +∞.

En général cela n’est pas le cas, comme le montre la suite An =
1
n

n−1∑
k=0

T k associée à

la rotation rα du cercle S1 = R/Z, d’angle α irrationnel. En effet l’opérateur unitaire
T sur L2(S1,dx) défini par

Tf(x) = f(x+ α),

admet chaque fonction fm(x) = e2iπmx, m ∈ Z comme fonction propre pour la valeur
propre e2iπmα. L’espace H1 = Ker(T−Id) des fonctions invariantes par T est réduit à
la droite engendrée par la fonction constante 1 (ce qui signifie que la rotation d’angle
α est ergodique). L’orthogonal de H1 est le sous-espace H0 = L2

0(S
1,dx) des fonctions

d’intégrale nulle. Sur H0, l’opérateur An a pour spectre ponctuel

spectrep(An|H0) =
{

1
n

e2iπnmα − 1
e2iπmα − 1

; m ∈ Z∗
}
.

Or, par densité de la suite (mα (mod1))m dans l’intervalle [0, 1], on a

sup
m6=0

1
n

∣∣e2iπnmα − 1
∣∣

|e2iπmα − 1|
= sup
x∈]0,1[

1
n

sin(πnx)
sin(πx)

= 1.

On a donc, pour tout n ≥ 1,

‖An − E1‖ = ‖An|H0‖ = 1.

Le phénomène que nous venons de décrire pour la rotation irrationnelle est tout
à fait général pour les actions de Z. Soit t une transformation préservant la mesure
d’un espace probabilisé (X,B,m). En dehors du cas trivial où il existe un entier `
tel que t`(x) = x pour m-presque tout x, on a toujours ‖An − E1‖ = 1. En effet,
pour tout entier p, d’après le lemme de Kakutani-Rohlin (voir par exemple [Hal51,
Lemma 2, page 71]), il existe alors B ∈ B, avec m(B) > 0, tel que les ensembles
tk(B), 1 ≤ k ≤ 2p soient deux à deux disjoints. Notons fp la fonction nulle en dehors
de ∪2p

k=1t
k(B), valant 1 sur tk(B) pour 1 ≤ k ≤ p et −1 sur tk(B) pour p < k ≤ 2p.

On a E1(fp) = 0 et limp→+∞ ‖An(fp)‖/‖fp‖ = 1 pour tout n. Nous reviendrons sur
ce sujet dans la remarque 2.2.3 du chapitre suivant.
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1.2. Inégalités maximales et principe de Banach

On va s’intéresser maintenant à la convergence ponctuelle de la suite des moyennes
Anf , lorsque f varie dans un espace fonctionnel convenable. Nous avons vu, dans le
cadre d’une convergence L2, qu’il était utile de savoir a priori que l’ensemble des h
pour lesquels la suite (Anh) converge (dans L2) est fermé. Les inégalités maximales
jouent un rôle analogue pour la convergence ponctuelle : elles donnent un critère sur
une suite d’opérateurs (An) d’un espace fonctionnel L pour que l’ensemble des f ∈ L
tels que Anf converge presque partout soit un ensemble fermé.

Nous nous plaçons dans le cadre général d’applications linéaires entre un espace
de Banach E et un espace L de fonctions mesurables sur un espace mesuré (X,B,m).
Rappelons qu’un opérateur A : E → L est dit continu en mesure si pour toute suite
(fk)k∈N d’éléments de E convergeant vers f et pour tout a > 0,

m({|Afk −Af | > a}) → 0.

Théorème 1.2.1 (Principe de Banach). — Soient (E, ‖·‖) un espace de Banach
et L un espace vectoriel de fonctions mesurables définies sur un espace mesuré (X,B,m).
Soit (An)n≥1 une suite d’applications linéaires de E dans L. On définit l’opérateur
maximal

A? : f ∈ E 7−→ A?f = sup
n≥1

|Anf |.

(i) S’il existe une fonction c : R∗+ → R+ tendant vers 0 à l’infini telle que, pour
tout f ∈ E et tout α > 0,

(1.2.1) m({A?f > α‖f‖}) ≤ c(α)

alors An est continu en mesure pour tout n ≥ 1 et l’ensemble des f ∈ E pour
lesquels la suite (Anf)n≥1 converge m-presque partout est fermé dans E.

(ii) Réciproquement, si chaque opérateur An est continu en mesure et si A?f est
fini m-presque partout pour tout f ∈ E (en particulier si Anf converge presque
sûrement), alors il existe une fonction c : R∗+ → R+ décroissante et tendant vers
0 à l’infini pour laquelle l’inégalité maximale (1.2.1) est satisfaite.

Nous ne donnons pas ici la démonstration du point (ii) de ce théorème, qui affirme
la nécessité de l’inégalité maximale, et que nous n’utiliserons pas dans la suite. Nous
renvoyons pour cela le lecteur à [Gar70, §1.1] ou à [Kre85, §1.7].

Démonstration de (i). — La continuité en mesure de chaque opérateur An découle
simplement de l’inégalité (1.2.1). En effet, si la suite (fk) converge dans E vers f on
a, pour tout a > 0,

m({|Anfk −Anf | > a}) ≤ m({A?(fk − f) > a}) ≤ c

(
a

‖fk − f‖

)
,

et par conséquent m({|Anfk −Anf | > a}) tend vers 0 lorsque k tend vers l’infini.
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Notons maintenant C l’ensemble des f ∈ E tels que Anf converge m-presque
partout et posons, pour f ∈ E et x ∈ X,

∆f(x) = lim
N→+∞

sup
n,m≥N

|Anf(x)−Amf(x)|.

Observons que si ∆f(x) = 0 la suite (Anf(x))n est une suite de Cauchy dans R
et donc convergente. Par conséquent, un élément f appartient à C si et seulement
si ∆f = 0 m-presque partout. Montrons que C est un sous-espace fermé de E.
Soit (fk)k∈N une suite d’éléments de C, que l’on suppose converger vers f ∈ E. En
particulier, ∆fk = 0 m-presque partout pour tout k ≥ 0. Nous avons alors

∆f = ∆f −∆fk ≤ ∆(f − fk) ≤ 2A?(f − fk),

et donc pour tout a > 0,

m ({∆f > a}) ≤ m ({2A?(f − fk) > a}) ≤ c

(
a

2‖f − fk‖

)
.

Par suite, m({∆f > a}) = 0 pour tout a > 0 et donc ∆f = 0 m-presque partout.
Ceci montre que f ∈ C et conclut la démonstration de la première partie du principe
de Banach.

Ce furent Hardy et Littlewood qui, en 1930, donnèrent le premier exemple d’iné-
galité maximale pour la famille des opérateurs de moyenne sur des intervalles de R.
On verra plus généralement dans le chapitre 3 que l’opérateur maximal A? associé
aux moyennes sur les boules de Rd est de type faible (1, 1) c’est-à-dire qu’il existe une
constante C > 0 telle que pour toute fonction f ∈ L1(Rd, λ),

λ({A?f > α‖f‖1}) ≤
C

α
.

L’inégalité maximale (1.2.1) est donc vérifiée avec c(α) = C/α.
L’opérateur maximal associé à une suite (An) d’opérateurs linéaires définis sur

Lp(X,m) est un exemple d’opérateur A sous-additif, c’est-à-dire tel que pour tous
f1, f2,

|A(f1 + f2)(x)| ≤ |Af1(x)|+ |Af2(x)| m-pp.

Un tel opérateur défini sur Lp(X,m) sera dit de type faible (p, p) s’il existe une con-
stante C telle que, pour tout f ∈ Lp(X,m),

(1.2.2) m(
{
|Af | > α‖f‖p

}
) ≤ Cp

αp

et de type fort (p, p) (ou borné dans Lp) s’il existe C > 0 telle que

(1.2.3) ‖Af‖p ≤ C‖f‖p.

On parle encore d’inégalité faible pour (1.2.2) et d’inégalité forte pour (1.2.3).
L’inégalité faible dans Lp apparâıt comme un substitut lorsque A n’est pas borné

dans Lp. Cependant, par interpolation, en présence d’une inégalité dans L∞, elle
implique que A est borné dans Lq pour tout q > p, comme l’indique la proposition
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suivante. C’est un cas particulier du théorème d’interpolation de Marcinkiewicz (voir
par exemple [SW71, Theorem V.2.4]). Nous en donnons une démonstration directe.

Proposition 1.2.2. — Soient (X,B) un espace mesurable muni d’une mesure σ-
finie m, et p ∈ [1,+∞[. Soit A un opérateur sous-additif de Lp(X,m) + L∞(X,m)
dans Lp(X,m) +L∞(X,m). On suppose que la restriction de A à Lp(X,m) satisfait
à l’inégalité (1.2.2) et qu’il existe C ′ > 0 tel que ‖Af‖∞ ≤ C ′‖f‖∞ pour tout f ∈
L∞(X,m). Alors A est un opérateur de type fort (q, q) pour tout q > p.

Démonstration. — Soient q > p, f ∈ Lq(X,m) et α > 0. Alors

f = f1{|f |>α/2C′} + f1{|f |≤α/2C′}

est une décomposition de f comme somme d’un élément de Lp(X,m) et d’un élément
de L∞(X,m). En notant g la fonction g = f1{|f |>α/2C′}, on obtient |Af | ≤ |Ag|+α/2
et donc

m({|Af | > α}) ≤ m({2 |Ag| > α}) ≤ (2C)p

αp

∫
{|f |>α/2C′}

|f |p(x) dm(x).

Rappelons que, par application du théorème de Fubini, on a, pour toute fonction
mesurable positive F ,∫

X

F (x)qdm(x) =
∫
X

∫ F (x)

0

qαq−1 dα dm(x) = q

∫ +∞

0

m({F > α})αq−1 dα.

On en déduit que

‖Af‖qq = q

∫ +∞

0

m({|Af | > α})αq−1 dα

≤ (2C)pq
∫ +∞

0

αq−1−p
(∫

{α<2C′|f |}
|f |p(x) dm(x)

)
dα

≤ q 2q Cp C ′q−p

q − p

∫
X

|f |q(x) dm(x),

en appliquant à nouveau le théorème de Fubini. C’est l’inégalité forte dans Lq(X,m).

Dans la pratique, il est souvent plus facile de démontrer des inégalités maximales
pour des fonctions ayant des propriétés supplémentaires (fonctions bornées, conti-
nues,. . . ). La proposition suivante montre qu’il suffit de vérifier l’inégalité maximale
(1.2.1) sur un ensemble dense D.

Proposition 1.2.3. — Soit, comme dans le théorème 1.2.1, (An) une suite d’opé-
rateurs d’un espace de Banach (E, ‖·‖) dans un espace fonctionnel L(X,B,m), et A?

l’opérateur maximal. Soit α 7→ c(α) une fonction continue à gauche. Si les opérateurs
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An sont continus en mesure et s’il existe un sous-espace dense D de E tel que pour
tout f ∈ D et tout α > 0,

(1.2.1) m({A?f > α‖f‖}) ≤ c(α),

alors (1.2.1) est vérifié par tout élément de E. Si E = L = Lp(X,m) avec 1 ≤ p <∞,
et si les opérateurs An sont continus, l’inégalité maximale

‖A?f‖p ≤ C‖f‖p

est vraie pour tout f ∈ E si elle est vraie pour tout f appartenant à un sous-espace
dense.

Démonstration. — Soit f ∈ E, f 6= 0. Pour démontrer que (1.2.1) est vrai, il suffit
de démontrer que pour tout N ≥ 1,

(1.2.4) m

({
max

1≤n≤N
|Anf | > α‖f‖

})
≤ c(α).

Soit (fk) une suite d’éléments de D convergeant vers f . Donnons-nous ε ∈]0, α[.
Grâce à la continuité en mesure des opérateurs An, n = 1, . . . , N , on voit qu’il existe
k0 tel que pour k ≥ k0 et pour n = 1, . . . , N on ait

m ({|Anfk −Anf | ≥ ε‖f‖}) ≤ ε

N
.

Posons Ωn,k = {|Anfk −Anf | < ε‖f‖} et

Ωk =
{

max
1≤n≤N

|Anf | − max
1≤n≤N

|Anfk| < ε‖f‖
}
.

On vérifie aisément que
N⋂
n=1

Ωn,k ⊂ Ωk, ce qui donne, par passage aux complémentaires,

m

({
max

1≤n≤N
|Anf | − max

1≤n≤N
|Anfk| ≥ ε‖f‖

})
≤ ε,

si k ≥ k0. On peut aussi supposer que ‖fk‖ ≤ (1 + ε)‖f‖ pour k ≥ k0, d’où dans ce
cas,

m

({
max

1≤n≤N
|Anf | > α‖f‖

})
≤ ε+m

({
max

1≤n≤N
|Anfk| >

α− ε

1 + ε
‖fk‖

})
≤ ε+ c

(
α− ε

1 + ε

)
.

L’inégalité (1.2.4) en résulte puisque ε est arbitraire.
La démonstration dans le cas d’inégalités fortes est laissée au lecteur.
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1.3. Les théorèmes ergodiques de Birkhoff et de Hopf-Dunford-Schwartz

Dans cette section, nous allons étudier la convergence ponctuelle de la suite (Anf),
où An = 1

n

∑n−1
k=0 T

k est l’opérateur de moyenne associé à une contraction L1 − L∞

sur un espace mesuré (X,B,m) et f une fonction intégrable.
Commenons par préciser nos définitions. Soit (X,B,m) un espace mesuré, où m

est une mesure σ-finie. Une contraction L1−L∞ est un endomorphisme T de l’espace
vectoriel L1(X,m) tel que, pour tout f ∈ L1(X,m), on ait ‖Tf‖1 ≤ ‖f‖1 et, pour
tout f ∈ L1(X,m) ∩ L∞(X,m), on ait ‖Tf‖∞ ≤ ‖f‖∞. De plus un endomorphisme
de l’espace L1(X,m) est dit positif s’il préserve le cône des fonctions positives sur X.

L’opérateur de composition par une transformation t de X préservant la mesure
m est une contraction L1 − L∞ positive. Le théorème ergodique de Birkhoff assure
la convergence ponctuelle de la suite (Anf) lorsque l’opérateur T est associé à une
telle transformation et la mesure m est une mesure de probabilité. Le théorème de
Birkhoff a été étendu par Hopf au cas d’un opérateur de Markov P , c’est-à-dire d’une
contraction positive de L1(X,m) satisfaisant à P (1) = 1. Il est clair qu’un opérateur
de composition sur un espace de probabilité est un opérateur de Markov, et que tout
opérateur de Markov est une contraction L1 − L∞. Nous allons donner une version
plus générale du théorème ergodique ponctuel, celle de Dunford et Schwartz, qui
concerne toutes les contractions L1 − L∞ positives.

Théorème 1.3.1 (Birkhoff, Hopf, Dunford-Schwartz)
Soit T une contraction L1 − L∞ positive sur l’espace mesuré (X,B,m), où m est

une mesure finie. Notons An = 1
n

∑n−1
k=0 T

k. Alors, pour tout f ∈ L1(X,m), la suite
(Anf) converge m-presque partout vers une fonction limite f̃ qui est T -invariante. De
plus si l’opérateur T est issu d’une transformation préservant la mesure d’un espace
probabilisé, alors f̃ cöıncide avec l’espérance conditionnelle E(f |I) de f sachant la
tribu des invariants I.

Nous allons démontrer le théorème en plusieurs étapes. Certaines d’entre elles
n’utilisent pas l’hypothèse de la finitude de la mesure, et peuvent servir pour des
généralisations du théorème précédent au cas de la mesure infinie (cf remarque 1.3.8).
On a besoin de la version suivante du théorème de convexité de Riesz (voir [SW71,
Theorem V.1.3] pour le cas général ; pour une démonstration directe du résultat
ci-dessous, on pourra consulter [Gar70, Proposition 2.1.4]).

Proposition 1.3.2. — Soit T une contraction L1 − L∞ positive de l’espace mesuré
(X,B,m), où m est une mesure σ-finie. Pour tout p ∈ [1,+∞[, la restriction de T à
Lp(X,m)∩L1(X,m) admet un prolongement continu en une contraction de Lp(X,m).

Démonstration du théorème 1.3.1. — La propriété de contraction dans L2, qui résulte
de la proposition précédente nous permet d’appliquer le lemme 1.1.2. On a ainsi

L2(X,m) = Ker(T − Id)⊕ Im(T − Id).
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Puisque L∞(X,m) est dense dans L2(X,m), cette décomposition nous garantit que
le sous-espace Ker(T −Id)+(T −Id)L∞(X,m) est dense dans L2(X,m) et donc dans
L1(X,m). Or, pour toute fonction f dans ce sous-espace, la suite (Anf) converge
m-presque partout. En effet,

— si f ∈ Ker(T − Id), alors Anf = f converge presque partout vers f ;
— si f = Tg − g avec g ∈ L∞(X,m), alors Anf = (Tng − g)/n converge presque

partout vers 0.

Pour en déduire que l’ensemble des fonctions de L1(X,m) pour lesquelles on a
convergence ponctuelle cöıncide avec tout L1(X,m), il nous suffit de savoir que cet
ensemble est fermé et donc, d’après le principe de Banach, que la suite des opérateurs
de moyenne (An) vérifie l’inégalité maximale faible dans L1(X,m). Comme nous
allons le voir, ceci reste vrai si la mesure est seulement supposée σ-finie.

La proposition suivante, connue sous le nom de théorème ergodique maximal, est
due à Yosida et Kakutani pour les contractions issues de transformations préservant
une mesure et à Hopf pour les contractions positives de L1. La démonstration très
ingénieuse que nous donnons ici est due à Garsia.

Remarquons que si T est une contraction positive de L1(X,m), on peut étendre
son domaine à toutes les fonctions mesurables positives à condition d’accepter les
valeurs infinies : si f est une fonction mesurable positive, on pose Tf = limTfn pour
une suite croissante (fn) de fonctions intégrables positives convergeant vers f . Cette
définition est correcte car, comme on peut le vérifier, le résultat obtenu ne dépend
pas de la suite choisie. On peut ensuite étendre le domaine de T à toutes les fonctions
dont la partie positive f+ = max(f, 0) est intégrable, en posant

Tf = T (f+)− T (f−)

où f− = (−f)+. La fonction Tf prend alors ses valeurs dans [−∞,+∞[ et vérifie
(Tf)+ ≤ T (f+).

Théorème 1.3.3 (Théorème ergodique maximal). — Soient (X,B,m) un es-
pace mesuré, où m est une mesure σ-finie, et T une contraction positive de L1(X,m).
Notons An = 1

n

∑n−1
k=0 T

k.
Soit f : X → R une fonction mesurable de partie positive f+ = max(f, 0) intégrable.

On note En l’ensemble { max
1≤k≤n

Akf ≥ 0}. Alors, pour tout n ≥ 1,∫
En

f dm ≥ 0.

Démonstration. — Posons Skf =
k−1∑
i=0

T if = kAkf et Mnf = max
1≤k≤n

Skf . Alors,

(Mnf)+ est une fonction intégrable et, pour tout k = 1, . . . , n,

(Mnf)+ ≥ Skf,
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d’où
T
(
(Mnf)+

)
≥ T (Skf).

Puisque f + T (Skf) = Sk+1f , on obtient f ≥ Sk+1f − T
(
(Mnf)+

)
pour tout k =

0, . . . , n (le cas k = 0 est trivial), ce qui implique que

f ≥Mnf − T
(
(Mnf)+

)
et ∫

En

f dm ≥
∫
En

Mnfdm−
∫
En

T
(
(Mnf)+

)
dm.

Or, d’une part, comme En = {Mnf ≥ 0}, on a∫
En

Mnf dm =
∫
X

(Mnf)+ dm =
∥∥(Mnf)+

∥∥
1
.

D’autre part, ∫
En

T
(
(Mnf)+

)
dm ≤

∫
X

T
(
(Mnf)+

)
dm

=
∥∥∥T((Mnf)+

)∥∥∥
1
≤
∥∥(Mnf)+

∥∥
1
.

puisque T est une contraction positive de L1. Le résultat annoncé en découle.

Déduisons à présent que, si l’on suppose de plus que T est une contraction L∞, la
suite (An) vérifie l’inégalité maximale faible dans L1.

Proposition 1.3.4 (Inégalité maximale faible L1). — Soit (X,B,m) un espace
mesuré, où m est une mesure σ-finie. Soit T une contraction L1−L∞ positive. Notons
An = 1

n

∑n−1
k=0 T

k et A? l’opérateur maximal défini par A?f(x) = supn≥1 |Anf(x)|.
Pour toute fonction f mesurable dont la partie positive f+ = max(f, 0) est intégrable

et pour tous n ≥ 1, α > 0, on a

α m

({
max

1≤k≤n
Akf ≥ α

})
≤
∫
{max1≤k≤n Akf≥α}

f dm.

De plus, pour tout f ∈ L1(X,m), on a

α m({A?f > α}) ≤ ‖f‖1.

Démonstration. — La première inégalité se montre en appliquant le théorème maxi-
mal à la fonction g = f − α, dont la partie positive g+ est intégrable. On obtient∫

{max1≤k≤n Akg≥0}
(f − α) dm ≥ 0.

Dans le cas où T1 = 1, par exemple si T provient d’une transformation de X ou si T
est markovien, on a immédiatement l’inégalité souhaitée puisque Ang = Anf − α.
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Dans le cas général d’une contraction L∞ positive, on a seulement T1 ≤ 1, et donc
Ang ≥ Anf − α, ce qui donne l’inclusion{

max
1≤k≤n

Akf ≥ α

}
⊂
{

max
1≤k≤n

Akg ≥ 0
}
.

Notons En ⊂ Fn ces deux sous-ensembles. On écrit alors∫
En

(f − α) dm =
∫
Fn

(f − α) dm−
∫
Fn\En

(f − α) dm

et le fait que f −α soit négative sur Ecn = {max1≤k≤nAkf < α} permet de conclure.
Pour la seconde inégalité, notons que les opérateurs An sont positifs et donc que

A?f ≤ A?|f |. Par conséquent

{A?f > α} ⊂ {A?|f | > α} =
⋃
n

{
max

1≤k≤n
Ak|f | > α

}
.

La première inégalité appliquée à la fonction |f | donne la majoration voulue.

Cela conclut la démonstration du théorème 1.3.1, sa deuxième assertion ayant déjà
été vue dans la première partie du chapitre.

Remarque 1.3.5. — On suppose comme dans le théorème 1.3.1 que la mesure m est
finie. Pour tout p ∈ [1,+∞[ et tout f ∈ Lp(X,m), la convergence dans Lp de la suite
(Anf) se déduit immédiatement de la convergence dans L2. Pour cela nous réutilisons
un argument déjà vu dans la démonstration du théorème 1.1.3. L’espace L∞(X,m)
étant contenu dans l’espace L2(X,m), le théorème de von Neumann assure que, pour
toute fonction f bornée, la suite (Anf) converge en moyenne quadratique, et donc
en mesure. Puisque la suite (Anf) est uniformément bornée, cette convergence est
également vraie au sens de la norme de Lp(X,m). Mais la propriété de contraction
entrâıne que l’ensemble des f tels que la suite (Anf) converge dans Lp(X,m) est fermé
dans Lp(X,m). Comme l’espace L∞(X,m) est dense dans l’espace Lp(X,m), on peut
conclure que, pour tout f ∈ Lp(X,m), la suite (Anf) converge dans Lp(X,m).

Remarque 1.3.6. — Dans le cas d’un opérateur T issu d’une transformation t pré-
servant la mesure d’un espace probabilisé (X,B,m), on peut directement démontrer
le théorème de Birkhoff, c’est-à-dire la convergence ponctuelle des moyennes Anf =
1
n

n−1∑
0

f ◦ tk vers E(f |I) pour une fonction f intégrable, sans utiliser le principe de

Banach ni l’existence d’un ensemble dense, mais en se basant uniquement sur la
première inégalité de la proposition 1.3.4. En effet, en l’appliquant à la fonction f1B ,
où B est une partie mesurable de X invariante par t de sorte que An(1Bf) = 1BAnf
et en passant à la limite en n, on obtient

α m(B ∩ {sup
n
Anf ≥ α}) ≤

∫
B∩{supn Anf≥α}

f dm.
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Soit B l’ensemble

B =
{

lim sup
n

Anf ≥ α

}
.

C’est un ensemble invariant qui est inclus dans {supnAnf ≥ α} et l’inégalité précé-
dente donne donc

αm(B) ≤
∫
B

f dm.

Comme on peut supposer, quitte à la retrancher à f , que E(f |I) = 0, on a∫
B

f dm =
∫
B

E(f |I) dm = 0

et doncm(B) = 0. Ceci étant vrai pour tout α > 0, on en déduit que lim supnAnf ≤ 0
m-presque partout. Cette inégalité est aussi vraie pour la fonction −f et on trouve
finalement, pour toute fonction f ∈ L1(X,m) dont l’espérance conditionnelle E(f |I)
est nulle,

lim
n
Anf = 0 = E(f |I) m-p.p.

Remarque 1.3.7. — Considérons toujours le cas le cas où T provient d’une trans-
formation t préservant la mesure d’un espace probabilisé (X,B,m). On dit que t est
ergodique si pour tout élément A de la tribu I des invariants de t, on a m(A) = 0
ou 1. Cela se traduit de façon équivalente par le fait que L1(X,m) (ou Lp(X,m),
p ∈ [1,+∞[) ne contient pas de fonctions invariantes par T autres que les fonctions
constantes. Dans ce cas on a donc E(f |I) =

∫
X
f dm.

Par exemple, la rotation irrationnelle rα du cercle S1 (voir la remarque 1.1.5) est
une transformation ergodique. En effet, on voit facilement, par transformation de
Fourier, que seules les fonctions constantes sont invariantes par rα. Le théorème de
Birkhoff affirme donc que, pour toute fonction f intégrable sur S1 et pour presque
tout x relativement à la mesure de Lebesgue sur S1, on a

lim
n→+∞

1
n

n−1∑
k=0

f(x+ kα) =
∫
S1
f(y)dy.

Lorsque f est une fonction continue, les moyennes de Birkhoff de f ont un sens pour
tout x de S1, et on peut se demander si la convergence a lieu pour tout x ∈ S1. C’est
effectivement le cas, comme l’affirme le théorème d’équidistribution de H. Weyl (voir
[Rau76]). On déduit alors immédiatement du théorème de convergence dominée que
la mesure de Lebesgue est la seule mesure sur S1 invariante par rα.

Considérons maintenant le cas général d’un homéomorphisme t d’un espace com-
pact X. L’opérateur associé sur l’espace C(X) des fonctions continues sur X donne,
par dualité, une transformation continue affine du convexe ∗-faiblement compact
formé par les mesures de probabilité sur X. En utilisant le théorème du point fixe de
Markov-Kakutani [Rud91, Theorem 5.23], nous obtenons l’existence d’une mesure
de probabilité m invariante par t. L’homéomorphisme t est dit uniquement ergodique
en cas d’unicité de la mesure de probabilité invariante. Cette condition entrâıne



1.3. THÉORÈMES DE BIRKHOFF ET DE HOPF-DUNFORD-SCHWARTZ 25

l’ergodicité. Supposons en effet qu’il existe un ensemble borélien A, invariant par t
et tel que 0 < m(A) < 1. Alors la mesure mA, définie par mA(B) = m(B ∩A)/m(A)
pour tout B ∈ B, est invariante par t et distincte de m, ce qui contredit l’unique
ergodicité.

Un résultat classique [CFS82, Theorem 2, page 39] énonce que t est uniquement er-
godique si et seulement si pour toute fonction continue f sur X, la suite des moyennes

Anf =
1
n

n−1∑
k=0

f ◦tk converge ponctuellement vers
∫
X
f dm. De plus cette propriété est

encore équivalente à la convergence uniforme sur X de (Anf) pour tout f ∈ C(X).
La convergence dans l’espace des fonctions continues d’opérateurs de moyenne An

est un phénomène rare, mais nous en rencontrerons d’autres exemples, comme dans
le chapitre 2 où le théorème de H. Weyl est étendu au cas d’une action par isométries
d’un groupe moyennable (théorème 2.2.8), ou encore dans le chapitre 6 pour certaines
actions d’un groupe libre (théorèmes 6.1.2 et 6.2.3).

Remarque 1.3.8. — L’action par translation d’un groupe G sur lui-même fournit
un cadre naturel pour lequel il est nécessaire de montrer des théorèmes ergodiques
et des inégalités maximales en mesure infinie. Le théorème de Dunford-Schwartz,
que nous avons ici montré en mesure finie, reste en partie vrai en mesure infinie :
si p ∈]1,+∞[, il y a convergence ponctuelle et dans Lp de la suite (Anf) pour une
fonction f ∈ Lp(X,m) ; si p = 1 on a encore convergence ponctuelle mais cette
convergence n’a en général pas lieu dans L1. Pour voir ce dernier point, il suffit de
considérer la transformation T : k 7→ k+1 sur X = Z muni de la mesure de comptage
et la fonction f = δ1. Dans ce cas Anf = 1

n

∑n−1
k=0 δ1−k. Cette suite tend vers 0

ponctuellement et dans Lp si p > 1 mais ne converge pas dans L1.

Notice bibliographique. — Les idées de base exposées dans ce chapitre sont ini-
tialement dues aux travaux de S. Banach [Ban26] en 1926, G.D. Birkhoff [Bir31] en
1931 et J. von Neumann [vN32] en 1932.

Ces articles sont à l’origine de nombreuses études qui ont progressivement élargi le
champ des recherches en théorie ergodique. Parmi les nombreuses améliorations très
rapidement apportées au théorème de Birkhoff figurent notamment les résultats de A.
Khintchine [Khi33] et de K. Yosida et S. Kakutani [YK39]. L’article de N. Wiener
[Wie39], dont nous reparlerons dans la suite, illustre brillamment l’utilisation des
inégalités maximales.

Nous avons déjà mentionné dans ce chapitre les contributions de E. Hopf, qui a
généralisé dans [Hop54] le travail de Birkhoff, concernant le cas d’une transformation
préservant une mesure finie, au cas d’un opérateur de Markov, puis de N. Dunford et J.
T. Schwartz, qui ont étendu dans [DS56] le résultat de Hopf pour obtenir l’énoncé du
théorème 1.3.1. En fait leur résultat est même plus général : en supposant seulement
que T est une contraction L1 −L∞, mais sans les hypothèses de positivité pour T et
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de finitude pour m, l’énoncé reste vrai, sauf la convergence dans L1. Pour un exposé
complet de la démonstration du théorème de Dunford et Schwartz nous renvoyons au
livre de A. M. Garsia [Gar70].

Pour de nombreuses extensions de théorèmes ergodiques, notamment au cas d’opé-
rateurs agissant sur d’autres espaces de Banach que les espaces Lp, on pourra consulter
le livre de U. Krengel [Kre85]. Le lecteur y trouvera aussi une abondante bibliogra-
phie. Le livre de J. Aaronson [Aar97] fournit de nombreux exemples, dans le cas
d’une action de Z ou de R, de la variété des résultats que l’on peut alors obtenir
lorsqu’on ne se limite pas à des mesures finies.



CHAPITRE 2

THÉORÈMES GÉNÉRAUX POUR LES GROUPES

MOYENNABLES

À partir de ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés ergodiques d’actions
de groupes localement compacts. Le cadre général est le suivant : G est un groupe
localement compact à base dénombrable d’ouverts qui agit à gauche sur un espace
mesuré (X,B,m) en préservant la mesure σ-finie m. On considère une famille de
parties mesurables Fr dans G, avec r ∈ N ou r ∈ R∗+, de mesure de Haar |Fr| finie et
non nulle, et on étudie le comportement, quand r tend vers l’infini, des moyennes

Arf(x) =
1
|Fr|

∫
Fr

f(gx) dg,

où f : (X,B) → R appartient à l’un des espaces Lp(X,m), 1 ≤ p < +∞.
Le théorème ergodique classique de Birkhoff, rappelé au chapitre 1, porte sur le cas

particulier où G = Z et Fn = {0, . . . , n− 1}. Cette suite (Fn) de parties de Z possède
la propriété de Følner d’invariance asymptotique par translations : pour tout k ∈ Z,
on a

lim
n→+∞

|(k + Fn)4Fn|
|Fn|

= 0,

la mesure de Haar sur Z étant la mesure de comptage.
Le théorème de Birkhoff pour une action de R est tout aussi classique. On considère

en général la famille Fr = [0, r] indexée par les réels r > 0. Cette famille possède
évidemment la propriété de Følner. Les théorèmes ergodiques en “temps continu”
sont tout à fait similaires à ceux du “temps discret” décrits dans le premier chapitre.

Nous limitons dans un premier temps notre étude au cas des suites de moyennes
(An)n≥1 associées à des suites de parties (Fn)n≥1, le cas continu se traitant de la même
façon (voir 2.2.11). Nous montrons que la propriété de Følner de la suite (Fn)n≥1 suffit
encore, dans le cadre général d’une action de G, pour assurer la convergence en norme
Lp de (Anf)n≥1. Les groupes qui possèdent des suites de Følner, appelés groupes
moyennables, ont été beaucoup étudiés. Nous en rappelons quelques propriétés et en
donnons des exemples au début de ce chapitre.
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Le problème de la convergence presque partout de la suite (Anf)n≥1 est plus délicat.
Nous verrons dans le chapitre 3 qu’elle n’est pas toujours assurée pour une suite de
Følner quelconque. Cependant, on démontre aisément la convergence presque partout
pour les fonctions f d’une partie dense de Lp(X,m). Suivant le principe de Banach
exposé au chapitre 1, la convergence presque partout a lieu pour tout f ∈ Lp(X,m)
si et seulement si la suite des opérateurs An satisfait à une inégalité maximale.

L’obtention d’inégalités maximales est donc cruciale. Nous verrons apparâıtre un
phénomène important pour les actions de groupes moyennables, le principe de trans-
fert : si les inégalités maximales sont établies pour l’action de G sur lui-même, on
peut les transférer à toute action de G sur un espace mesuré. Comme on le verra,
on peut transférer des inégalités maximales relatives à des opérateurs de moyenne
par rapport à n’importe quelle suite de mesures de probabilité sur G, pourvu que G
soit moyennable. Dans le chapitre 5, ceci sera utilisé par exemple pour établir des
théorèmes ergodiques relatifs aux moyennes sur les sphères de Rd.

2.1. Groupes moyennables

La moyennabilité d’un groupe localement compact G peut être introduite de di-
verses façons. Nous privilégions ici une définition liée à la géométrie du groupe. Pour
une étude détaillée nous renvoyons à [Gre69] ou [Pat88].

2.1.1. Suites de Følner. — Nous munissons G de la mesure de Haar à gauche
λ. Pour alléger les notations, |E| désignera le plus souvent la mesure de Haar d’une
partie mesurable E de G. On écrira indifféremment

∫
f(g) dλ(g) ou

∫
f(g) dg pour

l’intégrale correspondante.

Définition 2.1.1. — Soit G un groupe localement compact.

(i) On dit qu’une suite (Fn) de parties mesurables de G est de Følner (à gauche)
si les Fn sont de mesure strictement positive et finie, et si

∀g ∈ G, lim
n→+∞

|gFn4Fn|
|Fn|

= 0.

(ii) On dit qu’une suite (µn) de mesures de probabilité sur G est asymptotiquement
invariante si

∀g ∈ G, lim
n→+∞

‖δg ∗ µn − µn‖1 = 0,

où ‖.‖1 désigne la variation totale et δg∗µn le produit de convolution de la mesure
de Dirac δg en g par µn, c’est-à-dire la mesure prenant la valeur µn(g−1A) pour
tout ensemble borélien A.

Ces définitions s’étendent de façon évidente au cas des familles à un paramètre
réel.
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Remarque 2.1.2. — On peut de même introduire la notion de suite de Følner à
droite. C’est une suite (Fn) telle que pour tout g ∈ G on ait limn→+∞

λd(Fng4Fn)
λd(Fn) = 0,

où λd désigne la mesure de Haar à droite définie par λd(B) = λ(B−1). Clairement,
(Fn) est une suite de Følner à gauche si et seulement si la suite des images F−1

n par
passage à l’inverse est une suite de Følner à droite.

Définition 2.1.3. — On dit qu’un groupe localement compact G est moyennable
s’il possède une suite de Følner.

Remarque 2.1.4. — Toute suite de Følner (Fn) fournit une suite asymptotiquement

invariante de mesures de probabilité : on prend pour µn la mesure de densité
1Fn

|Fn|
par rapport à la mesure de Haar, c’est-à-dire la mesure de probabilité uniforme sur
Fn.

La moyennabilité peut aussi être définie en terme de moyenne invariante. Notons
Cb(G) l’espace des fonctions continues bornées sur G, et pour g ∈ G, f ∈ Cb(G),
rappelons que δg ∗ f est la fonction translatée x 7→ f(g−1x).

Définition 2.1.5. — Une moyenne sur Cb(G) est une forme linéaire positive M sur
Cb(G) telle que M(1) = 1. On dit que M est G-invariante si M(δg ∗ f) = M(f) pour
tout g ∈ G et tout f ∈ Cb(G).

Remarquons que toute moyenne est continue de norme 1 sur Cb(G) muni de la
norme de la convergence uniforme.

À partir d’une suite asymptotiquement invariante (µn) de mesures de probabilité
sur G, on montre l’existence d’une moyenne G-invariante sur Cb(G) comme suit. À
chaque µn on associe la forme linéaire continue ϕn : f 7→

∫
G
f dµn sur Cb(G). Comme

la boule unité du dual de Cb(G) est ∗-faiblement compacte, la suite (ϕn) y admet
au moins un point d’accumulation, que nous notons M . Cette forme linéaire M est
évidemment une moyenne sur Cb(G). En outre, l’invariance asymptotique de (µn)
entrâıne la G-invariance de M .

Réciproquement, l’existence d’une moyenne G-invariante sur Cb(G) implique la
moyennabilité de G (voir [Gre69, Theorem 3.6.2]).

Remarque 2.1.6. — Il existe de nombreuses autres variantes de la notion de suite
de Følner. Ainsi, dans tout groupe moyennable G il existe une suite (Fn) de parties
mesurables avec 0 < |Fn| < +∞ (que l’on peut prendre compactes), telle que pour

toute partie compacte K de G on ait lim
n→+∞

|KFn|
|Fn|

= 1. Ce résultat, établi par

exemple dans [Pat88, Corollary 4.14], sera utilisé dans la démonstration du théorème
de transfert. De telles suites seront appelées suites de Følner uniformes car alors

la suite des fonctions g 7→ |gFn4Fn|
|Fn|

converge vers 0 uniformément sur les parties
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compactes deG. En effet, soit C une partie compacte deG. PosonsK = C∪C−1∪{e},
où e désigne l’élément neutre. Alors, pour g ∈ C nous avons

|gFn4Fn|
|Fn|

=
|gFn \ Fn|
|Fn|

+
|g−1Fn \ Fn|

|Fn|

≤ 2
|KFn \ Fn|

|Fn|
= 2
( |KFn|
|Fn|

− 1
)
,

d’où résulte notre remarque.

Exemples 2.1.7. — (1) Pour r > 0, notons B(0, r) la boule euclidienne de centre
0 et de rayon r dans Rd. Soit (rn) une suite de réels > 0 qui tend vers +∞. Alors
la suite (B(0, rn)) est une suite de Følner uniforme. En effet si K est une partie
compacte contenue dans B(0, p), on a

1 ≤ |KB(0, rn)|
|B(0, rn)|

≤ |B(0, rn + p)|
|B(0, rn)|

=
(rn + p)d

(rn)d
,

d’où lim
n→+∞

|KB(0, rn)|
|B(0, rn)|

= 1.

(2) Plus généralement, tout groupe abélien localement compact G est moyennable.
En effet, notons C la partie convexe ∗-faiblement compacte de la boule unité du
dual de Cb(G) formée des moyennes. En transposant l’action par translation de
G sur Cb(G), on obtient une action de G sur C par applications continues affines,
qui commutent. D’après le théorème du point fixe de Markov-Kakutani [Rud91,
Theorem 5.23], il existe dans C un point fixe par l’action de G, c’est-à-dire une
moyenne G-invariante.

(3) Tout groupe compact est moyennable. Sa mesure de Haar fournit une moyenne
invariante et la suite constante Fn = G possède la propriété de Følner.

(4) La classe des groupes moyennables est très stable. Tout sous-groupe fermé
d’un tel groupe est encore moyennable [Gre69, Theorem 2.3.2]. Toute extension de
groupes moyennables l’est aussi [Gre69, Theorem 2.3.3]. En particulier les groupes
résolubles sont moyennables.

(5) À l’opposé, les groupes localement compacts connexes semi-simples (i.e. sans
sous-groupe normal connexe résoluble non réduit à l’élément neutre) sont moyennables
si et seulement si ils sont compacts [Gre69, Theorem 3.3.2].

(6) Les exemples les plus simples de groupes non moyennables sont les groupes
libres à d (≥ 2) générateurs. Considérons par exemple le cas du groupe libre F2 à deux
générateurs a et b et supposons l’existence d’une moyenne invariante M sur `∞(F2).
C’est une mesure finiment additive définie sur la tribu des parties de F2. Notons Ea
(resp. Eb, Ea−1 , Eb−1) le sous-ensemble de F2 formé des mots commençant par la lettre
a (resp. b, a−1, b−1). Les trois décompositions F2 = {e}tEatEbtEa−1 tEb−1 , F2 =
Ea t aEa−1 , F2 = Eb t bEb−1 en parties disjointes, et l’invariance de M , conduisent
aux égalités 1 = M(F2) = M({e}) + 2, d’où la contradiction.
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2.1.2. Croissance et moyennabilité. — Soient G un groupe localement compact
engendré par un compact, et B un voisinage compact de l’élément neutre e tels que⋃∞
n=1B

n = G, où Bn désigne l’ensemble des éléments de G qui s’écrivent comme
produit de n éléments de B. D’après [Gui73, Théorème I.1], la suite (|Bn|1/n)
converge vers un nombre γ ≥ 1, qui décrit le type de croissance de G. L’égalité
γ = 1 est indépendante du choix de B. Dans ce cas on dit que G est à croissance
sous-exponentielle. Si γ > 1, on dit que G est à croissance exponentielle. Pour plus
de détails sur ce sujet, nous renvoyons à [Gui73] et [Pat88]. Rappelons seulement
quelques faits.

Un groupe à croissance sous-exponentielle est moyennable. En effet, fixons une
partie compacte K de G et ε > 0, et montrons l’existence d’un entier q tel que
|KBq|
|Bq|

≤ 1 + ε. Choisissons p entier tel que K ⊂ Bp ; comme

|KBpn|
|Bpn|

≤ |Bp(n+1)|
|Bpn|

,

il suffit d’observer que

1 ≤ lim inf
n→+∞

|Bp(n+1)|
|Bpn|

≤ lim inf
n→+∞

|Bpn|1/n = 1,

pour trouver q. En particulier, nous pouvons extraire de la suite (Bn) une sous-suite
de Følner uniforme au sens de la remarque 2.1.6.

Un cas particulier important de croissance sous-exponentielle est la croissance poly-
nomiale. On dit que G est à croissance polynomiale s’il existe k > 0 et r ∈ N tels que
|Bn| ≤ knr pour tout n. Cette notion ne dépend pas du choix de B. Les groupes lo-
calement compacts nilpotents sont les exemples fondamentaux de groupes à croissance
polynomiale [Pat88, Corollary. 6.19].

Rappelons qu’un groupe localement compact G est dit unimodulaire si sa fonction
modulaire(1) ∆ est constante, égale à 1. Tout groupe G non unimodulaire est à
croissance exponentielle. En effet soit B un voisinage compact de e tel que

⋃∞
n=1B

n =
G. Pour g ∈ B, on a |Bn| ≥ |Bgn−1| = ∆(g)n−1|B|, d’où

lim
n→+∞

|Bn|1/n ≥ sup
g∈B

∆(g).

Puisque ∆ est un homomorphisme non trivial du groupe G dans le groupe R∗+ et que
G = ∪+∞

n=1B
n, il existe g ∈ B tel que ∆(g) > 1, ce qui démontre notre assertion.

Ainsi tout groupe résoluble et non unimodulaire (par exemple le groupe Sd des
transformations affines de Rd qui sera étudié au chapitre 4) est à la fois moyennable
et à croissance exponentielle.

(1)elle est caracrérisée par l’égalité |Ex| = ∆(x)|E| pour tout x ∈ G et toute partie borélienne E de

G.
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Les groupes connexes ainsi que les groupes résolubles sont ou bien à croissance
polynomiale ou bien à croissance exponentielle [Gui73], mais en revanche, les travaux
de Grigorchuk [Gri84] fournissent des exemples de groupes discrets à croissance in-
termédiaire entre les croissances polynomiale et exponentielle.

Remarque 2.1.8. — Soit G un groupe localement compact moyennable. La recher-
che de suites de Følner de nature géométrique dans G est un problème intéressant. Il
sera examiné dans le chapitre 4 pour le groupe des affinités de Rd.

En particulier, considérons à nouveau le cas où G est engendré par un compact.
Si B est un voisinage compact de l’élément neutre tel que

⋃∞
n=1B

n = G, la ques-
tion de savoir si la suite (Bn) est de Følner se pose naturellement. R. Tessera a
démontré que la réponse est positive si G est à croissance polynomiale [Tes05].
Récemment, E. Breuillard a démontré [Bre07] le résultat plus précis suivant : si
G est à croissance polynomiale, il existe un entier r(G) et une constante c(B) > 0
tels que limn→∞

|Bn|
nr(G) = c(B). Cette condition entrâıne immédiatement que la suite

(Bn) est de Følner.
Notons que lorsque la croissance est seulement sous-exponentielle, cette question

reste ouverte. Enfin, si G est à croissance exponentielle, la suite (Bn) n’est jamais
de Følner. Voyons pourquoi, dans le cas où G est discret. Ici B est un ensemble fini

qui engendre G. Si la suite (Bn) est de Følner, on a limn→∞
|Bn+1\Bn|

|Bn| = 0, d’où

limn→∞
|Bn+1|
|Bn| = 1. Ainsi, pour tout ε > 0, il existe n0 tel que pour tout k ≥ 0

on ait |Bn0 | ≤
∣∣Bn0+k

∣∣ ≤ |Bn0 |(1 + ε)k. Par conséquent, la croissance de G est
sous-exponentielle.

2.1.3. Trou spectral d’une représentation unitaire. — Nous abordons briè-
vement ce sujet ici. D’une part, il permet de formuler d’autres caractérisations
utiles de la moyennabilité des groupes et, d’autre part, on verra qu’il intervient dans
l’estimation de la vitesse de convergence des moyennes ergodiques.

Définition 2.1.9. — Soit π une représentation unitaire continue d’un groupe lo-
calement compact G dans un espace hilbertien H. On dit que π possède presque des
vecteurs invariants s’il existe une suite (ξn) de vecteurs de norme 1 dans H telle que

lim
n→+∞

‖π(g)ξn − ξn‖ = 0

uniformément sur tout compact de G.
On dit aussi dans ce cas que la représentation triviale de G est faiblement contenue

dans la représentation π.

Soient µ une mesure de probabilité sur G et π(µ) =
∫
G
π(g) dµ(g) l’opérateur (de

norme ≤ 1) associé sur H (voir Appendice A). On voit facilement que ‖π(µ)‖ = 1 dès
lors que π possède presque des vecteurs invariants.
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Définition 2.1.10. — On dit qu’une représentation unitaire continue π possède un
trou spectral s’il existe une mesure de probabilité µ sur G, absolument continue par
rapport à la mesure de Haar, symétrique (i.e. µ = µ̌), dont le support engendre un
sous-groupe dense dans G, telle que ‖π(µ)‖ < 1.

En fait, la définition ne dépend pas du choix de µ et équivaut à la non existence
de suites presque invariantes de vecteurs, comme le montre la proposition suivante
(pour sa démonstration, voir par exemple [BdlHV08, Proposition G.4.2]).

Proposition 2.1.11. — Une représentation unitaire continue π de G possède presque
des vecteurs invariants si et seulement si il existe une mesure de probabilité µ sur G,
absolument continue, symétrique, dont le support engendre un sous-groupe dense dans
G, et telle que ‖π(µ)‖ = 1.

Il résulte de travaux de Hulanicki, Reiter, Kesten, Derriennic et Guivarc’h qu’un
groupe localement compact G est moyennable si et seulement si la représentation
régulière par translations à gauche dans L2(G,λ) ne possède pas de trou spectral
(voir [BdlHV08, Appendix G] pour les détails).

À l’opposé, se situe la classe ci-dessous de groupes, qui bien qu’apparaissant très
peu dans cet ouvrage, joue néammoins un rôle important en théorie ergodique (voir
la postface)

Définition 2.1.12. — On dit qu’un groupe localement compact G a la propriété (T)
de Kazhdan si toute représentation unitaire continue π de G sans vecteur invariant
non nul possède un trou spectral.

Évidemment, un tel groupe ne peut être moyennable que s’il est compact. Parmi
la vaste classe des groupes ayant la propriété (T), citons les groupes de Lie semi-
simples, connexes, de centre fini, dont chaque facteur est de rang ≥ 2, par exemple
les groupes SL(n,R), n ≥ 3. Le lecteur intéressé par une étude approfondie pourra
consulter le livre [BdlHV08] consacré à ce sujet. Nous en extrayons seulement le
résultat ci-dessous qui donne une estimation uniforme des normes des opérateurs
π(µ) ([BdlHV08, Corollary 6.2.3]).

Proposition 2.1.13. — Soit G un groupe localement compact ayant la propriété (T)
et soit µ une measure de probabilité sur G, absolument continue, symétrique, dont le
support engendre un sous-groupe dense. Il existe une constante δ < 1 (ne dépendant
que de µ) telle que pour toute représentation unitaire continue π de G, sans vecteur
invariant non nul, on ait ‖π(µ)‖ ≤ δ.

2.2. Théorèmes ergodiques pour les suites de Følner

Soit G un groupe localement compact agissant à gauche sur un espace mesuré
(X,B,m). L’action (g, x) 7→ gx est une application mesurable de G ×X dans X, et
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nous supposons toujours que la mesure σ-finie m est G-invariante. Nous utilisons les
notations introduites dans l’appendice A. En particulier, pour p ∈ [1,+∞[, nous con-
sidérons la représentation continue π de G dans Lp(X,m) par translations à gauche.
Si µ appartient à l’algèbre de convolution M(G) des mesures complexes de varia-
tion totale finie sur G et si f ∈ Lp(X,m), on note π(µ)f , ou µ ∗ f , le produit de
convolution de µ par f , c’est-à-dire l’élément

x 7→
∫
G

f(g−1x) dµ(g)

de Lp(X). Rappelons que ‖µ ∗ f‖p ≤ ‖µ‖1‖f‖p.
Nous aurons plus souvent à considérer T (µ)f = π(µ̌), aussi noté µ · f :

T (µ)f = µ · f(x) =
∫
G

f(gx) dµ(g).

Dans le cas courant où µ est symétrique, on a bien sûr µ·f = µ∗f . Pour µ, ν ∈M(G),
remarquons que (µ ∗ ν) ∗ f = µ ∗ (ν ∗ f) alors que (µ ∗ ν) · f = ν · (µ · f). Étant donné
g ∈ G, on pose Tg = T (δg) = π(g−1). Alors, (g, f) 7→ Tgf est une action à droite par
isométries de G sur Lp(X,m).

2.2.1. Théorèmes ergodiques en moyenne dans Lp. — Nous supposons tou-
jours p ∈ [1,+∞[. Si f ∈ Lp(X,m), nous notons Cf l’enveloppe convexe fermée
en norme de l’ensemble {Tgf : g ∈ G}. Cet ensemble convexe est faiblement fermé
et borné en norme. Lorsque p > 1, il est donc faiblement compact. C’est un fait
crucial pour la démonstration du théorème suivant, où l’on voit en particulier que la
moyennabilité du groupe entrâıne une propriété de point fixe. Dans la suite, I désigne
la tribu des ensembles mesurables E de X qui sont G-invariants, c’est-à-dire tels que
m(gE4E) = 0 pour tout g ∈ G.

Théorème 2.2.1. — Soit G un groupe localement compact moyennable agissant sur
(X,B,m) en laissant la mesure σ-finie m invariante. Soit p ∈]1,+∞[.

(i) Pour tout f ∈ Lp(X,m), l’ensemble Cf contient un point fixe et un seul pour
l’action de G, noté E1(f) ;

(ii) Soit (µn) une suite asymptotiquement invariante de mesures de probabilité sur
G. Alors (µn · f) converge vers E1(f) dans Lp(X,m) ;

(iii) E1 : f 7→ E1(f) est un projecteur contractant et son noyau est le sous-espace
vectoriel fermé de Lp(X,m) engendré par {f − Tgf : f ∈ Lp(X,m), g ∈ G} ;

(iv) Si m est une mesure de probabilité, alors E1(f) est l’espérance conditionnelle
E(f |I).

Démonstration. — Démontrons simultanément (i) et (ii). Comme (µn ∗ f) est une
suite d’éléments du convexe faiblement compact Cf , on peut en extraire une sous-
suite (µnk

∗ f) qui converge faiblement vers un élément f0 de Cf . Vérifions que f0
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est G-invariant. Soient g ∈ G et h ∈ Lq(X,m), où q désigne l’exposant conjugué de
p. On a

|〈δg ∗ µnk
∗ f, h〉 − 〈µnk

∗ f, h〉| ≤ ‖δg ∗ µnk
− µnk

‖1‖f‖p‖h‖q,

d’où
〈δg ∗ f0, h〉 = 〈f0, h〉

par passage à la limite. Il en résulte que δg ∗ f0 = f0.
Soit h ∈ Cf un point fixe pour l’action de G. C’est aussi un point fixe pour

la convolution par toute mesure de probabilité sur G, d’où µn · h = h pour tout
n. Montrons que lim

n→+∞
µn · f = h, ce qui entrâınera à la fois l’unicité du point

fixe et l’assertion (ii). Étant donné ε > 0, choisissons une combinaison convexe
v =

∑k
i=1 αi(Tgi

f) telle que ‖h− v‖p ≤ ε/2. On a alors

‖h− µn · f‖p ≤ ‖h− µn · v‖p +
k∑
i=1

αi‖µn · (Tgi
f)− µn · f‖p

≤ ‖h− v‖p +
k∑
i=1

αi‖δgi ∗ µn − µn‖1‖f‖p

≤ ε/2 +
k∑
i=1

αi‖δgi
∗ µn − µn‖1‖f‖p,

d’où ‖h− µn · f‖p ≤ ε si n est assez grand.
Démontrons (iii). Comme les applications f 7→ µn · f sont contractantes, on a

‖E1(f)‖p ≤ ‖f‖p pour tout f ∈ Lp(X,m). On vérifie immédiatement que E1 est un
projecteur sur le sous-espace des éléments G-invariants de Lp(X,m). Les éléments de
la forme h− Tgh sont évidemment dans le noyau de E1. De plus, si f ∈ KerE1, on a
0 ∈ Cf . Par conséquent, étant donné ε > 0, on peut trouver une combinaison convexe∑k
i=1 αi(Tgif) de norme majorée par ε, c’est-à-dire que ‖f−

∑k
i=1 αi(f−Tgi

f)‖p ≤ ε.
Vérifions enfin l’assertion (iv). Étant donné A ∈ I, on a

〈E1(f),1A〉 = lim
n
〈µn · f,1A〉 = lim

n
〈f, µ̌n · 1A〉.

Or µ̌n·1A = 1A pour tout n puisque A estG-invariant, d’où 〈E1(f),1A〉 = 〈f,1A〉.

Remarque 2.2.2. — Il résulte de la démonstration du théorème précédent que pour
f ∈ Lp(X,m), la suite (µn ∗ f) n’a pas d’autre valeur d’adhérence que E1(f) dans
Cf muni de la topologie faible. Comme Cf est faiblement compacte et métrisable,
cette suite converge faiblement vers E1(f). En revanche la suite (µn ·f) converge vers
E1(f) en norme Lp.

Observons par ailleurs que Lp(X,m) est la somme directe topologique du sous-
espace des fonctions G-invariantes et du sous-espace vectoriel fermé engendré par les
cobords f − Tgf , avec f ∈ Lp(X,m) et g ∈ G.
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Remarque 2.2.3. — Dans le cas p = 2, l’espace hilbertien H = L2(X,m) est la
somme directe orthogonale de H1 = E1H, sous-espace des fonctions G-invariantes, et
de H0 qui est engendré par les fonctions de la forme f − Tgf , avec f ∈ L2(X,m) et
g ∈ G. L’espace H1 étant stable par la représentation unitaire π de G dans H, il en
est de même pour H0. On notera π0 la restriction de π à H0. Si f ∈ H0, le théorème
2.2.1 montre que que π0(µ̌n)f = µn · f tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

Dans l’exemple de l’action de Z sur le cercle par rotations irrationnelles, et en
prenant pour µn la probabilité uniforme sur {0, 1, . . . , n − 1}, on a vu au chapitre
précédent (remarque 1.1.5) que ‖π0(µ̌n)‖ = 1 pour tout n. Cette propriété de Z

reflète une propriété générale des groupes moyennables. En effet, soit G un groupe
agissant sur un espace (X,B,m) en préservant m supposée finie, et notons comme ci-
dessus π0 la restriction de π à l’orthogonal H0 dans L2(X,m) du sous-espace H1 des
fonctions G-invariantes. Nous supposons que l’action est ergodique, ce qui équivaut à
dire que H1 est réduit aux fonctions constantes. La représentation π0 ne possède pas
de vecteur (non nul) invariant, mais un résultat de K. Schmidt assure que si G est un
groupe discret moyennable, π0 possède presque des vecteurs invariants (voir [Sch81,
Theorem 2.4, Proposition 2.3]). Si µ est une mesure de probabilité sur G, on a donc
‖π0(µ)‖ = 1.

En revanche, si le groupe G a la propriété (T ) de Kazhdan, la représentation π0

possède un trou spectral.

Théorème 2.2.4. — Dans le cas p = 1, les résultats du théorème 2.2.1 restent
valables lorsque m est une mesure de probabilité.

Démonstration. — Le passage du théorème ergodique en moyenne L2 au théorème
ergodique en moyenne L1, lorsque la mesure est finie, est classique. Il a déjà été
mentionné dans la démonstration du théorème de Hopf au chapitre 1. Il utilise le fait
que L2(X,m) s’injecte continûment et densément dans L1(X,m) et que les applica-
tions f 7→ µn · f sont des contractions de L1(X,m). On voit alors que l’ensemble des
f ∈ L1(X,m) tels que (µn · f) converge dans L1(X) est fermé et contient L2(X,m).
C’est donc L1(X,m). De plus, on vérifie aisément que pour tout f ∈ L1(X,m), la
limite E1(f) de (µn · f) est égale à E(f |I).

Assurons-nous, dans ce cas encore, que KerE1 est le sous-espace vectoriel fermé
engendré par les f − Tgf . Ces fonctions appartiennent évidemment à KerE1. Soit
h ∈ L∞(X,m) telle que ∫

X

(f − Tgf)hdm = 0

pour tout g ∈ G et tout f ∈ L1(X,m). Il s’agit de montrer que
∫
X
kh dm = 0 pour

toute fonction k dans le noyau de E1. Comme∫
X

(f − Tgf)h dm =
∫
X

f(h− Tg−1h) dm,



2.2. THÉORÈMES ERGODIQUES POUR LES SUITES DE FØLNER 37

on voit que h est G-invariante. On a donc∫
X

hk dm =
∫
X

hE1(k) dm = 0

si E1(k) = 0, ce qu’on voulait démontrer.

Remarque 2.2.5. — Plaçons-nous toujours dans le cas p = 1 avec m(X) < +∞.
Soit f ∈ L1(X). L’enveloppe convexe fermée en norme Cf de l’ensemble {Tgf : g ∈ G}
possède la propriété d’équi-intégrabilité suivante : pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel
que si m(E) ≤ δ on a

∫
E
|h|dm ≤ ε pour tout h ∈ Cf . Comme de plus Cf est bornée,

c’est une partie faiblement compacte (voir [DS88, Th. 9, p. 292]). C’est la propriété
cruciale de Cf utilisée dans la démonstration du théorème 2.2.1. On peut donc aussi
reproduire celle-ci pour établir directement le théorème 2.2.4.

Remarque 2.2.6. — On dit que l’action d’un groupe localement compact G sur un
espace mesuré (X,B,m) est ergodique si tout élément de B invariant par l’action de
G est soit de mesure nulle, soit de complémentaire de mesure nulle. Dans le cas où m
est finie, cela se traduit de façon équivalente par le fait que L1(X,m) (ou n’importe
quel espace Lp(X,m), 1 ≤ p < +∞) ne contient pas d’autres fonctions G-invariantes
que les fonctions constantes. Si de plus m est une mesure de probabilité, pour tout
f ∈ L1(X,m), l’espérance conditionnelle E(f |I) qui apparâıt dans les théorèmes
ergodiques n’est autre que la moyenne

∫
X
f dm.

Le principe de démonstration du théorème 2.2.1 peut être utilisé pour établir le
résultat plus général ci-dessous. Précisons d’abord quelques notations. Soit B un
espace de Banach et, pour tout g ∈ G, soit Tg un opérateur borné de B. Nous
supposons que g 7→ Tg est une antireprésentation de G, continue et uniformément
bornée, c’est-à-dire que Tg1g2 = Tg2 ◦ Tg1 pour tous g1, g2 ∈ G, que pour tout ξ ∈ B
la fonction g 7→ Tgξ est continue de G dans B, et enfin que supg∈G ‖Tg‖ < +∞. Pour
ξ ∈ B, nous notons Cξ l’enveloppe convexe fermée de {Tgξ : g ∈ G}.

Théorème 2.2.7. — Supposons que G est moyennable et que les parties convexes
Cξ, ξ ∈ B sont faiblement compactes (ce qui est réalisé par exemple lorsque B est
réflexif). Alors

(i) B = B1 ⊕B0 (somme directe topologique) où B1 est le sous-espace des vecteurs
fixes de l’action et B0 est le sous-espace vectoriel fermé engendré par {ξ−Tgξ :
ξ ∈ B, g ∈ G}.

(ii) Soit (µn) une suite asymptotiquement invariante de mesures de probabilité sur

G. Pour tout ξ ∈ B, la suite des moyennes
∫
G

Tgξ dµn(g) converge vers la

projection de ξ sur B1 parallèlement à B0. Cette projection est l’unique point
fixe de l’action de G appartenant à Cξ.
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Donnons un exemple d’application du théorème précédent dans le cas où l’espace
de Banach B n’est pas réflexif. Soient X un espace métrique compact et G un groupe
localement compact agissant à gauche par isométries sur X. On suppose l’action
continue, c’est-à-dire que l’application (g, x) 7→ gx de G × X dans X est continue.
Alors G agit continûment à droite par isométries sur l’espace de Banach C(X) des
fonctions continues sur X, à valeurs complexes, muni de la norme de la convergence
uniforme : pour g ∈ G, f ∈ C(X) et x ∈ X, on pose Tgf(x) = f(gx). Puisque
l’action de G est isométrique, l’ensemble {Tgf : g ∈ G} est équicontinu. Il résulte
alors du théorème d’Ascoli que pour tout f ∈ C(X), l’enveloppe convexe fermée Cf
de {Tgf : g ∈ G} est compacte dans C(X), et donc faiblement compacte aussi. Dans
le théoréme suivant, la propriété d’équidistribution est réalisée sur chaque orbite.

Théorème 2.2.8 (Équidistribution des orbites). — Soit G un groupe localement
compact moyennable agissant continûment par isométries sur un espace métrique com-
pact X. Soit (µn) une suite asymptotiquement invariante de mesures de probabilité
sur G. Pour tout f ∈ C(X), la suite (µn · f) converge uniformément sur X vers
une fonction G-invariante f̃ . De plus si l’action est uniquement ergodique, c’est-à-
dire s’il existe une unique mesure de probabilité G-invariante sur X, notée m, on a
f̃ =

∫
X
f dm.

Démonstration. — La première partie de l’énoncé est un corollaire du théorème 2.2.7,
compte-tenu des remarques ci-dessus.

Supposons maintenant l’unique ergodicité de l’action. Soient g ∈ G et f ∈ C(X).
On a µn · (δg ∗ f) = (δg−1 ∗ µn).f , d’où

‖µn · (δg ∗ f)− µn · f‖∞ ≤ ‖δg−1 ∗ µn − µn‖1‖f‖∞.

Il en résulte, par passage à la limite, que δ̃g ∗ f = f̃ . Pour x ∈ X, notons mx la mesure
de probabilité sur X définie par

∫
X
f dmx = f̃(x). D’après ce qui précède, elle est G-

invariante, et par conséquent elle est égale à m. On obtient ainsi que
∫
X
f dm = f̃(x)

pour tout x.

Remarque 2.2.9. — L’hypothèse d’unique ergodicité est en particulier réalisée lors-
que l’action de G sur X est topologiquement transitive, c’est-à-dire lorqu’il existe un
point de X d’orbite dense. En effet, notons Iso(X) le groupe des isométries de X.
C’est un groupe compact pour la topologie de la convergence uniforme sur X. À
l’action de G est associé un homomorphisme φ continu de G dans Iso(X). L’adhérence
φ(G) de φ(G) dans Iso(X) agit transitivement sur X puisque ses orbites sont fermées
et que l’une d’elles est dense. Ainsi, X apparâıt comme un espace homogène du
groupe compact φ(G). Il possède en particulier une seule mesure de probabilité φ(G)-
invariante.
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2.2.2. Un sous-espace dense de convergence ponctuelle pour des suites
de Følner. — Revenons au cas d’une action sur un espace mesuré (X,B,m) et
intéressons-nous maintenant à la convergence ponctuelle. Un exemple de suite de
Følner dans Z pour lequel le théorème ergodique ponctuel est faux sera donné en
3.3.5. La convergence ponctuelle est toutefois assurée sur un sous-espace dense :

Proposition 2.2.10. — Soit G un groupe localement compact moyennable agissant
sur (X,B,m) en laissant invariante la mesure σ-finie m. Soit p ∈ [1,+∞[, avec la
convention que si p = 1, la mesure m est finie. Soit (µn) une suite asymptotiquement
invariante de mesures de probabilité sur G. Il existe un sous-espace vectoriel D dense
dans Lp(X,m) tel que pour tout f appartenant à D, la suite (µn · f) converge presque
partout vers une fonction G-invariante.

Démonstration. — Si f est G-invariante on a µn · f = f pour tout n. Prenons
maintenant f de la forme h− Tgh avec h ∈ L∞(X) ∩ Lp(X). On a

|(µn · f)(x)| =
∣∣∣ ∫ (h(g′x)− h(gg′x)

)
dµn(g′)

∣∣∣
=
∣∣∣ ∫ h(g′x) d(µn − δg ∗ µn)(g′)

∣∣∣
≤ ‖h‖∞‖µn − δg ∗ µn‖1,

d’où il résulte que la suite (µn ·f) converge vers 0 presque partout. Pour conclure, on
utilise les théorèmes 2.2.1 et 2.2.4 : ils impliquent que l’espace vectorielD engendré par
les fonctions G-invariantes et les fonctions de la forme h−Tgh, avec h ∈ L∞(X,m)∩
Lp(X,m) est dense dans Lp(X,m).

Remarque 2.2.11. — Le plus souvent, les résultats précédents seront appliqués au
cas où la suite (µn) provient d’une suite de Følner (Fn), comme dans la remarque
2.1.4.

Nous aurons aussi à considérer des familles asymptotiquement invariantes (µr)r>0

de mesures de probabilité sur G, indexées par R∗+. Tous les résultats de la section
2.2.1 s’étendent à ce cadre. En ce qui concerne la proposition 2.2.10, le seul problème
est que les fonctions µr · f ne sont définies que presque partout. Il n’existe donc pas
nécessairement d’ensemble négligeable en dehors duquel toutes ces fonctions soient
définies. Malgré tout, l’assertion s’étend à la famille (µr · f)r∈Q+ par exemple.

2.3. Le principe de transfert

L’intérêt des inégalités maximales, par l’intermédiaire du principe de Banach, a
été mis en évidence au chapitre 1. Elles permettent d’étendre la convergence presque
partout pour une partie dense de Lp(X,m), comme cela a été obtenu dans la proposi-
tion 2.2.10, à la convergence presque partout pour tout élément de Lp(X,m). Dans le
cas de l’action d’un groupe moyennable, nous allons montrer que de telles inégalités
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peuvent être obtenues à partir d’inégalités maximales pour l’action du groupe sur lui-
même. Cette propriété est connue sous le nom de principe de transfert de Calderón.

Soit (µr)r>0 une famille continue à un paramètre de mesures de probabilité sur
G, c’est-à-dire telle que pour toute fonction ϕ continue bornée sur G, la fonction
r 7→ µr(ϕ) est continue. En particulier, pour tout g ∈ G, la fonction r 7→ µr ·ϕ(g) est
continue. La fonction maximale ϕ?µ est définie par

ϕ?µ(g0) = sup
r>0

|µr · ϕ(g0)| = sup
r>0

∣∣∣ ∫
G

ϕ(gg0) dµr(g)
∣∣∣.

C’est une fonction mesurable puisque, grâce à l’hypothèse de continuité, on a ϕ?µ(g0) =
supr∈Q+ |µr ·ϕ(g0)|. La définition de la fonction maximale associée à une fonction de
Lp soulève des difficultés qui sont examinées dans l’appendice A.

Théorème 2.3.1 (Principe de transfert). — Soit (µr)r>0 une famille continue
de mesures de probabilité sur un groupe localement compact moyennable G. Soit
p ∈ [1,∞[. Nous faisons les deux hypothèses suivantes :

(a) pour tout R > 0, il existe une partie compacte KR de G telle que si r ≤ R, le
support de µr est contenu dans KR.

(b) il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction ϕ continue à support
compact sur G, on a ‖ϕ?µ‖Lp(G) ≤ C‖ϕ‖Lp(G).

Soit (X,G,m) un G-espace mesuré, où m est finie, et soit f ∈ Lp(X,m). Alors, il
existe un ensemble E ⊂ X, négligeable tel que

(i) pour x /∈ E et r > 0, la fonction g 7→ f(gx) est µr-intégrable ;
(ii) pour x /∈ E, la fonction r 7→ µr · f(x) est continue sur ]0,+∞[.

De plus, en posant f?µ(x) = supr>0 |µr · f(x)| si x /∈ E, on a

‖f?µ‖Lp(X) ≤ C‖f‖Lp(X).

Démonstration. — Comme c’est expliqué dans l’appendice A, on peut supposer que
X est compact et que l’action de G sur X est continue.

Soit f une fonction continue sur X. On fixe R > 0 ainsi qu’une partie compacte
K de G contenant le support de µr pour tout r ≤ R. On fixe également un compact
F de G et un voisinage compact V de e. Choisissons une fonction continue positive
ψ sur G, à support compact, telle que

1KF ≤ ψ ≤ 1KFV .

Pour x ∈ X, posons ϕx(g) = ψ(g)f(gx). La fonction ϕx est continue à support
compact. De plus, pour tout h ∈ F et tout r ≤ R, on a∫

G

f(ghx) dµr(g) =
∫
G

ϕx(gh) dµr(g),
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c’est-à-dire µr · f(hx) = µr · ϕx(h). En utilisant l’hypothèse (b), on en déduit que∫
F

sup
0<r≤R

|µr · f(hx)|p dh ≤
∫
G

sup
0<r≤R

|µr · ϕx(h)|p dh

≤ Cp
∫
G

|ϕx(h)|p dh ≤ Cp
∫
KFV

|f(hx)|p dh.

On intègre ensuite sur X et, grâce à l’invariance de m sous l’action de G, on obtient

|F |
∫
X

sup
0<r≤R

|µr · f(x)|p dm(x) ≤ Cp|KFV |
∫
X

|f(x)|p dm(x).

PuisqueG est moyennable, pour tout ε > 0, nous pouvons choisir F tel que
|KF |
|F |

≤

1 + ε, d’après la remarque 2.1.6. Ensuite on choisit V tel que |KFV | ≤ |KF |(1 + ε).
Il en résulte que∫

X

sup
0<r≤R

|µr · f(x)|p dm(x) ≤ (1 + ε)2Cp
∫
X

|f(x)|p dm(x).

L’inégalité maximale s’en déduit en faisant tendre R vers +∞ et ε vers 0. Pour traiter
le cas de f ∈ Lp(X,m), on fait ensuite appel à la proposition A.2.2.

Remarque 2.3.2. — Si l’hypothèse (b) est remplacée par une inégalité maximale de
type faible, on obtient de même (i) et (ii), ainsi que la conclusion finale du théorème
précédent sous la forme d’une inégalité maximale de type faible.

On déduit alors des résultats obtenus dans ce chapitre le théorème ergodique sui-
vant.

Théorème 2.3.3. — Soit G un groupe localement compact moyennable agissant sur
(X,B,m) en laissant invariante la mesure de probabilité m. Soit (µr)r>0 une famille
continue à un paramètre de mesures de probabilité sur G satisfaisant aux conditions
(a) et (b) du théorème précédent. On la suppose asymptotiquement invariante, c’est-
à-dire que limr→+∞ ‖δg ∗ µr − µr‖1 = 0 pour tout g ∈ G. Soit p ∈ [1,+∞[. Alors,
pour tout f ∈ Lp(X,m), on a limr→+∞ µr · f = E(f |I) presque partout et dans Lp,
où E(f |I) désigne l’espérance conditionnelle de f sachant la tribu I des invariants.

Démonstration. — En utilisant la proposition 2.2.10, les théorèmes 2.2.1, 2.2.4 et
2.3.1, ainsi que le principe de Banach, on voit que

lim
r→+∞,r∈Q+

µr · f = E(f |I),

presque partout et dans Lp. De plus, d’après le théorème 2.3.1, on sait que pour
presque tout x ∈ X, la fonction r 7→ µr ·f(x) est continue. La conclusion du théorème
en résulte immédiatement.
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Remarque 2.3.4. — Le théorème 2.3.1 admet plusieurs variantes.
Tout d’abord, il arrive souvent qu’on n’ait pas besoin de passer par l’intermédiaire

d’une action continue sur un espace compact pour justifier les propriétés (i) et (ii)
du théorème 2.3.1. C’est le cas par exemple si G = Rd, lorsque, pour tout r > 0, µr
est la mesure de probabilité uniforme sur la boule de centre 0 et de rayon r. Alors
le théorème de transfert reste vrai sous les hypothèses (a) et (b) sans supposer que
la mesure m est finie (cette hypothèse étant seulement utilisée pour avoir (i) et (ii)
comme cela est expliqué dans l’appendice A).

Cette remarque s’applique aussi lorsqu’on travaille avec une suite (µn)n∈N de
mesures de probabilité à support compact au lieu de (µr)r>0.

Dans de tels cas, les conclusions du théorème 2.3.3 restent vraies avec m σ-finie,
excepté l’affirmation relative à la convergence de µr · f dans L1.

On peut également transférer des inégalités mettant en jeu une suite (Tn) d’opéra-
teurs semi-locaux sur L1

loc(G) (espace des fonctions localement intégrables sur G) à
valeurs dans l’espace des fonctions continues sur G, au lieu de la suite des applications
ϕ 7→ µn · ϕ. Il suffit que chaque Tn soit sous-additif , commute avec les translations
à droite, et soit semi-local, c’est-à-dire qu’il existe un compact Kn de G tel que si
ϕ ∈ L1

loc(G) est nulle en dehors d’un sous-ensemble E, alors Tnϕ est nulle en dehors
de KnE (voir [Eme74, Theorem 2]).

Notice bibliographique. — Comme on l’a vu, la démonstration du théorème er-
godique en moyenne 2.2.1 se fait en établissant un théorème d’existence et d’unicité
de point fixe. Cette méthode, qui apparâıt notamment dans les travaux de F. Riesz
[Rie38], de Yosida et Kakutani [YK41], et de Dunford [Dun39], a été mise au point
dans un cadre abstrait par Eberlein [Ebe49]. Sa présentation est ici inspirée de
l’article [Gre73] de Greenleaf.

Les théorèmes ergodiques ponctuels, pour des moyennes relatives à des suites de
Følner, ont fait l’objet de nombreuses études. Les premiers cas traités concernent
les moyennes sur les boules de Zd et Rd, avec notamment les travaux fondateurs de
G. D. Birkhoff (cas du groupe Z [Bir31]) et de N. Wiener [Wie39]. Calderón fut
le premier à considérer des actions de groupes non abéliens [Cal53], en prenant des
moyennes sur des suites de Følner particulières, possédant entre autre une propriété
de doublement de volume. Cette propriété sera considérée dans le chapitre 3.

Dès le départ, l’importance des inégalités maximales en théorie ergodique a été
mise en évidence par Birkhoff [Bir31]. À la même époque, elles ont été établies par
Hardy et Littlewood [HL30], en vue d’applications à l’analyse complexe, pour des
moyennes sur des intervalles de R. Le principe de réduction des inégalités maximales
au cas de l’action naturelle de G sur lui-même apparâıt déjà dans l’article de Wiener
[Wie39]. Il a été formalisé par Calderón [Cal68], puis généralisé par divers auteurs
dont Coifman et Weiss [CW76], Emerson [Eme74], Herz [Her70] et Tempel’man
[Tem67].



CHAPITRE 3

INÉGALITÉS MAXIMALES ET LEMMES DE

RECOUVREMENT

Soit G un groupe localement compact et soit (Fn) une suite de parties mesurables
de G avec 0 < |Fn| < +∞. Considérons les opérateurs de moyenne donnés, pour
ϕ ∈ Lp(G), par

Anϕ(x) =
1
|Fn|

∫
Fn

ϕ(gx)dg =
1

|Fnx|

∫
Fnx

ϕ(g)dg,

et l’opérateur maximal correspondant donné par

A?ϕ = sup
n≥1

|Anϕ|.

Sous l’hypothèse que (Fn) est une suite de Følner, nous avons établi dans le chapitre
précédent le théorème ergodique ponctuel dans Lp pour les moyennes An, lorsque A?

est de type faible (p, p).
Que la suite (Fn) soit ou non de Følner, l’étude de l’opérateur A? est utile en

théorie ergodique et en analyse classique. Dans ce chapitre, nous examinons diverses
techniques de recouvrement qui conduisent à des théorèmes maximaux. Nous verrons
comment ces résultats sont liés aux propriétés géométriques de la suite (Fn).

La première section est consacrée au cas le plus simple, le lemme de recouvrement
de Vitali pour des boules de Rd, dont résulte le théorème de Wiener : l’opérateur
maximal associé aux boules centrées est de type faible (1, 1). De nombreuses questions
naturelles se posent dans ce contexte. En particulier, qu’obtient-on lorsque la mesure
de Lebesgue sur Rd est remplacée par une mesure de Radon quelconque ou lorsque
les moyennes sont effectuées sur les boules non centrées ? Ces questions sont étudiées
dans la section 2. Si la mesure conserve la même propriété de doublement de volume
que la mesure de Lebesgue, à savoir que pour tout x, les boules de centre x et de rayon
r et 2r ont des mesures comparables, l’opérateur maximal est encore de type faible
(1, 1), que les boules soient centrées ou non. Sans cette hypothèse de doublement
de volume, nous montrons que l’opérateur maximal relatif aux boules centrées reste
de type faible (1, 1), à l’aide du lemme de recouvrement de Besicovitch. Dans le cas
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des boules non centrées, cette propriété subsiste en dimension 1 mais est fausse par
exemple pour la mesure gaussienne sur R2. Nous examinons enfin un dernier exemple,
l’opérateur maximal relatif à certains réseaux dyadiques de Rd, dont l’étude se déduit
du lemme maximal de Doob en théorie des martingales.

Dans la section 3, nous revenons au cas de l’opérateur A? associé à une suite (Fn)
de parties d’un groupe localement compact G. Lorsque la suite (Fn) est croissante et
vérifie la condition de Tempel’man, analogue à la propriété de doublement de volume
(plus précisément, supn |F−1

n Fn|/|Fn| < +∞), l’opérateur A? conserve la propriété
d’être de type faible (1, 1).

Un exemple dû à E. Lindenstrauss montre que certains groupes moyennables (à
croissance exponentielle) ne possèdent pas de suites de Følner satisfaisant de surcrôıt
à la condition de Tempel’man. En revanche, il existe toujours des suites de Følner qui
ont la propriété plus faible d’être des suites tempérées (définition 3.4.1). L’opérateur
maximal associé à toute suite tempérée est lui aussi de type faible (1, 1). Nous termi-
nons ce chapitre par deux démonstrations de ce résultat de Lindenstrauss. Encore une
fois, elles sont basées sur des lemmes de recouvrement. La première démonstration,
plus élémentaire, est due à D. Ornstein et B. Weiss. Elle permet de traiter le cas où
G est discret, et la sélection des ensembles du recouvrement est effectuée de façon
déterministe. La deuxième démonstration est celle de Lindenstrauss. Elle traite le
cas général avec des arguments de nature probabiliste pour le choix de la sélection.

Nous n’avons parlé que de l’inégalité de type faible (1, 1). Rappelons que, pour les
opérateurs de moyenne que nous considérons, tout opérateur maximal de type faible
(1, 1) est de type fort (p, p) quel que soit p > 1 (voir la proposition 1.2.2).

3.1. Moyennes sur les boules de Rd.

Dans cette section, nous nous plaçons dans Rd muni de la mesure de Lebesgue.
Nous nous intéressons à la fonction maximale associée aux opérateurs de moyenne sur
les boules euclidiennes centrées.

Nous notons B(x, r) la boule euclidienne de centre x et de rayon r et βr la mesure
de Lebesgue normalisée sur la boule B(0, r). Pour ϕ ∈ L1

loc(R
d), rappelons que la

fonction βr · ϕ est définie par

βr · ϕ(x) =
1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

ϕ(x+ y)dy =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ϕ(y)dy.

Cette fonction est aussi le produit de convolution βr ∗ϕ de βr par ϕ. Elle est continue
ainsi que, pour tout x ∈ Rd, la fonction r 7→ βr · ϕ(x).

Enfin nous introduisons la fonction maximale

ϕ?β(x) = sup
r>0

|βr · ϕ(x)| ,

qui est semi-continue inférieurement sur Rd.
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Les inégalités correspondant à cette fonction maximale ont été étudiées par Hardy
et Littlewood en 1930 dans le cas d = 1 et par Wiener en 1939 dans le cas général.
Nous rappelons ci-dessous le lemme de recouvrement de Vitali, et son utilisation pour
établir l’inégalité maximale de type faible (1, 1).

Lemme 3.1.1 (Vitali). — Soit E un sous-ensemble d’un espace métrique recouvert
par une famille finie

(
B(xi, ri)

)
1≤i≤N , de boules de centre xi et de rayon ri. On peut

extraire de cette famille une sous-famille
(
B(xik , rik)

)
, 1 ≤ k ≤ n, de boules deux à

deux disjointes telle que

E ⊂
n⋃
k=1

B(xik , 3rik).

Démonstration. — Posons Bi = B(xi, ri) et supposons les boules numérotées de façon
que r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rN . Commençons avec i1 = N , puis, par récurrence, et tant
que c’est possible, choisissons pour ik+1 le plus grand entier strictement inférieur à
ik tel que Bik+1 ne rencontre pas les boules Bi1 , . . . , Bik déjà sélectionnées. Notons n
l’étape où s’arrête le processus. Alors toute boule B = B(x, r) de la famille initiale
rencontre une boule Bik de la sous-famille choisie, avec r ≤ rik , d’où B ⊂ B(xik , 3rik).

Il en résulte que E ⊂
n⋃
k=1

B(xik , 3rik).

Nous pouvons maintenant démontrer l’inégalité maximale de type faible (1, 1).

Théorème 3.1.2. — Pour toute fonction ϕ ∈ L1(Rd) et tout α > 0, on a

(3.1.1) |{ϕ?β > α}| ≤ 3d
‖ϕ‖1
α

.

Ainsi, l’opérateur ϕ?β est de type faible (1, 1).

Démonstration. — Puisque la mesure de Lebesgue est régulière, il suffit de montrer
que pour toute partie compacte K contenue dans l’ensemble {ϕ?β > α}, on a |K| ≤

3d
‖ϕ‖1
α

. Pour tout x ∈ K, il existe un rayon rx > 0 tel que

|B(x, rx)| ≤
1
α

∣∣∣ ∫
B(x,rx)

ϕ(y)dy
∣∣∣.

Puisque K est compact, nous pouvons le recouvrir par un nombre fini de ces boules
B(x, rx) et, grâce au lemme de Vitali, il existe une sous-famille B1, . . . , Bn formée de

boules deux à deux disjointes et telle que |K| ≤ 3d
n∑
k=1

|Bk|. Il en résulte que

|K| ≤ 3d
n∑
k=1

1
α

∫
Bk

|ϕ(y)|dy ≤ 3d
‖ϕ‖1
α

.



46 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS MAXIMALES

Le théorème de Wiener est alors une conséquence des résultats obtenus dans le
chapitre 2, puisque la famille (βr)r>0 est continue et asymptotiquement invariante
(voir le théorème 2.3.3 et les remarques 2.3.2 et 2.3.4).

Théorème 3.1.3 (Wiener). — Supposons que le groupe Rd agisse sur un espace
mesuré (X,B,m) en laissant invariante la mesure σ-finie m. Soient p ∈ [1,+∞[, et
f ∈ Lp(X,m).

(i) Pour p > 1, la famille βr · f tend presque partout et dans Lp, lorsque r tend
vers l’infini, vers une fonction Rd-invariante.

(ii) Lorsque p = 1, la famille βr · f converge presque partout vers une fonction Rd-
invariante. Si de plus la mesure m est finie, la convergence a lieu aussi dans L1.
Lorsque m est une mesure de probabilité, la limite est l’espérance conditionnelle
E(f |I) de f sachant la tribu I des invariants.

Remarque 3.1.4. — Pour toute fonction ϕ continue sur Rd et tout x ∈ Rd, on a

(3.1.2) ϕ(x) = lim
r→0

1
|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ϕ(y)dy.

En utilisant le principe de Banach (voir Théorème 1.2.1) et l’inégalité maximale faible
relative aux moyennes sur les boules, on obtient alors facilement le théorème de
différentiation de Lebesgue : pour tout ϕ ∈ L1(Rd) et pour presque tout x ∈ Rd,
la propriété (3.1.2) reste vraie.

Remarque 3.1.5. — On peut aussi considérer la fonction maximale non centrée
définie par

ϕ??β (x) = sup
B3x

1
|B|

∣∣∣ ∫
B

ϕ(y)dy
∣∣∣,

où B varie dans l’ensemble des boules contenant x. La comparaison des volumes des
boules de même centre permet de montrer que

ϕ?β ≤ ϕ??β ≤ 2dϕ?β
si ϕ ≥ 0. L’opérateur maximal non centré relatif aux boules euclidiennes est donc, lui
aussi, de type faible (1, 1).

Remarque 3.1.6. — La recherche des meilleures constantes pour les inégalités max-
imales est l’objet de nombreux travaux.

Dans le cas centré, et si d = 1, la meilleure constante C pour l’inégalité maximale
faible (1, 1) a été obtenue par A. D. Melas [Mel03]. C’est la plus grande racine de
l’équation 12x2 − 22x+ 5, c’est-à-dire C = 11+

√
61

12 = 1, 5675208 . . . . Le problème est
non résolu pour d > 1.

Pour l’inégalité forte de type (p, p) avec p > 1, la détermination de la meilleure
constante Cp,d est un problème ouvert en toute dimension d ≥ 1 dans le cas centré.
Dans cette direction, on sait toutefois qu’il existe une constante Cp (indépendante de
d) telle que ‖ϕ?β‖p ≤ Cp‖ϕ‖p pour tout ϕ ∈ Lp(Rd) (voir [SS83]).
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Dans le cas non centré, si p > 1 et d ≥ 1, la meilleure constante Cp,d telle que
‖ϕ??β ‖p ≤ Cp,d‖ϕ‖p pour tout ϕ ∈ Lp(Rd) a été déterminée dans [GMS97]. Con-
trairement au cas centré, elle croit exponentiellement quand d tend vers l’infini.

3.2. Mesures doublantes et non doublantes

Dans cette section nous continuons l’étude de l’opérateur maximal associé à des
moyennes sur des boules. Nous nous plaçons dans le cadre général d’un espace
métrique (X, d) localement compact, muni d’une mesure de Radon positive m sur
les boréliens de X, c’est-à-dire une mesure borélienne finie sur les ensembles com-
pacts et intérieurement régulière, dans le sens où la mesure de tout borélien E est
égale au supremum des mesures des sous-ensembles compacts de E.

Nous verrons que si m possède, comme la mesure de Lebesgue, la propriété de
doublement du volume, alors les résultats obtenus en 3.1 se transposent grâce au
lemme de Vitali.

On étudiera ensuite le cas d’une mesure de Radon positivem arbitraire surX = Rd.
Le lemme de recouvrement de Besicovitch permet d’établir une inégalité faible pour
l’opérateur maximal centré associé à m mais, en dimension d ≥ 2, même si la mesure
m est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, l’opérateur maximal
non centré n’est plus forcément de type faible (1, 1).

On désigne par B(x, r) la boule ouverte de centre x et de rayon r. L’opérateur
maximal (centré) associé à m est défini, pour x appartenant au support Supp(m) de
m, par

A?f(x) = sup
r>0

1
m(B(x, r))

∣∣∣∣∣
∫
B(x,r)

f dm

∣∣∣∣∣
où f est une fonction borélienne intégrable sur X, ou de manière plus générale
intégrable sur toute boule. Les valeurs de A?f(x) en dehors du support de m ne sont
pas significatives car on n’étudie en général cette fonction que m-presque partout.

On considérera également la fonction maximale non centrée définie sur le support
de m par

A??f(x) = sup
B3x

1
m(B)

∣∣∣∣∫
B

f dm
∣∣∣∣,

où B varie dans l’ensemble des boules ouvertes contenant le point x.
La fonction A??f est semi-continue inférieurement. D’autre part la fonction maxi-

male centrée est mesurable. En effet, la propriété de continuité des mesures implique
que pour tout x ∈ Supp(m), la fonction r 7→ 1

m(B(x,r))

∣∣∣∫B(x,r)
f dm

∣∣∣ est continue à
gauche sur ]0,∞[. Le supremum dans la définition de A?f(x) peut donc être restreint
aux rationnels r. Il en découle que A?f est mesurable.



48 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS MAXIMALES

3.2.1. Mesures doublantes sur un espace métrique. —

Définition 3.2.1. — On dit que la mesure de Radon positive m possède la propriété
de doublement s’il existe C > 0 tel que pour tout x et tout r,

(3.2.1) m(B(x, 2r)) ≤ Cm(B(x, r)).

Cela signifie que les boules B(x, r) et B(x, 2r) ont une mesure comparable. Cette
condition entrâıne immédiatement que pour tout γ > 1,

m(B(x, γr)) ≤ C(γ)m(B(x, r)).

Plus généralement deux boules de rayons comparables et d’intersection non vide ont
une mesure comparable. Ceci implique qu’une mesure doublante ne charge aucune
hypersurface (voir [Ste93]). Ceci entrâıne aussi que les opérateurs maximaux centrés
et non centrés sont comparables : si f ≥ 0,

A?f ≤ A??f ≤ CA?f.

On est ici dans une situation un peu plus générale que X = Rd muni de la mesure
de Lebesgue m, pour laquelle m(B(x, 2r)) = 2dm(B(x, r)).

De nombreux résultats établis initialement pour des opérateurs associés à la mesure
de Lebesgue ont été ensuite généralisés à des mesures doublantes. L’une des raisons est
que le lemme de recouvrement de Vitali est très adapté à l’étude de ce genre de mesure.
L’étude des opérateurs maximaux peut se faire dans ce cadre. Pour l’étude d’autres
opérateurs classiques associés à des mesures doublantes, voir [Ste93], [Ste70b].

Théorème 3.2.2. — Si la mesure de Radon m a la propriété de doublement, les
opérateurs maximaux centrés et non centrés sont de type faible (1, 1).

Démonstration. — La démonstration est identique à celle du théorème 3.1.2, qui
concerne le cas particulier où X = Rd et m est la mesure de Lebesgue.

La propriété de doublement est utilisée deux fois dans cette démonstration : pour
comparer les deux fonctions maximales, et pour appliquer le lemme de recouvrement
de Vitali. Lorsque la mesure ne possède plus cette propriété, nous allons voir que seul
l’opérateur centré reste borné.

3.2.2. Mesures non doublantes sur Rd. — Ici la mesure m est une mesure de
Radon positive sur X = Rd. On ne suppose plus que la propriété de doublement est
satisfaite.

3.2.2.1. La fonction maximale centrée. — Le lemme de recouvrement de Besicovitch
est très adapté à ce type de mesure. Pour des variantes de ce résultat, voir [Bes45,
Bes46, Bes47] et [Mor47]. Nous énonçons et démontrons ce lemme.
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Théorème 3.2.3 (Lemme de recouvrement de Besicovitch)
Soit E un ensemble borné de Rd. On suppose donnée, pour tout x ∈ E, une boule
B(x, rx) centrée en x. Alors on peut trouver une partie dénombrable D dans E telle
que

(i) la famille de boules (B(x, rx))x∈D recouvre E;
(ii) tout point de Rd appartient à moins de 2d×10d boules de la famille (B(x, rx))x∈D.

Remarque 3.2.4. — A la différence du lemme de Vitali, on n’impose pas aux boules
extraites d’être disjointes. Par contre, la multiplicité du recouvrement est inférieure à
2d×10d, et cette constante est indépendante du diamètre de E. Ce lemme est adapté
aux mesures non doublantes car on ne change pas le rayon des boules.

Ce lemme est énoncé pour des boules euclidiennes. On peut prendre aussi des
cubes, ou des boules pour d’autres normes. On peut même prendre des boules
associées à une famille infinie de normes, à condition que les excentricités soient
contrôlées. Ici les boules sont choisies ouvertes, bien que ce ne soit pas nécessaire.

Avant de démontrer le lemme de recouvrement, commençons par l’appliquer à
l’étude de la fonction maximale.

Corollaire 3.2.5. — Soit m une mesure de Radon sur Rd. Alors l’opérateur maxi-
mal centré associé à m est de type faible (1, 1).

Démonstration. — Nous reprenons la démonstration du théorème 3.1.2, dont nous
conservons les notations. Au lieu d’utiliser le lemme de recouvrement de Vitali,
nous utilisons celui de Besicovitch. On extrait une sous-famille de boules B(xi, ri)
recouvrant l’ensemble K et de multiplicité inférieure à 2d × 10d. Le calcul suivant
permet de conclure :

m(K) ≤
∑
i

m(B(xi, ri)) ≤
∑
i

1
α

∫
B(xi,ri)

|f |dm

=
1
α

∫
Rd

(∑
i

1B(xi,ri)

)
|f |dm

≤ 2d× 10d

α

∫
Rd

|f |dm.

On a donc l’inégalité faible.

La partie la plus difficile est la démonstration du lemme de recouvrement.

Démonstration. — Soit M le diamètre de E. S’il existe un point x tel que rx > M , on
conclut directement puisque l’unique boule correspondante recouvre E. On suppose
donc dans la suite que les rayons rx sont bornés par M .

Nous allons choisir l’ensemble D comme une réunion dénombrable d’ensembles finis
Dk construits par récurrence, de telle sorte que Dk soit inclus dans l’ensemble Ek des



50 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS MAXIMALES

x pour lesquels

(3.2.2)
M

2k
< rx ≤

M

2k−1
.

On choisit pour D1 une famille maximale dans E1 avec la propriété que, si x, y ap-
partiennent à D1, alors

(3.2.3) d(x, y) ≥ max(rx, ry).

Il résulte de cette propriété que les boules B(x, rx/2), pour x ∈ D1, sont disjointes.
Or ces boules sont contenues dans l’ensemble borné des points à distance au plus M
de E et sont de volume uniformément minoré. Elles sont donc en nombre fini, ce qui
entrâıne que D1 est un ensemble fini.

Supposant ainsi choisis D1, . . . , Dk−1, on choisit une partie Dk ⊂ Ek qui est max-
imale parmi celles pour lesquelles l’inégalité (3.2.3) a lieu pour tout couple x, y ap-
partenant à la réunion des ensembles Dj , prise pour j = 1, . . . , k. En particulier les
boules B(x, rx/2), pour x ∈ Dk, sont disjointes, de volume uniformément minoré et
incluses dans un borné. L’ensemble Dk est donc fini.

Montrons que l’ensemble dénombrableD = ∪k≥1Dk possède les propriétés requises.
Si x ∈ Ek n’appartient pas à Dk, la maximalité de cet ensemble entrâıne qu’il existe
y ∈ Dj , avec j ≥ k, tel que d(x, y) < max(rx, ry). En particulier x appartient à la
boule B(y, ry). Ceci permet de conclure quant à la propriété (i).

Il nous reste à montrer que la multiplicité du recouvrement est inférieure à 2d×10d.
Soit x ∈ Rd. Pour tout entier k ≥ 1, soit Ik = Ik(x) l’ensemble des y ∈ Dk tels que
d(y, x) < ry. Montrons tout d’abord que le cardinal de Ik est majoré par 5d pour
tout k ≥ 1. C’est une conséquence directe du fait que les boules B(y, M

2k+1 ), pour
y ∈ Ik, sont deux à deux disjointes et contenues dans la boule B(x, 5M

2k+1 ) puisque
d(x, y) ≤ M

2k−1 .
Pour conclure, il nous suffit de montrer qu’au plus 2d × 2d des ensembles Ik

sont non vides. Soit y1, y2, . . . , yj une suite de points appartenant aux ensembles
Ik1 , Ik2 , . . . , Ikj

, avec k1 < k2 < · · · < kj . Pour tout ` = 1, . . . , j, nous posons
r` = ryk`

, de sorte que d(x, y`) < r`. Nous ne savons pas si la suite r` est décroissante,
mais par contre les deux suites formées des termes pairs d’une part, des termes im-
pairs d’autre part, sont décroissantes. Si on considère les trois points x, y` et y`′
avec `′ − ` ≥ 2, alors on a les inégalités d(x, y`) < r` et d(x, y`′) < r`, tandis que
d(y`, y`′) ≥ r`. Nous allons utiliser la propriété de géométrie élémentaire suivante:

si, dans un triangle ABC, les côtés AB et AC ont une longueur inférieure à celle

du côté BC, l’angle de sommet A est supérieur à π
3 .

Il en résulte que, si u` désigne le vecteur unitaire colinéaire à y` − x et de même
sens, alors pour tout couple `, `′ tel que |`− `′| ≥ 2, on a l’inégalité

(3.2.4) 〈u`, u`′〉 < 1/2,

où le produit scalaire désigne ici le produit scalaire dans Rd.
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Le reste de la démonstration consiste à donner une estimation du nombre maximal
Kd de vecteurs unitaires dans Rd qui satisfont deux à deux à cette inégalité. Il résulte
en effet de la discussion précédente, en séparant les termes pairs et impairs de la suite
y`, que le nombre d’ensembles Ik non vides est au plus 2Kd.

Un ensemble de vecteurs unitaires (u`) qui satisfont à la propriété (3.2.4) pour
tout ` 6= `′, ou à une propriété du même type portant sur les produits scalaires deux
à deux, est appelé code sphérique. Il est bien connu que leur nombre est majoré
par une constante dépendant de la dimension, et de nombreux travaux portent sur
l’obtention des meilleures majorations possibles. Dans le cas particulier des angles
π/3, ce nombre coincide avec le “kissing number”, ou nombre maximal de boules
disjointes de rayon 1 qu’on peut placer autour de la boule unité. Ce nombre est connu
en petite dimension (voir l’article de synthèse [PZ04] sur ces questions). Pour avoir
une majoration grossière de Kd, il suffit de compter le nombre maximal de calottes
sphériques disjointes d’angle au centre π

3 qu’on peut trouver sur la sphère unité.
Celui-ci est inférieur au rapport entre la surface de la sphère et la surface d’une telle
calotte sphérique. La majoration indiquée est obtenue par une minoration grossière
de la surface de la calotte par la surface de sa projetée sur un plan perpendiculaire
à son axe de symétrie, c’est-à-dire par le volume en dimension d − 1 d’une boule de
rayon 1/2, tandis que la surface de la boule unité est majorée par 2d fois le volume
de la boule unité en dimension d − 1 : on peut majorer le volume de la boule unité
en dimension d par le volume du plus petit cylindre qui la contient, c’est-à-dire un
cylindre de hauteur 2. On trouve finalement que

Kd ≤ d× 2d.

3.2.2.2. L’opérateur maximal non centré. — Il s’avère que lorsqu’on décentre les
boules, l’opérateur maximal n’est plus borné en général, même pour des mesures très
régulières. Un contre-exemple a été donné par P. Sjögren en 1983 [Sjö83] en dimension
d ≥ 2 pour la mesure gaussienne standard. Dans ce cas l’opérateur maximal n’est pas
de type faible (1, 1).

Théorème 3.2.6. — Soit la mesure dm(x, y) = e−(x2+y2) dxdy sur R2. La fonction
maximale non centrée associée à m n’est pas de type faible (1, 1).

Démonstration. — On rappelle que l’opérateur maximal non centré est défini par

A??f(x, y) = sup
B3(x,y)

∫
B
f dm

m(B)
.

Soit f la fonction indicatrice de la boule euclidienne centrée en (0, a + 1), avec a
grand, et de rayon δ < 1/a. Cette fonction approche la masse de Dirac en (0, a+ 1).
Pour |s| ≤ 1, soit Bs la boule fermée de rayon 1 centrée au point (s, a + 1). Pour
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(x, y) ∈ Bs on a y ≥ a+ (x−s)2
2 . On en déduit une estimation de la mesure de Bs :

m(Bs) ≤
∫ 1+s

−1+s

∫
y≥a+ (x−s)2

2

e−y
2
dxdy =

∫ 1

−1

∫
y≥a+ x2

2

e−y
2
dxdy

≤
∫ 1

−1

∫
y>a+ x2

2

y

a
e−y

2
dxdy =

1
2

∫ 1

−1

1
a
e−(a+ 1

2x
2)2 dx

≤ 1
2
e−a

2

a

∫ 1

−1

e−ax
2
dx ≤

√
π

2
e−a

2

a
√
a
≤ e−a

2

a
√
a
.

Pour tout s ∈ [−1, 1], l’intersection de la boule Bs avec le support de f a une mesure
comparable à δ2. De plus sur le support de f , la quantité e−x

2−y2
est comparable à

e−(a+1)2 car δ < a−1. Il existe donc une constante assez petite C1 indépendante de s
et a telle que

∫
Bs
f dm > C1δ

2e−(a+1)2 . Donc pour tout (x, y) ∈ [−1, 1]× [a, a+ 2],

(3.2.5) A??f(x, y) > C1a
√
aea

2
δ2e−(a+1)2 .

Par ailleurs, on peut trouver une constante C2 telle que

m([−1, 1]× [a, a+ 2]) =
∫ 1

−1

∫ a+2

a

e−(x2+y2) dxdy

≥ 2
e

∫ a+2

a

y

a+ 2
e−y

2
dy ≥ C2

a
e−a

2
.

Posons α = C1a
√
aea

2
δ2e−(a+1)2 , et Eα = {A??f > α}. Comme

∫
f dm ≤ C3δ

2e−(a+1)2 ,

on voit que
∫
f dm
α

≤ C3/C1
1

a
√
a
e−a

2
, alors que m(Eα) ≥ m([−1, 1] × [a, a + 2]) ≥

C2
a e

−a2
. L’opérateur A?? ne peut donc pas être de type faible (1, 1).

L’opérateur maximal non centré est toujours de type faible (1, 1) en dimension 1.
Nous reproduisons ici la démonstration de [Sjö83].

Théorème 3.2.7. — Sur R, l’opérateur maximal non centrée associé à une mesure
de Radon est de type faible (1, 1).

Démonstration. — Soit f ∈ L1(R,m). La fonction maximale non centrée est

A??f(x) = sup
I3x

1
m(I)

∣∣∣∣∫
I

f dm
∣∣∣∣.

Ici I est un intervalle. Par convention 1
m(I)

∫
I
f dm = 0 si m(I) = 0 donc on peut en

fait restreindre le supremum aux intervalles de mesure positive. Fixons α > 0 et soit
S la famille des intervalles I tels que

m(I) <
1
α

∣∣∣∣∫
I

f dm
∣∣∣∣.
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Il est clair que

Eα = {A??f > α} =
⋃
I∈S

I.

Soit K ⊂ Eα, avec K compact. Il est recouvert par une sous-famille finie S ′ ⊂ S.
Nous allons extraire de S ′ une sous-famille d’intervalles disjoints de la façon suivante.
Le premier intervalle I1 est choisi de mesure maximale. Ensuite par récurrence on
choisit Ik de mesure maximale parmi les intervalles de S ′ disjoints de I1, . . . , Ik−1. Le
processus s’arrête, donc tout intervalle I =]a, b[ de S ′ rencontre l’un des Ii.

Nous allons avoir besoin d’agrandir chacun des Ii =]ai, bi[. Pour tout i, on note
I?i =]a?i , b

?
i [ le plus grand intervalle ouvert tel que m(]a?i , ai]) ≤ m(Ii) et m([bi, b?i [) ≤

m(Ii). Soit maintenant I =]a, b[ un intervalle de S ′ et soit i0 le plus petit indice i
tel que I ∩ Ii 6= ∅. Alors m(]a, ai0 ]) ≤ m(I) ≤ m(Ii0), ce qui entrâıne que a ≥ a?i0 .
Par convention, ]a, ai0 ] = ∅ si a ≥ ai0 . De la même manière, b ≤ b?i0 . Finalement
on obtient I ⊂ I?i0 . Les I?i recouvrent donc l’ensemble K. Par définition de I?i , on a
m(I?i ) ≤ 3m(Ii). Il s’ensuit que

m(K) ≤
∑
i

3m(Ii) ≤
3
α

∫
|f |dm.

Remarque 3.2.8. — Dans Rd, la fonction maximale non centrée associée à des cubes
parallèles aux axes est de type fort (p, p) pour p > 1, lorsque la mesure est un produit
tensoriel. Ceci découle aisément du théorème 3.2.7 et du lemme d’interpolation de
Marcinkiewicz. Donc l’opérateur maximal associé à la mesure gaussienne est de type
fort (p, p) pour p > 1.

Nous allons donner à présent un exemple de mesure m pour lequel l’opérateur
maximal non centré n’est de type fort (p, p) pour aucun p > 1. On peut construire
dans Rd, d ≥ 2, une suite de boules euclidiennes ouvertes Bi, i ≥ 0, contenant le point
0, et telles que pour tout i ≥ 1 on ait un point xi ∈ Bi qui n’appartienne à aucune
des boules Bj , j 6= i. Si limi→+∞ ‖xi‖ = +∞, la mesure m = δ0 +

∑
i≥1 δxi est une

mesure de Radon. Soit f = 1B0 . Pour tout i ≥ 1 on a

A??f(xi) ≥
m(B0 ∩Bi)
m(Bi)

=
1
2
.

Il s’ensuit que ‖A??f‖p = +∞. Or ‖f‖p = 1 <∞ et donc A?? n’est pas de type fort
(p, p).

3.2.3. Fonction maximale dyadique et martingales. — Le dernier type de
fonction maximale auquel nous allons nous intéresser est la fonction maximale dyadi-
que. Nous allons voir que l’opérateur maximal dyadique est toujours de type faible
(1,1).
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Soit (Dn)n∈Z une suite de partitions de Rd. On dit que c’est une suite de partitions

dyadiques si pour tout n, la famille Dn est formée de cubes dyadiques d’arêtes 2−n

et si chaque cube de Dn (encore appelé cube de la n-ième génération) est obtenu à
partir d’un cube Q de la génération précédente lorsqu’on découpe celui-ci en 2d cubes
dyadiques d’arête moitié. Ces 2d cubes dyadiques de la n-ième génération sont alors
appelés les fils du cube Q.

Il est clair que la famille Fn constituée par les réunions d’éléments de Dn est une
tribu. De plus {Fn}n∈Z est une filtration croissante de tribus, engendrant la tribu
des boréliens.

Quitte à effectuer une translation et une dilatation, on peut supposer que les cubes
de D0 sont les translatés par Zd de [0, 1[d (si on choisit qu’ils soient “ouverts à droite”).
Les cubes de la génération n > 0 sont alors déterminés de manière unique : ceux de D1

sont les fils de ceux d’ordre 0, c’est-à-dire les cubes obtenus en divisant chaque cube
de D0 en 2d cubes de longueur 1

2 . La famille D1 est donc formée par les translatés
par 1

2Z
d de [0, 1

2 [d. On définit de manière similaire les générations Dn pour n ≥ 0.
A l’opposé, il n’y a pas de manière canonique de définir les cubes des générations

négatives. On commence par choisir un cube Q de longueur 2 contenant [0, 1[d, de
sorte que [0, 1[d soit l’un de ses fils. On a 2d choix pour Q. Par exemple Q = [−1, 1[d

ou Q = [0, 2[d conviennent. Les cubes de D−1 seront les translatés par 2Zd de Q.
On construit de la même façon les cubes d’ordre −2 à partir de ceux d’ordre −1. En
général, toutefois, on choisit Dn de sorte que l’un des cubes de cette génération ait
pour sommet 0.

La propriété fondamentale d’un réseau dyadique D est que si deux de ses cubes
Q, R ne sont pas disjoints, alors l’un est inclus dans l’autre. Cette particularité est
déterminante dans les applications, par exemple dans l’étude de la fonction maximale
dyadique.

Soit m une mesure de Radon positive sur Rd. La fonction maximale dyadique est
définie par

A?dyf(x) = sup
Q3x, Q∈D

1
m(Q)

∣∣∣∣∫
Q

f dm
∣∣∣∣.

Le supremum est pris sur les cubes Q ∈ D tels que x ∈ Q.

Théorème 3.2.9. — L’opérateur maximal dyadique est de type faible (1, 1).

Ce résultat est bien connu car c’est un cas particulier du lemme maximal de Doob
dans la théorie de martingales (voir [Nev72]).

Démonstration. — Supposons tout d’abord que m est une mesure finie. Quitte à
la normaliser, on peut supposer que c’est une mesure de probabilité. Pour établir
l’inégalité, il suffit de considérer une fonction f ∈ L1(Rd,m) positive. Désignons
par Fn, pour n ∈ Z, la tribu engendrée par les cubes dyadiques de côté 2−n. C’est
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l’ensemble des unions de cubes de longueur 2−n. La suite (Fn) forme une filtration
croissante de tribus, dont la tribu asymptotique F∞ est la tribu des boréliens.

Nous changeons maintenant de notations en nous plaçant dans un cadre proba-
biliste. La mesure m définit une probabilité P. La fonction X = f est une variable
aléatoire, et la suite

Xn = E(X|Fn)

est une martingale positive bornée dans L1. Elle converge donc m-presque partout
vers

E(X|F∞) = X.

Rappelons le lemme maximal de Doob :

Lemme 3.2.10. — Soient (Xn)n∈Z une martingale positive et N ∈ Z. Alors, pour
α > 0,

P

(
sup
k≤N

Xk > α

)
≤ 1
α

∫
{supk≤N Xk>α}

XNdP

Démonstration. — Pour démontrer cela, on introduit le temps d’arrêt

τ = inf {k ∈ Z;Xk > α} ∈ [−∞,+∞],

de sorte que {τ ≤ N} =
{
supk≤N Xk > α

}
. Le lemme résulte alors du calcul suivant :

E(XN1τ≤N ) =
∑
k≤N

E(XN1τ=k)

=
∑
k≤N

E(E(XN1τ=k|Fk))

=
∑
k≤N

E(E(XN |Fk)1τ=k)

=
∑
k≤N

E(Xk1τ=k) ≥
∑
k≤N

E(α1τ=k)

= αP(τ ≤ N).

Si on passe à la limite, on a

(3.2.6) P(sup
n∈Z

Xn > α) ≤ 1
α
E(X).

Pour notre choix particulier des tribus, l’espérance conditionnelle est

E(Z|Fn)(x) =
∑

l(Q)=2−n

1Q(x)
1

m(Q)

∫
Q

Z dm,



56 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS MAXIMALES

où l(Q) est la longueur du cube dyadique Q ∈ D. La fonction maximale dyadique
est donc égale au supremum des Xn. L’inégalité (3.2.6) est donc l’inégalité faible
cherchée :

m(A?dyf > α) ≤ 1
α

∫
f dm.

La constante étant indépendante de la mesure finie m, le cas d’une mesure non finie
se traite par troncature de m.

Remarquons qu’il existe un lien direct entre les inégalités maximales pour les
moyennes sur les boules de Rd ou Zd et les inégalités maximales pour les moyennes
sur les cubes dyadiques. On peut montrer, mais nous ne le ferons pas ici, que les
théorèmes 3.2.9 et 3.2.2 se déduisent naturellement l’un de l’autre. Ce lien entre
théorie ergodique et théorie des martingales a été brillamment utilisé par J. Bourgain
dans son étude des théorèmes ergodiques le long des suites arithmétiques [Bou89].
On trouvera une description claire de ce principe et des applications intéressantes
pour la théorie ergodique des actions de Zd dans [JRW03].

3.3. Suites doublantes d’un groupe

Nous nous plaçons ici dans le cadre général d’un groupe localement compact G
à base dénombrable d’ouverts, muni de sa mesure de Haar à gauche. La suite des
boules euclidiennes de centre 0 et de rayon n sur Rd sera alors remplacée par une
suite (Fn) de parties boréliennes relativement compactes de G, de mesure de Haar
|Fn| non nulle. Nous considérons la suite (An) des opérateurs de moyenne sur Fn. Si
ϕ est une fonction localement intégrable sur G, nous avons donc

Anϕ(x) =
1
|Fn|

∫
Fn

ϕ(gx)dg.

Notons ∆ la fonction modulaire du groupe G. Comme∫
Fn

ϕ(gx)dg =
1

∆(x)

∫
Fnx

ϕ(g)dg,

on voit que

(3.3.1) Anϕ(x) =
1

|Fnx|

∫
Fnx

ϕ(g)dg.

L’opérateur maximal est défini par

A?ϕ(x) = sup
n
|Anϕ(x)|.

Nous allons voir que l’inégalité de type faible (1, 1) obtenue dans le théorème 3.1.2
pour les moyennes sur les boules centrées euclidiennes de Rd reste valable dans notre
situation, à condition que la suite (Fn) soit croissante et conserve la propriété de
“doublement de volume” suivante, introduite par Tempel’man [Tem67] :
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Définition 3.3.1. — On dit que la suite (Fn) de parties boréliennes relativement
compactes de G satisfait à la condition de Tempel’man s’il existe une constante c > 0
telle qu’on ait :

∀n ≥ 1, |F−1
n Fn| ≤ c|Fn|. (T )

Cette condition est réalisée pour la suite (Bn) des boules euclidiennes de centre 0 et
de rayon n dans Rd puisque B−1

n Bn = B2n et |B2n| = 2d|Bn|. Le théorème ci-dessous
appliqué à cette situation donne donc l’inégalité (3.1.1) avec la constante c = 2d au
lieu de 3d.

Théorème 3.3.2. — Soit (Fn) une suite croissante de parties boréliennes relative-
ment compactes de G satisfaisant à la condition (T ). Soit ϕ ∈ L1(G). Alors, pour
tout α > 0, on a

|{A?ϕ > α}| ≤ c

α
‖ϕ‖1.

Démonstration. — Puisque A?ϕ ≤ A?|ϕ|, on peut supposer que ϕ est positive ou
nulle.

Pour tout N entier, posons A?Nϕ(x) = max
1≤k≤N

Akϕ(x). On commence par remar-

quer qu’il suffit d’établir l’inégalité

|{A?Nϕ > α}| ≤ c

α

∫
G

ϕ(g)dg

pour tout entier N ≥ 1. De plus, compte tenu de la régularité de la mesure de Haar,
il suffit de démontrer que

(3.3.2) |K| ≤ c

α

∫
G

ϕ(g)dg

pour toute partie compacte K contenue dans {A?Nϕ > α}.
Fixons un tel K. Pour tout x ∈ K, il existe un entier i(x) avec 1 ≤ i(x) ≤ N et

(3.3.3) α|Fi(x)x| ≤
∫
Fi(x)x

ϕ(g)dg.

Écrivons K =
N⋃
i=1

Ki où les Ki sont choisis deux à deux disjoints et tels que

α|Fix| ≤
∫
Fix

|f(g)|dg pour x ∈ Ki et 1 ≤ i ≤ N .

La stratégie pour établir (3.3.2) à l’aide des inégalités (3.3.3) consiste à sélectionner,
par un procédé de type Vitali, un nombre fini de translatés à droite de chaque Fi par
des éléments de Ki, 1 ≤ i ≤ N . On commence par choisir les translatés de la plus
grande partie, FN , et on procède dans l’ordre décroissant, de façon que les translatés
des Fi choisis soient deux à deux disjoints et “recouvrent assez” K pour permettre
d’évaluer sa mesure. Dégageons ce résultat sous forme de lemme.
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Lemme 3.3.3. — Soient F1, . . . , FN et K1, . . . ,KN des parties relativement com-
pactes de G. On suppose que la suite (Fi)1≤i≤N est croissante. Alors il existe des
parties finies DN , DN−1, . . . , D1, respectivement contenues dans KN ,KN−1, . . . ,K1

telles que

(i) les translatés Fjx, x ∈ Dj, j = 1, . . . , N sont deux à deux disjoints ;

(ii)
N⋃
i=1

Ki ⊂
N⋃
j=1

F−1
j FjDj.

Démonstration. — Nous commençons donc par sélectionner les translatés de FN en
considérant une partie maximale DN ⊂ KN telle que FNx ∩ FNy = ∅ si x et y sont
deux points distincts de DN . Notons que l’ensemble DN est fini puisque les FNx,
x ∈ DN , ont la même mesure de Haar à droite, sont deux à deux disjoints, et sont
contenus dans la partie FNKN , relativement compacte et donc de mesure finie.

Nous choisissons maintenant DN−1 maximale dans KN−1 telle que les translatés
FN−1x avec x ∈ DN−1 soient deux à deux disjoints et ne rencontrent pas FNDN =⋃
y∈DN

FNy. Si DN , DN−1, . . . , Dk+1 sont choisis de cette façon, nous sélectionnons
de même une partie (nécessairement finie) maximale Dk de Kk telle que les Fkx, x ∈
Dk, soient deux à deux disjoints et ne rencontrent pas

⋃
j>k FjDj . Nous procédons

ainsi jusqu’à k = 1.
Ainsi les Fjx, x ∈ Dj , j = 1, . . . , N sont deux à deux disjoints. Pour tout i,

montrons que Ki ⊂
⋃N
j=1 F

−1
j FjDj . Soit x ∈ Ki. Il existe j ≥ i et y ∈ Dj tel que

Fix∩Fjy 6= ∅. En effet, ou bien x ∈ Di et on prend j = i et y = x, ou bien x /∈ Di, et
l’assertion résulte de la maximalité de Di. Donc x appartient à F−1

i FjDj avec i ≤ j,
et on conclut en utilisant l’inclusion Fi ⊂ Fj .

Pour terminer la démonstration du théorème 3.3.2, observons que si la suite (Fi)
vérifie la condition (T ), alors

|F−1
i Fix| = ∆(x)|F−1

i Fi| ≤ c∆(x)|Fi| = c|Fix|

pour tout x. Nous avons alors, en prenant les Di donnés par le lemme précédent,

|K| ≤
N∑
i=1

∑
x∈Di

|F−1
i Fix| ≤ c

N∑
i=1

∑
x∈Di

|Fix|

≤ c

α

N∑
i=1

∑
x∈Di

∫
Fix

ϕ(g)dg ≤ c

α
‖ϕ‖1.

Remarque 3.3.4. — Dans le cas où la suite (Fn) n’est pas supposée croissante, la
démonstration précédente s’adapte aisément, lorsque la condition (T ) est remplacée
par la condition plus forte suivante introduite par Shulman : il existe une constante
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c > 0 telle

∀n ≥ 1, |
n⋃
i=1

F−1
i Fn| ≤ c|Fn|. (T ′)

Si (Fn) est une suite satisfaisant à la condition de Tempel’man (ou à la condition
(T ′)) et si de plus c’est une suite de Følner, les théorèmes ergodiques du chapitre 2
s’appliquent aux opérateurs de moyenne sur les parties Fn. Observons cependant que
les propriétés de Tempel’man et de Følner sont indépendantes. Pour une discussion
du fait que la condition de Tempel’man n’entrâıne pas la propriété de Følner nous
renvoyons par exemple à [Eme74]. Dans l’autre direction, voici un exemple simple
d’une suite de Følner sur le groupe Z pour laquelle le théorème ergodique ponctuel
de Birkhoff est faux.

Exemple 3.3.5. — Soit X = {0, 1}Z muni du produit m des mesures 1
2 (δ0 + δ1)

sur chaque composante, et soit t le décalage défini par (tx)n = xn+1 pour tout x =
(xn)n∈Z ∈ X. Cette transformation t est bijective et elle préserve m. On considère
l’action correspondante de Z sur X. Afin de construire une suite de Følner (Fn)
sur le groupe Z, mettant en défaut le théorème ergodique ponctuel de Birkhoff, on
se donne une suite (`n) de nombres entiers strictement positifs qui tend vers l’infini

suffisamment lentement pour que
∑
n≥0

1
2`n

= +∞. On pose Ln =
∑n−1
i=0 `i et

Fn = {1 + Ln, 2 + Ln, . . . , `n + Ln}.

La suite (Fn) est de Følner, mais si f désigne la fonction caractéristique de l’ensemble
des suites (xn)n∈Z telles que x0 = 1, on voit facilement que la suite des Anf =
1
`n

∑
k∈Fn

f ◦ tk diverge presque sûrement. C’est en effet une conséquence du lemme de

Borel-Cantelli puisque les variables aléatoires Anf sont indépendantes. Il n’y a donc
pas d’inégalité maximale pour cette suite de Følner (Fn).

En fait, on peut même construire des exemples de suites de Følner croissantes pour
lesquelles le théorème ergodique est faux. On pourra consulter l’article [BL85] sur ce
sujet.

Remarque 3.3.6. — La question de l’existence, sur tout groupe moyennable, de
suites de Følner croissantes satisfaisant en même temps à la condition de Tempel’man
est donc naturelle. E. Lindenstrauss a donné un exemple de groupe résoluble (et
donc moyennable) qui ne possède pas de telles suites [Lin01]. Il s’agit du produit
semi-direct Z n

(
⊕i∈Z Z/2Z

)
où Z agit par décalage sur le groupe ⊕i∈ZZ/2Z des

applications à support fini de Z dans Z/2Z.
Cet exemple concerne un groupe à deux générateurs, à croissance exponentielle. On

ne sait pas s’il s’agit d’un fait vérifié plus généralement par tous les groupes discrets
moyennables, avec un nombre fini de générateurs et à croissance exponentielle.



60 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS MAXIMALES

En revanche, pour tout groupe localement compact G à génération compacte et
à croissance polynomiale, la situation est très claire. Soit B un voisinage compact
de l’élément neutre tel que

⋃n
n=1B

n = G. En combinant des idées de Guivarc’h,
Jenkins, Gromov, Losert, Mostow et Wang, on montre (voir [Tes05]) que G admet
une croissance polynomiale stricte : il existe un entier r ≥ 0, indépendant du choix
de B, et C ≥ 1 tels que, pour tout n, on ait

C−1nr ≤ |Bn| ≤ Cnr.

En particulier, la suite (Bn) posssède la propriété de doublement : |B2n| ≤ C22r|Bn|.
Donc, si B = B−1, la suite (Bn) possède la propriété de Tempel’man. Par ailleurs,
R. Tessera a démontré que (Bn) est une suite de Følner(1).

Ainsi, grâce au théorème 3.3.2 et aux résultats du chapitre 2, le théorème ergodique
de Wiener 3.1.3 s’étend au cas d’un tel groupe G lorsque la boule B(0, 1) dans Rd est
remplacée par n’importe quel voisinage symétrique compact de e dans G qui engendre
G. Pour plus de détails nous renvoyons à [Tes05] ou [Bre07].

Nous allons maintenant considérer le cas des suites (Fn) sur un groupe locale-
ment compact, possédant une propriété plus faible que la condition de Shulman,
et également introduite par cet auteur. Cette notion de suite, dite tempérée, est
intéressante pour les raisons suivantes : l’inégalité maximale de type faible (1, 1) reste
encore valable pour ces suites, et de plus tout groupe moyennable possède des suites
de Følner tempérées. Nous consacrons la section suivante à l’étude de cet important
résultat d’E. Lindenstrauss.

3.4. Suites tempérées

Définition 3.4.1. — Une suite (Fn) de parties relativement compactes d’un groupe
localement compact G est dite tempérée s’il existe une constante c > 0 telle qu’on
ait :

∀n ≥ 1, |
n⋃
i=1

F−1
i Fn+1| ≤ c|Fn+1|. (S)

Cette condition (S) ressemble à la condition (T ′). Elle est toutefois plus faible et
beaucoup plus facile à réaliser.

Lemme 3.4.2. — Tout groupe moyennable G possède des suites de Følner tempé-
rées.

(1)Tout cela se déduit aussi du résultat récent de E. Breuillard, établissant que la croissance poly-

nomiale est même exacte : il existe une constante C(B) > 0 telle que limn→∞ |Bn|/nr = C(B).
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Démonstration. — Soit (Fn) une suite de parties relativement compactes dans G de
mesure strictement positive, telle que pour toute partie compacte K, on ait

lim
n→+∞

|KFn|
|Fn|

= 1

(voir 2.1.6). Il suffit d’en extraire une sous-suite (Fnk
) telle que pour tout k on ait∣∣( k⋃

i=1

F−1
ni

)
Fnk+1

∣∣ ≤ 2|Fnk+1 |.

Énonçons maintenant le théorème maximal relatif aux moyennes sur les suites
tempérées. Les notations sont celles de la section 3.3.

Théorème 3.4.3 (E. Lindenstrauss, [Lin01]). — Soit (Fn) une suite tempérée
dans un groupe localement compact G, formée de parties boréliennes relativement com-
pactes, de mesure strictement positive. Alors il existe une constante c′ ne dépendant
que de la constante c apparaissant dans la condition (S), telle pour tout ϕ ∈ L1(G)
et tout α > 0, on ait

|{A?ϕ > α}| ≤ c′

α
‖ϕ‖1.

La démonstration de Lindenstrauss, qui utilise un lemme de recouvrement de na-
ture probabiliste, sera exposée dans le paragraphe 3.4.2. Pour le lecteur non proba-
biliste, nous allons commencer par donner la démonstration proposée par Ornstein et
Weiss dans le cas où G est discret [Wei03].

3.4.1. La démonstration de Ornstein et Weiss. — Elle est basée sur le lemme
de recouvrement 3.4.4 ci-dessous.

Démonstration du théorème 3.4.3 ; cas où G est discret. — Soit ϕ une fonction pos-
itive dans L1(G), et soit α > 0. On choisit N ≥ 1 et une partie finie K ⊂ {A?Nϕ > α},

partitionnée sous la forme K =
N⋃
i=1

Ki, comme au début de la démonstration de la

proposition 3.3.2. Pour i = 1, . . . N , on a donc

(3.4.1) ∀x ∈ Ki, α|Fix| ≤
∫
Fix

ϕ(g)dg.

Nous allons montrer que |K| ≤ 8(c+ 1)
α

∫
G

ϕ(g)dg, ce qui suffit pour obtenir l’inégalité

maximale, comme on l’a déjà remarqué dans la démonstration de la proposition 3.3.2.
Comme dans cette démonstration, nous allons sélectionner successivement des trans-
latés à droite Fix, avec x ∈ Ki, dans l’ordre décroissant des indices. On va procéder
ici de façon que les translatés choisis pour un même Fi ne se recoupent pas trop, que
leur réunion soit assez grosse, et que les translatés de parties Fi et Fj avec i 6= j aient
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une intersection vide. Chaque étape s’appuie sur le lemme suivant, que l’on appli-
quera avec E = G, en prenant pour E1, . . . , El les translatés à droite d’une même
partie finie de G, et pour ρ la mesure de densité ϕ/α par rapport à la mesure de
comptage sur G.

Lemme 3.4.4. — Soient E un ensemble, et E1, . . . , El des parties finies de E. Soient
v ∈ N∗ et ρ une mesure positive sur E tels que

(i) v ≤ ρ(Ei) pour 1 ≤ i ≤ l ;

(ii)
l∑
i=1

1Ei
(x) ≤ v pour tout x ∈ E.

Alors il existe une partie D de {1, . . . , l} telle que

(3.4.2) l ≤ 4ρ(
⋃
i∈D

Ei) et |D|v ≤ 4ρ(
⋃
i∈D

Ei)

La première inégalité de (3.4.2) signifie que ∪i∈DEi est assez gros, et la deuxième
indique que les Ei, i ∈ D, ne se recoupent pas trop.

Démonstration. — On peut supposer v ≥ 2, car si v = 1 la condition (ii) montre que
les Ei sont disjoints et le résultat est évident. L’ensemble D est défini par récurrence.
On part de i(1) = 1. On suppose choisis i(j) pour j ≤ k, et on choisit pour i(k + 1)
le plus petit entier ≤ l, strictement supérieur à i(k), tel que

ρ
(
Ei(k+1) \

k⋃
j=1

Ei(j)
)
≥ 1

2
ρ(Ei(k+1)),

si un tel entier existe. Sinon, on arrête le processus et on pose D = {i(1), . . . , i(k)}.
Observons que

ρ(
⋃
i∈D

Ei) ≥
1
2

∑
i∈D

ρ(Ei) ≥
|D|v

2
.

Si de plus |D| ≥ l

v
, on a aussi ρ

( ⋃
i∈D

Ei
)
≥ l

2
et les conditions (3.4.2) sont réalisées.

Il reste à examiner le cas où |D| < l/v. Posons U =
⋃
i∈D Ei, et notons D

l’ensemble des entiers i, 1 ≤ i ≤ l, qui n’appartiennent pas à D. Si i ∈ D, on a

ρ(Ei ∩ U) ≥ 1
2
ρ(Ei), autrement dit∫

E

1Ei(x)1U (x)dρ(x) ≥ 1
2
ρ(Ei).

En utilisant l’hypothèse (ii) et en sommant sur i ∈ D, on obtient

vρ(U) ≥ 1
2

∑
i∈D

ρ(Ei),



3.4. SUITES TEMPÉRÉES 63

d’où, grâce à (i),

ρ(U) ≥ |D|
2

=
l − |D|

2
≥ l

2
(
1− 1

v

)
≥ l

4
.

Revenons-en à la démonstration du théorème 3.4.3 dans le cas discret. Nous com-
mençons par sélectionner les translatés de FN en appliquant le lemme 3.4.4 aux en-
sembles FNx pour x ∈ KN et à la mesure ρ de densité ϕ/α, avec v = |FN |. D’après
(3.4.1), la condition (i) est réalisée. De plus, le nombre de translatés FNx qui conti-
ennent un élément donné g ∈ G est majoré par le cardinal de g−1FN , c’est-à-dire par
|FN |, ce qui assure (ii). Grâce à ce lemme, on peut trouver une partie DN de KN

telle que

|KN | ≤ 4ρ(FNDN ) et |DN ||FN | ≤ 4ρ(FNDN ).

Notons K̃N−1 l’ensemble des x ∈ KN−1 tels que FN−1x ∩ FNDN = ∅. Pour le
choix des translatés de FN−1, on distingue deux cas :

– ou bien |K̃N−1| <
1
2
|KN−1| et on ne sélectionne pas de translaté de FN−1 (ainsi

DN−1 = ∅) ;

– ou bien |K̃N−1| ≥
1
2
|KN−1|, et alors on applique le lemme 3.4.4 aux translatés

FN−1x avec x ∈ K̃N−1 : on choisit DN−1 ⊂ K̃N−1 tel que

|KN−1| ≤ 8ρ(FN−1DN−1) et |DN−1||FN−1| ≤ 4ρ(FN−1DN−1).

Observons que FN−1DN−1 ∩ FNDN = ∅.
Après la k-ième étape, on dispose d’un ensemble Jk ⊂ {N − k + 1, . . . , N}, formé

des j pour lesquels on a pu sélectionner des translatés de Fj , et pour chacun de ces j,
d’une partie Dj ⊂ Kj telle que les FjDj soient deux à deux disjoints avec

(3.4.3) |Kj | ≤ 8ρ(FjDj) et |Dj ||Fj | ≤ 4ρ(FjDj).

On note alors K̃N−k l’ensemble des x ∈ KN−k tels que

FN−kx
⋂( ⋃

j∈Jk

FjDj

)
= ∅.

Si |K̃N−k| <
1
2
|KN−k|, on passe à l’étape suivante, sinon, on choisit DN−k ⊂ K̃N−k

tel que

|KN−k| ≤ 8ρ(FN−kDN−k) et |DN−k||FN−k| ≤ 4ρ(FN−kDN−k).

La construction s’arrête après la N -ième étape. On pose J = JN et on désigne par
J l’ensemble des j ∈ {1, . . . , N} n’appartenant pas à J . D’après (3.4.3), on a

(3.4.4)
∑
j∈J

|Kj | ≤ 8ρ
( ⋃
j∈J

FjDj

)
.



64 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS MAXIMALES

Par ailleurs, si i ∈ J , au moins la moitié des g ∈ Ki sont dans⋃
j∈J,j>i

F−1
i FjDj .

Il en résulte qu’au moins la moitié de
⋃
i∈J Ki est contenue dans⋃

j∈J,j>1

( ⋃
1≤i<j

F−1
i

)
FjDj .

En utilisant le fait que (Fn) est tempérée, puis la deuxième inégalité de (3.4.3), on
obtient ∑

i∈J

|Ki| ≤ 2
∣∣∣ ⋃
j∈J,j>1

( ⋃
1≤i<j

F−1
i

)
FjDj

∣∣∣
≤ 2

∑
j∈J,j>1

∣∣( ⋃
1≤i<j

F−1
i

)
FjDj

∣∣
≤ 2

∑
j∈J,j>1

∣∣( ⋃
1≤i<j

F−1
i

)
Fj
∣∣|Dj |

≤ 2c
∑
j∈J

|Fj ||Dj | ≤ 8c
∑
j∈J

ρ(FjDj).

Finalement, en utilisant (3.4.4) on trouve

|K| ≤ 8(c+ 1)ρ(G) =
8(c+ 1)

α

∫
G

ϕ(g)dg.

3.4.2. La démonstration de Lindenstrauss. — Dans cette section G est à nou-
veau un groupe localement compact à base dénombrable d’ouverts, muni de la mesure
de Haar à gauche λ. Pour un borélien B, on notera également |B| sa mesure de
Haar à gauche. On utilisera aussi la mesure de Haar à droite λd sur G définie par
λd(B) = λ(B−1). Si G est discret on prendra pour λ la mesure de comptage et alors
λd = λ.

La démonstration de E. Lindenstrauss repose sur un lemme de sélection probabiliste
jouant le rôle du lemme de recouvrement de Vitali. L’idée de la construction mise en
œuvre dans ce lemme est la suivante.

Un compact K, réunion disjointe de boréliens Ki, 1 ≤ i ≤ N , est donné dans G
ainsi que la famille (Fi, 1 ≤ i ≤ N) de compacts. Pour chaque indice i, 1 ≤ i ≤ N ,
la famille (Fih, h ∈ Ki) est une famille de translatés de Fi. On sélectionne alors
successivement, de manière aléatoire, pour i = N, N − 1, . . . , 1, une partie finie de
Ki, donc une famille finie de translatés de Fi. Ces sélections sont réalisées à l’aide de
mesures ponctuelles aléatoires dont les supports sont des sous-ensembles discrets de
G qui sont, en un certain sens, équirépartis dans G. Si les densités de ces ensembles
aléatoires sont convenablement choisies, on obtient que, en moyenne, les translatés
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des ensembles Fi ainsi sélectionnés ne se recoupent pas trop et recouvrent un ensemble
de mesure assez grande relativement à la mesure de K.

Avant d’énoncer ce lemme, précisons une notation. Soient (Ω,A,P) un espace
probabilisé, Y une variable aléatoire sur Ω et A un événement de A. Si P(A) 6= 0, on

note E(Y |A) =
E(Y 1A)
P(A)

l’espérance de Y pour la probabilité conditionnelle sachant

A. Si P(A) = 0, on pose E(Y |A) = 0.

Lemme 3.4.5. — Soient un réel c > 0, un entier N et des parties compactes F1, . . . , FN
de G telles que, pour 1 ≤ k < N , on ait∣∣ ⋃

1≤i≤k

F−1
i Fk+1

∣∣ ≤ c|Fk+1|.

Soit un réel δ > 0 vérifiant, dans le cas où G est discret, δ/|Fi| ≤ 1 pour tout
1 ≤ i ≤ N . Soient, d’autre part, des boréliens relativement compacts K1, . . . ,KN de
G.

Il existe un espace probabilisé (Ω,A,P) et, pour tout élément ω de Ω, des par-
ties finies DN (ω), DN−1(ω), . . . , D1(ω) respectivement contenues dans les ensembles
KN ,KN−1, . . . ,K1, telles que, si on considère sur Ω×G la fonction de comptage

Λ(ω, g) =
N∑
i=1

∑
h∈Di(ω)

1Fih(g),

alors

(i) la fonction Λ est mesurable sur Ω×G ;
(ii) pour tout g ∈ G, on a E(Λ(g)|Λ(g) ≥ 1) ≤ 1 + δ ;

(iii) E
( ∫

G

Λ(g)dλ(g)
)
≥ δ

1 + cδ

∣∣ N⋃
i=1

Ki

∣∣.
Comme on le voit, la condition (ii) exprime bien que les translatés des Fi qui ont

été sélectionnés ne se recoupent pas trop et la condition (iii) qu’ils recouvrent un
ensemble de mesure assez grande relativement à la mesure de

⋃N
i=1Ki.

Donnons-nous d’abord quelques outils de nature probabiliste.

Définition 3.4.6. — On dit qu’une mesure de Radon µ sur G est une mesure ponc-
tuelle si elle est de la forme µ =

∑
i δgi

où (gi) est une famille localement finie de
points de G. On dit que c’est une mesure ponctuelle simple si les points gi sont
distincts. L’ensemble Mp des mesures ponctuelles sur G est muni de la plus petite
tribu rendant mesurables les applications µ 7→ µ(B), pour tout borélien B de G.

Une mesure ponctuelle aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P) et à
valeurs dans G est une application mesurable π de (Ω,A) dans Mp.
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Une mesure ponctuelle aléatoire π à valeurs dans G définit donc, pour tout borélien
B, une application mesurable ω 7→ π(ω,B) à valeurs dans N∪{+∞}. Si π est simple,
π(ω,B) est le cardinal de B ∩ supp(π(ω)).

Définition 3.4.7. — Nous dirons qu’une mesure ponctuelle aléatoire π à valeurs
dans G est une mesure ponctuelle aléatoire homogène (m.p.h.) de paramètre θ, (0 ≤
θ ≤ 1), si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) Pour toute suite (B1, . . . , Bm) de boréliens disjoints de G, les variables aléatoires
π(B1), . . . , π(Bm) sont indépendantes.

(ii) Pour tout borélien B de G, de mesure de Haar finie,
1. si G est un groupe discret, π(B) est une variable aléatoire binomiale de

paramètres (λ(B), θ) ;
2. si G n’est pas discret, π(B) est une variable aléatoire de Poisson de

paramètre θλd(B).

Dans le cas où G n’est pas discret, on ne fait que redonner la définition d’un proces-
sus ponctuel de Poisson sur G d’intensité θλd. Dans le cas où G est discret une m.p.h.
de paramètre θ s’obtient en considérant une famille (Xg)g∈G de variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes de paramètre θ et en posant π(ω) =

∑
g∈GXg(ω)δg. Dans

les deux cas, presque sûrement, la mesure π est simple et son support est un en-
semble localement fini de points de G. En moyenne, on a E(π(B)) = θλd(B). Plus
généralement, si B est un borélien de G et ψ une fonction mesurable positive sur G,
on pourra écrire

E

 ∑
h∈B∩supp(π)

ψ(h)

 = E
(∫

B

ψ(g)dπ(g)
)

= θ

∫
B

ψ(g)dλd(g).

Comme on le voit, le support d’une m.p.h. sur G constitue, que G soit discret
ou non, un ensemble aléatoire de points de G qui sont, d’une certaine manière,
équirépartis dans G.

Nous aurons aussi besoin des majorations suivantes concernant les lois binomiales
et de Poisson.

Lemme 3.4.8. — Soit Y une variable aléatoire réelle qui suit la loi de Poisson de
paramètre α ou bien la loi binomiale de paramètres (n, p). On a, dans les deux cas,

E(Y |Y ≥ 1) ≤ 1 + E(Y ).

Démonstration. — Si on explicite l’expression E(Y |Y ≥ 1), on est ramené à vérifier
selon le cas l’inégalité

α

1− e−α
≤ 1+α ou bien l’inégalité

np

1− (1− p)n
≤ 1+np. Ces

vérifications sont élémentaires.

On a, plus généralement,
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Lemme 3.4.9. — Étant donné α > 0, soit Y une variable aléatoire définie sur un
espace probabilisé produit

(Ω,A,P) = (Ω1,A1,P1)× (Ω2,A2,P2)

telle que, pour tout ω2 ∈ Ω2, la variable aléatoire ω1 7→ Y (ω1, ω2) suive une loi de
Poisson de moyenne α(ω2). Si α(ω2) ≤ α pour tout ω2 ∈ Ω2, alors E(Y |Y ≥ 1) ≤
1 + α.

De même, si pour tout ω2 ∈ Ω2, la variable aléatoire ω1 7→ Y (ω1, ω2) suit une loi
binomiale de moyenne majorée par α, on a encore E(Y |Y ≥ 1) ≤ 1 + α.

Démonstration. — Dans le cas de variables de Poisson on a, si P(Y ≥ 1) > 0,

E(Y |Y ≥ 1) =
E(Y 1Y≥1)
P(Y ≥ 1)

=
E(Y )

P(Y ≥ 1)

=
∫
Y (ω1, ω2)dP1(ω1)dP2(ω2)∫

1{Y≥1}(ω1, ω2)dP1(ω1)dP2(ω2)

=
∫
α(ω2)dP2(ω2)∫

(1− e−α(ω2))dP2(ω2)
.

Mais, comme on l’a vu dans le lemme précédent,

α(ω2) ≤ (1− e−α(ω2))(1 + α(ω2)) ≤ (1− e−α(ω2))(1 + α).

Et donc, en intégrant par rapport à P2,∫
α(ω2)dP2(ω2)∫

(1− e−α(ω2))dP2(ω2)
≤ 1 + α.

Le cas des variables binomiales se traite de même.

Démonstration du lemme 3.4.5. — Venons-en maintenant à la démonstration propre-
ment dite du lemme 3.4.5.

Soit une suite (πi ; 1 ≤ i ≤ N) de mesures ponctuelles aléatoires homogènes sur
G définies sur des espaces probabilisés (Ωi,Ai,Pi) et respectivement de paramètre
θi = δ/|Fi|. Ces mesures aléatoires définissent sur l’espace probabilisé produit

(Ω,A,P) =
∏

1≤i≤N

(Ωi,Ai,Pi)

des m.p.h. indépendantes si on pose, pour ω = (ω1, . . . , ωN ), πj(ω) = πj(ωj).
Fixons ω ∈ Ω et décrivons un algorithme conduisant à la définition de la suite

DN (ω), . . . , D1(ω) à partir des données (Fj)1≤j≤N et (Kj)1≤j≤N .
Comme on le verra, à chaque étape i de cet algorithme, on définit l’ensemble Di(ω)

en effectuant une sélection aléatoire parmi les translatés de Fi qui ont été conservés
à ce stade, c’est-à-dire ceux qui sont disjoints des translatés Fjh, h ∈ Dj(ω), des
ensembles Fj d’indice j > i, sélectionnés aux stades antérieurs.
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Pour cela, on part de l’indice j = N pour lequel on pose K̃j(ω) = Kj et K̃i|j(ω) =
Ki si 1 ≤ i < j.

On effectue alors les opérations suivantes.

I. On pose Dj(ω) = K̃j(ω) ∩ supp(πj(ω)).
II. Pour i ≤ j − 1 on pose

K̃i|j−1(ω) = {h ∈ K̃i|j(ω);Fih ∩ FjDj(ω) = ∅}

et K̃j−1(ω) = K̃j−1|j−1(ω).
III. On remplace j par j − 1 et on retourne à l’étape I jusqu’à ce que j = 1.

On remarquera que, pour 1 < j ≤ N et 1 ≤ i ≤ j − 1, les ensembles K̃i|j−1(ω)
et K̃j−1(ω) ne dépendent que des coordonnées ωN , . . . , ωj , c’est-à-dire des mesures
aléatoires πN , . . . , πj .

Posons, pour tout 1 ≤ j ≤ N ,

(3.4.5) Λj(ω, g) =
∑

h∈Dj(ω)

1Fjh(g) =
∑

h∈F−1
j g∩Dj(ω)

1

et

Λ(ω, g) =
N∑
j=1

Λj(ω, g).

Nous admettrons, sans entrer dans les détails, que cette fonction Λ est bien mesu-
rable (condition (i) du lemme).

Par construction, pour j 6= j′, les éléments de la famille {Fjh ; h ∈ Dj(ω)} sont
disjoints de ceux de la famille {Fj′h ; h ∈ Dj′(ω)}. Il en résulte que, pour tout ω, les
fonctions g 7→ Λj(ω, g) ont, pour des indices distincts, des supports disjoints.

Vérifions alors la condition (ii) du lemme 3.4.5.
Pour j = N et pour tout g ∈ G, ΛN (g) = πN (F−1

N g∩KN ) est une variable aléatoire
binomiale ou de Poisson d’espérance

E(ΛN (g)) = E(πN (F−1
N g ∩KN )) =

δ

| FN |
λd(F−1

N g ∩KN )

≤ δ

| FN |
λd(F−1

N g) =
δ

| FN |
λd(F−1

N ) = δ.

Par application du lemme 3.4.8, on obtient

E(ΛN (g)|ΛN (g) ≥ 1) ≤ 1 + δ.

Pour j < N on peut écrire de même

Λj(ω, g) = πj(ω, F−1
j g ∩ K̃j(ω))

ou, plus précisément,

Λj(ω, g) = πj(ωj , F−1
j g ∩ K̃j(ωN , . . . , ωj+1)) .
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Pour chaque (ωN , . . . , ωj+1) fixé, la variable aléatoire ωj 7→ Λj(ω, g), est binomiale

ou de Poisson, de moyenne
δ

|Fj |
λd(F−1

j g ∩ K̃j(ωN , . . . , ωj+1)) ≤
δ

|Fj |
λd(F−1

j g) = δ.

Donc, d’après le lemme 3.4.9,

E(Λj(g)|Λj(g) ≥ 1) ≤ 1 + δ.

Comme les événements {Λj ≥ 1} et {Λj′ ≥ 1} sont incompatibles si j 6= j′, on a
alors

E(Λ(g)|Λ(g) ≥ 1) =
N∑
j=1

E(Λj(g)|Λj(g) ≥ 1)P(Λj(g) ≥ 1|Λ(g) ≥ 1)

≤ 1 + δ,

ce qui montre la condition (ii) du lemme 3.4.5.
Vérifions maintenant la condition (iii). Le raisonnement se fera par récurrence sur

l’entier N .
Soit ∆ la fonction modulaire sur G. On voit d’abord que

(3.4.6)
E

(∫
G

ΛN (g)dλ(g)
)

= E

( ∑
h∈DN

|FNh|

)
= |FN |E

( ∑
h∈DN

∆(h)

)

= |FN |E
(∫

KN

∆(g)dπN (g)
)
.

Par définition de la m.p.h. πN , cette dernière expression vaut

|FN |
∫
KN

∆(g)
δ

|FN |
dλd(g) = δ

∫
KN

dλ(g).

Finalement

(3.4.7) E

(∫
G

ΛN (g)dλ(g)
)

= δ|KN | ,

ce qui prouve (iii) dans le cas où N = 1.
Supposons alors, par hypothèse de récurrence, que l’inégalité (iii) est vérifiée pour

l’entier N − 1.
Soit BN la sous-tribu de A des événements qui ne dépendent que de la coordonnée

ωN de ω. Pour une variable aléatoire positive Y sur Ω, l’espérance conditionnelle
sachant BN est alors simplement donnée par

E(Y |BN )(ωN ) =
∫

Ω1×···×ΩN−1

Y (ω1, . . . , ωN )dP1(ω1) . . .dPN−1(ωN−1).

Comme la variable ΛN (g) est BN -mesurable, on a



70 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS MAXIMALES

E
( ∫

G

Λ(g)dλ(g)|BN
)

=

= E
( ∫

G

ΛN (g)dλ(g)|BN
)

+ E
(∫

G

(
N−1∑
j=1

Λj(g))dλ(g)
∣∣BN)

=
∫
G

ΛN (g)dλ(g) + E
(∫

G

(
N−1∑
j=1

Λj(g))dλ(g)
∣∣BN).

Sachant BN , c’est-à-dire pour ωN fixé, nous pouvons appliquer l’hypothèse de
récurrence à (Fj)1≤j≤N−1 et aux ensembles (K̃j|N−1(ω))1≤j≤N−1 qui, comme on l’a
remarqué, ne dépendent en fait que de ωN . On en déduit que

(3.4.8) E
( ∫

G

Λ(g)dλ(g)|BN
)
(ω) ≥

∫
G

ΛN (ω, g)dλ(g) +
δ

1 + cδ

∣∣N−1⋃
j=1

K̃j|N−1(ω)
∣∣.

D’autre part, l’ensemble K̃j|N−1(ω) est, par construction, l’ensemble des éléments h
de Kj tels que Fjh ne coupe pas FNDN (ω). Autrement dit

K̃j|N−1(ω) = Kj \ F−1
j FNDN (ω),

d’où
N−1⋃
j=1

K̃j|N−1(ω) ⊃
(N−1⋃
j=1

Kj

)
\
(N−1⋃
j=1

F−1
j FN

)
DN (ω).

On utilise maintenant le fait que la suite (Fj)1≤j≤N est tempérée. On obtient ainsi

∣∣∣(N−1⋃
j=1

F−1
j FN

)
DN (ω)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣N−1⋃
j=1

F−1
j FN

∣∣∣ ∑
h∈DN (ω)

∆(h)

≤ c|FN |
∑

h∈DN (ω)

∆(h).

À partir de l’inégalité (3.4.8), on déduit alors la relation

E
( ∫

g∈G
Λ(g)dλ(g)|BN

)
(ω)

≥
∫
G

ΛN (ω, g)dλ(g) +
δ

1 + Cδ

(∣∣N−1⋃
j=1

Kj

∣∣− c|FN |
∑

h∈DN (ω)

∆(h)
)
.
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En prenant l’espérance des deux membres de cette inégalité et en utilisant le calcul
de E(

∑
h∈DN

∆(h)) fait en (3.4.6) ainsi que l’égalité (3.4.7), il vient

E

(∫
G

Λ(g)dλ(g)
)
≥ δ|KN |+

δ

1 + cδ

(∣∣N−1⋃
j=1

Kj

∣∣− cδ|KN |
)

≥ δ

1 + cδ

∣∣ N⋃
j=1

Kj

∣∣.
Ceci termine la démonstration du lemme 3.4.5.

Démonstration du théorème 3.4.3. — Voyons, pour finir, comment on déduit le théo-
rème 3.4.3 du lemme de Lindenstrauss 3.4.5.

Soit ϕ une fonction positive dans L1(G) et soit α > 0. Reprenons le début de la
démonstration du théorème 3.3.2, avec les mêmes notations. Nous avons une famille
Ki, 1 ≤ i ≤ N , de parties de G deux à deux disjointes, de réunion K et vérifiant,
comme en (3.3.3),

∀x ∈ Ki, α|Fix| ≤
∫
Fix

ϕ(g)dg.

Appliquons le lemme 3.4.5 avec δ = 1. Grâce au théorème de Fubini et à la
propriété (ii), on a

E

(∫
G

Λ(g)ϕ(g)dg
)

=
∫
G

ϕ(g)E(Λ(g))dg ≤ 2
∫
G

ϕ(g)dg.

D’autre part, en utilisant (3.3.3), on obtient

E

(∫
G

Λ(g)ϕ(g)dg
)

= E

 ∑
1≤i≤N

∑
h∈Di

∫
Fih

ϕ(g)dg


≥ αE

 ∑
1≤i≤N

∑
h∈Di

|Fih|

 = αE

(∫
G

Λ(g)dg
)
.

D’où, avec la minoration (iii) du lemme 3.4.5

E

(∫
G

Λ(g)ϕ(g)dλ(g)
)
≥ α

1
1 + c

∣∣ N⋃
i=1

Ki

∣∣ = α
1

1 + c
|K|.

On en déduit finalement que

|K| ≤ 2
1 + c

α

∫
G

ϕ(g)dg

et on termine, comme en 3.3.2, la démonstration de l’inégalité maximale.

Notice bibliographique. — Les premières inégalités maximales pour des suites (Fn)
de parties d’un groupe G remontent à Hardy et Littlewood [HL30] pour des suites
d’intervalles de R et à Wiener [Wie39] pour des suites de boules de Rd. La propriété de
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doublement de volume sur un groupe non abélien fut d’abord considérée par Calderón
[Cal53], puis les moyennes relatives à des suites (Fn) de plus en plus générales ont
fait l’objet de nombreuses études. En particulier, à partir de la fin des années 1960,
beaucoup de travaux sont consacrés à l’obtention d’inégalités maximales à l’aide de
lemmes de recouvrement. Le théorème 3.3.2 est dû à Tempel’man [Tem67] dans la
cas où le groupe est unimodulaire et à Emerson [Eme74] dans le cas général. Le
résultat le plus récent et le plus frappant sur ce sujet est celui d’Elon Lindenstrauss
[Lin01] présenté dans la dernière partie de ce chapitre.

Les inégalités maximales ont été beaucoup développées dans le cadre de la diffé-
rentiation des intégrales, vue maintenant comme généralisation du théorème de diffé-
rentiation de Lebesgue, et aussi comme outil fondamental de la théorie de Calderón-
Zygmund, les opérateurs maximaux “contrôlant” d’une certaine façon les opérateurs
d’intégrale singulière. Le lecteur pourra consulter les ouvrages de E. Stein [Ste70a]
et [Ste93], et les travaux mis en référence dans ce dernier. Il faut mentionner en par-
ticulier les inégalités à poids, qui se sont révélées jouer un rôle fondamental dans la
théorie de Calderón-Zygmund après la découverte, faite par Muckenhoupt, qu’il était
possible de caractériser tous les poids ω pour lesquels l’opérateur maximal construit à
l’aide des boules et de la mesure de Lebesgue dans Rd s’étend en un opérateur continu
dans Lp(Rd, ωdx). Si on remplace les boules de Rd par des rectangles de côtés parallèles
aux axes dans la définition de la fonction maximale, il n’y a plus d’inégalité faible
(1,1). Córdoba et R. Fefferman ont toutefois développé des lemmes de recouvrements
adaptés [CF75] et [Cór79]. S’il n’y a pas de lemme de Vitali ou de Besicovitch pour
les rectangles, on peut citer le lemme de Journé [Jou88, Jou86], qui joue un rôle fon-
damental dans la théorie de Calderón-Zygmund à plusieurs paramètres, actuellement
en plein développement (voir [Lac07, MPTT06] pour ne citer que des publications
récentes). Lorsqu’on considère la fonction maximale relative aux rectangles dans
toutes les directions, il n’y a plus d’inégalité maximale (p,p) pour p <∞ : les contre-
exemples, qu’on peut déjà trouver dans les oeuvres de Busemann et Feller [BF34],
reposent sur la construction par Besicovitch d’un ensemble de Kakeya, c’est-à-dire
d’un ensemble de mesure nulle contenant des segments de droite de longueur fixée
dans toutes les directions (voir [Ste93]). La fonction maximale de Kakeya est rela-
tive aux tubes dans Rd dont le rapport entre le diamètre et la longueur est supérieur
à δ. La conjecture dite conjecture sur la fonction maximale de Kakeya porte sur le
comportement de la norme de l’opérateur maximal associé lorsque δ tend vers 0. Il
y a eu regain d’intérêt pour ce problème du fait de ses relations avec le problème
de Kakeya, qui porte sur la dimension de Hausdorff d’un ensemble de Kakeya (de
dimension 2 dans le plan, mais le problème analogue multidimensionnel est ouvert).
On peut consulter l’article de synthèse de Tao [Tao01] sur les ensembles de Kakeya.

Une mesure non doublante est typiquement une mesure supportée dans une sous
variété de Rd. De telles mesures sont beaucoup moins faciles à étudier que la mesure
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de Lebesgue. C’est un fait remarquable que l’opérateur maximal centré reste borné.
Depuis une vingtaine d’années on s’est aperçu que d’autres opérateurs que l’on con-
sidérait habituellement uniquement pour la mesure de Lebesgue restaient bornés dans
les espaces Lp lorsque la mesure n’a plus la propriété de doublement. Au départ on a
établi de tels résultats pour la transformée de Hilbert, puis cela a été généralisé aux
opérateurs de Calderón-Zygmund. La propriété de doublement est alors remplacée
par une condition de Ahlfors : µ(B(x, r)) ≤ rk, k ≤ d. À la base de ces résultats,
il y a l’étude des opérateurs maximaux associés à des mesures non doublantes, et
un lemme de recouvrement adapté, le lemme de recouvrement de Besicovitch (voir
[Bes45, Bes46, Bes47] et [Mor47]). L’étude de la transformée de Cauchy dans ce
cadre a permis, par exemple, de résoudre la conjecture de Vitushkin, et celle de la semi-
additivité de la capacité analytique. Voir [Tol01a, Tol01b, NTV97, MMNO00]
pour un aperçu de l’utilisation des mesures non doublantes, ainsi que les références
présentes dans ces articles.

On trouve récemment beaucoup d’utilisations des réseaux dyadiques et de la fonc-
tion maximale associée, notamment en vue de l’étude des opérateurs de Calderón-
Zygmund. Nous renvoyons à [NTV02] pour plus de détails. On peut trouver des
généralisations des réseaux dyadiques à d’autres ensembles que Rd dans [DM00].





CHAPITRE 4

UN EXEMPLE: LE GROUPE DES AFFINITÉS

Nous étudions dans ce chapitre les propriétés ergodiques de l’action du groupe
Sd des affinités de Rd, appelé aussi groupe affine. Nous ne présentons pas une
théorie achevée, mais nous exposons plutôt un certain nombre d’exemples et quelques
problèmes ouverts.

Comme tous les groupes résolubles, le groupe Sd est moyennable. Nous poursuivons
ici deux objectifs :

1) déterminer des suites de Følner de nature géométrique ;
2) étudier l’opérateur maximal pour certaines familles naturelles de sous-ensembles

de Sd.

Le groupe Sd n’est pas unimodulaire. Par conséquent sa croissance est exponen-
tielle (voir 2.1.7), ce qui signifie que pour tout voisinage compact B de l’origine on
a lim |Bn|

1
n > 1. Dans ce cas, (Bn) n’est pas une suite de Følner (voir la remarque

2.1.8). Observons par ailleurs que Sd s’identifie de manière canonique à l’espace hy-
perbolique (voir l’appendice D). Les boules géodésiques constituent donc une famille
naturelle d’ensembles à étudier. Là aussi, nous verrons ce n’est pas une famille de
Følner.

Une construction générale de familles de Følner, valable dans tout groupe locale-
ment compact moyennable, a été proposée par Greenleaf [Gre73], mais ici il est facile
de trouver des suites de Følner de nature géométrique simple dans le cas du groupe
des affinités (Proposition 4.2.1).

En ce qui concerne la question des inégalités maximales, nous ne considérons que le
cas de l’action de Sd sur lui-même (opérateurs de convolution). On voit apparâıtre un
phénomène nouveau dû au fait que le groupe Sd n’est pas unimodulaire. Si E est une
famille de parties d’un groupe localement compact G, on peut considérer (comme nous
l’avons fait jusqu’ici) l’opérateur maximal A? relatif aux moyennes sur les translatés
à droite Eg des éléments E de E , mais aussi l’opérateur M? relatif aux moyennes sur
les translatés à gauche gE. Lorsque le groupe G est unimodulaire et que les parties E
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sont symétriques (i.e. E = E−1) les deux opérateurs ont le même comportement. Il
n’en est plus de même si G n’est pas unimodulaire. Ainsi les théorèmes de Strömberg
et Clerc-Stein montrent que l’opérateur maximal M? pour les moyennes à gauche sur
les boules hyperboliques est de type faible (1, 1) et (donc) borné sur Lp, p > 1. En
revanche on verra que l’opérateur maximal A? pour les moyennes à droite sur ces
mêmes boules n’est de type faible (p, p) pour aucun p ≥ 1.

Observons que les translatés à gauche de ces boules sont encore des boules hy-
perboliques puisque la métrique est invariante à gauche ; il est par conséquent très
naturel d’étudier pour eux l’opérateur M?. Toutefois, le théorème de transfert ne
s’applique qu’aux translatés à droite.

Ce chapitre présente un panorama des résultats connus (avec un résultat nouveau
en 4.4.4) sur les inégalités maximales pour les opérateurs de moyenne associés à des
familles de sous-ensembles de Sd. Il est divisé en cinq parties. La première décrit
rapidement la structure du groupe des affinités Sd, ses mesures de Haar et son lien
avec l’espace hyperbolique. La deuxième partie montre que les boules géodésiques ne
constituent pas une famille de Følner et donne une construction de suite de Følner
dans le groupe Sd. Dans la troisième, on étudie l’opérateur maximal pour les moyennes
associées aux translatés à gauche des boules hyperboliques. Dans la quatrième partie,
on s’intéresse aux inégalités maximales pour d’autres familles de sous-ensembles du
groupe des affinités, dont certaines vérifient aussi la propriété de Følner. Cela nous
permettra d’énoncer, dans la cinquième partie, un théorème ergodique pour les actions
de Sd, relatif à une suite de Følner non tempérée.

4.1. Structure du groupe des affinités

Nous commençons tout d’abord par quelques rappels sur le groupe des affinités.
Soit d un entier strictement positif. Le groupe Sd est l’ensemble des applications de
Rd dans lui-même de la forme x 7→ ax + b (avec a > 0 et b ∈ Rd), muni de la loi de
composition des applications. Cet ensemble est identifié à Rd × R∗+, en notant (b, a)
l’application précédente. Ainsi le produit est donné par

(b, a)(b′, a′) = (b+ ab′, aa′).

On distinguera deux sous-groupes de Sd, le sous-groupe N des translations,

N = {nb = (b, 1) (i.e. x 7→ x+ b) ; b ∈ Rd},

isomorphe au groupe additif Rd, et le sous-groupe A des homothéties,

A = {(0, a) (i.e. x 7→ ax) ; a ∈ R∗+},

isomorphe au groupe multiplicatif R∗+. Le plus souvent nous écrirons nba au lieu de
(b, a). La relation

(b, a)nc(b, a)−1 = nac
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montre que N est un sous-groupe normal de Sd. Le groupe Sd apparâıt comme le
produit semi-direct N oA de deux groupes abéliens. C’est donc un groupe résoluble.

L’action de Sd sur Rd se prolonge en une action à gauche sur le demi-espace
supérieur

H d+1 = {z = (x, y) ; x ∈ Rd, y > 0} = Rd × R∗+.

Pour g = (b, a) ∈ Sd et z = (x, y) ∈ H d+1, on pose gz = (ax + b, ay) = az + (b, 0).
Cette action de Sd sur H d+1 est simplement transitive. Ainsi Sd et H d+1 s’identifient
par l’application g 7→ go où o = (0, 1) ∈ H d+1. Notons que A agit par homothéties et
que N agit par translations horizontales (cf. fig.1).

Rd

z
y gz = az + (b, 0)az

x

Figure 1. L’action du groupe affine sur H d+1.

Cette action est isométrique sur H d+1 muni de la métrique hyperbolique ds2 =
dx2+ dy2

y2 . Cela définit une métrique invariante à gauche sur Sd. En particulier, la
mesure de volume dz = dxdy/yd+1 donne une mesure de Haar λ invariante à gauche
sur Sd. Si on écrit dn et da/a pour les mesures de Haar sur N ' Rd et A ' R∗+
respectivement, la mesure de Haar à gauche est

dλ(na) = a−(d+1) dn da.

La mesure de Haar invariante à droite est alors donnée par

dλd(na) = a−1 dn da

et la fonction modulaire ∆ de Sd par

∆(na) =
dλ(na)
dλd(na)

= a−d.

En particulier, Sd n’est pas unimodulaire. On notera que si on utilise la décomposition
Sd = AN , dans laquelle l’élément g = anb correspond au point (ab, a) de H d+1, les
mesures de Haar sont données par

dλ(an) = a−1 dadn et dλd(an) = ad−1 dadn.

Pour t ∈ R, on pose at = (0, et). On utilisera, suivant les cas, les deux paramétrisations
de Sd données par

(x, t) ∈ Rd × R 7→ nxat = (x, et)

et
(x′, t) ∈ Rd × R 7→ atnx′ = (etx′, et),
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pour lesquelles on a respectivement

dλ(nxat) = e−dt dxdt, dλd(nxat) = dxdt

et
dλ(atnx′) = dtdx′, dλd(atnx′) = edt dtdx′.

4.2. Suites de Følner dans le groupe des affinités

4.2.1. Étude de la famille des boules hyperboliques. — Nous commençons
par démontrer que les boules Br de Sd, centrées à l’élément neutre et de rayon r pour
la métrique hyperbolique, ne peuvent pas former une famille (à un paramètre) de
Følner à gauche sur Sd (1). En effet, Br s’identifie à la boule hyperbolique B(o, r) =
{z ∈ Hd+1 ; d(o, z) < r}. Cette boule est la boule euclidienne de centre zr = (0, ch r)
et de rayon sh r (voir la formule (D.3.1) de l’appendice D).

ch r

sh r

x

y

aBr

o

Br

et+r

er

e−rBr ∩ {(x, y), e−r < y < ete−r}

Figure 2. La boule B(o, r).

Or, d’une part, lorsque r tend vers +∞, le volume de la boule Br est estimé par

(4.2.1) λ(Br) = cd

∫ r

0

(sh s)d ds ∼ cde
dr.

D’autre part, pour toute homothétie a ∈ Sd de rapport et > 1, l’ensemble Br\aBr
contient dans sa partie inférieure l’ensemble

Br ∩
{
(x, y) ; e−r < y < ete−r

}
dont le volume crôıt encore avec la variable r comme c(t)edr pour une constante

c(t) > 0. Par conséquent, le rapport
λ(Br\aBr)
λ(Br)

ne tend pas vers 0 (cf. fig. 2).

On peut remarquer que, plus généralement, une suite (Bn) de sous-ensembles radi-
aux de Sd ne peut former une suite de Følner sur Sd. En effet, le groupe des isométries
directes de l’espace hyperbolique Hd+1 s’écrit G = NAK , où K = SO(d + 1) est le
stabilisateur de o. Si (Bn) était une suite de Følner à gauche de Sd = NA, formée de
parties radiales, alors la suite (BnK) serait une suite de Følner dans le groupe G, ce

(1)Étant symétriques, elles ne forment pas non plus une famille de Følner à droite.
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qui est impossible puisque le groupe semi-simple G n’est pas moyennable.

4.2.2. Construction de suites de Følner. — Nous nous plaçons d’abord en di-
mension 2 (i.e. d = 1) et nous recherchons des suites de Følner formées de rectangles.
Si A1, A2, B1 et B2 sont des réels donnés avec 0 < A1 < A2 et B1 < B2, on note
RA1,A2,B1,B2 le rectangle

RA1,A2,B1,B2 =
{
(x, y) ∈ H2 ;B1 ≤ x ≤ B2, A1 ≤ y ≤ A2

}
.

Comme pour les boules hyperboliques, une suite de rectangles ne peut former
une suite de Følner à gauche. En effet, remarquons tout d’abord que l’image d’un
rectangle par une affinité est encore un rectangle, puis choisissons une homothétie a
de rapport strictement plus grand que 1. Pour tout rectangle R = RA1,A2,B1,B2 avec
aA1 ≤ A2, l’ensemble R\aR contient alors (au bord près) le rectangle RA1,aA1,B1,B2

dont l’aire hyperbolique vaut (B2−B1)
(

1
A1

− 1
aA1

)
. Cette aire ne peut être rendue

négligeable relativement à l’aire totale de R, qui vaut (B2−B1)
(

1
A1

− 1
A2

)
. D’autre

part, si aA1 > A2, on a R = R\aR.
Cependant, nous allons voir qu’il est possible de trouver des suites de rectangles

formant des suites de Følner à droite. Notons tout d’abord que si R = RA1,A2,B1,B2 ,

λd(R) =
∫ A2

A1

dy
y

∫ B2

B1

dx = (B2 −B1) ln
A2

A1
.

Pour une affinité g = (b, a), et pourA−1
1 , A2, |B1|, |B2| suffisamment grands, l’ensemble

Rg ∩ R, où Rg est l’image de R par l’action à droite de g sur R, est un quadrilatère
Q, représenté en gris ci-dessous dans le cas a > 1 et b > 0,

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

aA1

R

Rg

x

A1

A2

aA2

B1 B2 B2 + bA2

B1 + bA1 B2 + bA1

B1 + bA2

Figure 3. Un rectangle et son translaté.



80 CHAPITRE 4. UN EXEMPLE: LE GROUPE DES AFFINITÉS

On a dans ce cas,

λd(Q) =
∫ A2

aA1

dy
y

∫ B2

B1+
by
a

dx = λd(R)− (B2 −B1) ln a− b

a
(A2 − aA1).

Ceci implique
λd(Q)
λd(R)

= 1− ln a
ln(A2/A1)

− b(A2 − aA1)
a(B2 −B1) ln(A2/A1)

.

Le calcul s’étend en dimension supérieure. Pour fixer les idées, dans ce chapitre
nous choisissons comme norme sur N ' Rd la norme donnée par ‖x‖ = max1≤i≤d |xi|.

Proposition 4.2.1. — Soient A ≥ 1, B ≥ 0. Notons PB,A le parallélépipède de Sd
défini par

PB,A =
{
g = (b, a) ∈ Sd ; ‖b‖ ≤ B ,

1
A
≤ a ≤ A

}
.

Alors la suite de parallélépipèdes (PBn,An)n≥1 forme une suite de Følner à droite sur

Sd dès que lim
n→∞

An = +∞ et que lim
n→∞

Adn
Bdn lnAn

= 0.

Notons qu’on a PB,A = R1/A,A,−B,B pour d = 1. L’exemple le plus simple d’une
suite satisfaisant à ces conditions est la suite de parallélépipèdes Pn,n, n ∈ N∗, définie
par

Pn,n =
{

(b, a) ∈ Sd ; ‖b‖ ≤ n,
1
n
≤ a ≤ n

}
.

et plus généralement la suite

Pnβ ,n =
{

(b, a) ∈ Sd ; ‖b‖ ≤ nβ ,
1
n
≤ a ≤ n

}
lorsque β ≥ 1.

1/n 1/n

n nβ

o

−n

n n

o

−nβ

Pn,n Pnβ ,n

x x

etet

Figure 4

La suite croissante (Pnβ ,n) n’est pas tempérée au sens de la définition 3.4.1 (adaptée
au cas où la mesure de Haar est invariante à droite). En effet, considérons l’ensemble

En = P(n+1)β ,n+1

(
Pnβ ,n

)−1

=
{

(b+ ab′, aa′) ; ‖b‖ ≤ (n+ 1)β , ‖b′‖ ≤ nβa′,
1

n+ 1
≤ a ≤ n+ 1,

1
n
≤ a′ ≤ n

}
.
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On a l’inclusion suivante, pour tout n ∈ N∗:{
(ab′, an) ; ‖b′‖ ≤ nβ+1, 1 ≤ a ≤ n+ 1

}
⊂ En.

On en déduit, en utilisant l’invariance à droite de λd, que

λd(En) ≥
∣∣B(0, nβ+1)

∣∣ ∫ n+1

1

ad
da
a
,

où B(0, r) désigne ici la boule de rayon r pour la norme ‖·‖ sur N ' Rd et |B(0, r)|
désigne son volume euclidien. Comme son volume crôıt comme rd, on obtient

λd(En) ≥ cnd(β+1)(n+ 1)d

que l’on ne peut pas dominer par

λd(P(n+1)β ,n+1) = c′(n+ 1)dβ ln(n+ 1).

Ceci démontre l’assertion.

Remarque 4.2.2. — Terminons cette section en remarquant que d’après la propo-
sition 4.2.1, pour tout β ≥ 1, la suite ((Pnβ ,n)−1)n≥1 est une suite de Følner à gauche
sur le groupe affine Sd. Mais elle n’est pas tempérée, comme on vient de le voir.

Dans la suite, on utilisera la famille de sous-ensembles F βr = (Peβr,er )−1, c’est-à-
dire

F βr = {nxat ; ‖x‖ ≤ eteβr, |t| ≤ r}.

Dans la décomposition Sd = NA ce sont des “trapèzes”, mais en utilisant les coor-
données (x′, t) de Sd données par la décomposition Sd = AN , on obtient les paral-
lélépipèdes (cf. fig.5),

F βr =
{
atnx′ ; ‖x′‖ ≤ eβr, |t| ≤ r

}
.

etet

er

x x′
e−r

o o
e−r

er

eβre−βr

Figure 5. F β
r en coordonnées (x, et) et en coordonnées (x′, et)
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4.3. Inégalités maximales pour les boules hyperboliques

Le but de cette section est de démontrer que l’opérateur maximal M? pour les
moyennes sur les translatés à gauche gBr des boules de l’espace hyperbolique réel
H d+1 est borné sur Lp pour tout 1 < p ≤ +∞ et de type faible (1,1).

Comme nous n’avons jusqu’à présent considéré dans ce livre que des moyennes sur
des translatés à droite, nous commençons par quelques remarques sur les différences
entre moyennes à droite et moyennes à gauche.

4.3.1. Moyennes à droite et à gauche. — Étant donné un sous-ensemble mesu-
rable E d’un groupe localement compact G tel que 0 < λ(E) < +∞, on peut con-
sidérer les deux opérateurs de moyenne

AEϕ(g) =
1

λ(Eg)

∫
Eg

ϕ(g′) dλ(g′) =
1

λ(E)

∫
E

ϕ(g′g) dλ(g′)

et

MEϕ(g) =
1

λ(gE)

∫
gE

ϕ(g′) dλ(g′) =
1

λ(E)

∫
E

ϕ(gg′) dλ(g′).

Le premier opérateur est associé aux translatés à droite de E par l’action de G et
le second opérateur est associé aux translatés à gauche de E par l’action de G.

Ce sont des opérateurs de convolution. Rappelons que si ϕ et ψ sont deux fonctions
sur G et si ∆ est la fonction modulaire de G, alors

ϕ ∗ ψ(g) =
∫
G

ϕ(h)ψ(h−1g) dλ(h) =
∫
G

ϕ(gh−1)ψ(h)∆(h−1) dλ(h).

Plus généralement pour toute mesure positive µ sur G, on a

µ ∗ ψ(g) =
∫
G

ψ(h−1g) dµ(h) et ϕ ∗ µ(g) =
∫
G

ϕ(gh−1)∆(h−1) dµ(h).

Notons µE la mesure de probabilité
1E
λ(E)

dλ. Alors AE est l’opérateur de convolu-

tion à gauche ϕ 7→ µ̌E ∗ ϕ par la mesure de probabilité µ̌E et ME est l’opérateur de
convolution à droite ϕ 7→ ϕ ∗ (∆µ̌E) par la mesure ∆µ̌E .

Pour un groupe unimodulaire G, l’application qui à une fonction ϕ associe la
fonction ϕ̌ définie par ϕ̌(g) = ϕ(g−1) est une isométrie de tous les espaces Lp(G,λ).
Si E est une famille de parties mesurables de G, la relation

(4.3.1) AE ϕ(g−1) = ME−1 ϕ̌(g)

montre alors que les opérateurs maximaux A?E et M?
E−1 associés respectivement à

{AE ; E ∈ E} et à
{
ME ; E−1 ∈ E

}
sont simultanément bornés sur Lp(G,λ).
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Il n’en est pas de même sur un groupe non unimodulaire tel que Sd. En effet,
l’égalité dλ̌(g) = dλd(g) = ∆(g−1) dλ(g) montre qu’il faut introduire l’application

Ip : ϕ 7→ ∆− 1
p ϕ̌

pour obtenir une isométrie de Lp(G,λ).
Si µ est une mesure de probabilité surG, nous noterons dans la suiteMµ l’opérateur

défini par

Mµϕ(g) =
∫
G

ϕ(gg′) dµ(g′).

On a ainsi ME = MµE
. Dans un groupe non unimodulaire, la relation (4.3.1) doit

être remplacée par
Ip ◦AE = MI∗p(µE) ◦ Ip

et l’étude des opérateurs de moyenne AE se ramène à celle des opérateurs de convo-
lution à droite relativement aux mesures I∗p (µE), E ∈ E , où

I∗p (µE)( dg) = ∆
1
p (g) µ̌E(dg) =

1E−1(g)
λ(E)

∆
1
p−1(g) dλ(g).

Comme on le voit, ces opérateurs diffèrent sensiblement des opérateurs de moyenneME .
Pour éviter toute ambigüıté, soulignons que dans la suite les opérateurs M? et A?

seront toujours étudiés sur Sd muni de la mesure de Haar invariante à gauche λ.

4.3.2. Inégalités maximales pour les boules hyperboliques. — Dans cette
section, B(z, r) désigne la boule hyperbolique de centre z ∈ H d+1 et de rayon r > 0 et
|B(z, r)| son volume hyperbolique. On note Mr l’opérateur de moyenne sur les boules
de rayon r défini, pour toute fonction ϕ ∈ L1

loc(H
d+1, dz), par

Mrϕ(z) =
1

|B(z, r)|

∫
B(z,r)

ϕ(z′) dz′.

Lorsque H d+1 est identifié avec Sd et le point z = go avec l’affinité g ∈ Sd, la
boule B(z, r) s’identifie avec gBr où Br = {g′ ∈ Sd ; d(o, g′o) < r}, et l’opérateur de
moyenne Mr apparâıt comme l’opérateur de convolution à droite sur Sd :

Mrϕ(g) =
1

λ(gBr)

∫
gBr

ϕ(g′) dλ(g′) =
1

λ(Br)

∫
Br

ϕ(gg′) dλ(g′).

L’opérateur maximal M? est défini sur L1
loc(H

d+1,dz) = L1
loc(Sd, λ) par

M?ϕ = sup
r>0

|Mrϕ|.

L’inégalité Lp pour M? a été démontrée par Clerc et Stein [CS74]. Par la suite
Strömberg [Str81] a établi l’inégalité de type faible (1, 1). Évidemment l’inégalité
Lp avec 1 < p < +∞ résulte par interpolation de l’inégalité de type faible (1,1) et
de l’inégalité triviale L∞. Nous commençons néanmoins par la démonstration due
à Clerc-Stein [CS74] de l’inégalité Lp (1 < p < +∞) dans la mesure où elle met
en lumière le rôle du phénomène de Kunze-Stein sur les espaces hyperboliques On



84 CHAPITRE 4. UN EXEMPLE: LE GROUPE DES AFFINITÉS

donnera ensuite la démonstration de l’inégalité de type faible (1,1) due à Strömberg
[Str81] telle qu’elle est présentée dans [ADY96].

Théorème 4.3.1. — L’opérateur maximal M? est de type faible (1,1) et il est borné
sur Lp ( 1 < p ≤ ∞).

Pour démontrer ce théorème, on commence par analyser le comportement du vo-
lume des boules hyperboliques. Le volume de Br vérifie

λ(Br) �
{
rd+1 pour r petit
edr pour r grand

où f1 � f2 signifie que le rapport f1/f2 est borné supérieurement et inférieurement
par des constantes strictement positives. Nous allons étudier séparément la partie
locale

M?
0ϕ(z) = sup

0<r≤1

1
λ(Br)

∫
B(z,r)

|ϕ(z′)|dz′

et la partie à grande échelle

M?
∞ϕ(z) = sup

r>1

1
λ(Br)

∫
B(z,r)

|ϕ(z′)|dz′

de la fonction maximale M?ϕ. Comme

M?ϕ ≤M?
0ϕ+M?

∞ϕ

les inégalités Lp et de type faible (1,1) pour M?ϕ résulteront de celles obtenues pour
M?

0ϕ et M?
∞ϕ.

La partie locale s’étudie comme dans le cas euclidien traité dans le chapitre 3
puisque le volume possède la propriété de doublement local,

λ(B2r) ≤ cRλ(Br), 0 < r ≤ R.

Par contre, puisque le volume a une croissance exponentielle pour les grands rayons,
la propriété de doublement du volume n’est plus satisfaite à l’infini. L’apport original
du travail est la démonstration du fait que la fonction maximale M?

∞ϕ est bornée
sur Lp(H d+1,dz) pour 1 < p < +∞ et de type faible (1,1). Dans une première
étape, on va comparer ponctuellement M?

∞ϕ(z) avec un opérateur de convolution à
droite ϕ 7→ ϕ ∗ τ(z) sur Sd, dont le noyau τ est radial et possède une décroissance
exponentielle précise,

τ(g) ≤ c exp(−dρ(g)),

où ρ désigne la distance à l’origine : ρ(g) = d(o, go). Dans une seconde étape, on
démontrera que de tels opérateurs de convolution sont bornés dans Lp (1 < p ≤ +∞)
et de type faible (1,1).

Nous commençons par la comparaison avec l’opérateur de convolution.
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Lemme 4.3.2. — Pour tout ϕ ∈ L1(Sd, λ), ϕ ≥ 0, et pour tout g ∈ Sd, on a

M?
∞ϕ(g) ≤ ϕ ∗ τ(g) =

∫
Sd

ϕ(gg′)τ(g′) dλ(g′),

où τ(g) = λ
(
Bmax(ρ(g),1)

)−1 vérifie

τ(g−1) = τ(g) = O
(
exp(−dρ(g) )

)
, quand ρ(g) →∞.

Démonstration. — On a l’inégalité évidente

M?
∞ϕ(g) = sup

r>1

∫
Sd

1Br (g
′)

λ(Br)
ϕ(gg′) dλ(g′) ≤

∫
Sd

sup
r>1

1Br (g
′)

λ(Br)
ϕ(gg′) dλ(g′).

Pour tout g′ ∈ Sd, il est clair que si ρ(g′) > 1 alors

1Br (g
′)

λ(Br)
≤ 1
λ(Bρ(g′))

,

tandis que si ρ(g′) < 1, on a
1Br

(g′)
λ(Br)

≤ 1
λ(B1)

puisque r > 1. On obtient bien

sup
r>1

1Br (g
′)

λ(Br)
≤ λ

(
Bmax(ρ(g′),1)

)−1
.

L’estimation (4.2.1) du volume des grandes boules termine la démonstration.

Introduisons le noyau symétrique k(g) = e−dρ(g) et posons

Tϕ(g) = ϕ ∗ k(g) =
∫
Sd

ϕ(gg′)e−dρ(g
′) dλ(g′).

Théorème 4.3.3. — L’opérateur T est de type faible (1,1) et borné sur Lp ( 1 <
p <∞).

Le théorème 4.3.1 se déduit immédiatement du lemme 4.3.2 et du théorème 4.3.3.

Démonstration du théorème 4.3.3.

a) L’inégalité Lp pour 1 < p < +∞. — Elle va résulter du phénomène de Kunze-Stein
sphérique transféré de Hd+1 à Sd.

Ce phénomène remarquable a été découvert par Kunze et Stein [KS60] pour le
groupe SL(2,R) : si 1 ≤ q < 2, le produit de convolution par tout élément ψ de
Lq(SL(2,R)) est continu de L2(SL(2,R)) dans L2(SL(2,R)) (2). Par la suite, Stein
[Ste70c] et Herz [Her70] ont établi la même propriété pour tout groupe de Lie
G semi-simple, connexe, de centre fini, à condition de prendre ψ bi-invariante sous
l’action d’un sous-groupe compact maximal. Finalement, Cowling [Cow78] a obtenu

(2)On comparera ce résultat avec le fait que Lq(Rd) ∗ L2(Rd) ⊂ L2(Rd) si et seulement si q = 1.
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ce résultat pour tout ces groupes, sans la restriction de bi-invariance (voir [Cow97],
pour un article de synthèse).

Désignons par Lq,](Sd) le sous-espace des fonctions radiales dans Lq(Sd). D’après
ce que nous avons rappelé, et avec un argument supplémentaire d’interpolation, nous
voyons que pour 1 ≤ q < p ≤ 2, il existe c > 0 tel que, pour tous ϕ ∈ Lp(Sd) et
ψ ∈ Lq,](Sd), on a

(4.3.2) ‖ϕ ∗ ψ‖p ≤ c‖ϕ‖p‖ψ‖q.

Nous appliquons ce résultat au noyau radial ψ = k ci-dessus. On vérifie facilement
que k appartient à tous les espaces Lq,](Sd) (1 < q ≤ +∞). En effet, la mesure
invariante à gauche s’écrit

dλ = (sh ρ)d dρdσ

en coordonnées polaires, où dσ est la mesure usuelle sur la sphère unité (voir (D.1.1)
dans l’appendice D). La quantité

‖k‖qq = c

∫ ∞

0

exp(−qρd) (sh ρ)d dρ

est finie si et seulement si q > 1.
Fixons p ∈]1, 2]. Soit q tel que 1 < q < p. Comme k ∈ Lq,](Sd), l’opérateur T est

borné sur Lp(Sd) d’après l’inégalité (4.3.2). Par ailleurs, le noyau k est symétrique.
Par dualité et symétrie de l’opérateur, on voit que T est borné sur Lp

′
(Sd) pour tout

2 ≤ p′ < +∞. Ceci termine la démonstration de l’inégalité Lp (1 < p <∞).

b) L’inégalité faible (1, 1). — Pour la démontrer, nous allons utiliser les deux paramé-
trisations

g = nxat = atnx′ avec t ∈ R, x, x′ ∈ Rd

de Sd = NA = AN . Rappelons que dans ces coordonnées, la mesure de Haar invari-
ante à gauche s’écrit dλ(g) = e−dt dxdt = dtdx′.

On a la majoration

(4.3.3) e−dρ(g) ≤ cd e
−d tP1(x′),

où P1 est le noyau de Poisson euclidien de Rd :

P1(x′) = cd
1

(1 + |x′|2)d
, x′ ∈ Rd.

Ici |x′| désigne la norme euclidienne de x′ ∈ Rd. Cette majoration résulte de la formule
suivante (voir (D.3.2)) : pour tout g ∈ G avec g = atnx′ , on a

ch ρ(g) = ch t+
et

2
|x′|2.

On est amené naturellement à introduire les deux opérateurs suivants :

Πϕ(g) =
∫
Rd

ϕ(gnx)P1(x) dx et Λϕ(g) =
∫
R

ϕ(gat)e−d t dt.
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Ce sont des opérateurs de convolution à droite, le premier par le noyau de Poisson
P1(x) sur la composante Rd de Sd et le second par la mesure de Lebesgue à poids
e−dt dt sur la composante R de Sd.

Lemme 4.3.4. — L’opérateur Π est une contraction sur Lp(Sd, λ) pour tout 1 ≤
p ≤ +∞.

Démonstration. — Cela résulte du fait que P1(x)dx est une mesure de probabilité
sur Rd et que la mesure de Haar invariante à gauche λ est aussi invariante par les
translations à droite par les éléments de N .

Pour l’opérateur Λ, nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.3.5. — L’opérateur Λ est de type faible (1, 1). Plus précisément, pour
toute fonction ϕ ∈ L1(Sd, λ) et pour tout α > 0, on a

λ({ |Λϕ| ≥ α}) ≤ 1
d

‖ϕ‖1
α

.

Démonstration. — Revenons à la paramétrisation g = nxas de Sd = NA. Soit ϕ une
fonction positive dans L1(Sd, λ). Un calcul simple établit la formule

Λϕ(nxas) = edsΛϕ(nx),

qui sera cruciale pour obtenir l’inégalité faible. Pour α > 0, on pose

Eα = {g ∈ Sd ; Λϕ(g) ≥ α}.

On a, d’après la formule précédente,

Eα = {g = nxas ∈ Sd ; x ∈ Rd et s ≥ s0(nx)}

avec

s0(nx) =

{
1
d

(
lnα− lnΛϕ(nx)

)
si Λϕ(nx) > 0

+∞ si Λϕ(nx) = 0.

On en déduit que

λ(Eα) =
∫
Sd

1Eα
(g) dg =

∫
Rd

dx

(∫ +∞

s0(nx)

e−ds ds

)
=

1
d

∫
Rd

e−ds0(nx) dx

=
1
dα

∫
Rd

Λϕ(nx) dx =
1
dα

∫
Rd

∫
R

ϕ(nxat)e−d t dtdx =
1
dα
‖ϕ‖1.

L’inégalité de type faible (1, 1) pour tout ϕ ∈ L1(Sd, λ) en résulte immédiate-
ment.

Pour terminer, montrons que l’opérateur T est de type faible (1, 1). Soit ϕ une
fonction positive dans L1(Sd, λ) et soit g ∈ Sd. Dans l’intégrale

Tϕ(g) =
∫
Sd

ϕ(gg′)e−d ρ(g
′) dλ(g′),
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écrivons g′ = atnx′ et majorons l’exponentielle à l’aide de l’inégalité (4.3.3) :

Tϕ(g) ≤ cd

∫
R

(∫
Rd

ϕ(gatnx′)P1(x′) dx′
)
e−d t dt ≤ cd

(
Λ ◦ Π

)
ϕ(g).

D’après les lemmes 4.3.4 et 4.3.5, l’opérateur Λ ◦ Π est de type faible (1, 1). Il en
est donc de même pour l’opérateur T . Ceci conclut la démonstration du théorème
4.3.3.

4.4. Inégalités maximales pour d’autres sous-ensembles

Nous allons nous intéresser maintenant à des familles de sous-ensembles de Sd qui
sont proches des parallélépipèdes étudiés dans la section 4.2, et rechercher des condi-
tions assurant que les opérateurs de moyenne associés à ces sous-ensembles satisfont
à des inégalités maximales.

À part le théorème 4.4.4 qui est nouveau, les résultats présentés ci-dessous sont
dus à Gaudry, Giulini, Mantero et Sjögren [GGM90, GS90]

Introduisons tout d’abord les sous-ensembles de Sd sur lesquels sont effectuées les
moyennes. On fixe ε ∈ [0, 1] et β > 0 et on définit pour tout r > 1 l’ensemble

F ε,βr = {nxat ∈ Sd ; ‖x‖ ≤ eεt+βr, |t| ≤ r}

= {atnx′ ∈ Sd ; ‖x′‖ ≤ e(ε−1)t+βr, |t| ≤ r}.

Remarque 4.4.1. — Pour ε = 0 on retrouve la famille de parallélépipèdes PB,A avec
A = er et B = eβr considérée dans la proposition 4.2.1, tandis que si ε = 1 , il s’agit
de leurs inverses F βr introduits à la fin de la section 4.2. Notons plus généralement
que

(F ε,βr )−1 = F 1−ε,β
r

et qu’en particulier les sous-ensembles F
1
2 ,β
r sont symétriques. Le cas ε = 1/2 et

β = 1/2 donne une famille équivalente à la famille des boules hyperboliques. Plus

précisément, il existe une constante c > 0 telle que Br ⊂ F
1
2 ,

1
2

r ⊂ Br+c si r > 1.

Le volume de F ε,βr est donné par la formule

(4.4.1)

{
c

1−ε sh
(
d(1− ε)r

)
eβdr, si 0 ≤ ε < 1,

creβdr, si ε = 1.

Pour les grands rayons, on note déjà un comportement du volume différent suivant
que 0 ≤ ε < 1 ou ε = 1. Ceci se répercutera sur le comportement des fonctions
maximales dans les théorèmes qui suivent.
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e−r

er

F 1,β
rF

1
2
,β

r

ε = 1
2

F 0,β
r

ε = 1ε = 0

Figure 6. Les ensembles F ε,β
r en coordonnées (x, et)

Pour ε, β fixés, notons A? (resp. M?) l’opérateur maximal associé aux opérateurs
de moyenne AF ε,β

r
(resp. MF ε,β

r
), r > 1. Les résultats exposés dans les deux sous-

sections suivantes illustrent la dissymétrie entre ces deux opérateurs.

4.4.1. Inégalités maximales pour M?. — Le résultat suivant est dû à Gaudry,
Giulini et Mantero.

Théorème 4.4.2 ([GGM90]). — Soit M? l’opérateur maximal associé aux trans-
latés à gauche des ensembles F ε,βr , r > 1.

(i) Si 0 ≤ ε < 1/2, l’opérateur M? est de type faible (1, 1) et (donc) borné sur Lp

pour tout p > 1
(ii) Si 1/2 < ε < 1, l’opérateur M? n’est pas borné sur Lp pour 1 ≤ p < 1

2(1−ε) .
(iii) Si ε = 1, l’opérateur M? n’est borné sur aucun Lp avec 1 ≤ p < +∞.

Démonstration. — (i) On reprend les arguments déjà utilisés dans la démonstration
du théorème 4.3.1. On remarque que pour toute fonction ϕ mesurable positive on a

M?ϕ(g) ≤
∫
Sd

ϕ(gg′)τ(g′) dλ(g′)

où le noyau τ est donné par

τ(g) = sup
r>1

1F ε,β
r

(g)

λ(F ε,βr )
.

Ceci ramène l’étude à celle d’opérateurs de convolution sur Sd. Le résultat suivant,
valable pour tout groupe G localement compact se démontre aisément à l’aide du
théorème de Fubini.
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Lemme 4.4.3. — Si τ : G → R est intégrable pour la mesure de Haar invariante à
droite λd ou, de façon équivalente, si τ̌ ∈ L1(G,λ), alors l’opérateur de convolution
à droite ϕ 7→

∫
G
ϕ(·g′)τ(g′) dλ(g′) est borné dans L1(G,λ).

Il suffit donc de vérifier que le noyau τ est intégrable relativement à λd pour obtenir
que M? est borné dans L1.

Pour g ∈ Sd, posons R(g) = inf{r ≥ 1; g ∈ F ε,βr }. On a alors τ(g) = 1/λ(F ε,βR(g)).
Un calcul simple donne, pour g = nxat ∈ Sd,

R(g) = max
(
1,

1
β

(
ln ‖x‖ − εt

)
, |t|) = max

(
1, β−1 ln ‖z‖, |t|),

après avoir effectué le changement de variable x = eεtz. En coordonnées (z, t) la
mesure de Haar invariante à droite dxdt s’écrit eεtddzdt. L’intégrale de τ par rapport
à cette mesure, sur l’ensemble des (z, t) ∈ Rd × R où R(z, t) = 1, est finie. Nous
notons Ω1 l’ensemble des (z, t) où R(z, t) = |t| et Ω2 celui où R(z, t) = β−1 ln ‖z‖.

Pour évaluer l’intégrale de τ sur Ω1 et Ω2 lorsque ε ∈ [0, 1[, on utilise l’expression
du volume de F ε,βr donnée en (4.4.1). L’égalité∫

Ω1

τ(g) dλd(g) = c

∫ ∞

1

sh(εtd)
sh
(
(1− ε)td

) dt

s’obtient facilement en intégrant d’abord par rapport à z puis par rapport à t.
L’intégrale sur Ω2 s’écrit∫

Ω2

τ(g) dλd(g) = c

∫
Ω2

eεtd

sh
(
d(1− ε)β−1 ln ‖z‖

)
‖z‖d

dtdz

= c

∫ ∞

1

sh(εαd)
sh
(
(1− ε)αd

) dα,

après passage en coordonnées sphériques et changement de variable.
Les intégrales de τ sur Ω1 et Ω2 sont finies si et seulement si 0 ≤ ε < 1/2. On

déduit de ce qui précède que τ ∈ L1(Sd, λd) si et seulement si 0 ≤ ε < 1/2.

Nous détaillons maintenant la démonstration de (iii). Celle de (ii) est similaire
(voir [GGM90, Theorem 3] pour les détails).

On suppose ε = 1 et on fixe p ≥ 1. On va construire une fonction ϕ ∈ Lp(Sd, λ) telle
que M?ϕ ne soit pas de puissance p-ième intégrable. On utilise la paramétrisation
(x, t) 7→ nxe

t, pour laquelle la mesure de Haar invariante à gauche est e−dtdxdt. La
fonction ϕ, définie par

ϕ(x, t) = 1[− ln 2,0](t)1{‖x‖≥2}(x)‖x‖
−δ
,

appartient à Lp(Sd, λ) lorsque δp > d.
On considère g = nxe

−t ∈ Sd avec t > 1. On a

gF βr = {nyes; ‖y − x‖ ≤ eβr+s, |s+ t| ≤ r}.
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Comme λ(gF βr ) = credβr, on obtient

M?ϕ(nxe−t) = sup
r>1

c

redβr

∫ r−t

−r−t
e−dsds

∫
{‖y−x‖≤eβr+s}

ϕ(y, s) dy

≥ c

tedβt

∫ 0

−2t

e−dsds
∫
{‖y−x‖≤eβt+s}

ϕ(y, s) dy

≥ c

tedβt

∫ ln 2

0

edsds
∫
{‖y−x‖≤eβt−s}

ϕ(y,−s) dy,

en remarquant que [−2t, 0] ⊃ [− ln 2, 0] et en changeant s en −s.
Nous imposons en plus que ‖x‖ ≥ 2 + eβt, d’où il résulte que{

‖y − x‖ ≤ eβt−s
}
⊂ {‖y‖ ≥ 2}.

On en déduit que∫ ln 2

0

edsds
∫
{‖y−x‖≤eβt−s}

ϕ(y,−s) dy ≥
∫ ln 2

0

edsds
∫
{‖y−x‖≤eβt−s}

‖y‖−δ dy

≥ c(‖x‖+ eβt)−δedβt,

la dernière inégalité étant obtenue en majorant ‖y‖ par ‖x‖+ eβt.
Ceci donne

‖M?ϕ‖pp ≥ c

∫ +∞

1

t−pedt

(∫
{‖x‖≥2+eβt}

(
‖x‖+ eβt

)−pδdx)dt

≥ c

∫ +∞

1

t−pedt
(
1 + eβt

)−pδ+ddt.
Cette intégrale diverge si δ est choisi tel que δp < d+d/β. Ceci termine la démonstration
du théorème 4.4.7.

Le résultat nouveau suivant précise l’étude de M? dans le cas ε = 1/2.

Théorème 4.4.4. — L’opérateur maximal M? défini par la famille (F 1/2,β
r )r>1 est

borné sur Lp pour tout 1 < p ≤ ∞.

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la partie (i) du théorème pré-
cédent, pour ϕ positive et mesurable on écrit

M?ϕ(g) ≤
∫
Sd

ϕ(gg′)τ(g′) dλ(g′),

avec τ(h) = 1/λ
(
F

1/2,β
R(h)

)
et R(h) = R(atny) = max(1, |t|, 1

2β t+
1
β ln ‖y‖). En notant

τ− la fonction (y, t) 7→ τ(atny)1R−(t) et τ+ la fonction (y, t) 7→ τ(atny)1R+(t), on
obtient

M?ϕ ≤ ϕ ∗ τ̌− + ϕ ∗ τ̌+.
On remarque que τ− est intégrable sur Sd pour la mesure de Haar invariante à droite
edtdydt. Par conséquent, l’opérateur de convolution à droite par τ̌− est borné dans
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L1. Il reste à étudier le comportement de τ+ L’expression (4.4.1) du volume donne,
pour t ≥ 0,

τ(atny) ≤ c
(
et/2‖y‖

)−d(1+1/2β)

si t ≤ t

2β
+

1
β

ln ‖y‖, i.e. eβt ≤ et/2‖y‖,

≤ c
(
eβt
)−d(1+1/2β)

si t >
t

2β
+

1
β

ln ‖y‖, i.e. eβt > et/2‖y‖.

Pour (y, t) ∈ Rd × R+ on a donc la majoration

(4.4.2) τ(atny) ≤ c
(
eβt + et/2‖y‖

)−d(1+ 1
2β )

.

L’inégalité (4.4.2) se récrit sous la forme

τ(atny) ≤ ce−tdqut
(y)

où
qu(y) =

1
ud

(1 + ‖y‖/u)−d(1+
1
2β ) =

1
ud
q1(y/u)

et ut = e(β−1/2)t. Notons que si β = 1/2 alors ut ≡ 1.
On a∫

Sd

ϕ(gatnx′)τ+(atnx′) dx′dt ≤ c

∫ ∞

0

e−td
(

sup
u>0

∫
Rd

ϕ(gatnx′)qu(x′) dx′
)

dt

= c(Λ′ ◦Π′)ϕ(g),

où

Λ′ϕ(g) =
∫ ∞

0

e−tdϕ(gat)dt et Π′ϕ(g) = sup
u>0

∫
Rd

ϕ(gnx′)qu(x′) dx′.

Le raisonnement qui suit a déjà été utilisé pour établir le théorème 4.3.3. L’opérateur
maximal Π′, associé à la convolution avec la famille qu, est de type faible (1, 1) et
donc borné sur Lp pour 1 < p ≤ ∞. L’opérateur Λ′ est aussi de type faible (1, 1) (voir
lemme 4.3.5) et donc borné sur Lp pour 1 < p ≤ ∞. Par composition, on conclut
que Λ′ ◦Π′ est borné sur Lp pour tout 1 < p ≤ ∞. Ceci termine la démonstration du
théorème 4.4.4.

Remarque 4.4.5. — Le tableau ci-dessous fait la synthèse des résultats connus pour
l’opérateur M? associé aux translatés à gauche des F ε,βr , r > 1, β > 0, 0 ≤ ε ≤ 1 :

M? 0 ≤ ε < 1/2 ε = 1/2 1/2 < ε < 1 ε = 1

faible (1, 1) OUI OUI si β = 1/2 NON NON

fort (p, p), 1 < p < ∞ OUI OUI NON si p < p(ε) = 1
2(1−ε)

NON

Sauf pour le cas ε = 1/2, ces résultats sont dans [GGM90].
Le cas ε = 1/2 et β = 1/2 est dans [Str81] pour l’inégalité faible (1,1) et dans

[CS74] pour l’inégalité forte Lp, p > 1 (historiquement obtenu avant l’inégalité faible
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(1,1)) car on est alors dans le cas des boules géodésiques comme cela a été signalé
dans la remarque 4.4.1.

Le cas de l’inégalité forte Lp, p > 1 avec ε = 1/2 et β 6= 1/2 est obtenu dans ce
livre (voir théorème 4.4.4).

Remarque 4.4.6. — Les problèmes suivants sont ouverts :

– Pour ε = 1/2 et β 6= 1/2, M? est-il de type faible (1,1)?
– Pour 1/2 < ε < 1, l’inégalité faible (p, p) pour M? est-elle vérifiée pour p =

1/2(1 − ε)? De manière plus générale a-t-on une inégalité forte ou faible pour
au moins un p1 ≥ 1/2(1− ε) (et donc pour les p > p1)?

4.4.2. Inégalités maximales pour A?. — Le résultat ci-dessous est encore dû à
Gaudry, Giulini et Mantero.

Théorème 4.4.7 ([GGM90]). — Soit A? l’opérateur maximal associé aux trans-
latés à droite des ensembles F ε,βr .

(i) Si ε = 1, l’opérateur A? est borné sur tous les espaces Lp avec p > 1.
(ii) Si 0 ≤ ε < 1, il n’est borné dans aucun Lp avec 1 ≤ p < +∞,

Démonstration. — (i) Supposons ε = 1 et p > 1. Nous n’utilisons que les coordonnées
(x′, t), autrement dit, un élément g ∈ Sd sera écrit g = atnx′ . La mesure de Haar à
gauche sur Sd est alors la mesure de Lebesgue dx′dt sur Rd×R . Rappelons que dans
ces coordonnées,

F 1,β
r = F βr =

{
asny ; |s| ≤ r, ‖y‖ ≤ eβr

}
est un parallélépipède centré en 0. Son translaté F βr g par g = atnx′ est le pa-
rallélépipède centré en (x′, t) de largeur 2eβr−t, de hauteur 2r:

F βr g =
{
asny ; |s− t| ≤ r, ‖y − x′‖ ≤ eβr−t

}
.

Soit ϕ une fonction mesurable positive sur Sd. Pour g = atnx′ , on a

AFβ
r
ϕ(g) =

1
2r|B(x′, e−t+βr)|

∫ t+r

t−r

∫
B(x′,e−t+βr)

ϕ(t′, x′′)dt′dx′′

≤ sup
r>1

1
2r

∫ t+r

t−r

(
sup
R>0

1
|B(x′, R)|

∫
B(x′,R)

|ϕ(t′, x′′)|dx′′
)

dt′,

où |B(x,R)| désigne le volume euclidien de la boule B(x,R) de Rd. On reconnâıt à
droite la composition de deux opérateurs maximaux de Hardy-Littlewood, l’un sur R
et l’autre sur Rd. Comme ces deux opérateurs sont bornés sur Lp(R, dt) et Lp(Rd, dx′)
respectivement, A? est borné sur Lp(Sd, λ) = Lp(Rd+1, dtdx′).

La démonstration de (ii) est similaire à celle de (iii) dans le théorème 4.4.2 (voir
[GGM90, Theorem 5]).
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Remarque 4.4.8. — Le cas ε = 1/2 et β = 1/2 revient à étudier l’opérateur de
moyenne A? sur les translatés à droite des boules hyperboliques. Contrairement à
l’opérateur de moyenne sur leurs translatés à gauche étudié dans le théorème 4.3.1,
A? n’est borné dans aucun Lp avec 1 ≤ p <∞.

Dans le cas ε = 1 se pose la question de l’inégalité faible (1,1) pour l’opérateur A?.
La réponse a été obtenue par Giulini et Sjögren [GS90].

Théorème 4.4.9. — L’opérateur maximal A? associé aux translatés à droite des
ensembles F βr = F 1,β

r est de type faible (1, 1) si et seulement si β > 1.

Démonstration. — Nous conservons les notations utilisées dans la démonstration
précédente.
Cas β≤ 1. Considérons la fonction indicatrice ϕ d’un ensemble compact de mesure
positive dans Sd, par exemple

U = { asny ; 0≤s≤1 , ‖y‖≤1 } .

On va montrer que

sup
α>0

αλ({A?ϕ≥α}) = +∞

et donc que l’opérateur maximal A? n’est pas de type faible (1, 1).
Soit g = atnx avec t ≥ 1. Remarquons que, pour tout r ≥ 1 tel que eβr−t ≥ 1+‖x‖,

on a U ⊂ F βr g. En effet cette condition implique t ≤ βr ≤ r (puisque β ≤ 1) ; alors,
si h = asny ∈ U , on a |s− t| = t− s ≤ t ≤ βr ≤ r et ‖y− x‖ ≤ 1 + ‖x‖ ≤ eβr−t, d’où
l’inclusion.

Notons R(g) = 1
β (t+ ln(1 + ‖x‖)) ≥ 1 le plus petit rayon r tel que eβr−t ≥ 1+‖x‖.

Dans la suite nous ne considérons que des éléments g = atnx tels que t ≥ 1 et ‖x‖ ≥ e,
ce choix de x visant seulement à alléger les calculs. Nous obtenons alors

A?ϕ(g) ≥ λ(U)

λ(F βR(g)g)
=

c(
t+ ln(1+‖x‖)

)
(1+‖x‖)d

≥ c

t ‖x‖d ln ‖x‖
.

Nous introduisons la fonction strictement croissante Ψ(r) = rd ln r sur [1,+∞[ et,
pour α > 0, nous posons

Dα = { atnx ; ‖x‖ ≥ e, 1 ≤ t ≤ c/αΨ(‖x‖)} ⊂ {A? ϕ ≥ α } .

Pour que Dα ne soit pas vide, il est nécessaire que e ≤ ‖x‖ ≤ Ψ−1(c/α) et donc que
0 < α ≤ c/Ψ(e). En prenant α tel que 0 < α ≤ c/2Ψ(e), nous obtenons la minoration

λ(Dα) =
∫
{e≤‖x‖≤Ψ−1(c/α)}

(
c

αΨ(‖x‖)
− 1
)

dx

≥
∫
{e≤‖x‖≤Ψ−1(c/2α)}

c

2αΨ(‖x‖)
dx.
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Nous en déduisons que

sup
α>0

αλ({A?ϕ≥α}) ≥ sup
α>0

αλ(Dα)

≥ lim
α→0

∫
{e≤‖x‖≤Ψ−1(c/2α)}

c

2 Ψ(‖x‖)
dx = c

∫ ∞

e

dr
r ln r

= +∞.

Ceci termine la démonstration du cas β ≤ 1.

Cas β > 1. La démonstration initiale de Giulini et Sjögren [GS90] a été sim-
plifiée comme suit par Vallarino [Val06]. Etant donné γ ≥ 3 β+1

β−1 , on considère
les épaississements suivants des ensembles F βr = F 1,β

r et de leurs translatés à droite
par g = atnx :

(F βr )∼ =
{
asny ; |s| ≤ γ r, ‖y‖ ≤ γ e βr

}
,

(F βr g)
∼ = (F βr )∼g =

{
asny ; |s−t| ≤ γ r, ‖y−x‖ ≤ γ e βr−t

}
.

Notons que leurs mesures sont proportionnelles à celles des ensembles initiaux, avec
un facteur de proportionnalité polynomial en γ :

λ
(
(F βr g)

∼) = (2γ)d+1 r e d(βr−t) = γ d+1 λ
(
F βr g

)
.

Dans le cas des boules d’un espace métrique, si B(x1, r1) ∩ B(x2, r2) 6= ∅ et r1 ≤ r2,
alors B(x1, r1) ⊂ B(x2, 3r2). La propriété suivante est un substitut à cette propriété :

(4.4.3)
Soient F1 = F βr1at1nx1 et F2 = F βr2at2nx2 tels que

F1 ∩ F2 6= ∅ et λ(F1) ≤ λ(F2) . Alors F1 ⊂ (F2)∼.

La condition F1 ∩ F2 6= ∅ équivaut à

(4.4.4)

{
|t1− t2| ≤ r1+ r2

‖x1− x2‖ ≤ e βr1−t1 + e βr2−t2

et la condition λ(F1) ≤ λ(F2) à

(4.4.5) r1 e
d(βr1−t1) ≤ r2 e

d(βr2−t2) .

Les inégalités (4.4.4) permettent d’estimer, pour tout h = asny ∈ F1 ,{
|s−t2| ≤ |s−t1|+ |t1−t2| ≤ 2 r1+r2 ,

‖y−x2‖ ≤ ‖y−x1‖+ ‖x1−x2‖ ≤ 2 e βr1−t1 + e βr2−t2 .

Utilisons (4.4.4) et (4.4.5) pour montrer que h ∈ (F2)∼. On distingue à cet effet trois
cas.
• Si r2≥ β+1

β−1 r1 , on a d’une part r1≤r2 , d’où

|s−t2| ≤ 3 r2 ≤ γ r2 ,

et d’autre part β r1−t1 ≤ β r1+t2−t1−t2 ≤ (β+1) r1+r2−t2 ≤ β r2−t2 , d’où

‖y−x2‖ ≤ 3 e βr2−t2 ≤ γ e βr2−t2 .
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• Si r1≤r2≤ β+1
β−1 r1 , on a de même

|s−t2| ≤ γ r2 .

D’après (4.4.5), on a d’autre part e βr1−t1 ≤
(
β+1
β−1

)1/d
e βr2−t2 , d’où

‖y−x2‖ ≤ 3
(
β+1
β−1

)1/d
e βr2−t2 ≤ γ e βr2−t2 .

• Enfin, si r1≥r2 , on déduit de (4.4.5) que βr1− t1≤βr2− t2 , d’où

‖y−x2‖ ≤ 3 e βr2−t2 ≤ γ e βr2−t2 .

De plus, on obtient r1≤ β+1
β−1 r2 , en combinant βr1−t1≤βr2−t2 avec |t1−t2|≤r1+r2 .

D’où

|s−t2| ≤ 3β+1
β−1 r2 ≤ γ r2 .

La fin de la démonstration du théorème 4.4.9 dans le cas β>1 est semblable à celle
du cas euclidien traité au chapitre 3. Plus précisément, on reprend la démonstration
du théorème 3.1.2 après avoir déduit de la propriété (4.4.3) un lemme de type Vitali
pour les translatés à droite F βr g.

Remarque 4.4.10. — Dans le cas β > 1, les translatés à droite F βr g ont une pro-
priété de recouvrement analogue à celle des boules dans l’espace euclidien, alors que
la croissance du groupe Sd est exponentielle. Ce fait remarquable, observé initiale-
ment par Giulini et Sjögren [GS90], a été exploité par Hebisch et Steger [HS03] pour
élaborer une décomposition de Calderón–Zygmund et étudier des intégrales singulières
sur le groupe Sd (ainsi que sur les arbres homogènes). Cette théorie a été approfondie
et généralisée aux espaces de Damek–Ricci par Vallarino ([Val06], [Val07]). No-
tons que ces auteurs considèrent des opérateurs maximaux non centrés associés à des
familles d’ensembles comparables à grande échelle aux translatés à droite F βr g , avec
β variable entre deux constantes 1<β0<β1<∞.

4.5. Un théorème ergodique sur le groupe Sd

Pour conclure ce chapitre, nous énonçons un théorème ergodique pour l’une des
suites d’ensembles étudiées ci-dessus. Soit (X,B,m) un espace mesuré sur lequel Sd
agit à gauche en préservant la mesure σ-finie m. Si E est une famille de parties
mesurables de Sd, grâce au principe de transfert (voir section 2.3), toute inégalité
maximale pour les opérateurs de moyenne AE , E ∈ E , associés à l’action à gauche de
Sd sur lui-même, se transfère aux opérateurs de moyenne AE associés à l’action de
Sd sur (X,B,m).

Fixons β ≥ 1 et notons Aβr l’opérateur de moyenne défini sur Lp(X,m) par

Aβr f(x) =
1

λ(F βr )

∫
Fβ

r

f(gx) dλ(g).
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Dáprès la remarque 4.2.2, F βr est une famille de Følner à gauche, non tempérée.
Le théorème ergodique suivant pour une action de Sd se déduit alors des inégalités
maximales obtenues dans les théorèmes 4.4.7 (i) et 4.4.9 et des résultats du chapitre
2 (voir le théorème 2.3.3 et les remarques 2.3.2 et 2.3.4).

Théorème 4.5.1. — Soient p ∈ [1,+∞[, β ≥ 1 et f ∈ Lp(X,m).

(i) Si p > 1, la famille à un paramètre Aβr f converge dans Lp et presque partout
lorsque r → +∞.

(ii) Si p = 1 et β > 1, la famille à un paramètre Aβr f converge presque partout
lorsque r → +∞. Si m est une mesure de probabilité, la convergence a lieu
aussi dans L1 et la limite est l’espérance conditionnelle E(f |I).

Notice bibliographique. — Il est naturel et intéressant de considérer les espaces
symétriques G/K de rang quelconque et les groupes NA associés (voire des groupes
résolubles plus généraux), où G désigne un groupe de Lie semi-simple connexe, non
compact, de centre fini, et G = NAK une décomposition d’Iwasawa. Le théorème
4.3.1 a été démontré dans ce cadre général par Clerc et Stein [CS74] pour 1<p≤∞
et par Strömberg [Str81] pour p= 1. Il reste encore beaucoup de travail à faire en
rang supérieur, où des résultats ont été obtenus d’une part pour des opérateurs max-
imaux ([Ank92], [AJ99], [CGGM91], [GGHM88] [Ion00a], [Ion00b], [Ion05])
et d’autre part pour des intégrales singulières ([Ank90], [AGS04], [CGHM94],
[CGM93], [CGM95], [CGM01], [CGM02], [Ion02], [Ion03], [Heb93], [Heb04],
[MV08]). Voir aussi l’article de synthèse [Cow08].





CHAPITRE 5

MOYENNES SPHÉRIQUES

Nous décrivons dans ce chapitre les inégalités maximales et les théorèmes er-
godiques relatifs à des moyennes sphériques pour des actions des groupes Rd et Zd.
Il s’agit donc d’effectuer des moyennes sur des “sous-variétés” du groupe. Dans cette
situation, les lemmes de recouvrement de type Vitali sont inopérants pour obtenir des
inégalités maximales. De nouvelles techniques d’analyse doivent être mises en place.
On utilisera des outils fondamentaux de l’analyse : transformation de Fourier, théorie
de Littlewood-Paley, théorème d’interpolation de Marcinkiewicz.

Nous considérons dans la première section le cas classique des moyennes sur les
sphères de Rd. L’opérateur maximal correspondant est borné sur Lp pour p > d

d−1

et d ≥ 2. Ce résultat est dû à E. M. Stein [Ste70a] lorsque d ≥ 3 et à J. Bourgain
[Bou86] si d = 2. Nous donnons ici une démonstration complète de l’inégalité maxi-
male en dimension ≥ 3, due à J. L. Rubio de Francia [Rub86]. Le cas de la dimension
2 est significativement plus difficile et ne sera pas présentée dans ce livre.

Nous énonçons ensuite le théorème ergodique ponctuel pour ces moyennes sphé-
riques, dû à R. Jones [Jon93] en dimension ≥ 3. Nous donnons ici une démonstration
de ce fait en adaptant la démonstration de Rubio de Francia. Le cas de la dimension
2 est dû à M. Lacey [Lac95] et il est, lui aussi, beaucoup plus difficile. Nous ne le
présenterons pas ici.

La reste de ce chapitre est consacrée au théorème maximal pour les moyennes
sphériques de Zd obtenu par A. Magyar, E. M. Stein et S. Wainger [MSW02]. Ce
théorème fait partie d’un ensemble de travaux consacrés à des analogues discrets
d’opérateurs classiques en analyse harmonique sur Rd ([SW99], [SW00]). Si l’étude
sur `p(Zd) de l’opérateur maximal discret Md(f)(n) = supr>0

c
rd

∑
m∈Zd,|m|<r |f(n−

m)| associé aux moyennes sur les boules de Zd se ramène simplement à son analogue
sur Rd ([SW99, page 1292]), il n’en va pas de même pour l’opérateur maximal associé
aux moyennes sur les sphères. Le passage du continu au discret doit ici être opéré
avec soin et il apparâıt des difficultés de nature arithmétique liées à la décomposition
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des entiers en sommes de carrés, qui nécessitent l’utilisation de méthodes issues de
la théorie des nombres. Les théorèmes ergodiques associés aux moyennes sphériques
pour l’action de Zd ont été obtenus par A. Magyar [Mag02].

Comme partout dans cet ouvrage, C (ou c) désignera une constante qui peut varier
de ligne à ligne. On utilisera également les notations Cd et Cd,p quand il y aura lieu
de préciser que la constante ne dépend que de la dimension d ou que de la paire
(dimension, exposant) (d, p).

5.1. Inégalités maximales pour les sphères de Rd

Notations 5.1.1. — Pour tout r > 0, nous notons S(0, r) la sphère euclidienne de
Rd de centre 0 et de rayon r et nous désignons par σr : probabilité uniforme sur la
sphère centrée en l’identité, de rayon r σr la mesure de probabilité uniforme sur cette
sphère. Nous noterons plus simplement Sd−1 = S(0, 1) et σ = σ1.

Pour ϕ dans l’espace de Schwartz S(Rd) et pour x ∈ Rd, nous posons

σr · ϕ(x) = ϕ ∗ σr(x) =
∫
S(0,r)

ϕ(x+ y) dσr(y) =
∫
Sd−1

ϕ(x+ ry) dσ(y).

Soit ϕ?σ l’opérateur maximal correspondant appliqué à ϕ, c’est-à-dire

ϕ?σ(x) = sup
r>0

|σr · ϕ(x)|.

Notons que si ϕ ∈ Lp(Rd) la famille de fonctions (σr · ϕ)r>0 n’est en général
pas définie. C’est une inégalité maximale, établie sur les fonctions régulières, qui
permettra de donner un sens à cette famille, et cela uniquement pour p assez grand.

5.1.1. Énoncé du théorème maximal sphérique. — Le théorème suivant est
dû à E. M. Stein [Ste76] lorsque d ≥ 3 et à J. Bourgain [Bou86] lorsque d = 2 . La
démonstration que nous présentons ici est due à J. L. Rubio de Francia [Rub86] et
n’est valable que dans le cas d ≥ 3, le cas de la dimension 2 nécessitant des outils bien
plus évolués.

Théorème 5.1.2. — Soient d ≥ 2 et p > d
d−1 . Il existe une constante C = Cd,p > 0

telle que, pour toute fonction ϕ ∈ S(Rd),

(5.1.1) ‖ϕ?σ‖p ≤ C‖ϕ‖p.

Remarque 5.1.3. — La validité a priori de l’inégalité (5.1.1) permet de définir ϕ?σ
pour chaque fonction ϕ ∈ Lp(Rd). De plus ϕ?σ ∈ Lp(Rd) et l’inégalité (5.1.1) reste
valable. Cela est expliqué, avec tous les détails techniques, dans l’appendice A.

Remarque 5.1.4. — Les restrictions sur d et p du théorème sont strictes comme le
montrent les exemples suivants.
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– Lorsque d = 1, on a σr ·ϕ(x) =
1
2
[ϕ(x+r)+ϕ(x−r)] et seulement une inégalité

en norme uniforme est satisfaite. En effet, si ϕ ∈ S(R) est positive et ϕ(0) = 1,
on a ϕ?σ ≥ 1

2 partout.
On voit de plus que, pour une fonction définie seulement presque partout, la

famille (σr · ϕ)r>0 n’est définie en aucun point.
– Pour d ≥ 2, on considère une fonction ϕ ∈ S(Rd), positive, et telle que ϕ(x) ≥ 1

si la norme euclidienne |x| de x est inférieure à 1.
Soit alors x ∈ Rd avec |x| ≥ 1. Écrivons x = rη avec η ∈ Sd−1 et r ≥ 1. On a

σr · ϕ(x) =
∫
Sd−1

ϕ(x− rξ) dσ(ξ)

≥
∫
{ξ∈Sd−1 ; |ξ−η|≤1/r}

dσ(ξ) ≥ Cr1−d

où C est une constante ne dépendant que de la dimension. Il en résulte que la
fonction ϕ?σ est minorée à l’infini par C

|x|d−1 et n’est pas dans l’espace Lp(Rd)
lorsque p ≤ d

d−1 .

Remarque 5.1.5. — Si on remplace la sphère par la frontière de l’hypercube, on voit
facilement que l’inégalité maximale est fausse. La propriété de courbure de l’hyper-
surface sur laquelle on fait la moyenne joue un rôle essentiel (voir les références en fin
de chapitre).

La démonstration du théorème 5.1.2 utilise deux méthodes classiques d’analyse
réelle : dans un premier temps, nous aurons recours à une fonction de Littlewood-
Paley auxiliaire et démontrerons le théorème dans le cas p ≥ 2 et d ≥ 4. Nous allierons
ensuite cette démonstration à une décomposition de Littlewood-Paley pour établir le
théorème dans le cas d ≥ 3.

5.1.2. La démonstration dans un cas simple : p ≥ 2 et d ≥ 4. — Nous
reproduisons ici la démonstration de E. M. Stein.

Sans avoir l’ambition de donner un historique de ces méthodes, rappelons que le
terme de fonction de Littlewood-Paley fonction de Littlewood-Paley a été d’abord
utilisé pour la fonction g(f) associée à une fonction f de L2(Rd), définie par

g(f)(x) =
(∫ ∞

0

t|∂tu(x, t)|2dt
)1/2

,

où u est le prolongement harmonique de f dans le demi-espace supérieur Rd+1
+ . Celui-

ci est donné par la convolution en la variable x avec le noyau de Poisson, u(x, t) =
Pt ∗ f(x). Le noyau de Poisson, qui est harmonique dans le demi-espace supérieur et
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a pour valeur au bord la masse de Dirac en 0, est donné par

(5.1.2) Pt(x) =
cdt

(|x|2 + t2)
d+1
2

,

la constante cd étant choisie de sorte que l’intégrale en x soit égale à 1. Le lecteur
intéressé peut consulter le livre de Stein [Ste70a, pages 61 et 82], ainsi que le livre
de Zygmund [Zyg02].

Pour généraliser cette définition, on remarque que t∂tu(x, t) peut encore s’écrire
ψt∗f(x), où ψt se déduit d’une même fonction ψ par homogénéité : ψt(x) = t−dψ(x/t).
Par extension, on appelle fonction de Littlewood-Paley associée à f , et on note encore
quelquefois g(f), la fonction

gψ(f)(x) =
(∫ ∞

0

|ψt ∗ f(x)|2 dt
t

)1/2

,

où ψ est une fonction de L1(Rd) telle qu’il existe une constante Cψ pour laquelle, pour
tout ξ ∈ Rd non nul,

(5.1.3)
(∫ ∞

0

|ψ̂(tξ)|2 dt
t

)1/2

≤ Cψ.

Cette condition intervient de façon très naturelle du fait de l’identité suivante, dont
la démonstration est une conséquence immédiate de l’identité de Plancherel :

‖gψ(f)‖22 =
∫
|f̂(ξ)|2

(∫ ∞

0

|ψ̂(tξ)|2 dt
t

)
dξ.

Ainsi, sous la condition (5.1.3), on a, quel que soit f ∈ L2(Rd),

(5.1.4) ‖gψ(f)‖2 ≤ Cψ‖f‖2.

Remarquons que dans le cas de la fonction de Littlewood-Paley classique, où ψ̂(ξ) =
−2π|ξ|e−2π|ξ|, le membre de gauche de (5.1.3) est égal à 1/2 pour tout ξ 6= 0.

Ainsi, lorsque la condition (5.1.3) est réalisée, la norme de gψ(f) dans L2(Rd) est
contrôlée par celle de f . Sous des hypothèses de régularité sur ψ, on peut montrer qu’il
y a également équivalence des normes dans Lp, ces espaces devant être remplacés par
les espaces de Hardy si p ≤ 1 (voir [Ste93]). Enfin, remarquons que l’inégalité (5.1.4)
est encore valable lorsque ψ est une distribution tempérée dont la transformée de
Fourier satisfait à la condition (5.1.3), à condition qu’on suppose a priori la fonction
f dans la classe de Schwartz. C’est dans ces conditions que nous allons d’abord
l’utiliser.

Commençons par donner une démonstration du théorème 5.1.2 dans le cas simple
où d ≥ 4 et p = 2. Par interpolation (théorème 1.2.2) avec le cas trivial p = +∞, on
obtiendra le théorème pour 2 ≤ p ≤ +∞.
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L’idée de Stein est de relier les moyennes sur les sphères aux moyennes sur les
boules. Le passage de l’un à l’autre se fait à l’aide de la fonctionnelle de Littlewood-
Paley généralisée que nous venons d’introduire : pour ϕ ∈ S(Rd), on note

g(ϕ)(x) =

(∫ ∞

0

s

∣∣∣∣ d
ds

(σs · ϕ)(x)
∣∣∣∣2 ds

)1/2

.

Le lien obtenu s’énonce alors de la manière suivante.

Lemme 5.1.6. — Pour toute fonction ϕ ∈ S(Rd), pour tout r > 0 et pour x ∈ Rd,

|σr · ϕ(x)| ≤ |βr · ϕ(x)|+ 1√
2d
g(ϕ)(x),

où βr désigne la moyenne sur la boule de rayon r.

Démonstration. — Pour r > 0 et x ∈ Rd, on a

σr · ϕ(x) = r−d
∫ r

0

d
ds
(
sdσs · ϕ(x)

)
ds

= dr−d
∫ r

0

sd−1σs · ϕ(x) ds+ r−d
∫ r

0

sd
d
ds

(σs · ϕ)(x) ds

= βr · ϕ(x) + r−d
∫ r

0

sd
d
ds

(σs · ϕ)(x) ds.

On a donc

|σr · ϕ(x)| ≤ |βr · ϕ(x)|+ r−d
(∫ r

0

s2d−1ds
)1/2

×

(∫ ∞

0

s

∣∣∣∣ d
ds

(σs · ϕ)(x)
∣∣∣∣2 ds

)1/2

≤ |βr · ϕ(x)|+ 1√
2d
g(ϕ)(x).

Les inégalités maximales L2 pour les moyennes sur les sphères découlent alors des
inégalités maximales L2 pour les moyennes sur les boules et du lemme suivant.

Lemme 5.1.7. — Pour d ≥ 4, il existe une constante C = Cd > 0 telle que, pour
toute fonction ϕ ∈ S(Rd),

‖g(ϕ)‖p ≤ C‖ϕ‖p.

La démonstration de ce lemme utilise les relations entre la transformée de Fourier
de la mesure σ et les fonctions de Bessel, données par le lemme suivant :

Lemme 5.1.8. — Notons Jν la fonction de Bessel d’ordre ν. La transformée de
Fourier de σ est donnée par :

(5.1.5) ∀ρ ≥ 0, ∀ξ ∈ Sd−1, σ̂(ρξ) = 2πρ1−d/2J(d/2)−1(2πρ).
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En particulier, on a les estimations suivantes, lorsque ρ tend vers l’infini :

(5.1.6) σ̂(ρξ) = O
(
(1 + ρ)−

d−1
2
)

et

(5.1.7) ρ
∂

∂ρ
σ̂(ρξ) = O

(
(1 + ρ)−

d−1
2 +1

)
.

Démonstration du lemme 5.1.8. — La formule (5.1.5) est classique (voir par exemple
[SW71], [Ste93, page 347]). Les propriétés des fonctions de Bessel que nous utilisons
ici se trouvent dans de nombreux ouvrages. Le lecteur pourra par exemple consulter
[Leb72, Section 5.3] ou Stein-Weiss [SW71]. L’estimation (5.1.6) résulte alors de
Jν(ρ) = O

(
1√
ρ

)
. Enfin, en utilisant la formule classique

d
dρ
ρ−νJν(ρ) = −ρ−νJν+1(ρ),

on obtient (5.1.7).

Démonstration du lemme 5.1.7. — On a

σr · ϕ(x) = ϕ ∗ σr(x).

Il en résulte que

σ̂r · ϕ(ξ) = ϕ̂(ξ)× σ̂(rξ).

Comme ϕ ∈ S(Rd), la transformée de Fourier de
d
dr

(σr · ϕ) au point ξ est égale à

ϕ̂(ξ)× d
dr
σ̂(rξ).

Par le théorème de Plancherel, on a donc∫
Rd

∣∣∣∣ d
dr

(σr · ϕ)(x)
∣∣∣∣2 dx =

∫
Rd

|ϕ̂(ξ)|2
∣∣∣∣ d
dr
σ̂(rξ)

∣∣∣∣2dξ.
En multipliant par r et en intégrant par rapport à r, on obtient∫

Rd

|g(ϕ)(x)|2dx =
∫
Rd

|ϕ̂(ξ)|2
∫ ∞

0

r

∣∣∣∣ d
dr
σ̂(rξ)

∣∣∣∣2drdξ
à l’aide du théorème de Fubini. Il suffit, pour conclure, de montrer que∫ ∞

0

r

∣∣∣∣ d
dr
σ̂(rξ)

∣∣∣∣2dr
est fini, ce qui résulte immédiatement de (5.1.7) puisque d ≥ 4.
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5.1.3. La démonstration pour d ≥ 3. — Nous allons maintenant modifier la
démonstration précédente pour obtenir le théorème 5.1.2 dans le cas d ≥ 3 et p > d

d−1 .
Notons qu’il suffit d’établir ce théorème pour d

d−1 < p ≤ 2, les autres cas s’obtenant
alors par interpolation avec le cas trivial p = +∞. Pour cela, nous suivons l’idée de
Rubio de Francia qui utilise, en plus des techniques développées dans la section 5.1.2,
une décomposition de Littlewood-Paley.

5.1.3.1. Décomposition de Littlewood-Paley. — Nous voulons étudier l’opérateur

ϕ?σ = sup
r>0

∣∣(ϕ̂(·)σ̂(r·)
)∨∣∣,

où ∨ désigne la transformée de Fourier inverse. Nous allons décomposer la fonction
σ̂ dans des couronnes dyadiques. Pour cela, fixons une fonction ψ0 ∈ S(Rd) qui soit
la transformée de Fourier d’une fonction radiale, de classe C∞, à support compact.
Supposons de plus que ψ0(0) = 1 et que, pour 1 ≤ i < d

2 ,(
∂i

∂ri
ψ0

)
(0) = 0

où ∂
∂r désigne la dérivation dans la direction radiale. (1)

On peut obtenir une telle fonction en partant d’une fonction ψ qui est la trans-
formée de Fourier d’une fonction C∞ à support compact radiale, et telle que ψ(0) 6= 0,
puis en posant, pour ξ ∈ Sd−1,

ψ0(rξ) =

[d/2]∑
j=0

ajr
j

ψ(rξ)

où les aj sont choisis, comme solutions d’un système linéaire triangulaire, pour avoir
ψ0(0) = 1 et le nombre voulu de dérivées nulles ([d/2] étant la partie entière de d/2).

Posons maintenant ψ1(ξ) = ψ0(ξ/2)− ψ0(ξ) et, pour j ≥ 1, ψj(ξ) = ψ1(2−(j−1)ξ).
Ainsi, ψj est encore radiale. Elle est dans S(Rd), et c’est la transformée de Fourier
d’une fonction C∞ à support compact. De plus, il existe η, c > 0 tels que,

(5.1.8) pour |ξ| < η, |ψ1(ξ)| ≤ c|ξ|d/2.

Enfin, on a, pour tout ξ ∈ Rd,
+∞∑
j=0

ψj(ξ) = 1.

Posons mj = σ̂ψj et notons σj la fonction dans S(Rd) telle que σ̂j = mj . Soit σj,r la

fonction déduite par homogénéité : σj,r(x) =
1
rd
σj(x/r). Pour ϕ ∈ S(Rd), rappelons

(1)Pour démontrer le théorème 5.1.2 dans le cas d ≥ 3, on pourrait se contenter de prendre ψ0 ∈ S(Rd)

telle que 0 ≤ ψ0 ≤ 1, ψ0(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1 et ψ0(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 2, ce qui simplifirait un peu la

démonstration. Mais ce choix interdirait que ψ0 soit la transformée de Fourier d’une fonction à

support compact. L’intérêt du choix que nous effectuons apparâıtra dans la section 5.1.4.
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que σj,r · ϕ = σj,r ∗ ϕ. On pose ϕ?σj
(x) = supr>0 |σj,r · ϕ(x)|. On a alors

(5.1.9) ϕ?σ ≤
+∞∑
j=0

ϕ?σj
.

Pour démontrer le théorème 5.1.2, il suffit donc d’établir une inégalité maximale de
la forme

(5.1.10)
∥∥∥ϕ?σj

∥∥∥
p
≤ Cj,p‖ϕ‖p

avec
∑
j Cj,p < +∞.

Ceci sera obtenu en trois étapes. D’une part, le fait que ψ0 ∈ S(Rd) permet de
comparer ϕ?σj

à un multiple de la fonction maximale de Hardy-Littlewood. Ceci nous
permet d’établir, pour j ≥ 0, une inégalité de type faible (1, 1) :

(5.1.11)
∣∣∣{ϕ?σj

> α}
∣∣∣ ≤ Cj,1

α
‖ϕ‖1.

avec des constantes Cj,1 qui croissent suffisamment lentement avec j.
Ensuite, en utilisant les propriétés de décroissance de σ̂ et la localisation des ψj ,

on obtient, pour j ≥ 1,

(5.1.12)
∥∥∥ϕ?σj

∥∥∥
2
≤ Cj,2‖ϕ‖2.

avec des constantes Cj,2 qui décroissent vite quand j → +∞.
Après interpolation, entre ces deux inégalités pour j ≥ 1 et entre la première

inégalité et l’inégalité de type fort (∞,∞) pour j = 0, on obtient (5.1.10) avec des
constantes Cj,p satisfaisant à

∑
j Cj,p < +∞ lorsque p > d

d−1 et d ≥ 3.

5.1.3.2. Comparaison de ϕ?σj
avec d’autres fonctions maximales. — Nous allons mon-

trer que ϕ?σj
est majorée par la fonction maximale de Hardy-Littlewood en utilisant la

décroissance de σ̂. Pour cela, commençons par majorer ϕ?σj
par la fonction maximale

de Poisson donnée par
ϕ?P = sup

r>0
Pr ∗ |ϕ|

où Pr est le noyau de Poisson de Rd donné en (5.1.2).

Lemme 5.1.9. — Il existe une constante C = Cd telle que, pour tout ϕ ∈ S(Rd), et
tout j ≥ 0,

ϕ?σj
≤ C2jϕ?P .

Démonstration. — Pour établir le lemme 5.1.9, il nous suffit de montrer que

|σj(x)| ≤ C
2j

(1 + |x|)d+1
.

Rappelons que σj = σ ∗ ψ̌j où, pour j ≥ 1, ψ̌j(x) = 2(j−1)dψ̌1(2j−1x). Comme ψ̌0 et
ψ̌1 sont des fonctions C∞ à support compact, on peut majorer |ψ̌0(x)| et |ψ̌1(x)| par

C
(1+|x|)d+1 . Le lemme 5.1.9 découle alors du lemme suivant.
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Lemme 5.1.10. — Il existe une constante C = Cd > 0 telle que, pour tout j ≥ 0 et
tout x ∈ Rd, ∫

Sd−1

2jd

(1 + 2j |x− ξ|)d+1
dσ(ξ) ≤ C

2j

(1 + |x|)d+1
.

Démonstration. — Pour |x| > 2, on a |x − ξ| ≥ |x|
2 et on en déduit aisément une

estimation en 2−j |x|−d−1 qui permet de conclure.
Supposons donc |x| ≤ 2 et montrons que l’intégrale est majorée par C2j . Pour

cela, on la découpe suivant des couronnes dyadiques et on la majore par

2jd
∫
|ξ−x|≤2−j

dσ(ξ) +
+∞∑
k=0

2jd2−(d+1)k

∫
|ξ−x|≤2k−j+1

dσ(ξ).

On conclut en remarquant que σ
(
{ξ ; |ξ − x| < r}

)
≤ Cdr

d−1.

Il est bien connu qu’on peut majorer la fonction maximale de Poisson par la fonction
maximale de Hardy-Littlewood ϕ?β :

Lemme 5.1.11. — Il existe une constante C = Cd telle que, pour tout ϕ ∈ S(Rd),

ϕ?P ≤ Cϕ?β .

Bien qu’on trouve cette dernière majoration dans tous les livres sur les espaces de
Hardy, donnons-en rapidement la démonstration.

Démonstration. — Par invariance par translation et par dilatation, il suffit de mon-
trer que pour une fonction ϕ positive,∫

Rd

ϕ(x)

(1 + |x|2) d+1
2

dx ≤ Cϕ?β(0)

avec une constante C indépendante de ϕ. On découpe cette intégrale sur des couronnes
dyadiques pour la majorer par∫

|x|≤1

ϕ(x) dx+
+∞∑
k=0

2−k(d+1)

∫
2k≤|x|≤2k+1

ϕ(x) dx.

Mais
∫
|x|≤1

ϕ(x) dx est majorée par |B(0, 1)|ϕ?β(0) tandis que chacune des intégrales

suivantes est majorée par

|B(0, 2k+1)|ϕ?β(0) = 2(k+1)d|B(0, 1)|ϕ?β(0).

La majoration cherchée en découle aisément.

En combinant les inégalités obtenues dans les lemmes 5.1.9 et 5.1.11 avec les esti-
mations de la fonction maximale de Hardy-Littlewood données par le théorème 3.1.2,
nous obtenons le lemme suivant :
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Lemme 5.1.12. — Il existe une constante C = Cd telle que, pour tout ϕ ∈ S(Rd),
tout j ≥ 0 et tout α > 0, on a

(5.1.11)
∣∣∣{ϕ?σj

> α}
∣∣∣ ≤ C2j

α
‖ϕ‖1.

5.1.3.3. Estimation de
∥∥∥ϕ?σj

∥∥∥
L2(Rd)

. —

Notations. — Pour ϕ ∈ S(Rd), nous considérons σj,r · ϕ = σj,r ∗ ϕ, de sorte que
σ̂j,r · ϕ(ξ) = ϕ̂(ξ)×mj(rξ). Notons

Gj(ϕ)(x) =
(∫ +∞

0

|σj,r · ϕ(x)|2 dr
r

)1/2

la fonction g de Littlewood-Paley associée.
Posons σ̃j,r(x) = r d

drσj,r(x) et σ̃j,r · ϕ = σ̃j,r ∗ ϕ. Introduisons enfin la fonction g

associée :

gj(ϕ)(x) =
(∫ +∞

0

|σ̃j,r · ϕ(x)|2 dr
r

)1/2

=

(∫ +∞

0

r

∣∣∣∣ d
dr
σj,r · ϕ(x)

∣∣∣∣2dr
)1/2

.

Nous allons comparer
∥∥∥ϕ?σj

∥∥∥
2

et ‖Gj(ϕ)‖2. Notons que, avec l’identité de Plancherel
et le théorème de Fubini, on a

‖Gj(ϕ)‖22 =
∫ +∞

0

∫
Rd

|ϕ̂(ξ)mj(rξ)|2dξ
dr
r

=
∫
Rd

|ϕ̂(ξ)|2
(∫ +∞

0

|mj(rξ)|2
dr
r

)
dξ.

D’autre part, l’estimation (5.1.6) donne∫ +∞

0

|mj(rξ)|2
dr
r
≤ C

∫ +∞

0

|ψj(rξ)|2

(1 + |rξ|)d−1

dr
r

= C

∫ +∞

0

|ψ1 (sξ/|ξ|)|2

(1 + 2j−1s)d−1

ds
s

avec le changement de variable s = 2−j+1r|ξ|. Mais alors,∫ +∞

0

|mj(rξ)|2
dr
r
≤ C2−j(d−1)

∫ +∞

0

|ψ1 (sξ/|ξ|)|2

sd
ds,

et cette dernière intégrale est finie grâce à (5.1.8) et à la décroissance en l’infini de
ψ1. Il en résulte que

(5.1.13) ‖Gj(ϕ)‖22 ≤ Cd2−j(d−1)‖ϕ‖22.

Le même raisonnement, en remplaçant mj par 〈ξ,∇mj(ξ)〉 et l’estimation (5.1.6)
par (5.1.7) nous donne

(5.1.14) ‖gj(ϕ)‖2 ≤ cd2j(1−
d−1
2 )‖ϕ‖2.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme suivant :
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Lemme 5.1.13. — Il existe une constante C = Cd telle que, pour tout entier j ≥ 1
et toute fonction ϕ ∈ S(Rd), on a

(5.1.12)
∥∥∥ϕ?σj

∥∥∥
2
≤ C2−(d−2)j/2‖ϕ‖2.

Démonstration. — Comme lim
r→+∞

σj,r · ϕ = 0, on a

σj,r · ϕ(x)2 = −2
∫ +∞

r

σj,s · ϕ(x)
d
ds
σj,s · ϕ(x) ds

= −2
∫ +∞

r

σj,s · ϕ(x) σ̃j,s · ϕ(x)
ds
s

≤ 2
∫ +∞

0

|σj,s · ϕ(x)||σ̃j,s · ϕ(x)| ds
s
.

Avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

sup
r>0

|σj,r · ϕ(x)|2 ≤ 2Gj(ϕ)(x) gj(ϕ)(x).

En intégrant sur Rd et en utilisant encore l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient∥∥∥ϕ?σj

∥∥∥2

2
≤ 2‖Gj(ϕ)‖2‖gj(ϕ)‖2 ≤ Cd2−j(d−2)‖ϕ‖22,

avec (5.1.13) et (5.1.14).

5.1.3.4. Conclusion. — Nous avons établi une inégalité de type faible (1, 1) pour ϕ?σj

dans le lemme ??. Par ailleurs, pour j ≥ 1 une inégalité de type fort (2, 2) a été
obtenue dans le lemme ??.

Par interpolation entre ces deux inégalités on obtient, pour chaque 1 < p ≤ 2, une
constante C = Cp,d ne dépendant que de p et de la dimension d, telle que, pour tout
ϕ ∈ S(Rd), et tout j ≥ 1,

(5.1.15)
∥∥∥ϕ?σj

∥∥∥
p
≤ C2( d

p−d+1)j‖ϕ‖p.

L’interpolation entre l’inégalité de type faible (1, 1) et l’inégalité de type fort (∞,∞)
montre que (5.1.15) est encore vraie pour j = 0.

Mais alors, si dp − d+ 1 < 0, i.e. si p > d
d−1 , la série

(5.1.16)
∑
j≥0

2( d
p−d+1)j

converge. Ainsi, en combinant (5.1.9) et (5.1.15), on obtient

‖ϕ?σ‖p ≤ C‖ϕ‖p.

ce qui conclut la démonstration du théorème 5.1.2 dans le cas d ≥ 3.
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Remarque 5.1.14. — Pour pouvoir appliquer le théorème d’interpolation, il nous
faut 1 < p ≤ 2. Comme il nous faut également p > d

d−1 pour avoir convergence de la
somme (5.1.16), on voit que cette démonstration n’est valide que si d ≥ 3.

La principale difficulté pour démontrer ce théorème en dimension d = 2 provient du
fait qu’il n’est pas valide pour p = 2. Ceci rend très difficile l’utilisation de l’analyse
de Fourier.

5.1.4. Le théorème ergodique pour les sphères. — Dans cette section, nous
supposons que Rd agit sur un espace (X,B,m) en préservant la mesure de probabilité
m. Le théorème ergodique ponctuel, dû à R. Jones si d ≥ 3 et à M. Lacey si d = 2
s’énonce comme suit :

Théorème 5.1.15. — Soit d ≥ 2 et p > d
d−1 . Pour tout f ∈ Lp(X,m), σr · f tend

presque partout, lorsque r tend vers l’infini, vers E(f |I), l’espérance conditionnelle
de f relativement à la tribu des invariants I.

Pour donner un sens à l’énoncé précédent, il faut déjà savoir que si d ≥ 2, p > d
d−1

et f ∈ Lp(X,m), alors la famille (σr · f)r>0 est m-presque sûrement bien définie.
C’est garanti par l’inégalité maximale du théorème 5.1.2, d’après le théorème 2.3.1.

Remarque 5.1.16. — En ce qui concerne le théorème ergodique en moyenne, un
argument de densité déjà utilisé dans la remarque 1.3.5 montre qu’il s’étend à tous
les espaces Lp, p ≥ 1, une fois établi dans L2. Un argument classique de théorie
spectrale, et les seuls faits que σ̂r(0) = 1 et limr→+∞ σ̂r(ξ) = 0 pour tout ξ 6= 0,
suffisent pour démontrer le théorème ergodique en moyenne dans L2, c’est-à-dire que
pour tout f ∈ L2(X,m), on a

(5.1.17) lim
r→+∞

‖σr · f − E(f |I)‖2 = 0.

En effet soit mf la mesure spectrale sur Rd associée à f et à la représentation
unitaire de Rd dans L2(X,m) définie par l’action de Rd sur (X,B,m). On a alors

‖σr · f‖22 =
∫
Rd

|σ̂r(ξ)|2 dmf (ξ).

Si f est invariante par l’action de Rd, l’égalité (5.1.17) est bien sûr vraie. Si f est
orthogonale à l’espace des fonctions invariantes, l’origine de Rd est de masse nulle
relativement à mf (voir le lemme B.2.3 de l’appendice B). Le théorème de convergence
dominée de Lebesgue permet de conclure que limr→+∞ ‖σr · f‖2 = 0 dans ce cas.

Nous utiliserons à nouveau cette méthode spectrale dans les chapitres suivants,
pour les actions du groupe libre Fd (théorème 6.2.1) et du groupe SOo(d, 1) des
isométries de l’espace hyperbolique réel (théorème 7.1.1).

Nous ne démontrerons le théorème 5.1.15 que dans le cas d ≥ 3. Les moyennes
n’étant pas effectuées sur des familles de Følner, ce théorème n’est pas une conséquence
de l’inégalité maximale. Notre démonstration prolonge celle que nous avons donnée
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pour l’inégalité maximale. Elle peut s’adapter immédiatement aux mesures radiales
dont la transformée de Fourier décroit suffisamment vite à l’infini. Elle est plus simple
que celle de R. Jones, même si elle repose sur le même principe, à savoir l’utilisation
du théorème ergodique de Wiener. Cela se fait comme dans l’article de Jones à l’aide
du lemme suivant, qui utilise les liens entre moyennes sphériques et moyennes sur des
boules.

Lemme 5.1.17. — Soit k ∈ C∞(Rd) une fonction radiale à support compact et, pour
r > 0, soit Kr l’opérateur défini sur Lp(X,m) par

Krf(x) =
∫
Rd

f
(
(rg)x

)
k(g) dg =

∫
Rd

f(gx)kr(g) dg = kr · f(x),

où kr(g) = 1
rd k(g/r). Alors, pour tout p ≥ 1 et pour tout f ∈ Lp(X,m), on a

lim
r→+∞

Krf =
(∫

Rd

k(y) dy
)
E(f |I)

presque partout.

Démonstration. — Rappelons que σ est la mesure de Lebesgue normalisée sur la
sphère Sd−1. En écrivant k(g) = k0(|g|) et en passant en coordonnées polaires, on a
donc

Krf(x) = d|B(0, 1)|
∫ +∞

0

k0(ρ)ρd−1

∫
Sd−1

f
(
(rρζ)x

)
dσ(ζ) dρ.

Comme k0 est à support compact, une intégration par parties donne alors

Krf(x) = −
∫ +∞

0

k
′

0(ρ)
(
d|B(0, 1)|

∫ ρ

0

td−1

∫
Sd−1

f
(
(rtζ)x

)
dσ(ζ) dt

)
dρ

= −
∫ +∞

0

k
′

0(ρ)r
−d
∫
B(0,rρ)

f
(
gx
)
dg dρ

en repassant en coordonnées cartésiennes. Comme |B(0, rρ)| = (rρ)d|B(0, 1)|, on en
déduit que

Krf(x) = −|B(0, 1)|
∫ +∞

0

k
′

0(ρ)ρ
dβrρ · f(x) dρ.

D’après le théorème de Wiener, βrρ · f(x) tend vers E(f |I) presque partout quand r
tend vers +∞. Avec le théorème de convergence dominée, il en résulte que

lim
r→+∞

Krf = −|B(0, 1)|
(∫ +∞

0

k
′

0(ρ)ρ
ddρ
)
E(f |I)

presque partout. Une nouvelle intégration par parties et un passage en coordonnées
cartésiennes donnent alors

lim
r→+∞

Krf =
(∫

Rd

k(y) dy
)
E(f |I)

presque partout, ce qui conclut la démonstration du lemme.
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Démonstration du théorème 5.1.15. — Nous conservons les notations de la section
5.1.3. Le lemme 5.1.17, appliqué à k = σj , donne

lim
r→+∞

σj,r · f = E(f |I) si j = 0 et lim
r→+∞

σj,r · f = 0 sinon,

puisque
∫
Rd

σj(u) du = σ̂j(0) vaut 1 si j = 0 et 0 sinon.

Rappelons enfin que σj est à support compact(2). Par suite, pour tout R > 0,
les opérateurs ϕ?σj ,R

= sup0<r<R |σj,r · ϕ| sont semi-locaux et on peut appliquer le
principe de transfert à l’inégalité (5.1.15) (voir la remarque 2.3.4). Il existe donc
C > 0 tel que, pour tous j ≥ 0, R > 0 et tout f ∈ Lp(X), (1 < p ≤ 2),∥∥∥∥ sup

0<r<R
|σj,r · f |

∥∥∥∥
p

≤ C2( d
p−d+1)j‖f‖p.

En interpolant cette inégalité avec l’inégalité (triviale) de type fort (∞,∞), on en
déduit que, pour tout p > d

d−1 , il existe C,Q > 0 tels que, pour tous j ≥ 0, R > 0 et
tout f ∈ Lp(X), ∥∥∥∥ sup

0<r<R
|σj,r · f |

∥∥∥∥
p

≤ C2−Qj‖f‖p.

Le membre de droite ne dépendant pas de R, on a également∥∥∥∥ sup
0<r<+∞

|σj,r · f |
∥∥∥∥
p

≤ C2−Qj‖f‖p.

Il en résulte que∥∥∥∥∥∥ sup
0<r<+∞

∣∣∣∣∣∣σr · f −
J∑
j=0

σj,r · f

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∥
+∞∑

j=J+1

sup
0<r<+∞

|σj,r · f |

∥∥∥∥∥∥
p

→ 0

quand J → +∞.
Pour voir que limr→+∞ σr · f = E(f |I) presque partout, introduisons ∆f(x) =

limR→+∞ supr≥R |σr · f(x)− E(f |I)(x)|. Pour tout entier J , nous avons, pour presque
tout x,

∆f(x) ≤ lim
R→+∞

sup
r≥R

∣∣∣∣∣∣σr · f(x)−
J∑
j=0

σj,r · f(x)

∣∣∣∣∣∣
+ lim
R→+∞

sup
r≥R

∣∣∣∣∣∣
J∑
j=0

σj,r · f(x)− E(f |I)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

0<r<+∞

∣∣∣∣∣∣σr · f(x)−
J∑
j=0

σj,r · f(x)

∣∣∣∣∣∣
(2)Nous avons pris ψ0 (et donc ψj) transformée de Fourier d’une fonction à support compact. C’est

ici que ce choix devient crucial.
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puisque

lim
r→+∞

J∑
j=0

σj,r · f = E(f |I).

On en déduit que ∆f = 0 presque partout, c’est-à-dire que σr · ϕ converge presque
partout vers E(f |I). Ceci conclut la démonstration du théorème de Jones.

5.2. Inégalités maximales pour les sphères de Zd

Pour un réel r > 0, la sphère de Zd de rayon r est, par définition, l’ensemble
{n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd ; |n|2 =

∑
n2
i = r2}. Nous noterons Nd(r) son cardinal et Λ

l’ensemble {r > 0 ; Nd(r) 6= 0}. Si r ∈ Λ, alors r2 ∈ N et Nd(r) est le nombre de
décompositions de r2 en somme de d carrés d’entiers. (On s’écarte donc de la notation
classique en théorie des nombres). Pour d ≥ 4, Λ est exactement l’ensemble des réels
strictement positifs de carré entier (théorème de Lagrange) et, pour d ≥ 5 on a des
inégalités ([Gro85], [Wal57])

C ′dr
d−2 ≤ Nd(r) ≤ Cdr

d−2, r ∈ Λ.

Les opérateurs de moyenne sur les sphères de Zd sont les opérateurs de convolution
définis, pour toute fonction f sur Zd par

Arf(n) =
1

Nd(r)

∑
|`|=r

f(n− `), r ∈ Λ.

La fonction maximale associée à cette famille est

A?f(n) = sup
r∈Λ

|Arf(n)| .

Le résultat est alors le suivant :

Théorème 5.2.1. — L’opérateur maximal A? est borné de `p(Zd) dans `p(Zd) si et
seulement si d ≥ 5 et p > d

d−2 .

Remarque 5.2.2. — Comme on voit, les limites de validité de ce théorème sont
différentes de celles du théorème correspondant sur les sphères de Rd. La limitation
portant sur la dimension est clairement en rapport avec la régularité de la fonction
Nd qui demande d ≥ 5. Quant à la condition p > d

d−2 (au lieu de p > d
d−1 dans le cas

des sphères de Rd), elle est liée à l’ordre de grandeur en rd−2 du cardinal de la sphère
de Zd de rayon r. Pour voir que ces limitations sont optimales, il suffit de considérer
la fonction de Dirac en 0, δ0. Alors, pour n ∈ Zd non nul, A|n|δ0(n) = 1

Nd(|n|) . Or,
d’après un résultat classique [HW79, p. 314], on a N4(2k) = 24, pour tout k ≥ 1.
Pour d ≤ 4, Nd ≤ N4 et A?δ0 n’est donc dans aucun `p(Zd) pour p <∞. Pour d ≥ 5,

comme A?δ0(n) ≥ 1
Nd(|n|) ≥

C−1
d

|n|d−2 , pour tout n ∈ Zd, A?δ0 ne peut appartenir à
`p(Zd) que si p > d

d−2 .
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On suppose donc désormais que d ≥ 5. Modifiant légèrement la notation, on
remplacera les moyennes sur les sphères de Zd par les opérateurs équivalents

Arf(n) =
1

rd−2

∑
|`|=r

f(n− `), r ∈ Λ

et on notera encore A? l’opérateur maximal qui leur est associé. La démonstration du
théorème 5.2.1 consiste à se ramener in fine au théorème maximal pour les sphères
de Rd. On utilise pour cela un théorème de comparaison entre certains opérateurs
de convolution sur Rd et une version discrétisée de ceux-ci. Nous commencerons par
donner en préliminaire, comme dans [MSW02], ces outils généraux qui relèvent de
l’analyse harmonique classique. Ensuite, la démarche consistera à décomposer les
opérateurs Ar suivant les idées de la méthode du cercle de Hardy et Littlewood, puis
à approcher les opérateurs apparaissant dans cette décomposition par des opérateurs
de convolution par les mesures uniformes sur les sphères de Rd.

Notations 5.2.3. — Dans la suite de cette section on notera Q le cube ] − 1
2 ,

1
2 ]d,

domaine fondamental de Zd dans Rd. On utilisera le même symbole ∧ pour les trans-
formées de Fourier des mesures et fonctions sur Rd et celles des fonctions sur Zd.
Ainsi, on écrira σ̂r(ξ) =

∫
Rd e

−2πix·ξdσr(x) pour la transformée de Fourier de la prob-
abilité uniforme sur la sphère de Rd de rayon r et, pour une fonction f ∈ `1(Zd), on
aura f̂(ξ) =

∑
n∈Zd f(n)e−2iπn·ξ ; cette dernière fonction pourra être vue suivant les

cas comme une fonction sur Q ou comme une fonction Zd-périodique sur Rd.

5.2.1. Opérateurs de convolution sur Rd et Zd. — Nous allons définir deux
opérations, sur les fonctions et sur les opérateurs de convolution, permettant les pas-
sages entre Zd et Rd. Nous nous placerons dans le cadre des fonctions à valeurs
vectorielles qui sera nécessaire pour la démonstration du théorème maximal.

5.2.1.1. Extension de fonctions de Zd à Rd. — On définit d’abord un opérateur stan-
dard de prolongement des fonctions de `1B(Zd), (à valeurs dans un espace de Banach
B), en fonctions définies sur Rd, par convolution avec un bon noyau. Considérons
pour cela la fonction ∆ définie, pour tout x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, par

∆(x) =
d∏
i=1

(
sinπxi
πxi

)2

et dont la transformée de Fourier

∆̂(ξ) =
d∏
i=1

(1− |ξi|)+

a son support dans le cube 2Q. La décroissance à l’infini de la fonction ∆ permet de
trouver une constante A1 pour laquelle on a∫

Rd

∆(x)dx ≤ A1 et sup
x∈Rd

∑
n∈Zd

∆(x− n) ≤ A1.
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D’autre part, fixons pour toute la suite une fonction D sur Rd dont la transformée de
Fourier D̂ est de classe C∞, à support compact et égale à 1 sur le cube 2Q, de telle
sorte qu’on ait l’égalité D̂∆̂ = ∆̂ et donc D ∗ ∆ = ∆. Soit A2 une constante pour
laquelle on a ∫

Rd

|D(x)|dx ≤ A2 et sup
x∈Rd

∑
n∈Zd

|D(x− n)| ≤ A2.

À toute fonction f ∈ `1B(Zd) on associe son prolongement à Rd défini par

fext(x) =
∑
n∈Zd

f(n)∆(x− n).

On voit aisément dans ces conditions que l’on a, pour tout n ∈ Zd,

fext(n) = f(n),

∫
Rd

fext(x)D(n− x)dx =
∑
m∈Zd

f(m)
∫
Rd

∆(x−m)D(n− x)dx

=
∑
m∈Zd

f(m)∆(n−m)

= f(n)

et, pour tout ξ ∈ Rd,

f̂ext(ξ) = f̂(ξ)∆̂(ξ).

On a alors

Lemme 5.2.4. — Soit f ∈ `pB(Zd)), avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors fext ∈ LpB(Rd) et

A−1‖f‖`pB ≤ ‖fext‖Lp
B
≤ A‖f‖`pB

avec A = max(A1, A2).

Démonstration. — L’inégalité ‖fext‖Lp
B
≤ A1‖f‖`pB est immédiate pour p = ∞. Pour

p <∞, elle se déduit, par intégration, de l’inégalité de Hölder

|fext(x)|p ≤

∑
n∈Zd

|f(n)|p∆(x− n)

∑
n∈Zd

∆(x− n)

p−1

.

De la même manière, à partir de la relation f(n) =
∫
Rd fext(x)D(n−x)dx, on obtient

l’inégalité inverse.
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5.2.1.2. Discrétisation d’opérateurs de convolution. — Inversement, nous associons
maintenant à certains opérateurs de convolution sur Rd un discrétisé, c’est-à-dire un
opérateur de convolution sur Zd qui est en quelque sorte sa restriction. Soient B1 et
B2 deux espaces normés de dimension finie et B l’espace des applications linéaires de
B1 dans B2. Soit T un opérateur de convolution de LpB1

(Rd) dans LpB2
(Rd) défini par

un noyau K (à valeurs dans B) tel que la transformée de Fourier m = K̂ soit une
fonction bornée et à support dans le cube Q. Comme K̂ est à support compact, K est
de classe C∞. D’autre part, les valeurs prises par K aux points de Zd sont égales aux
coefficients de Fourier de la fonction Zd-périodique qui cöıncide avec K̂ sur Q. Ces
valeurs déterminent donc complètement K. On appellera discrétisé d’un opérateur
T vérifiant les conditions précédentes, l’opérateur de convolution de `pB1

(Zd) dans
`pB2

(Zd), noté Tdis, dont le noyau est la restriction de K à Zd. Ainsi, si f ∈ `1B1
(Zd),

T̂dis(f)(ξ) est la fonction Zd-périodique qui cöıncide avec m(ξ) · f̂(ξ) sur Q, c’est-
à-dire le produit (au sens de l’action des applications linéaires m(ξ)) de f̂ par la
Zd-périodisée mper(ξ) =

∑
n∈Zd m(ξ − n) de m. On a alors

Proposition 5.2.5. — Soient 1 ≤ p ≤ ∞, B1 et B2 des espaces normés de dimen-
sion finie. Si T est un opérateur borné de LpB1

(Rd) dans LpB2
(Rd) comme ci-dessus,

alors Tdis est borné de `pB1
(Zd) dans `pB2

(Zd) et on a l’inégalité de normes

‖Tdis‖`pB1
→`pB2

≤ Cd‖T‖Lp
B1
→Lp

B2

où la constante Cd ne dépend ni de p, ni de B1, ni de B2.

Démonstration. — Posons

m̃(ξ) =
∑

`∈{−1,0,1}d

m(ξ + `)

qui a son support dans le cube

3Q =
⋃

`∈{−1,0,1}d

(Q+ `).

Soit T̃ l’opérateur de convolution sur Rd dont le multiplicateur de Fourier est m̃. Il
est clair que, pour tout g ∈ LpB1

,

‖T̃ g‖Lp
B2
≤ 3d‖Tg‖Lp

B2
.

D’autre part, on a l’égalité

T̃ (fext) = (Tdis(f))ext,

comme on le vérifie en prenant la transformée de Fourier des deux membres : pour
toute fonction f ∈ `1B1

(Zd),

((Tdis(f))ext)∧(ξ) = ∆̂(ξ) (Tdis(f))∧(ξ) = ∆̂(ξ)mper(ξ) · f̂(ξ)
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et, d’un autre côté,

(T̃ (fext))∧(ξ) = m̃(ξ) · (∆̂(ξ) f̂(ξ)) = ∆̂(ξ) m̃(ξ) · f̂(ξ)

ce qui donne bien la même valeur puisque mper = m̃ sur le support 2Q de ∆̂. En
utilisant cette égalité et le lemme 5.2.4, on obtient

‖Tdis(f)‖`pB2
≤ A‖(Tdis(f))ext‖Lp

B2
= A‖T̃ (fext)‖Lp

B2

≤ 3dA‖T (fext)‖Lp
B2

≤ 3dA‖T‖Lp
B1
→Lp

B2
‖fext‖Lp

B1

≤ 3dA2‖T‖Lp
B1
→Lp

B2
‖f‖`pB1

.

D’où
‖Tdis‖`pB1

→`pB2
≤ 3dA2‖T‖Lp

B1
→Lp

B2
,

ce qui achève la démonstration avec une constante Cd = 3dA2 qui ne dépend que du
choix des fonctions ∆ et D.

Nous aurons besoin d’une version en quelque sorte “localisée” de la proposition
précédente. Pour cela, considérons un entier q ≥ 1, un opérateur T défini comme
précédemment mais supposons cette fois que le support du multiplicateur associé m
est contenu dans le cube Q/q. On définit

mq
per(ξ) =

∑
`∈Zd

m(ξ − `/q)

et on note T qdis l’opérateur de convolution sur Zd associé au multiplicateur mq
per. On

a alors la majoration suivante :

Proposition 5.2.6. — Pour un opérateur de convolution vérifiant la condition précé-
dente, on a

‖T qdis‖`pB1
→`pB2

≤ Cd‖T‖Lp
B1
→Lp

B2

où la constante Cd ne dépend pas de p, B1, B2 et pas non plus de q.

Démonstration. — Posons

K(x) =
∫
Q/q

e2πix·ξm(ξ)dξ.

Considérons les opérateurs suivants :

– T : opérateur de convolution sur Rd, associé au multiplicateur m, de noyau
x 7→ K(x).

– Tdis : opérateur de convolution sur Zd, de noyau n 7→ K(n).
– U : opérateur de convolution sur Rd, associé au multiplicateur m(ξ/q). Il a pour

noyau x 7→ H(x) = qdK(qx).
– Udis : opérateur de convolution sur Zd, “discrétisé” de U , de noyau n 7→ H(n) =
qdK(qn).
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– T qdis : opérateur de convolution sur Zd, de noyau

n 7→ Kq(n) =
∫
Q

e2πin·ξmq
per(ξ)dξ.

Remarquons en premier lieu que ce dernier noyau est porté par le sous-groupe qZd :
Kq(n) = qdK(n) si n ∈ qZd et 0 sinon. On a en effet∫

Q

e2πin·ξmq
per(ξ)dξ =

∑
`∈Zd

∫
Q

e2πin·ξm(ξ − `/q)dξ

=
∑
`∈Zd

e2πin·`/q
∫
Q+`/q

e2πin·ηm(η)dη

=
∑

`∈Zd∩qQ

e2πin·`/q
∫
Q/q

e2πin·ηm(η)dη

puisque m est à support dans Q/q. On obtient la valeur annoncée de Kq(n) en
remarquant que la somme

∑
−q/2<`≤q/2 e

2πinj`/q vaut q ou vaut 0 selon que nj est ou
n’est pas un multiple de q. Cela étant, on a

‖T‖Lp
B1

(Rd)→Lp
B2

(Rd) = ‖U‖Lp
B1

(Rd)→Lp
B2

(Rd)

En effet, si on note θBi
l’isométrie de LpBi

(Rd) sur lui-même définie par θBi
f(x) =

q−d/pf(x/q), on vérifie que l’on a θB2U = TθB1 . De même, on a

‖T qdis‖`pB1
(Zd)→`pB2

(Zd) = ‖Udis‖`pB1
(Zd)→`pB2

(Zd).

Pour le montrer, considérons, pour tout a ∈ Zd∩ qQ (autrement dit, pour a décrivant
un ensemble de représentants des classes de Zd modulo qZd), le sous-espace `pa,Bi

(Zd)
de `pBi

(Zd) constitué des fonctions à support dans a + qZd. Alors, toute fonction f

de `pBi
(Zd) se décompose sous la forme f =

∑
a fa, avec fa ∈ `pa,Bi

(Zd) et ‖f‖pp =∑
a ‖fa‖pp. On vérifie facilement que T qdis laisse invariants les sous-espaces `pa,Bi

(Zd)
et que (T qdisf)a = T qdisfa. Notons θa,Bi l’isométrie de `pBi

(Zd) sur `pa,Bi
(Zd) définie par

(θa,Bi
f)(a+ qm) = f(m), m ∈ Zd. On vérifie que θa,B2Udis = T qdisθa,B1 . Alors, dans

un sens, pour f ∈ `pB1
(Zd),

‖T qdisf‖
p
p =

∑
a

‖T qdisfa‖
p
p =

∑
a

‖θa,B2Udisθ
−1
a,B1

fa‖pp

≤
∑
a

‖Udis‖p`pB1
→`pB2

‖θ−1
a,B1

fa‖pp

≤ ‖Udis‖p`pB1
→`pB2

‖f‖pp.
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Dans l’autre sens

‖Udisf‖pp = ‖θ0,B2Udisf‖pp = ‖T qdisθ0,B1f‖pp
≤ ‖T qdis‖

p
`pB1

→`pB2
‖θ0,B1f‖pp

≤ ||T qdis‖
p
`pB1

→`pB2
‖f‖pp.

La proposition 5.2.5 appliquée à U permet d’écrire d’autre part

‖Udis‖`pB1
(Zd)→`pB2

(Zd) ≤ Cd‖U‖Lp
B1

(Rd)→Lp
B2

(Rd).

Ceci achève la démonstration de la proposition 5.2.6.

Enfin, nous aurons besoin, dans la démonstration du lemme 5.2.17, du résultat
supplémentaire suivant.

Lemme 5.2.7. — On considère un opérateur de convolution T sur Zd dont le mul-
tiplicateur de Fourier est de la forme

m(ξ) =
∑
`∈Zd

γ`Ψ(ξ − l/q)

avec les hypothèses :

(a) Ψ est une fonction C∞ à support dans Q/q, dont le développement en série de
Fourier Ψ(ξ) =

∑
m∈Zd ψ(m)e−2πim·ξ vérifie

∑
m∈Zd |ψ(m)| ≤ A.

(b) (γ`)`∈Zd est une famille qZd-périodique.

On note

s 7→ γ̂s =
∑

`∈Zd/qZd

e2πis·`/qγ`

la transformée de Fourier de γ en tant que fonction définie sur le groupe Zd/qZd.
Sous ces hypothèses, pour 1 ≤ p ≤ 2, on a

‖T‖`p(Zd)→`p(Zd) ≤ ACd

(
sup
`
|γ`|
)2−2/p(

sup
s
|γ̂s|
)2/p−1

.

Démonstration. — Pour p = 2, les termes de la somme
∑
`∈Zd γ`Ψ(ξ − l/q) étant à

supports deux à deux disjoints, on a

sup
ξ∈Rd

|m(ξ)| ≤ sup
ξ∈Rd

|Ψ(ξ)| sup
`∈Zd

|γ`| ≤ (
∑
m∈Zd

|ψ(m)|) sup
`∈Zd

|γ`| ≤ A sup
`∈Zd

|γ`|.

Donc

‖T‖`2(Zd)→`2(Zd) ≤ A sup
`∈Zd

|γ`|.
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Pour p = 1, on calcule la norme dans `1(Zd) du noyau K de l’opérateur T . On a

K(n) =
∫
Q

(∑
γ`Ψ(ξ − `/q)

)
e2πin.ξdξ

= ψ(n)

 ∑
`∈Zd/qZd

γ`e
2πin·`/q

 = ψ(n)γ̂n.

Donc
‖T‖`1(Zd)→`1(Zd) =

∑
n∈Zd

|K(n)| ≤ A sup
n
|γ̂n|.

Le résultat pour 1 ≤ p ≤ 2 s’en déduit par le théorème d’interpolation de Marcinkiewicz.

5.2.2. Décomposition de l’opérateur Ar. — Dans toute la suite de cette sec-
tion et sans que ce soit toujours rappelé, le paramètre réel positif r sera astreint à
appartenir à l’ensemble Λ, c’est-à-dire sera tel que r2 est entier.

Le multiplicateur de Fourier associé à l’opérateur de convolution Ar, défini par la
série de Fourier

ar(ξ) =
1

rd−2

∑
n∈Zd,|n|=r

e2πin·ξ, ξ ∈ Rd

peut s’écrire

ar(ξ) =
1

rd−2

∑
n∈Zd

e2πin·ξ
∫ 1

0

e2πi(|n|
2−r2)tdt .

Pour ε > 0 (qui sera choisi plus tard) on peut introduire un facteur de régularisation
et écrire

ar(ξ) =
1

rd−2

∑
n∈Zd

e2πin·ξe−2πε(|n|2−r2)
∫ 1

0

e2πi(|n|
2−r2)tdt

=
1

rd−2

∫ 1

0

∑
n∈Zd

e−2π(ε−it)|n|2e2πin·ξ

 e2π(ε−it)r2dt .

L’opérateur Ar est ainsi représenté par l’intégrale sur [0, 1] ∼ R/Z

(5.2.1) Ar =
1

rd−2

∫ 1

0

e2π(ε−it)r2Tt dt.

où (Tt) est la famille d’opérateurs de convolution par les fonctions n 7→ e−2π(ε−it)|n|2 .
Dans une première étape, étant donné un entier R, on étudiera l’opérateur maximal

partiel f 7→ supR≤r≤2R |Arf |. On obtiendra ainsi le premier résultat de Magyar
(Théorème 5.2.10).

En tout dernier lieu (section 5.2.8), en donnant à R les valeurs 2k, k ≥ 0 et en
recollant les estimations relatives aux intervalles ]2k, 2k+1], on obtiendra le résultat
global du théorème 5.2.1.



5.2. INÉGALITÉS MAXIMALES POUR LES SPHÈRES DE Zd 121

Un entier R étant donc fixé, l’application de la méthode du cercle s’appuiera sur la
décomposition de l’intégrale sur [0, 1] de l’expression (5.2.1) en une somme d’intégrales
prises chacune sur un des intervalles associés aux nombres de Farey d’ordre inférieur
à R (cf. [HW79, chap. III ] ou [Gro85, chap. 12]).

Précisons les notations nécessaires. Soit FR l’ensemble des nombres de Farey
d’ordre inférieur à R, c’est-à-dire l’ensemble des fractions irréductibles s/q, avec
1 ≤ q ≤ R et 0 ≤ s ≤ q. Si h

k < s
q <

h′

k′ sont trois termes consécutifs de cet en-
semble, on sait que sk − qh = h′q − sk′ = 1. On introduit les nombres de Farey
intermédiaires h+s

k+q et s+h′

q+k′ qui sont d’ordre supérieur à R, ce qui fait que q + k et
q + k′ sont compris entre R et 2R. On obtient

h

k
<
h+ s

k + q
<
s

q
<
s+ h′

q + k′
<
h′

k′

et on définit l’intervalle I(s/q), pour 1 ≤ s < q, par

s/q + I(s/q) =
[
h+ s

k + q
,
s+ h′

q + k′

]
.

Pour s = q = 1, on prend I(1/1) = [− 1
R+1 ,

1
R+1 ] qui est égal à [0, 1

R+1 ]∪ [1− 1
R+1 , 1],

modulo 1. Il vient alors :[
− 1

2qR
,

1
2qR

]
⊂ I(s/q) ⊂

[
− 1
qR

,
1
qR

]
.

Compte tenu des notations ainsi introduites, on peut donc écrire

ar(ξ) =
1

rd−2

∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∫
s/q+I(s/q)

∑
n∈Zd

e−2π(ε−it)|n|2e2πin·ξ

 e2π(ε−it)r2dt

=
1

rd−2

∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∫
I(s/q)

∑
n∈Zd

e−2π(ε−iτ−is/q)|n|2e2πin·ξ

 e2π(ε−iτ−is/q)r2dτ .

On voit ainsi apparâıtre dans le développement de ar l’expression F (ε−iτ−is/q, ξ)
où F (z, ξ) est la fonction analytique dans le demi-plan <z > 0 :

F (z, ξ) =
∑
n∈Zd

e−2π|n|2ze2πin·ξ.

Il s’agit d’une fonction thêta qui, classiquement, peut être transformée par la formule
sommatoire de Poisson comme l’indique le lemme suivant.

Lemme 5.2.8. — Pour toute fraction irréductible s/q de ]0, 1], on a la relation

F (z − is/q, ξ) =
∑
`∈Zd

G(s/q, `)
1

(2z)d/2
e−π|ξ−`/q|

2/(2z)
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où G(s/q, `) est la somme de Gauss normalisée

G(s/q, `) =
1
qd

∑
m∈Zd/qZd

e2πi|m|
2s/q e2iπm·`/q .

Démonstration. — Notons Dd
q l’ensemble {(n1, . . . , nd) ∈ Zd ; 0 ≤ ni < q}. On a

alors
F (z − is/q, ξ) =

∑
m∈Dd

q

∑
k∈Zd

e−2πz|m+qk|2e2iπ|m|
2s/qe2iπ(m+qk)·ξ.

On applique alors la formule sommatoire de Poisson sur Rd à la fonction

f(x) = e−2πz|m+qx|2e2iπ(m+qx)·ξ

dont la transformée de Fourier est

f̂(y) =
1

qd(2z)d/2
e2iπm·y/qe−π|y/q−ξ|

2/(2z).

On trouve∑
k∈Zd

e−2πz|m+qk|2e2iπ(m+qk)·ξ =
1
qd

1
(2z)d/2

∑
`∈Zd

e2iπm·`/qe−π|`/q−ξ|
2/(2z)

qui donne, en remplaçant, le résultat du lemme.

Au bout du compte, pour un entier R fixé et pour la dissection de Farey associée,
on obtient la représentation suivante du multiplicateur ar :

ar =
∑

1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

as/qr

où, pour tout ξ ∈ Rd,

as/qr (ξ) =
1

rd−2

∫
I(s/q)

∑
n∈Zd

e−2π(ε−iτ−is/q)|n|2e2πin·ξ

 e2π(ε−iτ)r2e−2πir2s/qdτ ,

qui s’écrit aussi

as/qr (ξ) = e−2πir2s/q
∑
`∈Zd

G(s/q, `)Jr(s/q, ξ − l/q)

avec

Jr(s/q, ξ) =
1

rd−2

∫
I(s/q)

e2πr
2(ε−iτ)(2(ε− iτ))−d/2e−π|ξ|

2/(2(ε−iτ)) dτ.

Rappelons enfin la majoration classique des sommes de Gauss, qui joue ici un rôle
essentiel (cf. [Gro85] ou [Wal57, p. 17]).

Théorème 5.2.9. — Il existe une constante Cd telle que

(5.2.2) |G(s/q, `)| ≤ Cdq
−d/2

pour toute fraction irréductible s/q et tout ` ∈ Zd.
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5.2.3. Inégalité maximale partielle. — Les premières inégalités maximales qui
ont été obtenues sur ces moyennes sphériques l’ont été pour des opérateurs maximaux
partiels, relatifs à des tranches [R, 2R] de valeurs du rayon r. Elles sont données par
le théorème suivant [Mag97] :

Théorème 5.2.10. — Pour d ≥ 5 et p > d
d−2 , il existe une constante Cd,p telle que,

pour tout R > 0 et toute f ∈ `p(Zd),∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|Ar(f)|
∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p‖f‖`p .

Pour τ ∈ I(s/q) et ε = R−2, notons Sτ l’opérateur de convolution par la fonction
n 7→ e−2π(ε−iτ−is/q)|n|2 . On pourra ainsi écrire la formule (5.2.1) sous la forme

Ar =
1

rd−2

∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∫
I(s/q)

e2π(ε−iτ−is/q)r2Sτ dτ.

Lemme 5.2.11. — Avec les notations précédentes, on a

‖Sτ‖`2→`2 ≤ Cdq
−d/2 min(Rd, |τ |−d/2).

Démonstration. — Le multiplicateur de Fourier associé à Sτ s’écrit, d’après le lem-
me 5.2.8,

sτ (ξ) =
∑
n∈Zd

e−2π(ε−iτ−is/q)|n|2e2πin·ξ

=
∑
`∈Zd

G(s/q, `)
1

(2(ε− iτ)
)d/2 e−π|ξ−`/q|2/(2(ε−iτ)).

D’où, en appliquant l’inégalité (5.2.2),

|sτ (ξ)| ≤ Cdq
−d/2 1

(ε2 + τ2)d/4
∑
`∈Zd

e−π|ξq−`|
2ε/(2q2(ε2+τ2)).

Sous les conditions 1 ≤ q ≤ R, ε = 1
R2 et τ ∈ I(s/q), (donc |τ | ≤ 1

qR ), on obtient∑
`∈Zd

e
− π|ξq−`|2ε

2q2(ε2+τ2) ≤
∑
`∈Zd

e
− π|ξq−`|2R−2

2q2(R−4+q−2R−2) ≤
∑
`∈Zd

e−
π|ξq−`|2

4 ≤ Cd.

Donc

sup
ξ∈Rd

|sτ (ξ)| ≤ Cdq
−d/2 1

(R−4 + τ2)d/4
≤ Cdq

−d/2 min(Rd, |τ |−d/2),

ce qui fournit la majoration de la norme de Sτ comme opérateur sur `2(Zd).

Démonstration du théorème 5.2.10. — Gardons les notations du lemme. Sur `1(Zd),
on a

‖Sτ‖`1→`1 ≤
∑
n∈Zd

|e−2π(ε−iτ−is/q)|n|2 | =
∑
n∈Zd

e−2πR−2|n|2 .
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En appliquant la formule de Poisson, on obtient immédiatement∑
n∈Zd

e−2πR−2|n|2 = Rd2−d/2
∑
m∈Zd

e−
π
2R

2|m|2 ≤ Rd2−d/2
∑
m∈Zd

e−
π
2 |m|

2

et donc
‖Sτ‖`1→`1 ≤ CdR

d.

Pour 1 < p ≤ 2, soit α tel que 1
p = α

2 + (1− α), c’est-à-dire α = 2(p−1)
p . Le théorème

d’interpolation de Marcinkiewicz appliqué à l’opérateur Sτ donne

‖Sτ‖`p→`p ≤ Cdq
−dα/2Rd min(1, (|τ |R2)−dα/2),

d’où on tire, pour d > p
p−1 , la majoration∫

I(s/q)

‖Sτ‖`p→`p dτ ≤ Cdq
−dα/2Rd

(∫ R−2

0

dτ +
∫ +∞

R−2
(|τ |R2)−dα/2dτ

)
≤ Cdq

−dα/2Rd−2.

Or, pour R ≤ r ≤ 2R et ε = R−2, l’opérateur Ar peut s’écrire

Ar =
1

rd−2

∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∫
I(s/q)

e2π(ε−iτ−is/q)r2Sτ dτ.

Pour toute fonction f de `p(Zd) on a donc

∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|Arf |
∥∥∥∥
`p

≤ CdR
−d+2

 ∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∫
I(s/q)

‖Sτ‖`p→`p dτ

 ‖f‖p
≤ Cd

∑
1≤q≤R

q1−dα/2 ‖f‖p.

≤ Cd
∑
q≥1

q1−dα/2 ‖f‖p.

Donc ∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|Arf |
∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p ‖f‖p

pour 1−dα/2 < −1, c’est-à-dire p > d
d−2 . Ceci achève la démonstration du théorème

5.2.10, le cas p > 2 se déduisant par interpolation entre l’inégalité obtenue dans le
lemme 5.2.11 pour p = 2 et l’inégalité triviale en norme infinie.

5.2.4. Approximations des opérateurs de convolution A
s/q
r . — Revenons à

la décomposition des opérateurs Ar, pour un entier R donné, en la somme

Ar =
∑

1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

As/qr .
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On va effectuer successivement deux approximations des opérateurs As/qr en contrôlant
à chaque fois la norme `2 − `2 des termes d’erreur des opérateurs maximaux partiels
associés. Pour la première de ces approximations, on fixe une fonction Φ, de classe
C∞ sur Rd, à valeurs dans [0, 1], à support dans Q/2 (Q est toujours le cube ]− 1

2 ,
1
2 ]d)

et valant 1 sur Q/4. Pour tout entier q ≥ 1 et tout ξ ∈ Rd, on pose Φq(ξ) = Φ(qξ). À
partir du multiplicateur de Fourier

as/qr (ξ) = e−2πir2s/q
∑
`∈Zd

G(s/q, `)Jr(s/q, ξ − l/q) ,

on définit le multiplicateur localisé

bs/qr (ξ) = e−2πir2s/q
∑
`∈Zd

G(s/q, `)Φq(ξ − `/q)Jr(s/q, ξ − l/q)

La seconde approximation consiste à étendre à la droite R toute entière les intégrales
Jr, c’est-à-dire à approcher Jr(s/q, ξ) par

(5.2.3) Ir(ξ) =
1

rd−2

∫ +∞

−∞
e2πr

2(ε−iτ)(2(ε− iτ))−d/2e−π|ξ|
2/(2(ε−iτ)) dτ.

Comme on le verra plus loin (Proposition 5.2.15), Ir(ξ) ne dépend pas de ε et c’est, à
un facteur constant près, la transformée de Fourier de la mesure superficielle σr de la
sphère de Rd de rayon r. On pourra ainsi appliquer le théorème maximal connu pour
les moyennes sur les sphères de Rd. On définit donc le multiplicateur

(5.2.4) cs/qr (ξ) = e−2πir2s/q
∑
`∈Zd

G(s/q, `)Φq(ξ − `/q)Ir(ξ − l/q).

On note respectivement Bs/qr , Cs/qr les opérateurs de convolution agissant sur les
fonctions sur Zd, définis par les multiplicateurs de Fourier bs/qr et cs/qr . On pose
naturellement aussi Br =

∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

Bs/qr et Cr =
∑

1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

Cs/qr . On montre

alors la majoration suivante.

Proposition 5.2.12. — Pour d ≥ 5 et f ∈ `2(Zd) on a, pour tout R > 0,∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|(Ar − Cr)f |
∥∥∥∥
`2

≤ CdR
2−d/2‖f‖`2 .

Cette inégalité va résulter des deux lemmes suivants.

Lemme 5.2.13. — On a∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

∣∣∣(As/qr −Bs/qr )f
∣∣∣∥∥∥∥
`2

≤ CdR
2−d/2‖f‖`2 .
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Démonstration. — On pose, pour τ ∈ I(s/q),

µτ (ξ) =
∑
`∈Zd

(1− Φq(ξ − `/q)) e−π|ξ−`/q|
2/(2(ε−iτ)) G(s/q, `).

Le terme d’indice ` de cette somme est porté par l’ensemble {ξ; |ξ − `/q| ≥ 1/8q}
puisque Φq vaut 1 sur la boule de centre 0 et de rayon 1/8q. Sur cet ensemble, pour
la constante c = π

256 , on a

π

2
|qξ − `|2 ≥ π

4
|qξ − `|2 + c

et donc∣∣∣e−π|ξ−`/q|2/(2(ε−iτ))∣∣∣ = e−π|qξ−`|
2ε/(2q2(ε2+τ2))

≤ e−cε/(q
2(ε2+τ2)) e−π|ξq−`|

2ε/(4q2(ε2+τ2)).

Sous les conditions 1 ≤ q ≤ R, ε = 1
R2 et τ ∈ I(s/q), (donc |τ | ≤ 1

qR ), on obtient

comme on l’a vu plus haut,
∑
`∈Zd e−π|ξq−`|

2ε/(4q2(ε2+τ2)) ≤ Cd. Comme G(s/q, `) ≤
C ′dq

−d/2, on a finalement

sup
ξ∈Rd

|µτ (ξ)| ≤ Cd q
−d/2 e−cε/(q

2(ε2+τ2)).

Soit f ∈ `2(Zd) et, pour tout τ ∈ I(s/q), soit Fτ la fonction de `2(Zd) de transformée
de Fourier µτ f̂ . On a

‖Fτ‖`2 ≤ Cd q
−d/2 e−cε/(q

2(ε2+τ2)) ‖f‖`2 .

Alors,

(As/qr −Bs/qr )f = e−2πir2s/q e
2πεr2

rd−2

∫
I(s/q)

e−2πir2τ (2(ε− iτ))−d/2Fτdτ.

Pour ε = 1
R2 et R ≤ r ≤ 2R,∣∣∣(As/qr −Bs/qr )f

∣∣∣ ≤ e8π2−d/2

rd−2

∫
I(s/q)

(R−4 + τ2)−d/4|Fτ |dτ,

∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

∣∣∣(As/qr −Bs/qr )f
∣∣∣∥∥∥∥
`2

≤ CdR
−d+2

∫
I(s/q)

(R−4 + τ2)−d/4‖Fτ‖`2dτ

≤ Cdq
−d/2R−d+2

∫
I(s/q)

(R−4 + τ2)−d/4 e−cR
−2/(q2(R−4+τ2)) dτ ‖f‖`2 .

En utilisant une majoration de la forme e−u ≤ C u−d/4 il reste donc∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

∣∣∣(As/qr −Bs/qr )f
∣∣∣∥∥∥∥
`2

≤ CdR
2−d/2 |I(s/q)| ‖f‖`2
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d’où, puisque les intervalles I(s/q) convenablement translatés forment une partition
de [0, 1], l’inégalité cherchée∑

1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

∣∣∣(As/qr −Bs/qr )f
∣∣∣∥∥∥∥
`2

≤ CdR
2−d/2‖f‖`2 .

Lemme 5.2.14. — On a∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

∣∣∣(Bs/qr − Cs/qr )f
∣∣∣∥∥∥∥
`2

≤ CdR
2−d/2‖f‖`2 .

Démonstration. — Le raisonnement est analogue au précédent. On pose, pour τ ∈
R \ I(s/q),

ντ (ξ) =
∑
`∈Zd

Φq(ξ − `/q) e−π|ξ−`/q|
2/(2(ε−iτ)) G(s/q, `).

Cette somme est en fait réduite à un seul terme et on a immédiatement

sup
ξ∈Rd

|ντ (ξ)| ≤ Cdq
−d/2.

Pour f ∈ `2(Zd) la fonction Gτ de `2(Zd) de transformée de Fourier ντ f̂ vérifie donc

‖Gτ‖`2 ≤ Cdq
−d/2‖f‖`2 .

Alors

(Bs/qr − Cs/qr )f = e−2πir2s/q e
2πεr2

rd−2

∫
R\I(s/q)

e−2πir2τ (2(ε− iτ))−d/2Gτdτ.

Et, pour ε = 1
R2 et R ≤ r ≤ 2R,∣∣∣(Bs/qr − Cs/qr )f

∣∣∣ ≤ e8π2−d/2

rd−2

∫
R\I(s/q)

(R−4 + τ2)−d/4|Gτ | dτ

≤ e8π2−d/2

rd−2

∫
|τ |≥1/2qR

(R−4 + τ2)−d/4|Gτ | dτ.

Par conséquent∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

∣∣∣(Bs/qr − Cs/qr )f
∣∣∣∥∥∥∥
`2

≤ CdR
−d+2

∫
|τ |≥1/2qR

(R−4 + τ2)−d/4‖Gτ‖`2 dτ

≤ Cdq
−d/2R−d+2

∫
|τ |≥1/2qR

dτ
(R−4 + τ2)d/4

‖f‖`2 ,
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qui est majoré par CdR1−d/2q−1‖f‖`2 , si q ≤ R. En sommant ces majorations, on
obtient donc∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

∣∣∣(Bs/qr − Cs/qr )f
∣∣∣∥∥∥∥
`2

≤ CdR
1−d/2

 ∑
1≤q≤R

∑
1≤r≤q

q−1

 ‖f‖`2
≤ CdR

2−d/2‖f‖`2 .

Démonstration de la proposition 5.2.12. — Soit f ∈ `2(Z). On a

sup
R≤r≤2R

|(Ar − Cr)(f)| ≤ sup
R≤r≤2R

|(Ar −Br)(f)|+ sup
R≤r≤2R

|(Br − Cr)(f)|

donc∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|(Ar − Cr)(f)|
∥∥∥∥
`2

≤
∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|(Ar −Br)(f)|
∥∥∥∥
`2

+
∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|(Br − Cr)(f)|
∥∥∥∥
`2

et il ne reste qu’à majorer chaque terme du second membre par CdR2−d/2‖f‖`2 en
vertu des résultats des deux lemmes précédents.

5.2.5. Une expression de la tranformée de Fourier σ̂ de la mesure super-
ficielle d’une sphère. — Remarquons d’abord que l’intégrale Ir(ξ) définie par la
formule (5.2.3) ne dépend pas de ε (appliquer le théorème des résidus aux chemins de
la forme τ 7→ ε− iτ). En prenant ε = r−2 puis en faisant le changement de variable
τ = r−2t on obtient la nouvelle expression

Ir(ξ) =
∫ +∞

−∞
e2π(1−it) (2(1− it))−d/2 e−πr

2|ξ|2/(2(1−it)) dt.

Or on a le résultat suivant :

Proposition 5.2.15. — Pour tout réel r, la transformée de Fourier σ̂r de la pro-
babilité uniforme σr sur la sphère de rayon r de Rd admet l’expression

σ̂r(ξ) =
Γ(d/2)
πd/2

∫ +∞

−∞
e2π(1−it) (2(1− it))−d/2 e−πr

2|ξ|2/(2(1−it)) dt =
Γ(d/2)
πd/2

Ir(ξ).

Démonstration. — Pour appliquer les formules d’inversion de Fourier on introduit
dans l’intégrale Ir(ξ) un facteur de régularisation e−πδt

2
et on pose

Iδr (ξ) =
∫ +∞

−∞
e2π(1−it) (2(1− it))−d/2 e−πr

2|ξ|2/(2(1−it)) e−πδt
2

dt.

Il est clair que limδ→0 I
δ
r = Ir. Deux calculs successifs de transformée de Fourier

de gaussiennes donnent la transformée de Fourier inverse de Iδr :

∫
Rd

<

∫ +∞

−∞
e2πiξ·x e2π(1−it) (2(1− it))−d/2 e−πr

2|ξ|2/(2(1−it)) e−πδt
2

dtdξ
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=
∫ +∞

−∞
r−de−2π(1−it)|x|2/r2e2π(1−it)e−πδt

2
dt

= r−dδ−1/2e2π(1−|x|2/r2)e−
π
δ (1−|x|2/r2)2 = ψδ(x).

La fonction ψδ ainsi définie est positive, intégrable, radiale. Lorsque δ tend vers 0,
ψδ tend vers 0, uniformément sur le complémentaire de tout voisinage de la sphère
de rayon r et son intégrale tend vers Ir(0).

La fonction t 7→ (1 − it)−d/2 est la transformée de Fourier inverse de la fonction
f : x 7→ (2π)d/2

Γ(d/2) x
−1+d/2e−2πx. D’où

Ir(0) =
∫ +∞

−∞
e2π(1−it)(2(1− it))−d/2 dt = 2−d/2e2πf(1) =

πd/2

Γ(d/2)
.

Par conséquent Γ(d/2)
πd/2 ψδ tend faiblement vers σr et Iδr tend vers πd/2

Γ(d/2) σ̂.

5.2.6. Le terme principal du multiplicateur ar. — Revenons à l’opérateur
de convolution Cr =

∑
1≤q≤R

∑
1≤s≤q

(s,q)=1
C
s/q
r , partie principale de l’opérateur Ar. Il

résulte de la proposition précédente que le multiplicateur de Fourier de Cs/qr défini
par (5.2.4) peut s’écrire

cs/qr (ξ) = cde
−2πir2s/q

∑
`∈Zd

G(s/q, `)Φq(ξ − `/q)σ̂r(ξ − l/q).

Proposition 5.2.16. — Si d ≥ 5 et d
d−2 < p ≤ 2, on a pour f ∈ `p(Zd),∥∥∥∥ sup

0<r<∞
|Cr(f)|

∥∥∥∥
`p
≤ Cd,p‖f‖`p .

Démonstration. — Comme

sup
0<r<∞

|Cr(f)| ≤
∞∑
q=1

∑
1≤s≤q

(s,q)=1

sup
0<r<∞

|Cs/qr (f),

la proposition résulte du lemme suivant.

Lemme 5.2.17. — Si d ≥ 3 et d
d−2 < p ≤ 2, on a pour f ∈ `p(Zd),∥∥∥∥ sup

0<r<∞
|Cs/qr

∥∥∥∥
`p
≤ Cd,p q

−d(p−1)/p‖f‖`p .

Démonstration. — Soit Φ′(ξ) une fonction de classe C∞, à support dans Q et valant
1 sur Q/2, ce qui fait que Φ′Φ = Φ. On pose Φ′q(ξ) = Φ′(qξ). L’opérateur Cs/qr est,
à un facteur constant près, le produit de deux opérateurs de convolution M1 et M2,r

de multiplicateurs respectifs

m1(ξ) =
∑
`∈Zd

G(s/q, `)Φ′q(ξ − `/q)
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et
m2,r(ξ) =

∑
`∈Zd

Φq(ξ − `/q)σ̂r(ξ − `/q).

À l’opérateur M1 on applique le lemme 5.2.7 avec pour γ` la somme de Gauss nor-
malisée G(s/q, `) et pour Ψ la fonction Φ′q. La transformée de Fourier Φ̂′ est à
décroissance rapide, donc∑

n∈Zd

|Φ̂′q(n)| ≤ q−d
∑
n∈Zd

|Φ̂′(n/q)| ≤ Cq−d
∑
n∈Zd

(1 + |n/q|2)−d ≤ A

avec une constante A indépendante de q. Par ailleurs, pour γ` = G(s/q, `), la majora-
tion fondamentale (5.2.2) des sommes de Gauss entrâıne que sup`∈Zd |γ`| ≤ Cdq

−d/2.
Comme γ̂n = e2iπ|n|

2s/q, donc supn |γ̂n| ≤ 1, on a finalement

‖M1‖`p(Zd)→`p(Zd) ≤ Cdq
−(d/2)(2−2/p) ≤ Cdq

−d(p−1)/p .

Soit d’autre part un entier N > 0, EN l’ensemble fini des réels r de carré entier
vérifiant 0 < r ≤ N et BN l’espace normé `∞(EN ). On peut considérer la famille
d’opérateurs de convolution (M2,r)r∈EN

comme un opérateur de convolution agissant
sur l’espace `pBN

(Zd). Mais, d’une part, il résulte de l’inégalité maximale pour les
sphères de Rd que, pour p > d

d−1 , l’opérateur (σr)r∈EN
est un opérateur de convolution

de Lp(Rd) dans LpBN
(Rd) uniformément borné en N . D’autre part, Φq(ξ) est à support

dans Q/q et c’est le multiplicateur de Fourier d’un opérateur de Lp(Rd) dans Lp(Rd)
de norme ‖Φ̂q‖L1 indépendante de q. On peut donc appliquer la proposition 5.2.6
au multiplicateur m = (φqσ̂r)r∈EN

: il existe une constante Cd,p telle que, pour tout
q ≥ 1, tout N > 0 et toute f ∈ `p(Zd),∥∥∥∥ sup

0<r≤N
|M2,rf |

∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p‖f‖`p .

En faisant tendre N vers l’infini et en utilisant le résultat obtenu sur M1 on obtient
l’inégalité voulue.

5.2.7. Démonstration du théorème principal 5.2.1. — Commençons par réu-
nir les résultats obtenus, toujours en dimension d ≥ 5. En norme `2, la proposition
5.2.12 nous dit que, pour tout f ∈ `2(Zd),∥∥∥∥ sup

R≤r≤2R
|(Ar − Cr)f |

∥∥∥∥
`2

≤ CdR
2−d/2‖f‖`2 .

Pour d
d−2 < p ≤ 2 et f ∈ `p(Zd) on a d’une part∥∥∥∥ sup

R≤r≤2R
|Arf |

∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p‖f‖`p

d’après le théorème 5.2.10 de Magyar et, d’autre part,∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|Crf |
∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p‖f‖`p
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comme conséquence de la proposition 5.2.16. En ajoutant, on a donc∥∥∥∥ sup
R≤r≤2R

|(Ar − Cr)f |
∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p‖f‖`p .

Soit alors d
d−2 < p ≤ 2. On peut choisir p′ tel que d

d−2 < p′ < p ≤ 2. Par interpolation
entre p′ et 2 on voit qu’il existe un réel ε(p) > 0 tel que∥∥∥∥ sup

R≤r≤2R
|(Ar − Cr)f |

∥∥∥∥
`p

≤ Cd,pR
−ε(p)‖f‖`p .

Comme

sup
1≤r<∞

|(Ar − Cr)f | ≤
∞∑
k=0

sup
2k≤r<2k+1

|(Ar − Cr)f |

et
∑
k≥0 2−ε(p)k <∞, on obtient∥∥∥∥ sup

1≤r<∞
|(Ar − Cr)f |

∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p‖f‖`p , pour tout p vérifiant
d

d− 2
< p ≤ 2.

D’où, en écrivant
sup
1≤r

|Arf | ≤ sup
1≤r

|(Ar − Cr)f |+ sup
1≤r

|Crf |

et en utilisant à nouveau la proposition 5.2.16, il vient∥∥∥∥ sup
1≤r<∞

|Arf |
∥∥∥∥
`p

≤ Cd,p‖f‖`p , pour tout p vérifiant
d

d− 2
< p ≤ 2.

L’inégalité maximale dans le cas p > 2 s’obtient par interpolation entre cette inégalité
pour p = 2 et l’inégalité triviale en norme infinie. Ceci achève la démonstration du
théorème 5.2.1. �

5.2.8. Le théorème ergodique pour les sphères discrètes. — Un théorème
ergodique pour les moyennes sphériques pour une action de Zd a été établi par A. Mag-
yar dans [Mag02]. C’est le théorème ergodique naturellement associé au théorème
maximal 5.2.1. Pour éviter une obstruction de nature arithmétique à la convergence
des moyennes ergodiques, il est toutefois nécessaire d’ajouter une hypothèse spectrale.

Soit (T`)`∈Zd une action du groupe Zd sur un espace probabilisé (X,B,m), avec
préservation de la mesure. Si r est un réel de carré entier l’opérateur de moyenne sur
la sphère de rayon r s’écrit, pour une fonction f définie sur X,

Arf(x) =
1

Nd(r)

∑
|`|=r

f(T`x).

Soit g ∈ L2(X,m). On dit que g est une fonction propre associée au spectre
rationnel s’il existe θ ∈ Qd tel que, pour tout ` ∈ Zd, g ◦ T` = e2iπ`·θg. On note R
la sous-tribu de B engendrée par les fonctions propres associées au spectre rationnel.
Pour tout f ∈ L2(X,m), on note νf la mesure spectrale de f pour l’action unitaire
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de Zd sur l’espace de Hilbert L2(X,m), induite par l’action ponctuelle (T`). Il y a
équivalence entre les trois propriétés suivantes :

– Pour tout θ ∈ Qd, νf (θ) = 0.
– Toute fonction propre g associée au spectre rationnel est orthogonale à f .
– E(f |R) = 0.

Le théorème ergodique s’écrit comme suit.

Théorème 5.2.18. — Soient d ≥ 5 et p > d
d−2 . Si f ∈ Lp(X,m) et E(f |R) = 0,

alors limr→∞Arf = 0 dans Lp(m) et m-presque partout.

(La convergence en moyenne s’étend à tous les espaces Lp, pour p ≥ 1.)
Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théorème. Les arguments utilisés

par A. Magyar prolongent directement ceux utilisés pour établir les inégalités maxi-
males. Il s’agit d’obtenir de bonnes estimations, transférables, de∥∥∥∥ max

rk≤r≤rk+1
|Arf |

∥∥∥∥
2

pour une suite (rk) croissant très rapidement vers l’infini.

Notice bibliographique. — En dehors des références des résultats données dans le
cours du texte, on pourra consulter les prolongements suivants.

Le théorème 5.1.2 a été étendu à de nombreuses autres hypersurfaces que les
sphères, et même à des opérateurs de moyenne sur des familles d’hypersurfaces qui
ne se déduisent pas forcément d’une hypersurface donnée par dilatation-translation.
On doit alors imposer une borne inférieure sur la courbure de la variété en chaque
point. Nous renvoyons pour cette étude au chapitre XI du livre [Ste93], à l’article de
E. M. Stein et S. Wainger [SW78] et aux références qui y sont données. Une autre
direction d’étude consiste à ne regarder la fonction maximale sphérique que sur une
famille lacunaire de rayons. Des résultats récents ont été obtenus par A. Seeger, T.
Tao et J. Wright [STW03].

L’étude d’inégalités maximales sphériques sur des espaces Lp à poids a été initiée
par J. L. Rubio de Francia, et on pourra consulter les résultats récents de M. Cowling,
Gunaman et J. Garciá-Cuerva [CGCG02] où l’on trouvera d’autres références.

Notons enfin qu’il y a deux autres démonstrations du théorème maximal de Bour-
gain. La première, due à G. Mockenhaupt, A. Seeger et C. D. Sogge [MSS92], utilise
des arguments de régularisation locale, la seconde, due à W. Schlag [Sch98], utilise
des arguments géométriques et combinatoires.

L’extension de ces travaux au cas du groupe de Heisenberg de dimension 2d + 1
a été d’abord étudiée par A. Nevo et S. Thangavelu dans [NT97]. Ils ont obtenu
le théorème maximal sphérique de type fort (p, p) et le théorème ergodique ponctuel
associé pour d ≥ 2 et p > (2d−1)/(2d−2). Plus tard, D. Müller et A. Seeger [MS04],
ainsi que E. Narayanan et S. Thangavelu [NT04], ont démontré que, pour d ≥ 2, le
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théorème maximal de type fort (p, p) est satisfait si et seulement si p > 2d/(2d− 1).
Ceci entrâıne le théorème ergodique ponctuel pour ces valeurs de p et d.

Le théorème maximal et le théorème ergodique pour les moyennes sur les sphères
de Zd ont aussi été étendus dans diverses directions.

Dans [Mag02], A. Magyar étudie les moyennes ergodiques sur les “hypersur-
faces discrètes” de Zd définies par une équation Q(n1, n2, . . . , nd) = λ, où Q est
un polynôme homogène à coefficients entiers et où le paramètre λ varie parmi les
valeurs admissibles. Dans ce cadre, qui généralise largement le cas des sphères, A.
Magyar obtient les théorèmes maximaux et les théorèmes ergodiques attendus. La
démonstration fait appel à des résultats difficiles de théorie des nombres.

Dans [Ion04], A. Ionescu met un point final à la recherche des meilleurs espaces
fonctionnels dans lesquels l’inégalité maximale pour les moyennes sphériques discrètes
est satisfaite. Les espaces de Lorentz (qui sont des espaces d’interpolation entre les
Lp) sont considérés.





CHAPITRE 6

THÉORÈMES ERGODIQUES POUR UNE ACTION D’UN

GROUPE LIBRE

Dans ce chapitre nous considérons le groupe libre Fd engendré par un ensemble A de
d ≥ 2 générateurs libres. On pose S = A∪A−1. Rappelons que Fd est l’ensemble des
mots réduits utilisant l’alphabet S (une lettre n’est jamais suivie par son inverse) ; le
produit correspond à la juxtaposition des mots suivie des simplifications appropriées.
La longueur |w| d’un élément w ∈ Fd est le nombre de lettres (distinctes ou non)
appartenant à S nécessaires pour écrire w sous forme réduite. Le groupe Fd est un
espace métrique pour la distance définie par la longueur des mots : la distance de v
à w est |v−1w|.

Les théorèmes ergodiques pour des moyennes de nature géométrique sur le groupe
Fd sont remarquables, car ce groupe n’est pas moyennable. Ils sont établis à partir de
l’observation fondamentale suivante, initialement due à V. I. Arnold et A. L. Krylov :
l’algèbre de convolution engendrée par les mesures de probabilité uniformes σn sur les
sphères de rayon n (autrement dit l’algèbre `1Rad(Fd) des fonctions radiales sommables)
est commutative et admet une théorie spectrale explicite. Cette algèbre est utilisée
dans [AK63] afin d’obtenir un théorème d’équidistribution pour certaines actions
par isométries de F2 sur la sphère euclidienne de rayon 1 dans R3. Dans [Gui69], Y.
Guivarc’h a ensuite développé l’étude du théorème ergodique sur l’espace L2 relatif
aux moyennes sphériques σn.

Les techniques conduisant aux théorèmes ergodiques ponctuels pour les actions sur
(X,m) préservant la mesure finie m utilisent ici, et dans le chapitre 7, la méthode
générale suivante :

1) on établit le théorème ergodique en moyenne dans L2(X,m) à l’aide de la théorie
spectrale ;

2) on établit l’inégalité maximale de type fort (2, 2) ainsi que la convergence
ponctuelle pour les fonctions d’une partie dense dans L2(X,m) ;

3) par interpolation, on passe ensuite au cas Lp en utilisant une inégalité maximale
(p, p), qu’on a souvent pu démontrer en même temps que l’inégalité (2, 2).
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Après avoir donné dans la première section la démonstration très simple du théo-
rème d’équidistribution de V. I. Arnold et A. L. Krylov, nous analysons dans la
deuxième section la théorie spectrale de `1Rad(Fd) et nous en déduisons des théorèmes
ergodiques en moyenne dans L2. Les résultats concernent les moyennes relatives aux
suites (σ2n), (β2n) et (νn), où βn est la mesure de probabilité uniforme sur la boule
de rayon n et νn = 1

n+1

∑n
k=0 σk est la moyenne de Cesàro des σk. Les moyennes

relatives aux suites (σ2n+1) et (β2n+1) se comportent comme leurs analogues d’indice
pair, mais avec des limites différentes en général.

Dans la section 3, les théorèmes ergodiques ponctuels dans L2 sont établis en suiv-
ant l’article [Nev94a] de A. Nevo. Bien que les théorèmes maximaux dont on a
besoin se trouvent aussi dans la section suivante, on présente ici une démonstration
spécifique au cas L2. En utilisant la sous-additivité de la suite de moyennes relatives
aux mesures νn, A. Nevo obtient d’abord que l’opérateur maximal f 7→ f?ν corre-
spondant est borné dans L2. À l’aide de la méthode de Littlewood-Paley-Stein déjà
rencontrée dans le chapitre précédent, il en déduit ensuite la même propriété pour
l’opérateur maximal correspondant à σn. L’analyse spectrale de `1Rad(Fd) intervient
à nouveau ici, ainsi que dans l’étude de la convergence ponctuelle pour les fonctions
appartenant à une partie dense de L2(X,m).

La section 4 est consacrée à l’étude des résultats correspondants dans Lp, dus à
A. Nevo et E. M. Stein [NS94]. On démontre directement, à l’aide de l’inégalité
maximale de Hopf-Dunford-Schwartz que l’opérateur maximal f 7→ f?ν relatif à (νn)
est de type faible (1, 1). On rappelle ensuite les techniques d’interpolation complexe
permettant d’établir que l’opérateur maximal pour les moyennes sphériques est de
type fort (p, p) pour p > 1. On en déduit le théorème de Nevo-Stein démontrant
la convergence presque partout de la suite (σ2n · f) des moyennes sur les sphères de
rayon pair pour f ∈ Lp(X,m) et p > 1.

Les techniques décrites dans ce chapitre ont une portée très générale. Elles s’adap-
tent à de nombreuses situations comme par exemple le cas des moyennes radiales
pour les actions de groupes semi-simples. On les verra à l’œuvre pour le groupe des
isométries de l’espace hyperbolique réel de dimension d dans le chapitre suivant.

Nous terminons ce chapitre par une approche entièrement différente du théorème
de Nevo-Stein, due à A. I. Bufetov. Pour l’étude de la convergence presque partout
de la suite (σ2n · f), la méthode de Bufetov est notablement plus simple et permet
d’atteindre le cas où f appartient à la classe L logL. En outre cette méthode est bien
adaptée au cas des actions de semi-groupes libres. L’idée de la démonstration consiste
à relier les opérateurs de moyenne sur les sphères de rayon pair aux puissances d’un
même opérateur de Markov pour lequel on applique le théorème de convergence de
Rota rappelé dans l’appendice C.
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6.1. Actions par isométries sur un espace métrique compact

Dans cette section nous présentons la démonstration due à Y. Guivarc’h du théorème
d’équidistribution d’Arnold-Krylov. Les résultats sont à comparer avec ceux obtenus
pour les actions de groupes moyennables dans le théorème 2.2.8, dont nous gardons
les notations.

Soient X un espace métrique compact et Iso(X) le groupe compact (pour la topolo-
gie de la convergence uniforme sur X) de ses isométries. Ce groupe agit par isométries
sur l’espace C(X) : pour g ∈ Iso(X) et f ∈ C(X), on pose Tgf = f ◦ g. Si l’action de
Iso(X) sur X est transitive, elle laisse invariante une unique mesure de probabilité,
qui sera notée m (voir Remarque 2.2.9). Dans ce cas, l’opérateur Tg se prolonge
en un opérateur unitaire de L2(X,m), et nous conservons la même notation pour le
prolongement.

Soient a, b deux isométries de X et soit G le sous-groupe de Iso(X) qu’elles engen-
drent. Observons que si l’action de G surX est topologiquement transitive, c’est-à-dire
s’il existe x0 ∈ X tel que l’orbite Gx0 soit dense dans X, alors Iso(X) agit transitive-
ment sur X.

Pour tout entier n ≥ 1, nous notons Mn le sous-ensemble de G formé des isométries
de la forme ap1bq1 . . . apkbqk avec k ≥ 1, pi, qi ∈ N et

∑k
i=1(pi + qi) = n (mots en

a et b de longueur n). Enfin, G0 désigne le sous-groupe de G formé des isométries
ap1bq1 . . . apkbqk avec k ≥ 1, pi, qi ∈ Z et

∑k
i=1(pi + qi) = 0 (mots de degré total nul).

Théorème 6.1.1 (Guivarc’h [Gui69]). — Si l’action de G0 sur X est topologique-
ment transitive, alors pour toute fonction continue f sur X, on a

lim
n→∞

(Ta + Tb
2

)n
f =

∫
X

f dm

uniformément sur X.

Démonstration. — Posons T =
Ta + Tb

2
. La fonction Tnf est une moyenne de 2n

fonctions de la forme f ◦ g avec g ∈ Iso(X). Par conséquent l’ensemble {Tnf ; n ∈
N} est équicontinu. Étant borné, il est relativement compact, d’après le théorème
d’Ascoli. Soit alors (Tnkf)k≥1 une suite extraite de (Tnf)n≥1, qui converge vers un
élément f0 de C(X). Le point crucial de la démonstration est la vérification que f0
est G0-invariante. Admettons ce point pour le moment. Comme l’action de G0 est
topologiquement transitive, on en déduit que f0 est constante, et la G0-invariance
de m entrâıne aussitôt que cette constante vaut

∫
X
f dm. Enfin, comme la limite ne

dépend pas du choix de la suite extraite, on conclut que (Tnf) converge vers
∫
X
f dm.

Vérifions donc la G0-invariance de f0. Remarquons d’abord que (Tnkf)k≥1 con-
verge aussi vers f0 dans L2(X,m). Fixons un entier r > 0. Quitte à remplacer
(Tnkf)k≥1 par une sous-suite, on peut supposer que nk+1 − nk ≥ r pour tout k.
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Puisque T est une contraction de L2(X,m), on a

‖f0‖2 = lim
k→∞

‖Tnk+1f‖2 ≤ lim
k→∞

‖T rTnkf‖2 = ‖T rf0‖2 ≤ ‖f0‖2.

Observons que T rf0 est une combinaison convexe des éléments Tgf0, où g décrit Mr,
tous de norme L2 égale à ‖f0‖2. En utilisant la convexité stricte de L2(X,m), nous
obtenons Tg1f0 = Tg2f0 pour tous g1, g2 ∈Mr.

Ainsi, f0 est invariante par les éléments de
⋃
nMnM

−1
n . Pour conclure, nous mon-

trons que G0 est contenu dans l’adhérence de
⋃
nMnM

−1
n . Soit g = ap1bq1 . . . aprbqr

avec r ≥ 1, pi, qi ∈ Z et
∑r
i=1(pi + qi) = 0. Puisque Iso(X) est un groupe compact,

nous pouvons choisir des suites d’entiers (mk) et (nk) qui tendent vers +∞, telles que
les suites (amk) et (bnk) convergent dans Iso(X) vers l’élément neutre. On a alors

g = lim
k→∞

ap1+mkbq1+nk . . . apr+mkbqr+nk(amkbnk)−r.

Il suffit maintenant d’observer que pour k assez grand, ap1+mkbq1+nk . . . apr+mkbqr+nk

et (amkbnk)r appartiennent à Mr(mk+nk).

Indiquons maintenant comment le résultat d’équidistribution de V. I. Arnold et A.
L. Krylov se déduit du théorème précédent.

Théorème 6.1.2 ([Gui69]). — Soient a et b deux rotations dans SO(3). On sup-
pose que le sous-groupe de SO(3) qu’elles engendrent a une orbite dense dans la sphère
euclidienne unité S2 de R3. Alors, pour tout x ∈ S2, les Mnx s’équirépartissent
suivant la probabilité de Lebesgue m sur S2. Plus précisément, pour toute fonction
continue f sur S2 on a

lim
n→∞

(Ta + Tb
2

)n
f =

∫
S2
f dm

uniformément sur S2

Démonstration. — Notons toujours G le sous-groupe de SO(3) engendré par les
isométries a et b. Il suffit de vérifier que si l’action de G sur S2 est topologique-
ment transitive, il en est de même pour l’action de G0.

Si H est un sous-groupe de G et si x ∈ S2, observons d’abord que Hx = Hx, car
l’adhérence H de H dans SO(3) est compacte et Hx est donc fermé. L’action de H
sur S2 est donc topologiquement transitive si et seulement si celle de H est transitive.

Puisque les éléments de la forme g1g2g−1
1 g−1

2 avec g1, g2 ∈ G sont contenus dans
G0, le sous-groupe G′ qu’ils engendrent, c’est-à-dire le sous-groupe dérivé de G, est
contenu dans G0.

Le groupe G agit transitivement sur S2. Comme SO(3) n’a pas d’autre sous-groupe
fermé que lui-même agissant transitivement sur S2, on voit que G = SO(3). Le groupe
G′ est donc dense dans le sous-groupe dérivé de SO(3), qui n’est autre que SO(3).
Par conséquent, l’action de G′ sur S2 est topologiquement transitive, et celle de G0

aussi.
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Remarque 6.1.3. — Conservons les notations et les hypothèses du théorème 6.1.1.
Le groupe F2 agit par isométries sur X, puisqu’il s’envoie naturellement sur G. Pour
tout n entier, S+

n désigne le sous-ensemble de F2 formé des mots de longueur n, où
n’interviennent que des puissances positives des deux générateurs. Si f ∈ C(X) et
w ∈ F2, on pose comme d’habitude w·f(x) = f(wx). Le théorème 6.1.1 énonce que

lim
n→∞

1
2n

∑
w∈S+

n

w·f =
∫
X

f dm

uniformément sur X. Ce résultat d’unique ergodicité s’étend bien sûr au cas de tout
groupe libre Fd à d ≥ 2 générateurs.

Le théorème 6.1.2 s’interprète de la manière suivante. Supposons que l’action de
F2 sur S2 engendrée par a et b soit topologiquement transitive. Si B est une partie
borélienne de S2 de frontière négligeable et si x ∈ S2, la proportion de points w de S+

n

tels que wx ∈ B tend vers la mesure de Lebesgue de B lorsque n tend vers l’infini.

6.2. Théorèmes ergodiques en moyenne dans L2

Nous étudions maintenant les théorèmes ergodiques dans l’espace L2 (ou plus
généralement dans un espace hilbertien H) pour les moyennes sur les boules ou sur
les sphères de Fd.

6.2.1. Énoncé du théorème. Application à l’équidistribution. — Précisons
d’abord les notations utilisées. Tout élément µ ∈ `1(Fd) peut être vu comme une
mesure bornée : µ =

∑
w∈Fd

µ(w)δw, où δw est la mesure de Dirac en w. Pour sim-
plifier, nous utiliserons en général l’écriture µ =

∑
w∈Fd

µ(w)w. Si x ∈ Fd, rappelons
que |x| désigne la longueur du mot x. Si E est une partie de Fd, on note comme
d’habitude |E| son cardinal.

Posons Sn = {x ∈ Fd ; |x| = n} et Bn = {x ∈ Fd ; |x| ≤ n}. Pour n > 0, l’ensemble
Sn contient (q + 1)qn−1 éléments où q = 2d− 1. Pour n ∈ N, nous considérerons les
mesures de probabilité suivantes

σn = 1
|Sn|

∑
w∈Sn

w (mesure uniforme sur la sphère de rayon n) ;
σ′n = 1

2 (σn + σn+1);
βn = 1

|Bn|
∑
w∈Bn

w (mesure uniforme sur la boule de rayon n) ;
νn = 1

n+1

∑n
k=0 σk, (moyenne de Cesàro des σi).

Soit π une représentation unitaire du groupe Fd dans un espace hilbertien H, que
l’on prolonge en une représentation π de `1(Fd) en posant π(µ) =

∑
w∈Fd

µ(w)π(w) si
µ =

∑
w∈Fd

µ(w)w. Nous notons E1 le projecteur orthogonal sur le noyau de π(σ1)−I
et E−1 celui sur le noyau de π(σ1) + I. Grâce à la stricte convexité de la boule unité
de H, nous voyons que E1 (respectivement E−1) est le projecteur orthogonal sur le
sous-espace des vecteurs v de H tels que π(w)v = v (resp. π(w)v = −v) pour tout
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w ∈ S. Observons que ces deux projecteurs sont orthogonaux et que E1 projette sur
le sous-espace des vecteurs Fd–invariants.

Les résultats de convergence en moyenne s’énoncent ainsi :

Théorème 6.2.1 (Guivarc’h [Gui69], Nevo [Nev94a])
Soit π une représentation unitaire du groupe Fd.

(i) La suite
(
π(σ2n)

)
converge fortement vers le projecteur E1 + E−1 et la suite(

π(σ2n+1)
)

converge fortement vers l’opérateur E1 − E−1.
(ii) Les suites

(
π(νn)

)
et
(
π(σ′n)

)
convergent fortement vers E1.

(iii) La suite
(
π(β2n)

)
converge fortement vers l’opérateur E1 + q−1

q+1E−1 et la suite(
π(β2n+1)

)
converge fortement vers l’opérateur E1 − q−1

q+1E−1.

Remarque 6.2.2. — Comme Ker
(
π(σ1)− I

)
⊕Ker

(
π(σ1)+ I

)
= Ker

(
π(σ1)2− I

)
,

on voit, en utilisant la stricte convexité de H, que E1 + E−1 est le projecteur sur le
sous-espace des vecteurs invariants par le sous-groupe F(2)

d de Fd formé des mots de
longueur paire.

Avant de passer à la démonstration du théorème 6.2.1, donnons tout de suite
l’application suivante, obtenue par Y. Guivarc’h.

Théorème 6.2.3 (Guivarc’h [Gui69]). — Soit X un espace métrique compact sur
lequel Fd agit par isométries. On suppose que le sous-groupe F(2)

d de Fd formé des mots
de longueur paire agit topologiquement transitivement sur X. Si m désigne l’unique
mesure de probabilité sur X invariante par Fd, pour tout f ∈ C(X) on a

lim
n→∞

π(σn)f =
∫
X

f dm

uniformément sur X.

Démonstration. — Soit G (resp. G(2)) l’image de Fd (resp. F(2)
d ) dans le groupe com-

pact Iso(X) des isométries de X. L’action de G(2) étant topologiquement transitive,
celle de Iso(X) est transitive, et m est l’unique mesure de probabilité sur X invariante
par Iso(X) (voir Remarque 2.2.9). Nous notons π la représentation unitaire de Iso(X)
dans L2(X,m) associée, ainsi que celle de Fd.

Si f appartient à l’espace E1

(
L2(X,m)

)
des éléments G-invariants de L2(X,m), on

a π(g)f = f pour tout g ∈ G, car g 7→ π(g)f est continue de Iso(X) dans L2(X,m).
En utilisant la transitivité topologique de l’action de G(2), on voit que f est constante.

Si maintenant f appartient au sous-espace E−1

(
L2(X,m)

)
des fonctions h trans-

formées en −h par les générateurs de Fd, on voit que f est G(2)-invariante et donc
constante. Mais cette constante est nulle puisque π(w)f = −f pour tout générateur
w. Ainsi E−1 = 0.

Il résulte du théorème 6.2.1 que limn→∞ π(σn)f =
∫
X
f dm dans L2(X,m), pour

tout f ∈ L2(X,m). L’utilisation du théorème d’Ascoli, comme dans la démonstration
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du théorème 6.1.1, montre alors que pour tout f ∈ C(X) la convergence a lieu uni-
formément sur X.

Remarque 6.2.4. — Lorsque X est connexe, la transitivité topologique de l’action
de Fd sur X entrâıne celle de F(2)

d . En effet, avec les notations de la démonstration
précédente, G/G(2) est isomorphe à un quotient de Fd/F

(2)
d , donc fini. Sous l’hypothèse

X = Gx, on voit que X est réunion d’un nombre fini d’orbites de G(2), d’où la con-
clusion.

Pour la démonstration du théorème 6.2.1, nous suivons l’article [Nev94a] d’A.
Nevo. Toutes les mesures considérées ci-dessus sont radiales, c’est-à-dire qu’elles ne
dépendent que de la longueur des mots. On note CRad[Fd] l’algèbre involutive formée
des fonctions radiales à valeurs complexes à support fini et `1Rad(Fd) son adhérence
dans `1(Fd).

Tout élément f de CRad[Fd] s’écrit de façon unique f =
∑
n≥0 cnσn, avec une

somme finie, et en outre on a ‖f‖1 =
∑
n≥0 |cn|

Le fait crucial est la commutativité de l’algèbre `1Rad(Fd) démontrée dans le lemme
6.2.5 ci-dessous. Nous aurons à estimer la norme d’éléments auto-adjoints de l’algèbre
involutive π

(
`1Rad(Fd)

)
et pour cela nous allons déterminer les caractères auto-adjoints

de l’algèbre de Banach involutive et commutative `1Rad(Fd) (voir B.2.5 dans l’appendice
B).

6.2.2. Détermination des caractères auto-adjoints de `1Rad(Fd). — Nous rap-
pelons ci-dessous les points essentiels. Nous renvoyons par exemple à [FTP83, Chap.
3] pour une étude plus détaillée et à l’appendice B pour les généralités concernant la
théorie spectrale.

Lemme 6.2.5. — L’algèbre CRad[Fd] est commutative avec unité. Elle est engendrée
par σ0 = δe et σ1. Plus précisément, pour tout n ≥ 1, on a, en posant q = 2d− 1,

(6.2.1) σ1 ∗ σn =
1

q + 1
σn−1 +

q

q + 1
σn+1.

Démonstration. — On a σ1 ∗ σn(x) =
1

q + 1

∑
w∈S

σn(wx). De plus, si w ∈ S et

σn(wx) 6= 0, alors ou bien |x| = n + 1, ou bien |x| = n − 1. Si |x| = n + 1, il y
a un seul mot wx de longueur n avec w ∈ S et si |x| = n−1, il y a exactement q mots
de longueur n de la forme wx avec w ∈ S. On en déduit la formule (6.2.1).

Nous utilisons la relation de récurrence (6.2.1) pour étudier les caractères de
CRad[Fd], c’est-à-dire les homomorphismes non nuls ϕ de l’algèbre CRad[Fd] dans
l’algèbre C. Soit ϕ un caractère de CRad[Fd]. Comme σ0 est l’unité de cette algèbre,
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nous avons ϕ(σ0) = 1. De plus, en appliquant ϕ à l’égalité (6.2.1), nous obtenons

(6.2.2) ϕ(σ1)ϕ(σn) =
1

q + 1
ϕ(σn−1) +

q

q + 1
ϕ(σn+1).

Par conséquent, ϕ est entièrement déterminé par la valeur de ϕ(σ1). En posant
ϕ(σn) = λn, nous avons donc à déterminer les suites (λn) satisfaisant à la relation de
récurrence

(6.2.3) λn+1 =
q + 1
q

λλn −
1
q
λn−1,

avec λ0 = 1 et λ1 = λ. Il est pratique de poser λ = γ(z) avec γ(z) =
qz + q1−z

q + 1
,

z ∈ C, de sorte que le discriminant de la relation est égal à
(qz − q1−z

q

)2

. Les racines

du trinôme associé sont q−z et q1−z.

Lemme 6.2.6. — Pour tout z ∈ C, il existe un et un seul caractère ϕz tel que
ϕz(σ1) = γ(z). De plus

(i) ou bien q2z−1 6= 1 et alors

(6.2.4) ϕz(σn) = c(z)q−nz + c(1− z)q−n(1−z), pour n ≥ 0,

avec c(z) =
q1−z − qz−1

(q + 1)(q−z − qz−1)
;

(ii) ou bien q2z−1 = 1, c’est-à-dire z =
1
2

+
ijπ

log q
, j ∈ Z, et alors

(6.2.5) ϕz(σn) = (−1)jn
(
1 + n

q − 1
q + 1

)
q−n/2.

Démonstration. — Supposons q2z−1 6= 1. Alors (q−nz)n≥0 et (q−n(1−z))n≥0 sont
deux suites indépendantes satisfaisant à la relation de récurrence

γ(z)λn =
1

q + 1
λn−1 +

q

q + 1
λn+1.

On a donc ϕz(σn) = aq−nz + bq−n(1−z) pour tout n. Les conditions ϕz(σ0) = 1 et
ϕz(σ1) = γ(z) donnent a = c(z) et b = c(1− z).

Le cas (ii) se traite de façon analogue à partir des solutions indépendantes (q−nz)n≥0

et (nq−nz)n≥0.

Remarquons maintenant qu’un caractère ϕ de CRad[Fd] est continu pour la norme
‖.‖1 si et seulement si la suite (ϕ(σn))n∈N est bornée. Les caractères continus de
CRad[Fd] sont donc exactement les ϕz avec 0 ≤ <z ≤ 1. De plus, ils s’identifient
à ceux (automatiquement continus) de l’algèbre de Banach commutative `1Rad(Fd).
Comme cette dernière est engendrée par son unité et par σ1, l’application ϕ 7→ ϕ(σ1)
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est une bijection de l’ensemble des caractères de `1Rad(Fd) sur le spectre de σ1 dans
`1Rad(Fd). Ce dernier est donc égal à {γ(z) ; 0 ≤ <z ≤ 1}. C’est le domaine elliptique

{x+ iy ; x2 + (
q + 1
q − 1

)2y2 ≤ 1}.

Puisque σ1 = σ∗1 , un caractère ϕz de `1Rad(Fd) est auto-adjoint si et seulement si
γ(z) = ϕz(σ1) ∈ R. Pour z = x+iy, cette condition est réalisée si et seulement si l’une
des deux conditions suivantes l’est : soit x = 1/2 avec y arbitraire, soit −1 ≤ x ≤ 1

avec y =
kπ

log q
, k ∈ Z. Posons ζ = π

log q . Compte tenu des périodicités et des symétries

de la fonction γ, en limitant z au sous-ensemble

{1/2 + it ; t ∈ [0, ζ]} ∪ {t+ ijζ ; t ∈ [0, 1/2], j = 0, 1}

de C, on trouve tous les caractères auto-adjoints de `1Rad(Fd), sans répétition. Notons
SpR(σ1) cette partie de C plutôt que Sph(`1Rad(Fd)). L’application z 7→ ϕz(σ1) = γ(z)
l’identifie à l’intervalle [−1, 1]. Plus précisément, γ induit une bijection de l’intervalle
{1/2 + it ; t ∈ [0, ζ]} sur l’intervalle [−2q1/2(q + 1)−1, 2q1/2(q + 1)−1], une bijec-
tion de [0, 1/2] sur [2q1/2(q + 1)−1, 1], et une bijection de {t + iζ ; t ∈ [0, 1/2]} sur
[−1,−2q1/2(q+1)−1]. Ainsi SpR(σ1) s’identifie à la partie réelle du spectre de σ1 dans
`1Rad(Fd).

z γ(z)

0

iζ 1
2

+ iζ

1
2

−1 = γ(iζ)

0 1 = γ(0)γ( 1
2
)γ( 1

2
+ iζ)

Figure 7. Sp
R
(σ1)

Enfin, remarquons pour la suite que ϕ0 est le caractère trivial associant 1 à tous
les σn et que ϕiζ est le caractère alterné ε : σn 7→ (−1)n.

Remarque 6.2.7. — Si f est une fonction à valeurs complexes définie sur Fd, posons
Lf = σ1 ∗ f − f , c’est-à-dire

Lf(x) =
1

q + 1

∑
w∈S

(
f(wx)− f(x)

)
.

L’opérateur L est appelé le laplacien combinatoire sur Fd. Si f est une fonction radiale
sur Fd, on notera f(n) sa valeur commune sur les mots de longueur n. Alors Lf est
aussi une fonction radiale et

Lf(n) =
1

q + 1
f(n− 1) +

q

q + 1
f(n+ 1)− f(n).

Identifions tout caractère ϕ sur CRad[Fd] à la fonction radiale valant ϕ(σn) sur les
mots de longueur n. L’équation (6.2.2) exprime alors que les caractères de CRad[Fd]



144 CHAPITRE 6. THÉORÈMES ERGODIQUES POUR LE GROUPE LIBRE

cöıncident avec les fonctions radiales sur Fd qui sont valeurs propres du laplacien
et valent 1 en e. Ce sont les fonctions sphériques sur Fd. Les caractères bornés à
valeur réelle en σ1 sont les fonctions sphériques de type positif. Les représentations
de Fd qu’elles définissent sont irréductibles (voir [FTP83, Théorème 3.9, Chap. 5]).
La série principale est formée des représentations associées aux ϕz avec z ∈ {1/2 +
it ; t ∈ [0, ζ]} ; la série complémentaire est formée de celles associées aux ϕz avec
z ∈ {t+ ijζ ; t ∈]0, 1/2[, j = 0, 1}.

6.2.3. Estimation des caractères. — Le lemme ci-dessous montre que les ca-
ractères auto-adjoints, sauf le caractère trivial (défini par ϕ0) et le caractère alterné
(défini par ϕiζ), admettent une majoration uniforme par une quantité décroissant
exponentiellement vers 0. Ce fait va intervenir de façon cruciale dans la démonstration
des théorèmes ergodiques par la méthode spectrale.

Lemme 6.2.8. — Il existe une constante positive C = Cq telle que pour tout z ∈
SpR(σ1) et tout entier n on ait

(6.2.6) |ϕz(σn)| ≤ C(n+ 1)q−ns,

où s = <z.

Démonstration. — Si z = 1
2 + ijζ avec j = 0 ou 1, on a

|ϕz(σn)| =
(
1 + n

q − 1
q + 1

)
q−n/2 ≤ (n+ 1)q−n/2.

Si z = 1
2 + it, t ∈]0, ζ[, on écrit

ϕz(σn) = 2<
(
c(z)q−nz

)
= q−n/2

(
cosnt′ +

(q − 1)
(q + 1)

cos t′ sinnt′

sin t′
)
,

avec t′ = t log q. En utilisant l’égalité
∣∣∣ sinnt′

sin t′

∣∣∣ ≤ n, on obtient

|ϕz(σn)| ≤ (n+ 1)q−n/2.

Supposons maintenant que z = s+ ijζ avec 0 ≤ s < 1/2 et j = 0 ou 1. En posant
s′ = (1/2− s) log q, on a

c(s+ ijζ) =
q1−s − qs−1

(q + 1)(q−s − qs−1)
=
qes

′ − e−s
′

(q + 1)shs′
,

c(1− s− ijζ) =
qs − q−s

(q + 1)(qs−1 − q−s)
= −qe

−s′ − es
′

(q + 1)shs′
,

d’où

ϕz(σn) =
(−1)jnq−n/2

(q + 1)shs′
[
(qes

′
− e−s

′
)ens

′
− (qe−s

′
− es

′
)e−ns

′
]

=
(−1)jn2q−n/2

q + 1

[
q sh((n+ 1)s′)

shs′
− sh((n− 1)s′)

shs′

]
.
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Pour conclure, on utilise les inégalités

sh(n± 1)s′

shs′
≤ (n± 1)e(n±1)s′ .

6.2.4. Démonstration du théorème 6.2.1. — Soit π une représentation unitaire
du groupe Fd dans un espace hilbertien H. Commençons par une observation, qui
s’adapte aussi au cas des théorèmes ergodiques ponctuels.

Remarque 6.2.9. — Pour démontrer le théorème 6.2.1, il suffit en fait de s’assurer
que la suite

(
π(σ2n)

)
converge fortement vers E1 + E−1.

En effet, on déduit alors de (6.2.1) que, pour tout v = π(σ1)x appartenant à l’image
Imπ(σ1) de π(σ1) , on a

lim
n→∞

π(σ2n+1)v = E1x+ E−1x.

Comme E1v = E1π(σ1)x = π(σ1)E1x = E1x et, de même, E−1v = −E−1x, on voit
que limn→∞ π(σ2n+1)v = E1v − E−1v.

Cette égalité est valable aussi pour tout v dans l’orthogonal Kerπ(σ1) de Imπ(σ1).
En effet, on déduit par récurrence de la formule (6.2.1) que Kerπ(σ1) ⊂ Kerπ(σ2n+1)
pour tout n ≥ 0, d’où limn→+∞ π(σ2n+1)v = 0, ce qui permet de conclure car on a
E1v = 0 = E−1v. La convergence forte de (π(σ2n+1)) est ainsi établie.

L’assertion (ii) du théorème 6.2.1 se déduit immédiatement de (i). Pour démontrer
(iii), on remarque d’abord que, d’après (i), on a limn→+∞ π(βn)v = 0 si v est ortho-
gonal à E1(H)⊕E−1(H). Si v ∈ E1(H), on a bien sûr limn→+∞ π(βn)v = v. Il reste
à considérer le cas où v ∈ E−1(H). En observant que

βp =
1
|Bp|

p∑
k=0

|Sk|σk,

pour tout entier p, on obtient dans ce cas

π(βp)v =
( 1
|Bp|

p∑
k=0

|Sk|(−1)k
)
v.

Comme
∑p
k=0 |Sk|(−1)k = (−q)p et |Bp| = 1 + (q + 1) q

p−1
q−1 , on voit que

lim
n→+∞

π(β2n)v =
q − 1
q + 1

v et lim
n→+∞

π(β2n+1)v = −q − 1
q + 1

v.

Pour démontrer le théorème 6.2.1 il reste donc à étudier le comportement de la
suite

(
π(σ2n)

)
et pour cela nous utilisons la théorie spectrale. Notons B la fermeture

de π
(
`1Rad(Fd)

)
dans B(H). C’est une C∗-algèbre commutative, et par conséquent

tous ses caractères sont auto-adjoints. Notons Sp(B) l’ensemble de ces caractères.
L’application χ 7→ χ ◦ π est une injection de Sp(B) dans l’ensemble des caractères



146 CHAPITRE 6. THÉORÈMES ERGODIQUES POUR LE GROUPE LIBRE

auto-adjoints de `1Rad(Fd). On peut aussi la voir comme une injection du spec-
tre Sp(π(σ1)) = {χ ◦ π(σ1) ; χ ∈ Sp(B)} de l’opérateur auto-adjoint π(σ1) ∈ B, à
valeurs dans la partie réelle SpR(σ1) du spectre de σ1 ∈ `1Rad(Fd). En effet, comme
la C∗-algèbre B est engendrée par l’identité et π(σ1), l’application χ 7→ χ ◦ π est un
homéomorphisme de Sp(B) sur Sp(π(σ1)), ce qui permet d’identifier ces deux espaces.

Soient v un vecteur de H et mv la mesure spectrale associée. D’après ce qui est
rappelé dans l’appendice B, nous avons

(6.2.7) ‖π(σ2n)v‖2 =
∫

Sp
R
(σ1)

|ϕz(σ2n)|2 dmv(z).

L’estimation (6.2.6) entrâıne que limn→+∞ |ϕz(σ2n)| = 0 pour tout z dans SpR(σ1)
sauf aux extrémités z = 0 et z = iζ où la limite est 1. Le théorème de convergence
dominée de Lebesgue donne alors

lim
n→+∞

‖π(σ2n)v‖2 = mv({0, iζ}).

De plus, on a mv({0, iζ}) = ‖E1v +E−1v‖2 d’après le lemme B.2.3. Par conséquent,
si v est orthogonal à E1(H)⊕E−1(H) nous voyons que limn→+∞ ‖π(σ2n)v‖ = 0. Pour
conclure que limn→+∞ π(σ2n) = E1 + E−1, il suffit de remarquer que π(σ2n)v = v

pour tout v ∈ E1(H)⊕ E−1(H). �

6.3. Inégalités maximales et théorèmes ergodiques ponctuels dans L2

Dans cette section, nous nous donnons un espace mesuré (X,B,m) où m est une
mesure de probabilité. Nous supposons que Fd agit sur (X,B,m) en préservant m et
nous considérons la représentation unitaire associée π de Fd dans L2(X,m). Toutes
les mesures considérées ici sont symétriques (i.e. µ = µ̌). Rappelons que pour une
telle mesure µ ∈ `1(Fd), nous avons π(µ)f = µ · f pour tout f ∈ L2(X,m).

Nous allons établir le théorème suivant, dû à A. Nevo.

Théorème 6.3.1 ([Nev94a]). — Soit f ∈ L2(X,m).

(i) La suite
(
π(σ2n)f

)
converge presque partout vers l’espérance conditionnelle E(f |I2),

où I2 désigne la tribu des invariants sous l’action de F(2)
d .

(ii) Les suites
(
π(νn)f

)
et
(
π(σ′n)f

)
convergent presque partout vers E1f = E(f |I),

où I désigne la tribu des invariants sous l’action de Fd.
(iii) La suite

(
π(β2n)f

)
converge presque partout vers E1f + q−1

q+1E−1f .

Remarque 6.3.2. — On en déduit que la suite
(
π(σ2n+1)f

)
converge presque partout

vers E1f − E−1f et que la suite
(
π(β2n+1)f

)
converge presque partout vers E1f −

q−1
q+1E−1f . On voit en particulier que la suite

(
π(σn)f

)
converge presque partout si

et seulement si E−1f = 0.
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Suivant la démarche classique, nous allons établir des inégalités maximales (voir
Théorème 6.3.8). Indiquons d’abord comment nous les utilisons pour démontrer le
théorème ci-dessus.

Pour toute partie borélienne U de R, nous désignons par E(U) le projecteur spectral
de π(σ1) associé. Étant donné ε > 0, nous posons Uε = {γ(z) ; ε ≤ <z ≤ 1/2}, et
Hε = E(Uε)H où H = L2(X,m). Le lemme suivant nous permettra de conclure
facilement.

Lemme 6.3.3. — Soit f ∈ Hε. On a
∑+∞
n=0 ‖π(σn)f‖22 < +∞, et par conséquent

limn→+∞ π(σn)f(x) = 0 pour presque tout x ∈ X.

Démonstration. — En notant mf la mesure spectrale associée à f et à l’opérateur
auto-adjoint π(σ1), on a

+∞∑
n=0

‖π(σn)f‖22 =
+∞∑
n=0

∫
Sp

R
(σ1)

|ϕz(σn)|2 dmf (z).

Si ε ≤ <z ≤ 1/2, l’estimation (6.2.6) donne |ϕz(σn)| ≤ Cq(n+ 1)q−nε, d’où
+∞∑
n=0

‖π(σn)f‖22 ≤ C2
q

+∞∑
n=0

(n+ 1)2q−2nε < +∞.

Il en résulte que
∑+∞
n=0 |π(σn)f(x)|2 est presque partout convergente. On a donc

limn→+∞ π(σn)f(x) = 0 pour presque tout x ∈ X.

Démonstration du théorème 6.3.1. — Comme on l’a déjà vu dans la remarque 6.2.9
pour les théorèmes ergodiques en moyenne, il suffit de considérer le cas de la suite(
π(σ2n)

)
. Rappelons (voir Appendice B) que

H = E1(H)⊕ E−1(H)⊕ ∪ε>0Hε.

Pour f ∈ E1(H) ⊕ E−1(H), on a f = π(σ2n)f . Il résulte alors du lemme 6.3.3 que
pour f ∈ E1(H) + E−1(H) + ∪ε>0Hε, la suite

(
π(σ2nf

)
converge presque partout.

D’après le théorème 1.2.1. et le théorème maximal 6.3.8, elle converge presque partout
pour tout f ∈ L2(X,m). Enfin, le théorème 6.2.1 (i) et la remarque 6.2.2 entrâınent
que E(f |I2) est la limite de cette suite.

Nous allons en fait donner deux façons différentes d’établir les inégalités maximales,
ce qui sera l’occasion de présenter diverses techniques classiques. La première méthode
concerne uniquement le cas L2. Elle utilise la sous-additivité de la suite (νn) et
l’inégalité maximale sous-additive générale. Elle présente l’avantage de s’étendre à des
groupes discrets autres que les groupes libres, notamment les groupes hyperboliques.

Nous allons ensuite établir les théorèmes maximaux Lp à l’aide d’autres outils,
comme l’inégalité maximale de Hopf-Dunford-Schwartz et l’interpolation complexe
pour une famille analytique d’opérateurs.
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6.3.1. Inégalité maximale sous-additive. — Soit (Tn) une suite d’opérateurs de
L2(X,m). Si f ∈ L2(X,m), on pose f?(x) = supn≥0 |Tnf(x)|.

Définition 6.3.4. — Une suite sous-additive d’opérateurs de Markov auto-adjoints
est une suite (Tn) d’opérateurs sur L2(X,m) telle que

(i) Tn = T ∗n et ‖Tn‖ ≤ 1 pour tout n ;
(ii) Tn1 = 1 et Tnf ≥ 0 si f ≥ 0 ;
(iii) il existe une constante C > 0 et un entier k ≥ 1 tels que pour toute fonction

f ≥ 0 appartenant à L2(X,m) et tous n, p ∈ N, on ait

TnTpf(x) ≤ C
(
Tknf(x) + Tkpf(x)

)
presque partout.

Exemple 6.3.5. — À coté de l’exemple de la suite (νn) que nous utiliserons ci-
dessous, notons que d’autres exemples de suites sous-additives d’opérateurs de Markov
auto-adjoints ont déjà été rencontrés dans le chapitre 3. En effet, soit G un groupe
localement compact unimodulaire agissant sur (X,m) en préservant la mesure de pro-
babilité m. Considérons une suite croissante (Fn) de parties mesurables symétriques
dans G avec 0 < |Fn| < +∞. On suppose en outre que pour tous n, p on a

FnFp ⊂ F2 max(n,p) et |F2n| ≤ c|Fn|.

On note Tn l’opérateur de L2(X,m) défini par

Tn(f)(x) =
1
|Fn|

∫
Fn

f(gx)d(g).

On a alors, pour tous n, p et pour toute fonction positive f dans L2(X,m),

TnTpf(x) ≤ c
(
T2nf(x) + T2pf(x)

)
presque partout.

Théorème 6.3.6 ([Bar93],[Nev94a]). — Soit (Tn) une suite sous-additive d’opé-
rateurs de Markov auto-adjoints. Alors pour tout f ∈ L2(X,m), on a ‖f?‖2 ≤
2C‖f‖2, où C est la constante qui intervient dans la définition 6.3.4.

Démonstration. — Il suffit de considérer le cas où f est positive et bornée. Pour
tout entier N , posons f?N = max

0≤n≤N
Tnf et notons M(f,N) la fonction mesurable qui

prend en x la plus petite valeur n telle que le maximum max
0≤n≤N

Tnf(x) est atteint.

Alors f?N s’écrit aussi TM(f,N)f où, pour toute fonction mesurable M à valeurs dans
{0, 1, · · · , N} et pour g ∈ L2(X,m), on pose

TMg =
N∑
n=0

1{M=n}Tng.

Ici, 1{M=n} est la fonction indicatrice de l’ensemble {x ∈ X;M(x) = n}. Si εn désigne
le projecteur g 7→ 1{M=n}g défini sur L2(X,m), on voit que TM =

∑N
n=0 εn ◦ Tn et

que l’adjoint de TM s’écrit T ∗M =
∑N
n=0 Tn ◦ εn.
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La principale étape de la démonstration consiste à établir l’inégalité

(6.3.1) ‖T ∗Mg‖22 ≤ 2C〈g?, g〉,

pour toute fonction mesurable positive bornée g définie surX. Le fait que la constante
ne dépend pas du choix deM est crucial. Cette inégalité s’obtient de la façon suivante,
en utilisant la sous-additivité de la suite (Tn) :

‖T ∗Mg‖22 = 〈TMT ∗Mg, g〉 =
N∑
n=0

N∑
p=0

〈εn ◦ Tn ◦ Tp ◦ εpg, g〉

≤ C
N∑
n=0

N∑
p=0

〈εn ◦ (Tkn + Tkp) ◦ εpg, g〉

≤ C
N∑
n=0

〈
εn ◦ Tkn

( N∑
p=0

εpg
)
, g
〉

+ C
N∑
p=0

〈
Tkp ◦ εpg,

N∑
n=0

εng
〉

≤ C

N∑
n=0

〈Tkng, εng〉+ C

N∑
p=0

〈εpg, Tkpg〉 ≤ 2C〈g?, g〉.

On déduit de (6.3.1) que

〈g, f?N 〉2 =
〈
g, TM(f,N)f

〉2 ≤ ‖T ∗M(f,N)g‖
2
2‖f‖22 ≤ 2C〈g?, g〉‖f‖22,

d’où
〈g, f?〉2 ≤ 2C〈g?, g〉‖f‖22,

en prenant la borne supérieure dans le membre de gauche.
On a en particulier 〈f, f?〉 ≤ 2C‖f‖22 et donc, grâce à (6.3.1),

‖T ∗Mf‖2 ≤ 2C‖f‖2,

pour toute fonction positive bornée f .
Cette inégalité, appliquée avec f? au lieu de f et avec M(f,N), donne

〈f?, f?N 〉
2 ≤ ‖T ∗M(f,N)f

?‖22‖f‖
2
2 ≤ 4C2‖f?‖22‖f‖22

et donc ‖f?‖2 ≤ 2C‖f‖2.

6.3.2. Sous-addititivité de la suite (νn). — Dans le lemme suivant, l’espace des
fonctions à valeurs réelles définies sur Fd est muni de l’ordre usuel.

Lemme 6.3.7. — On a

(i) σt ∗ σs ≤
s∑
p=0

q−pσt+s−2p pour s, t entiers avec s ≤ t ;

(ii)
n∑
i=0

σm+i ∗ σs ≤
1

1− q−1/2

n+2m∑
k=0

σk pour n, m et s entiers avec s ≤ m ;

(iii) νn ∗ νm ≤ 4
1− q−1/2

(ν2n + ν2m) quels que soient les entiers n et m.
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Démonstration. — (i) Pour tout mot w, on a

σt ∗ σs(w) =
∑
uv=w

σt(u)σs(v).

Soient u, v des mots réduits tels que |u| = t et |v| = s, et soit p le nombre de
simplifications intervenant dans le mot uv. On a 0 ≤ p ≤ s et |uv| = t + s − 2p. La
fonction radiale σt ∗ σs est donc une combinaison de termes de la forme σt+s−2p avec
0 ≤ p ≤ s. Estimons alors le coefficient de σt+s−2p. Le nombre de façons d’écrire un
mot de longueur t+ s− 2p sous la forme uv avec |u| = t et |v| = s est majoré par le
nombre de mots de longueur p. Il en résulte que le coefficient de σt+s−2p est majoré

par
|St+s−2p||Sp|
|St||Ss|

≤ q−p.

(ii) Fixons un entier l avec 0 ≤ l ≤ n + 2m et estimons le coefficient de σl dans
le développement de

∑n
i=0 σm+i ∗ σs. D’après (i), si σl a un coefficient non nul dans

σm+i ∗σs, alors l = m+ s+ i− 2p avec 0 ≤ p ≤ s, et le coefficient est majoré par q−p.
En posant j = s+m+ i− l on voit donc que le coefficient de σl dans

∑n
i=0 σm+i ∗ σs

est majoré par
∑2s
j=0 q

−j/2 et donc par (1− q−1/2)−1.
(iii) Supposons n ≥ m. Écrivons

νn ∗ νm =
1

(n+ 1)(m+ 1)

[
(
n∑

k=m

σk) ∗
( m∑
k=0

σk
)

+
(m−1∑
k=0

σk
)
∗
( m∑
k=0

σk
)]
.

Grâce à (ii), on obtient( n∑
k=m

σk

)
∗
( m∑
k=0

σk

)
=

m∑
k=0

n−m∑
i=0

σm+i ∗ σk ≤
m+ 1

1− q−1/2

2n∑
k=0

σk.

De même, on trouve∑
0≤s,t≤m

σt ∗ σs ≤ 2
∑

0≤s≤t≤m

σt ∗ σs ≤
2(m+ 1)
1− q−1/2

2m∑
k=0

σk,

d’où, en regroupant les deux estimations,

νn ∗ νm ≤ 1
(1− q−1/2)(n+ 1)

( 2n∑
k=0

σk + 2
2m∑
k=0

σk

)
≤ 4

1− q−1/2
(ν2n + ν2m).

6.3.3. Inégalités maximales L2. — Soit f ∈ L2(X,m). Nous poserons comme
d’habitude

f?σ(x) = sup
n≥0

|σn · f(x)|, f?ν (x) = sup
n≥0

|νn · f(x)|,

f?σ′(x) = sup
n≥0

|σ′n · f(x)|, f?β(x) = sup
n≥0

|βn · f(x)|.



6.3. INÉGALITÉS MAXIMALES ET THÉORÈMES ERGODIQUES PONCTUELS DANS L2 151

Théorème 6.3.8 (Nevo, [Nev94a]). — Les opérateurs maximaux associés aux suites
(νn), (σ′n), (σn) et (βn) sont bornés dans L2(X,m).

Démonstration. — L’assertion relative à la suite (νn) résulte du lemme 6.3.7 et du
théorème 6.3.6.

Pour la suite (σ′n), on utilise une méthode due à E. M. Stein [Ste61]. C’est une
version discrète de la méthode de Littlewood-Paley-Stein déjà rencontrée dans la
section 5.1.2. On compare la fonction maximale relative à la suite (σ′n) et la fonction

maximale relative aux moyennes de Cesàro ν′n =
1

n+ 1

n∑
k=0

σ′k. La transformation

d’Abel donne

σ′n −
1

n+ 1

n∑
k=0

σ′k =
1

n+ 1

n∑
k=1

k(σ′k − σ′k−1).

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient pour f ∈ L2(X,m),

|σ′n · f(x)− ν′n · f(x)|2 ≤ 1
(n+ 1)2

( n∑
k=1

k
)( n∑

k=1

k|(σ′k − σ′k−1) · f(x)|2
)

≤
n∑
k=1

k|(σ′k − σ′k−1) · f(x)|2.

En prenant les racines carrées, on en déduit que

f?σ′(x) ≤ sup
n≥0

|ν′n · f(x)|+R(f)(x)

où
(
R(f)(x)

)2 =
∑+∞
k=1 k|(σ′k − σ′k−1) · f(x)|2.

Puisque ν′n ≤ 2νn+1, on voit que

‖f?σ′‖2 ≤ 2‖f?ν ‖2 + ‖R(f)‖2.

En faisant intervenir la mesure spectrale mf associée à f et π(σ1), on trouve

‖R(f)‖22 =
+∞∑
k=1

k‖(σ′k − σ′k−1) · f‖22

=
∫

Sp
R
(σ1)

+∞∑
k=1

k|ϕz(σ′k)− ϕz(σ′k−1)|2 dmf (z).

Pour conclure, il suffit de montrer que la fonction ψ définie sur SpR(σ1) par

ψ(z) =
+∞∑
k=1

k|ϕz(σ′k)− ϕz(σ′k−1)|2

est bornée. En effet, on aura alors ‖R(f)‖2 ≤ ‖ψ‖1/2∞ ‖f‖2, d’où

‖f?σ′‖2 ≤ ‖f?ν ‖2 + ‖ψ‖1/2∞ ‖f‖2.
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Le fait que l’opérateur maximal f 7→ f?ν est borné dans L2(X,m) implique alors la
même propriété pour f 7→ f?σ′ .

Pour démontrer que ψ est bornée sur SpR(σ1) nous observons d’abord que

(6.3.2) ψ(z) =
1
4

+∞∑
k=1

k|ϕz(σk+1)− ϕz(σk−1)|2.

Aux extrémités z = 0 et z = iζ, on voit que ψ(z) = 0.
Si 1/4 ≤ <z = s ≤ 1/2, on a d’après (6.3.2) et (6.2.6),

ψ(z) ≤ 1
4

+∞∑
k=1

k(|ϕz(σk+1)|+ |ϕz(σk−1)|)2

≤ C2
q

+∞∑
k=1

(k + 1)3q−(k−1)/2 < +∞.

Enfin, supposons que z = s + ijζ, avec s ∈]0, 1/4[ et j = 0 ou 1. En utilisant
l’égalité

ϕs+ijζ(σn) = (−1)jn
(
c(s+ ijζ)q−ns + c(1− s− ijζ)q−n(1−s)

)
,

on obtient

ψ(z) =
1
4

+∞∑
k=1

k
∣∣∣c(s+ ijζ)(q−s − qs)q−ks + c(1− s− ijζ)(q−(1−s) − q(1−s))q−k(1−s)

∣∣∣2
≤ a(q)2

4

+∞∑
k=1

k
∣∣∣(q−s − qs)q−ks + (q + 1)q−k(1−s)

∣∣∣2,
où

a(q) = max{|c(s+ ijζ)|, |c(1− s− ijζ)| ; s ∈ [0, 1/4], j = 0, 1}.
Comme s ∈ [0, 1/4], on majore q−k(1−s) par q−3k/4, d’où

ψ(z)1/2 ≤ a(q)
2

[( +∞∑
k=1

k(qs − q−s)2q−2ks
)1/2 + (q + 1)

( +∞∑
k=1

kq−3k/2
)1/2]

grâce à l’inégalité triangulaire `2. En remarquant que (qs − q−s)2
+∞∑
k=1

kq−2ks = 1, on

conclut que ψ est bornée sur {s+ ijζ ; s ∈ [0, 1/4], j = 0, 1} et donc sur SpR(σ1) tout
entier.

Finalement, on déduit que f 7→ f?σ est borné dans L2(X,m), à partir de l’inégalité
σn ≤ 2σ′n et de ce qui précède. Pour traiter le cas de f 7→ f?β on remarque que pour
tout f ∈ L2(X,m), on a

|βn · f(x)| ≤ sup
0≤k≤n

|σk · f(x)|.
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6.4. Inégalités maximales et théorèmes ergodiques dans Lp.

Nous conservons les notations de la section 6.3. Soit f ∈ Lp(X,m). Nous notons
encore

f?σ(x) = sup
n≥0

|σn · f(x)| f?ν (x) = sup
n≥0

|νn · f(x)|.

Notre but est de démontrer les deux théorèmes suivants :

Théorème 6.4.1 (Nevo-Stein, [NS94]). — L’opérateur maximal f 7→ f?ν est de
type faible (1, 1). Autrement dit, il existe une constante C > 0 (dépendant de d) telle
que, pour tout f ∈ L1(X,m) et tout α > 0, on ait

m ({x ∈ X ; f?ν (x) > α}) ≤ C

α
‖f‖1.

Par suite, pour tout p > 1, cet opérateur maximal est de type fort (p, p).

Théorème 6.4.2 (Nevo-Stein, [NS94]). — Pour tout p > 1, l’opérateur maximal
f 7→ f?σ est de type fort (p, p). Autrement dit, il existe une constante C > 0 (dépendant
de p et de d) telle que, pour tout f ∈ Lp(X,m), on ait l’inégalité

(6.4.1) ‖f?σ‖p ≤ C‖f‖p.

Remarque 6.4.3. — Par interpolation avec le cas évident p = +∞, les résultats
ci-dessus se déduisent du théorème 6.3.8 lorsque p ≥ 2. Toutefois, nous établissons
maintenant directement les inégalités maximales pour tout p > 1.

L’existence d’une inégalité L1 faible pour la fonction maximale relative aux sphères
est un problème ouvert.

Suivant la méthode usuelle, utilisant les inégalités maximales et les résultats de
convergence ponctuelle démontrés dans la section précédente pour les éléments de
L2(X,m) et donc de la partie L2(X,m) ∩ Lp(X,m), dense dans Lp(X,m), on en
déduit le théorème ci-dessous.

Théorème 6.4.4 (Nevo-Stein, [NS94]). — Soit f ∈ Lp(X,m). Si p ≥ 1, la suite
(νn · f) converge presque partout vers E(f |I). Si p > 1, la suite (σ2n · f) converge
presque partout vers E(f |I2).

Comme dans le cas L2, on a aussi la convergence ponctuelle de la suite (σ2n+1 · f)
avec, en général, une limite différente de celle de la suite (σ2n · f). Rappelons par
ailleurs que les résultats de convergence en moyenne L2 établis dans le théorème 6.2.1
entrâınent la convergence dans Lp pour tout p ∈ [1,+∞[ (voir Remarque 1.3.5).

Les sections suivantes vont être consacrées aux démonstrations des théorèmes 6.4.1
et 6.4.2. Pour le premier, nous allons utiliser l’inégalité maximale de Hopf-Dunford-
Schwartz (voir Proposition 1.3.4), en majorant la somme des σk · f , pour k ≤ n,
par une somme de puissances de l’opérateur de convolution par σ1 appliqué à f . Le
second théorème découlera d’une méthode d’interpolation complexe pour une famille
analytique d’opérateurs.
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6.4.1. Majoration des moyennes de Cesàro.— L’objet de cette section est de
démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.4.5. — Il existe une constante C telle que, pour tout entier positif n, on
ait l’inégalité ∑

k≤n

σk ≤ C
∑
k≤2n

σ∗k1 ,

où σ∗k1 désigne la puissance k-ième de convolution de la mesure σ1.

Admettons un instant le lemme, et montrons le théorème 6.4.1.

Démonstration du théorème 6.4.1. — Notons T l’opérateur défini sur L1(X,m) par
Tf = σ1 · f . Puisque π est une représentation sur L1(X,m), la puissance k-ième de
T est donnée par une puissance k-ième de convolution :

T kf = σ∗k1 · f.

D’autre part, il résulte du lemme que, si f est une fonction positive,
1

n+ 1

∑
k≤n

σk · f ≤
2C

2n+ 1

∑
k≤2n

T kf.

Le théorème maximal pour les moyennes de Cesàro découle alors directement de
l’inégalité maximale faible (1, 1) pour T .

Démonstration du lemme 6.4.5. — Notons, comme précédemment, q = 2d− 1. Nous
allons utiliser l’identité (6.2.1) donnée dans le lemme 6.2.5, qui est valable pour n ≥ 1,

σ1 ∗ σn =
1

q + 1
σn−1 +

q

q + 1
σn+1.

Il en découle, par récurrence, que σ∗k1 s’écrit sous la forme

σ∗k1 =
k∑
j=0

ak(j)σj ,

formule dans laquelle les coefficients ak(j) sont tous positifs ou nuls et s’obtiennent
par récurrence à partir des trois règles suivantes

ak(0) =
1

q + 1
ak−1(1)

ak(1) =
1

q + 1
ak−1(2) + ak−1(0)

ak(j) =
1

q + 1
ak−1(j + 1) +

q

q + 1
ak−1(j − 1), 2 ≤ j ≤ k,

de la valeur initiale a0(0) = 1 et, pour tout k ≥ 0, de la condition ak(j) = 0 si j > k.
Comme

2n∑
k=0

σ∗k1 =
2n∑
j=0

 2n∑
k=j

ak(j)

σj ,
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il suffit de montrer l’existence d’une constante C > 0 telle que, pour tout entier positif

n et tout j ≤ n, on ait
2n∑
k=j

ak(j) ≥ C.

On reconnâıt dans la relation de récurrence qui donne la suite ak à partir de la
suite ak−1 la relation qui, pour une marche aléatoire de Bernoulli asymétrique sur N
avec réflexion en 0, donne la probabilité d’être au point j à l’instant k. Pour d’autres
conditions initiales cette relation permet le calcul d’autres probabilités classiques (cf.
[Fel68, XIV.4]). Cela incite à minorer les coefficients ak(j) par les nombres bk(j),
d’expression connue, définis par récurrence par les règles

bk(0) = 0 , pour tout k ≥ 0,

bk(j) =
1

q + 1
bk−1(j + 1) +

q

q + 1
bk−1(j − 1) , pour 1 ≤ j ≤ k ,

par la valeur initiale b1(1) = q/(q + 1) et par la condition bk(j) = 0 si j > k. On
retrouve aisément par récurrence qu’on a bk(j) = 0 si k et j ne sont pas de même
parité et, dans le cas contraire,

(6.4.2) bk(j) =
j

k

(
k
k+j
2

)(
q

q + 1

) k+j
2
(

1
q + 1

) k−j
2

.

Les nombres ak(j), pour 0 ≤ j ≤ k, sont strictement positifs. Pour achever la
démonstration du lemme 6.4.5 il suffit de montrer qu’il existe un indice j0 > 0 et
une constante C > 0 tels qu’on ait

∑2n
k=j bk(j) ≥ C pour tout j ≥ j0 et tout n ≥ j.

Posons τ = q+1
q−1 . Pour j assez grand et n ≥ j on a [τj −

√
j, τj] ⊂ [j, 2n]. Il suffit

donc d’établir une minoration de la forme∑
k∈[τj−

√
j,τj]

bk(j) ≥ C.

Une telle minoration résulte du lemme suivant :

Lemme 6.4.6. — Il existe une constante strictement positive c telle que, pour tout
couple (j, k) d’entiers de même parité où k appartient à l’intervalle [τj −

√
j, τj], on

ait l’inégalité

bk(j) ≥
c√
j
.

Démonstration. — On peut écrire les entiers k de l’intervalle [τj −
√
j, τj] sous la

forme k = τj(1−α) avec 0 ≤ α ≤ 1
τ
√
j
. Quand j tend vers l’infini, on a, uniformément

par rapport à un entier k appartenant à [τj −
√
j, τj], k ≈ k+j

2 ≈ k−j
2 ≈ j. La

formule de Stirling (x! ∼ xxe−x
√

2πx) donne alors, pour j tendant vers l’infini, k
dans [τj −

√
j, τj] et de même parité que j,

bk(j) ∼
c(τ)√
j

(
q

q + 1
× 2k
k + j

) k+j
2
(

1
q + 1

× 2k
k − j

) k−j
2

, c(τ) > 0,
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ou encore, en remarquant que 2q
q+1 = τ+1

τ et que 2
q+1 = τ−1

τ ,

bk(j) ∼
c(τ)√
j

(
1− α

1− τ
τ+1α

) k+j
2
(

1− α

1− τ
τ−1α

) k−j
2

.

Un développement limité par rapport à l’infiniment petit α donne :

log

( 1− α

1− τ
τ+1α

) k+j
2
(

1− α

1− τ
τ−1α

) k−j
2


=
j

2
(τ + 1− τα) log

(
1− α

1− τ
τ+1α

)
+
j

2
(τ − 1− τα) log

(
1− α

1− τ
τ−1α

)
=
j

2

[
(τ + 1)(−α+

τ

τ + 1
α) + (τ − 1)(−α+

τ

τ − 1
α) + O(α2)

]
= jO(α2) = O(1).

Dans l’équivalent de bk(j), le facteur

(
1− α

1− τ
τ+1α

) k+j
2
(

1− α

1− τ
τ−1α

) k−j
2

est donc

minoré par une constante strictement positive. Cela fournit la minoration de bk(j)
cherchée.

Ceci termine la démonstration du lemme 6.4.5, et donc du théorème 6.4.1.

Remarquons que nous ne nous sommes pas servis des résultats L2 de la section 6.3.
Nous allons toutefois utiliser maintenant la méthode L2 pour démontrer le théorème
6.4.2.

6.4.2. Le théorème d’interpolation pour une famille analytique d’opéra-
teurs. — La démonstration du théorème 6.4.2 repose sur le théorème d’interpolation
pour une famille analytique d’opérateurs T (λ) (voir [SW71, chapitre V] par exemple).
Rappelons d’abord la version de ce résultat dont nous aurons besoin.

Soient 1 ≤ p0, p1 ≤ +∞ deux nombres réels et p′0, p
′
1 les exposants conjugués. Pour

chaque λ dans une bande du plan complexe a0 ≤ <λ ≤ a1, on se donne un opérateur
T (λ) qui est borné dans Lp(X,m), pour p0 ≤ p ≤ p1. On suppose également que,
pour tous f ∈ Lp0(X,m) ∩ Lp1(X,m) et g ∈ Lp′0(X,m) ∩ Lp′1(X,m),

λ 7→
∫
X

T (λ)(f) g dm

est une fonction holomorphe dans la bande a0 < <λ < a1, continue jusqu’au bord de
la bande.

Le théorème suivant donne une estimation des normes d’opérateurs dans la bande.

Théorème 6.4.7. — On suppose de plus qu’il existe des constantes C, κ > 0 telles
que pour tout β ∈ R,

‖T (a0 + iβ)‖Lp0 7→Lp0 ≤ Ceκβ
2

et ‖T (a1 + iβ)‖Lp1 7→Lp1 ≤ Ceκβ
2
.
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Soit t ∈]0, 1[. Il existe une constante C ′, indépendante de T , telle que si pt est défini
par

1
pt

=
1− t

p0
+

t

p1
,

alors

‖T ((1− t)a0 + ta1)‖Lpt 7→Lpt ≤ C ′.

Nous allons utiliser ce théorème d’interpolation pour l’opérateur maximal f 7→ f?σ
de la façon suivante. Pour des raisons qui seront expliquées à la fin de la sous-section
6.4.5, nous étudions plutôt l’opérateur f 7→ supn |σ2n · f |. Comme, pour f ≥ 0, on a

σ2n−1 · f ≤ σ2n−1 · f + qσ2n+1 · f = (q + 1)σ2n(σ1 · f),

pour démontrer le théorème 6.4.2, il suffit en fait de savoir qu’il existe une constante
C > 0, indépendante de N , telle que ‖f?N‖p ≤ C‖f‖p pour tout f ∈ Lp(X,m), où

f?N = max
n≤N

|σ2n · f |.

Reprenant une idée déjà apparue dans la démonstration du théorème 6.3.6, il suffit
même de majorer uniformément l’application qui à f fait correspondre

x 7→ σ2n(x) · f(x) =
1

|S2n(x)|
∑

|w|=2n(x)

f(wx),

où x 7→ n(x) est n’importe quelle application mesurable de X dans {0, 1, . . . , N}.
Pour f donné, cela s’appliquera en particulier à une fonction x 7→ n(x) telle que

max
n≤N

|σ2n · f(x)| = |σ2n(x) · f(x)|.

Ayant fixé une telle application mesurable, nous allons insérer l’application linéaire
qui associe à f la fonction x 7→ σ2n(x) · f(x) dans une famille analytique d’opérateurs
de moyennes.

6.4.3. Les sommes de Cesàro de paramètre complexe. — Pour λ ∈ C, on
définit les sommes de Cesàro complexes par

Sλn =
n∑
k=0

Aλn−kσ2k, avec Aλn =

{
(λ+1)···(λ+n)

n! si n 6= 0

1 si n = 0
,

et on leur associe les opérateurs maximaux

S?λf = sup
n≥1

∣∣∣∣ 1
(n+ 1)λ+1

Sλn · f
∣∣∣∣.

Ces sommes de Cesàro ont été introduites depuis longtemps pour étudier la somma-
bilité des séries de Fourier (voir par exemple [Zyg02, Chapitre III]). L’observation
fondamentale pour nous est que S−1

n = σ2n et S0
n =

∑n
k=0 σ2k. Ayant fixé un entier
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m et un réel q > 1, on va voir −1 comme barycentre de −m et de 0. On établira une
estimation L2 pour <λ = −m :

(6.4.3)
∥∥S?−m+iβf

∥∥
2
≤ Cme

3β2
‖f‖2,

et une estimation Lq pour <λ = 0 :

(6.4.4)
∥∥S?iβf∥∥q ≤ Cqe

3β2
‖f‖q,

où les constante Cm et Cq ne dépendent que de m et q respectivement.
Le théorème d’interpolation 6.4.7 va alors être appliqué à la famille analytique

d’opérateurs T (λ) avec

T (λ)f(x) =
(
n(x) + 1

)−λ−1
Sλn(x) · f(x).

Il est clair que l’opérateur T (λ) est borné dans tout Lp (avec une borne dépendant a
priori de max{n(x), x ∈ X} ≤ N). Les inégalités (6.4.3) et (6.4.4) donnent respec-
tivement

‖T (−m+ iβ)‖L2 7→L2 ≤ Cm,qe
3β2

et ‖T (iβ)‖Lq 7→Lq ≤ Cm,qe
3β2

.

En écrivant ensuite −1 = λ = −m(1 − t) + 0t et 1
p = 1−t

2 + t
q , le théorème

6.4.7 montre qu’il existe une constante C ′m,q, ne dépendant que de m et q, telle que
‖T (−1)‖Lp 7→Lp ≤ C ′m,q, d’où

‖f?N‖p =
∥∥∥∥ max

1≤n≤N

∣∣S−1
n · f

∣∣∥∥∥∥
p

≤ C ′m,q‖f‖p,

pour tout f ∈ Lp(X). Comme m peut être pris arbitrairement grand et q peut être
pris arbitrairement proche de 1, p est aussi proche de 1 qu’on le souhaite.

Avant de passer à la démonstration des inégalités (6.4.3) et (6.4.4), rappelons
quelques formules classiques. On a Sλ0 = δe pour tout λ ∈ C et, pour tout n ≥ 1,

(6.4.5) Aλn −Aλn−1 = Aλ−1
n et Sλn − Sλn−1 = Sλ−1

n .

Par ailleurs, en remarquant que

(1− x)−λ−1 =
∞∑
k=0

Aλkx
k,

on obtient immédiatement la formule de convolution

(6.4.6) Aλ+λ′+1
n =

n∑
k=0

Aλ
′

n−kA
λ
k

qui entrâıne

(6.4.7) Sλ+λ′+1
n =

n∑
k=0

Aλ
′

n−kS
λ
k .
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Pour établir l’inégalité (6.4.4), observons d’abord que

(6.4.8)
∣∣Aiβn ∣∣2 = (1 + β2)

(
1 +

β2

22

)
· · ·
(

1 +
β2

n2

)
≤ eCβ

2
,

avec C =
∑
k≥1

1
k2

=
π2

6
≤ 4. Il en résulte que

∣∣∣∣ 1
(n+ 1)1+iβ

Siβn · f
∣∣∣∣ ≤ e2β

2

(
1

n+ 1

n∑
k=0

σ2k · |f |

)
≤ 2e2β

2
|f |?ν .

L’inégalité (6.4.4) découle donc du théorème 6.4.1.
L’inégalité (6.4.3) est plus difficile à établir. On réduit son étude à celle de la

proposition 6.4.8, comme nous allons l’expliquer maintenant.

6.4.4. Réduction du problème. — A partir de (6.4.7) on commence par écrire

S−m+iβ
n =

n∑
k=0

Aiβn−kS
−m−1
k =

n′∑
k=0

Aiβn−kS
−m−1
k +

n∑
k=n′+1

Aiβn−kS
−m−1
k

où n′ est la partie entière de n/2. Pour la seconde somme, on déduit de l’estimation∣∣∣Aiβk ∣∣∣ ≤ e2β
2

que

(n+ 1)m−1

∣∣∣∣∣
n∑

k=n′+1

Aiβn−kS
−m−1
k · f

∣∣∣∣∣ ≤ 2me2β
2

sup
n′+1≤k≤n

(k + 1)m
∣∣S−m−1
k · f

∣∣
≤ 2me2β

2∣∣S?−m−1f
∣∣(6.4.9)

puisque (n+ 1)m ≤ 2m(k + 1)m pour n′ + 1 ≤ k ≤ n.
Pour la première somme, on utilise l’identité

n′∑
k=0

Aγn−kS
δ
k =

n′∑
k=0

Aγ−1
n−kS

δ+1
k +Aγn−n′−1S

δ+1
n′

obtenue grâce à (6.4.5) et à une transformation d’Abel. On répète cette identité
jusqu’à obtenir la somme

n′∑
k=0

Aiβn−kS
−m−1
k =

n′∑
k=0

A−m+iβ
n−k S−1

k +
m−1∑
j=0

A−j+iβn−n′−1S
j−m
n′ .

Pour 0 < j ≤ `, en écrivant à l’aide de la définition de Aλ` ,

A−j+iβ` = Aiβ`−j
(−j + 1 + iβ) · · · (iβ)

(`− j + 1) · · · `
,

on obtient, grâce à l’inégalité (6.4.8), la majoration∣∣∣A−j+iβ`

∣∣∣ ≤ e2β
2 (|j − 1|+ |β|) · · · |β|

(`− j + 1) · · · `
≤ e2β

2 (j + |β|)j

(`− j + 1)j
.
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Par conséquent, il existe d’une constante C(j) telle que pour tout β ∈ R et tout entier
` ≥ j, on ait

(`+ 1)j
∣∣∣A−j+iβ`

∣∣∣ ≤ C(j)e3β
2
.

Quitte à modifier la constante C(j), on peut supposer que cette majoration est valable
aussi pour 0 ≤ ` ≤ j.

On en déduit la majoration∥∥∥∥∥∥sup
n

(n+ 1)m−1

∣∣∣∣∣∣
n′∑
k=0

A−m+iβ
n−k S−1

k · f

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

≤ C(m)e3β
2
sup
n

(n+ 1)m−1
n′∑
k=0

1
(n− k + 1)m

×
∥∥S?−1f

∥∥
2

≤ C ′(m)e3β
2∥∥S?−1f

∥∥
2
.(6.4.10)

Par ailleurs, on a∥∥∥∥∥∥sup
n

(n+ 1)m−1

∣∣∣∣∣∣
m−1∑
j=0

A−j+iβn−n′−1S
j−m
n′ · f

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

≤ e3β
2
m−1∑
j=0

∥∥∥∥sup
n

(n+ 1)m−1 C(j)
(n− n′)j

∣∣∣Sj−mn′ · f
∣∣∣∥∥∥∥

2

≤ C ′′(m)e3β
2
m−1∑
j=0

∥∥∥∥sup
n

1
(n′ + 1)j−m+1

∣∣∣Sj−mn′ · f
∣∣∣∥∥∥∥

2

≤ C ′′(m)e3β
2
m−1∑
j=0

∥∥S?j−mf∥∥2
.(6.4.11)

On déduit alors des estimations (6.4.9), (6.4.10) et (6.4.11) que l’inégalité maximale
(6.4.3) pour S?−m+iβ résulte de l’inégalité maximale L2 pour S?−m, avec m ≥ 1.

6.4.5. La fonction de Littlewood-Paley et la théorie L2. — Il nous reste donc
à établir la proposition suivante.

Proposition 6.4.8. — Quel que soit l’entier m ≥ 1, il existe une constante C(m)
telle que, pour toute fonction f ∈ L2(X),∥∥S?−mf∥∥2

≤ C(m)‖f‖2.

Nous allons montrer que la fonction maximale est dominée par une fonction de
Littlewood-Paley pour laquelle on pourra utiliser la théorie L2. Pour cela, on écrit à
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l’aide de (6.4.5),

(n+ 1)mS−mn · f =
n∑
j=0

(
(j + 1)mS−mj · f − jmS−mj−1 · f

)
=

n∑
j=0

[(
(j + 1)m − jm

)
S−mj · f + jmS−m−1

j · f
]
.

On en déduit la majoration

(6.4.12) (n+ 1)m
∣∣S−mn · f

∣∣ ≤ m
n∑
j=0

(j + 1)m−1
∣∣S−mj · f

∣∣+ n∑
j=0

(j + 1)m
∣∣S−m−1
j · f

∣∣.
Posons

Rmf =

+∞∑
j=0

(j + 1)2m−1
∣∣S−m−1
j · f

∣∣21/2

.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité
n∑
j=0

(j + 1) ≤ (n+ 1)2 donnent

1
n+ 1

n∑
j=0

|aj | ≤
1

n+ 1
( n∑
j=0

(j + 1)
)1/2+∞∑

j=0

|aj |2

j + 1

1/2

≤

+∞∑
j=0

|aj |2

j + 1

1/2

.

On déduit alors de (6.4.12) que

S?−mf ≤ mRm−1f +Rmf.

Il reste donc à établir une majoration de ‖Rmf‖2. Remarquons qu’une variante d’une
telle majoration a été obtenue dans la démonstration du théorème 6.3.8 pour m = 1.
La méthode employée ici est semblable et repose sur le théorème spectral qui permet
d’écrire

‖Rmf‖22 =
+∞∑
j=0

(j + 1)2m−1

∫
X

∣∣S−m−1
j · f

∣∣2 dm

=
∫

Sp
R
(σ1)

+∞∑
j=0

(j + 1)2m−1
∣∣ϕz(S−m−1

j

)∣∣2 dmf (z)

où mf est la mesure spectrale associée à f . Il s’agit alors de majorer uniformément
l’intégrant. C’est ici qu’est utilisé le fait que seules les mesures σk, avec k pair
apparaissent dans la définition des Sλn . En effet, comme cela a déjà été remarqué
dans la démonstration des théorèmes ergodiques L2, pour f ∈ L2(X) orthogonale
aux sous-espaces Ker(σ1 + I) et Ker(σ1 − I), les caractères ϕ0 et ϕiζ de l’algèbre des
fonctions radiales `1Rad(Fd) n’interviennent pas. On obtient une majoration uniforme
en z de

∑+∞
j=0(j + 1)2m−1

∣∣ϕz(S−m−1
j

)∣∣2 sur SpR(σ1) \ {0, iζ} en utilisant notamment
l’estimation (6.2.6). Pour les détails nous renvoyons à l’article [NS94]. Si f appartient
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à Ker(σ1 + I) ou à Ker(σ1− I), on a σ2k ·f = f pour tout k, et dans ce cas on obtient
directement l’inégalité maximale pour S?−mf .

6.5. Le théorème de Bufetov

L’approche du théorème de Nevo-Stein, due à Bufetov [Buf02], consiste à relier
l’étude de la suite des opérateurs de moyenne π(σ2n) à celle des puissances d’un unique
opérateur de Markov auxquelles s’applique le théorème de convergence de G.-C. Rota.
(Une démonstration de ce théorème est rappelée dans l’appendice C).

Le théorème de A. I. Bufetov s’énonce ainsi.

Théorème 6.5.1. — Soit (X,B,m) un espace probabilisé sur lequel Fd agit en pré-
servant la mesure m. Pour toute fonction f ∈ L1(X,m) la suite σ2n ·f converge dans
L1(X,m) vers E(f |I2), où I2 est la tribu des invariants de X sous l’action de F(2)

d .
Si de plus f ∈ L logL(X,m), alors la convergence a lieu m-presque partout.

Démonstration. — Rappelons que S = A ∪A−1 désigne le système générateur de Fd
et s’identifie à la sphère unité de Fd. En particulier pour une fonction f ∈ L1(X,m),
on a

σ1 · f(x) =
1

q + 1

∑
s∈S

f(sx),

où q = 2d − 1. A. I. Bufetov introduit alors l’espace auxiliaire (X̃, B̃, m̃) où X̃ est
l’espace produit X × S, muni de la tribu produit et de la mesure m̃ = m ⊗ p, où p

est la mesure de probabilité uniforme sur S. Il considère ensuite l’opérateur P̃ sur
(X̃, m̃) défini, pour toute fonction F de X̃ dans R, par

P̃F (x, s) =
1
q

∑
s′∈S;s′s 6=e

F (sx, s′).

Cet opérateur, qui préserve la mesure m̃, définit un opérateur de Markov sur
L1(X̃, m̃), au sens de la définition C.1.8 de l’appendice C. Le lien entre l’opérateur P̃
et les opérateurs de moyenne sphérique σn est réalisé par le résultat suivant : si on
associe à chaque fonction f : X → R la fonction f̃ définie sur X̃ par f̃(x, s) = f(x),
alors

σ1 · f(x) =
1

q + 1

∑
s∈S

P̃ f̃(x, s).

De plus, l’itération de P̃ conduit à

P̃nF (x, s) =
1
qn

∑
w∈Sn; wn=s

∑
s′∈S; s′w1 6=e

F (wx, s′),
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où le mot w est écrit w = w1 · · ·wn en fonction de l’alphabet S. On en déduit la
relation, pour f̃(x, s) = f(x),

σn · f(x) =
1

q + 1

∑
s∈S

P̃nf̃(x, s).

Si f ∈ L logL(X,m), la fonction f̃ appartient à L logL(X̃, m̃). L’étude de la
convergence de la suite σ2n · f se ramène donc à celle de la suite P̃ 2nF , pour une
fonction F de L logL(X̃, m̃). Or, le théorème de Rota C.1.9 montre que, si P̃ ∗ désigne
l’opérateur de L1(X̃, m̃) adjoint de P̃ , alors, pour toute fonction F ∈ L1(X,m), la
suite de fonctions (P̃ ∗)nP̃nF converge dans L1. De plus, la convergence a aussi lieu
presque sûrement lorsque F ∈ L logL(X̃, m̃). Si l’opérateur P̃ était auto-adjoint, on
aurait la convergence souhaitée. Ce n’est pas le cas, mais nous allons voir qu’il existe
une relation simple entre P̃ ∗ et P̃ . Notons tout d’abord que l’opérateur P̃ ∗, adjoint
de P̃ vérifie, pour tout F ∈ L1(X̃, m̃),

P̃ ∗F (x, s) =
1
q

∑
s′∈S; s′s 6=e

F (s′−1x, s′).

Soit U l’opérateur défini par

UF (x, s) = F (sx, s−1).

Alors U2 = Id et on vérifie que U conjugue P̃ à P̃ ∗ :

P̃ = UP̃ ∗U.

Lemme 6.5.2. — On a de plus la relation :

P̃ ∗P̃ =
q − 1
q

UP̃ +
1
q
Id.

Démonstration. — En effet, on a d’une part

UP̃F (x, s) = P̃F (sx, s−1) =
1
q

∑
s′ 6=s

F (x, s′),

et d’autre part,

P̃ ∗P̃F (x, s) =
1
q

∑
s′s 6=e

P̃F (s′−1x, s′)

=
1
q2

∑
s′∈S; s′s 6=e

∑
s′′∈S; s′s′′ 6=e

F (x, s′′)

=
q − 1
q

∑
s′′ 6=s

F (x, s′′) +
1
q
F (x, s).
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En utilisant ce lemme et la relation de conjugaison, on obtient alors par récurrence
sur n,

(P̃ ∗)nP̃n =
q − 1
q2

UP̃ 2n−1 +
1
q
(P̃ ∗)n−1P̃n−1

soit encore
P̃ 2n−1 =

q

q − 1
U(P̃ ∗)nP̃n − 1

q − 1
U(P̃ ∗)n−1P̃n−1.

Ainsi, la convergence de P̃ 2nF est une conséquence du théorème de Rota.
L’invariance de la limite par l’action de F(2)

d résulte du théorème 6.2.1 et de la
remarque 6.2.2, ce qui conclut la démonstration du théorème de Bufetov.

Notice bibliographique. — Comme cela a déjà été dit, les résultats exposés dans
ce chapitre sont essentiellement dus à Nevo [Nev94a] et Nevo et Stein [NS94].
L’approche proposée par Bufetov se situe dans le prolongement de travaux de Gri-
gorchuk [Gri99, Gri00] et trouve ses racines dans la démonstration du théorème
ergodique aléatoire de Kakutani [Kak51].

La méthode de Bufetov est très simple et s’adapte bien au cas des actions de
semi-groupes libres (et plus généralement de semi-groupes strictement markoviens
[Buf00]).

En revanche, l’approche de Nevo et Stein présente l’avantage d’établir des inégalités
maximales. De plus l’inégalité maximale sous-additive énoncée dans le théorème 6.3.6
s’applique aux groupes hyperboliques de Gromov. À côté des groupes libres, on
trouve dans cette classe les groupes fondamentaux de variétés compactes à courbure
strictement négative et les réseaux uniformes de groupes de Lie simples de rang 1. La
géométrie des groupes hyperboliques est suffisament proche de celle des groupes libres
pour que soit conservée l’inégalité maximale L2 relative aux moyennes de Cesàro νn
sur les sphères. Cependant les inégalités maximales pour les moyennes sur les sphères
ou les boules, ainsi que les théorèmes ergodiques en moyenne ou ponctuels établis dans
ce chapitre pour les groupes libres, requièrent une connaissance précise de la théorie
spectrale de l’algèbre des fonctions radiales du groupe considéré. Elles ne s’étendent
pas facilement aux groupes hyperboliques.

L’existence en toute généralité de théorèmes ergodiques en moyenne et ponctuels
pour ces groupes est largement ouvert. Pour des résultats partiels nous renvoyons
aux travaux de Fujiwara et Nevo [FN98] et de Nevo [Nev98]. Dans ce dernier
article, un principe de transfert spectral [Cow79], combiné à des estimations de
norme d’opérateurs de convolution [Jol90] permet notamment d’obtenir un théorème
ergodique ponctuel avec vitesse de décroissance exponentielle pour les actions des
réseaux uniformes du groupe Sp(n, 1), n ≥ 2.



CHAPITRE 7

THÉORÈMES ERGODIQUES POUR SOo(d, 1).

Le chapitre 6 était consacré à un exemple typique de structure hyperbolique discrète :
le groupe libre Fd à d>1 générateurs, qui s’identifie à l’arbre homogène Tq à q+1=2 d
arêtes.

Dans le présent chapitre, nous considérons un exemple typique de structure hy-
perbolique continue : l’espace hyperbolique réel Hd de dimension d > 1, sur lequel
opère le groupe de Lorentz, plus précisément sa composante connexe G = SOo(d, 1).
Nous avons rassemblé dans l’appendice D des informations sur Hd et sur G et nous
ne mentionnerons ici que la réalisation de Hd comme espace homogène G/K avec
K = SO(d).

La parenté entre le cadre discret du chapitre 6 et le cadre continu du chapitre 7 est
bien connue. Tout d’abord, il s’agit de structures hyperboliques au sens de Gromov
(voir par exemple [Gro87], [GdlH90], [BH99]). Mais leurs liens sont plus étroits.
D’un point de vue géométrique, les arbres (semi-)homogènes sont les immeubles affines
de rang 1 tandis que les espaces hyperboliques (réels, complexes, quaternioniens, oc-
tonien) sont les espaces symétriques riemanniens de type non compact et de rang 1.
D’un point de vue algébrique, Tq = PGL(2,Qp)/PGL(2,Zp) si q est un nombre pre-
mier tandis que H2 = PGL(2,R)/PO(2). D’un point de vue analytique, la réalisation
de ces espaces comme quotients G/K de paires de Gelfand (G,K) explique la commu-
tativité du produit de convolution pour les fonctions (et les mesures ...) radiales. De
plus, les analyses de Fourier radiales qui en résultent sont des cas limites d’une même
théorie quantique de fonctions spéciales, élaborée par Cherednik et liée aux algèbres
de Hecke affines doubles de rang 1 (voir par exemple [Che05, chap. 2], [Mac03]).

Si les arguments sont similaires à ceux du chapitre 6, les aspects techniques diffèrent
suffisamment pour mériter un nouveau chapitre. En particulier, aux problèmes ana-
lytiques globaux s’ajoutent maintenant des problèmes analytiques locaux semblables
à ceux du cas euclidien traité au chapitre 5.
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Dans la suite, G = SOo(d, 1) et K = SO(d). Un peu abusivement, nous ap-
pellerons sphères et boules centrées à l’origine e dans G les ensembles bi–K–invariants
correspondant aux sphères et boules géodésiques centrées à l’origine o = eK dans
Hd = G/K. Plus précisément, si A = { at ; t∈R } est un groupe à un paramètre dans
G tel que t 7→ atK soit une géodésique dans G/K alors, pour t > 0, la sphère St de
G, de rayon t centrée en e, est

St = KatK = { g∈G ; d(eK, gK) = t },

et la boule Bt de rayon t centrée en e est

Bt = K { as; 0 ≤ s ≤ t }K = { g∈G ; d(eK, gK) ≤ t },

où d est la distance riemannienne dans Hd. La sphère St porte la mesure de probabilité
σt définie par

σt= mK ∗ δat
∗mK ,

où mK est la mesure de Haar de K, et δat
la masse de Dirac au point at. La boule

Bt porte la mesure de probabilité βt correspondant au volume riemannien normalisé :

βt =
cd
|Bt|

∫ t

0

(sh r)d−1σr dr,

où cd = 2πd/2
/

Γ(d/2) et |Bt| = cd
∫ t
0

(sh r)d−1 dr . Nous introduisons également les
moyennes νt = 1

t

∫ t
0
σr dr . Ces trois familles sont analogues aux suites de mesures

σn, βn et νn considérées au chapitre 6.
Dans ce chapitre, nous établissons plusieurs théorèmes ergodiques pour les moyennes

sphériques en suivant les articles [Nev94b], [Nev97] de Nevo et [NS97] de Nevo-
Stein.

L’algèbre M(G,K) des mesures complexes bi-K-invariantes sur G, de variation
totale finie, est engendrée par les mesures de probabilité σt. Elle est l’analogue pour
SOo(d, 1), de l’algèbre l1rad(Fd) des fonctions radiales. Comme cette dernière, c’est
une algèbre de Banach involutive commutative ce qui rend possible l’utilisation de
méthodes spectrales.

Nous établissons d’abord (section 7.1) le théorème ergodique en moyenne L2 dû
à Howe-Moore [HM79], en suivant [Nev94b], pour les moyennes sur les sphères de
SOo(d, 1), d ≥ 2. L’évaluation de normes L2 à l’aide du théorème spectral nécessite
la détermination des caractères auto-adjoints de M(G,K). Ils sont donnés par des
fonctions sphériques dont le comportement à l’infini permet de conclure.

Dans la section 7.2, nous établissons le théorème ergodique ponctuel L2 de Nevo
[Nev94b] pour les moyennes sur les sphères de SOo(d, 1), lorsque d ≥ 3. Comme
dans le chapitre précédent, la méthode de Littlewood-Paley-Stein sert, avec la théorie
spectrale, à démontrer l’inégalité maximale L2. Ici, on a besoin d’estimer la décrois-
sance de la première dérivée des fonctions sphériques. L’analyse spectrale deM(G,K)
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sert également pour démontrer que la convergence ponctuelle a lieu sur un sous-espace
dense de L2(X,m).

La section 7.3 est consacrée aux théorèmes ergodiques dans Lp. Il suffit de démon-
trer l’inégalité maximale. Elle est vraie dans Lp pour tout d ≥ 3 avec p > d

d−1 .
Sous cette forme optimale, elle est due à Nevo-Stein [NS97]. Nous nous limitons aux
cas obtenus par Nevo dans [Nev97] : p > d

d−1 lorsque la dimension d est impaire
et p > d−1

d−2 lorsque d est paire. La démonstration utilise la méthode d’interpolation
complexe vue au chapitre 6 et l’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville, qui
est à rapprocher de l’utilisation des moyennes de Cesàro complexes de ce chapitre 6.
Des estimations suffisamment précises et uniformes du comportement des fonctions
sphériques et de leurs dérivées sont nécessaires.

Ces fonctions sphériques sont les fonctions propres radiales du laplacien sur Hd.
Nous terminons ce chapitre par un paragraphe technique (section 7.4), où nous don-
nons les estimations de ces fonctions propres et de leurs dérivées utilisées pour établir
les théorèmes ergodiques. C’est l’une des difficultés des travaux de Nevo et Nevo-
Stein, pour lesquels les estimations classiques d’Harish-Chandra sont insuffisantes.
Nous démontrons ces estimations uniquement en dimension d = 3, où elles sont
élémentaires.

7.1. Théorème ergodique en moyenne dans L2

7.1.1. Énoncé. — Comme nous l’avons déjà fait dans la section 6.2, nous traitons
plus généralement le cas d’une représentation unitaire π deG dans un espace hilbertien
H. Cette représentation se prolonge en une représentation de l’algèbre de Banach
involutive M(G) des mesures bornées sur G en posant π(µ) =

∫
G
π(g) dµ(g) pour

tout µ ∈M(G) (voir Appendice A). Nous notons E1 ∈ B(H) le projecteur orthogonal
sur l’espace des vecteurs G-invariants de H.

Le théorème suivant est démontré dans [Nev94b]. Il peut aussi se déduire du
théorème de Howe-Moore [HM79] relatif au comportement asymptotique des coeffi-
cients de π.

Théorème 7.1.1. — Soit π une représentation unitaire de G = SOo(d, 1), d ≥ 2.
Alors π(σt) converge fortement vers le projecteur E1 quand t tend vers +∞.

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 6.2.1. Elle
repose sur l’étude des caractères auto-adjoints de la sous-algèbre M(G,K) de M(G)
formée des mesures bi-K-invariantes, i.e. invariantes par les actions par multiplication
à gauche et à droite deK surG. Nous verrons que ces caractères s’expriment en termes
de certaines fonctions propres sphériques du laplacien sur l’espace hyperbolique Hd.
Le théorème ergodique en moyenne découle d’une application du théorème spectral
et des propriétés de décroissance de ces fonctions radiales. Notons que ce théorème
est valable pour tout d ≥ 2.
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7.1.2. Détermination des caractères auto-adjoints de l’algèbre M(G,K) des
mesures bi-K-invariantes sur G. — Concernant l’algèbre M(G) nous adoptons
les notations introduites dans l’appendice A.

Lemme 7.1.2. — L’algèbre M(G,K) est une algèbre de Banach commutative. Elle
admet σ0 = mK comme unité.

Démonstration. — Soit D : G → R+ l’application distance à l’origine définie par
D(g) = d(o, go). Alors toute mesure µ de M(G,K) s’écrit µ =

∫∞
0
σt d(D∗µ)(t).

Autrement dit, les mesures de M(G,K) sont exactement les moyennes des mesures
σt. Comme σt ∗ σ0 = σ0 ∗ σt, on en déduit que σ0 est l’unité de M(G,K).

Pour montrer que M(G,K) est une algèbre commutative, il suffit de vérifier que
les mesures σt, pour t ≥ 0, commutent entre elles. Or l’involution µ 7→ µ∗ fixe
chaque σt. Sa restriction à M(G,K) est donc l’involution complexe µ 7→ µ. Comme
(σt∗σt′)∗ = σ∗t′∗σ∗t , on en déduit que σt ∗ σt′ = σt′∗σt = σt′ ∗ σt, d’où σt∗σt′ = σt′∗σt
pour tous t, t′ ≥ 0. L’algèbre M(G,K) est donc bien commutative.

Nous aurons besoin de la propriété suivante [Nev94b, lemma 2] :

Lemme 7.1.3. — Soient t et t′ deux nombres réels strictement positifs. Alors σt∗σt′
est une mesure de probabilité absolument continue par rapport à la mesure de Haar
sur G et elle a un support d’intérieur non vide.

Nous allons maintenant déterminer les caractères auto-adjoints de M(G,K). Rap-
pelons qu’ils sont automatiquement continus et de norme 1 (voir Appendice B). Le
groupe G n’ayant pas la combinatoire simple du groupe Fd, on ne peut pas procéder
“à la main” comme au chapitre 6. Suivant la méthode évoquée dans la remarque
6.2.7, l’étude se ramène à celle des fonctions propres du laplacien hyperbolique sur
Hd. Nous suivrons [Hel84, p. 399 et seq.].

Soit L1(G,K) la sous-algèbre de Banach involutive de L1(G) formée des fonc-
tions à valeurs complexes intégrables pour la mesure de Haar et bi-K-invariantes.
L’application f 7→ f dg, où dg désigne la mesure de Haar de G, définit un homomor-
phisme isométrique de L1(G,K) dans M(G,K).

Tout caractère χ de M(G,K) se restreint donc naturellement en un caractère de
L1(G,K). De plus, s’il existe t > 0 tel que χ(σt) 6= 0, on a alors χ(σt ∗σt) = χ(σt)2 6=
0, et le lemme 7.1.3 assure que la restriction de χ à L1(G,K) est une forme linéaire
non nulle et de norme inférieure ou égale à 1.

Définissons le projecteur de moyennisation f 7→ f ] de L1(G) dans L1(G,K) par

f ](g) =
∫∫

K×K
f(k1gk2)dk1dk2.

Il est de norme inférieure ou égale à 1. À partir de la restriction de χ à L1(G,K),
nous pouvons définir une forme linéaire continue Lχ de norme inférieure ou égale à 1
sur L1(G) par Lχ(f) = χ(f ]).
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Lemme 7.1.4. — Soit χ un caractère auto-adjoint de M(G,K) dont la restriction
à L1(G,K) est non nulle. Alors la forme linéaire Lχ associée sur L1(G) s’écrit
Lχ(f) =

∫
G
f(g)ψ(g)dg, où ψ ∈ L∞(G) est une fonction à valeurs réelles, de norme

inférieure ou égale à 1, bi-K-invariante, qui vérifie pour presque tous x, y ∈ G,

(7.1.1) ψ(x)ψ(y) =
∫
K

ψ(xky) dk .

Démonstration. — Comme la forme linéaire Lχ est continue et de norme ≤ 1, il existe
ψ ∈ L∞(G) telle que ‖ψ‖∞ ≤ 1 et Lχ(f) =

∫
G
f(x)ψ(x) dx pour tout f ∈ L1(G).

L’application Lχ est bi-K-invariante, donc ψ l’est aussi. Par ailleurs, ψ est à valeurs
réelles car χ est auto-adjoint.

Enfin, pour f et h dans L1(G) on vérifie que (f ] ∗ h)] = f ] ∗ h], d’où∫
G

(
f ] ∗ h(x)

)
ψ(x) dx = Lχ(f ] ∗ h) = χ((f ] ∗ h)]) = χ(f ])χ(h]) = Lχ(f)Lχ(h).

Or le terme de gauche vaut∫
G×G

f(x)h(y)(
∫
K

ψ(xky) dk)dxdy,

et celui de droite ∫∫
G×G

f(x)h(y)ψ(x)ψ(y)dxdy.

Donc ψ vérifie (7.1.1) pour presque tous x et y.

Lemme 7.1.5. — (a) Soit ψ ∈ L∞(G) une fonction non nulle vérifiant (7.1.1).
Alors il existe une fonction propre K-invariante du laplacien sur Hd, notée h, telle
que ψ(g) = h(gK) presque partout.

(b) Réciproquement, si h est une fonction propre K-invariante du laplacien sur Hd

qui vaut 1 en o, alors la fonction ψ définie sur G par ψ(g) = h(gK) est K-invariante
et vérifie (7.1.1) pour tous x, y de G.

Démonstration. — (a) L’équation (7.1.1) montre tout d’abord que ψ cöıncide presque
partout avec une fonction C∞. En effet, choisissons une fonction ρ : G→ R, de classe
C∞, à support compact, telle que

∫
G
ρ(y)ψ(y) dy 6= 0. Alors, pour presque tout x ∈ G,

on a

ψ(x)
∫
G

ψ(y)ρ(y) dy =
∫
G

ρ(y)
( ∫

K

ψ(xky) dk
)
dy =

∫
K

(
∫
G

ρ
(
k−1x−1z)ψ(z)dz

)
dk.

Le terme de droite est bien C∞ en x, et donc ψ l’est aussi.
L’équation (7.1.1) montre aussi que ψ est bi-K-invariante. Donc la fonction définie

sur G/K par h(yK) = ψ(y) est C∞ et K-invariante. Le laplacien ∆ de l’espace hy-
perbolique Hd ' G/K est un opérateur invariant par l’action à gauche par isométries
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de G sur G/K : pour tout g ∈ G, on a ∆h(gyK) = ∆(h ◦ g)(yK). En appliquant ∆
aux deux membres de (7.1.1) considérés comme fonctions de y, il vient

h(xK)∆h(yK) =
∫
K

∆h(xkyK) dk,

d’où h(xK)∆h(o) = ∆h(xK) en prenant y = e. Donc h est une fonction propre de ∆
pour la valeur propre ∆h(o).

(b) Soit h une fonction propre K-invariante du laplacien sur Hd pour la valeur
propre λ, telle que h(o) = 1. Comme nous le rappelons dans la section 7.4, il existe
une unique fonction h avec ces propriétés.

Soit ψ la fonction définie sur G par ψ(g) = h(gK). La fonction y 7→
∫
K
ψ(xky)dk

est bi-K-invariante. De plus, c’est une moyenne de fonctions propres pour la valeur
propre λ ; elle induit donc une fonction K-invariante sur Hd qui est propre pour la
valeur propre λ, et qui vaut ψ(x) = h(xK) en y = e. Par unicité de h, on en déduit
que pour tout y ∈ G, on a ψ(x)ψ(y) =

∫
K
ψ(xky)dk.

En restriction à L1(G,K), un caractère de M(G,K) s’écrit donc

χ : f 7→ χ(f) =
∫
G

f(g)h(gK) dg,

où h est soit la fonction nulle, soit une fonction propre du laplacien, K-invariante,
bornée, à valeurs réelles et telle que h(o) = 1. Nous verrons dans la section 7.4 que
pour λ ∈ C fixé, il existe une unique fonction K-invariante, propre pour la valeur
propre λ, qui vaut 1 à l’origine o : c’est la fonction λ-propre sphérique, notée hs avec
λ = s(s−d+1). On a hs = hd−1−s. De plus la fonction hs est réelle si et seulement si
s ∈ R ou <s = d−1

2 et elle est bornée si et seulement si <s ∈ [0, d−1] (voir proposition
7.4.3) .

L’ensemble S = [0, d−1
2 ]∪{d−1

2 + it ; t ≥ 0} paramètre donc exactement l’ensemble
des fonctions sphériques bornées réelles.

En résumé, la restriction à L1(G,K) de tout caractère de l’algèbre M(G,K) non

identiquement nul sur les σt, t > 0, s’écrit sous la forme

χs(f) =
∫
G

hs(gK)f(g) dg,

avec s ∈ S. Notons que h0 est la fonction constante égale à 1 ; par conséquent χ0 est
le caractère trivial f 7→

∫
G
f(g) dg.

Lemme 7.1.6. — Soient χ un caractère de M(G,K) non identiquement nul sur les
σt, t > 0, et s ∈ S tel que χ(f) =

∫
G
hs(gK)f(g) dg, pour f ∈ L1(G,K). Alors, pour

toute mesure µ ∈M(G,K), on a χ(µ) =
∫
G
hs(gK) dµ(g).
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Démonstration. — Commençons par remarquer que lim
t→0

χ(σt) = 1 . En effet, d’après
le lemme 7.1.3, la mesure σt ∗ σt ∗ σt est absolument continue, donc

(χ(σt))3 = χ(σt ∗ σt ∗ σt) =
∫
G

∫
G

∫
G

hs(ghkK) dσt(g) dσt(h) dσt(k)

tend vers 1 quand t→ 0. On a la même chose avec le carré (χ(σt))2, d’où le résultat
pour χ(σt).

Ensuite, du lemme 7.1.3 et du fait que toute mesure µ dansM(G,K) s’écrit comme
une intégrale des σt, on déduit que pour tout µ ∈M(G,K) tel que µ(K) = 0 et pour
tout t > 0 la mesure µ ∗ σt est absolument continue. On a donc dans ce cas

χ(µ)χ(σt) = χ(µ ∗ σt) =
∫
G

∫
G

hs(ghK) dµ(g) dσt(h) .

En faisant tendre t vers 0, on obtient χ(µ) =
∫
G
hs(gK) dµ(g) .

Dans le cas général, il suffit de décomposer µ en la somme d’une mesure nulle sur
K et d’un multiple de σ0 = mK .

Il existe en outre un seul caractère auto-adjoint de l’algèbre M(G,K) qui est
identiquement nul sur les σt, pour t > 0. Il est défini par χ∞(µ) = µ(K) d’où
χ∞(σ0) = 1 et χ∞(σt) = 0 si t > 0. Le spectre auto-adjoint Sph de M(G,K)
s’identifie donc à S ∪ {χ∞} : d’après le lemme 7.1.6, à tout s ∈ S est associé le
caractère auto-adjoint χs surM(G,K) défini par la formule χs(µ) =

∫
G
hs(gK) dµ(g).

En particulier, χs(σt) = hs(t), où t ≥ 0 est la distance à l’origine o dans Hd. La
topologie spectrale (i.e. la topologie faible) sur l’ensemble Sph des caractères est la
compactification de la topologie usuelle sur S (d’après la continuité de la fonction
s 7→ hs et son comportement à l’infini étudié dans la section 7.4).

7.1.3. Démonstration du théorème ergodique en moyenne. — Soit π une
représentation unitaire de G sur un espace hilbertien H.

Comme dans le cas du groupe libre, pour démontrer le théorème ergodique en
moyenne, nous appliquerons à l’algèbre M(G,K) les résultats de théorie spectrale
rappelés dans l’appendice B. Or ces résultats ne sont valides que si l’élément unité σ0

est envoyé par π sur l’élément unité de l’algèbre B(H) des opérateurs bornés sur H.
Ceci n’est pas le cas ici, et nous considérerons donc plutôt l’espace HK = π(σ0)H =
π(mK)H des éléments K-invariants de H.

Remarquons d’ailleurs que l’orthogonal de HK ne joue aucun rôle dans les théorè-
mes ergodiques : en effet, d’une part π(µ)v = 0 pour toute mesure µ bi-K-invariante
et tout vecteur v orthogonal à HK et d’autre part l’espace E1(H) des vecteurs G-
invariants est bien sûr contenu dans HK . Notons aussi que χ∞ n’intervient pas car
le projecteur spectral E({χ∞}) est nul : si v est dans son image, on a π(f)v = 0
pour tout f ∈ L1(G,K) d’après le lemme B.2.3, d’où v = 0. Ces observations seront
souvent utilisées implicitement dans la suite.
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Outre la théorie spectrale rappelée dans l’appendice B, la démonstration ci-dessous
utilise des résultats sur les fonctions propres sphériques du laplacien qui sont présentés
dans la section 7.4.

Notons B l’adhérence de l’algèbre π(M(G,K)) dans l’algèbre B(HK) pour la
topologie de la norme d’opérateurs. C’est une C∗-algèbre commutative avec unité et
par conséquent tous ses caractères sont auto-adjoints (voir appendice B.1). Le spectre
de B s’injecte donc continûment dans le spectre auto-adjoint Sph de M(G,K) par
l’application χ 7→ χ ◦ π ; on identifiera ainsi ce spectre avec un sous-ensemble de
l’espace compact Sph = S ∪ {∞}.

Nous procédons comme dans la démonstration du théorème 6.2.1. Soit v un vecteur
de HK , et mv la mesure spectrale associée sur Sph. D’après l’appendice B, et puisque
χ∞ est de mesure spectrale nulle, nous avons

‖π(σt)v‖2 =
∫

S

|hs(t)|2 dmv(s).

Le corollaire 7.4.6 de la section 7.4 assure que limt→+∞ hs(t) = 0 pour tout s ∈ S\{0}.
Le théorème de convergence dominée donne alors

lim
t→∞

‖π(σt)v‖2 = mv({0}) = ‖E1(v)‖2.

On en déduit immédiatement le théorème ergodique en moyenne. �

7.2. Inégalités maximales et théorème ergodique ponctuel dans L2

7.2.1. Énoncé. — Nous considérons une action de G = SOo(d, 1) sur un espace
mesuré (X,B,m), où m est une mesure de probabilité G-invariante. Maintenant π
désigne la représentation unitaire associée de G dans L2(X,m). Rappelons que si µ
est une mesure bornée symétrique sur G on a π(µ)f = µ·f pour tout f ∈ L2(X,m).

Théorème 7.2.1 ([Nev94b]). — On suppose d ≥ 3. Alors, pour tout f ∈ L2(X,m),
on a lim

t→+∞
σt·f = E1f = E(f |I), où la convergence a lieu presque partout et dans L2

et I est la tribu des invariants.

Pour démontrer ce théorème nous utiliserons la méthode désormais classique : nous
montrerons une inégalité maximale dans L2(X,m) (théorème 7.2.2) pour les moyennes
sur les sphères de G, puis nous exhiberons (paragraphe 7.2.3) un sous-espace dense
D′ de fonctions de L2(X,m) qui vérifient le théorème ergodique ponctuel. Ceci suffira
d’après le théorème 1.2.1 du chapitre 1.

7.2.2. Inégalité maximale L2. — Nous avons besoin dans ce paragraphe de la
famille des mesures νt = 1

t

∫ t
0
σr dr. Nous considérons seulement les fonctions maxi-

males à grande échelle f?σ(x) = supt≥1 |σt ·f(x)| et f?ν (x) = supt≥1 |νt ·f(x)| pour
f ∈ L2(X,m). Leur étude suffit pour établir des théorèmes ergodiques. Le cas des
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fonctions maximales locales est évoqué dans la remarque 7.3.9 (1). La fonction maxi-
male f?ν est bien définie et mesurable pour toute fonction f ∈ L2(X,m). Mais les
mesures σt étant singulières, la fonction maximale f?σ n’a aucune raison en général
d’être définie (et encore moins mesurable). En pratique, on étudie cette fonction
maximale pour un ensemble D de fonctions f régulières et on démontre l’inégalité
maximale du théorème 7.2.2 ci-dessous pour ces fonctions. Cette inégalité maximale
permet alors de montrer que la fonction maximale f?σ est bien définie et mesurable
pour tout f ∈ L2(X,m), et qu’elle vérifie l’inégalité maximale. Nous renvoyons
à l’appendice A.2 pour des précisions sur cette question de la mesurabilité de f?σ
lorsque f ∈ L2(X,m) (voir en particulier la proposition A.2.2, le théorème A.2.4 et
la remarque A.2.3).

Théorème 7.2.2. — Soit d ≥ 3 et soit G = SOo(d, 1) agissant sur (X,B,m). Il
existe C > 0 tel que pour toute fonction f ∈ L2(X,m) on ait ‖f?σ‖2 ≤ C‖f‖2.

Pour démontrer ce théorème, nous établissons d’abord une inégalité maximale dans
Lp, p > 1, pour la famille {νt}. Ce résultat découle de l’inégalité maximale Lp pour
une action de R :

Proposition 7.2.3. — Soient p > 1 et d ≥ 2. Il existe Cp > 0 tel que pour toute
fonction f ∈ Lp(X,m) on ait ‖f?ν ‖p ≤ Cp‖f‖p.

Démonstration. — Posons Mt = 1
t

∫ t
0
δas ds. Rappelons que π désigne la représenta-

tion de G associée à son action sur X. Par définition, on a

νt =
1
t

∫ t

0

σs ds = mK ∗Mt ∗mK ,

d’où

| sup
t≥1

(νt ·f(x)) | ≤ π(mK)
(

sup
t≥1

π(Mt) (π(mK)|f |) (x)
)
.

Comme ‖π(mK)‖p ≤ 1, on voit que ‖f?ν ||p ≤ ‖ sup
t≥1

π(Mt) (π(mK)|f |) ‖p . Le groupe

A = {as, s ∈ R} étant isomorphe à R, le théorème maximal de Hardy-Littlewood
s’applique (voir section 3.1). Il existe donc Cp > 0 tel que

‖ sup
t≥1

π(Mt) (π(mK)|f |) ‖p ≤ Cp‖π(mK)|f |‖p.

Puisque ‖π(mK)|f |‖p ≤ ‖f‖p, la proposition 7.2.3 est démontrée.

Nous allons maintenant comparer les deux fonctions maximales f?ν et f?σ , en uti-
lisant comme au chapitre précédent la méthode de Littlewood-Paley-Stein. Nous au-
rons besoin d’une majoration précise de la première dérivée des fonctions sphériques.
Cette estimation découle de la proposition 7.4.10, qui permet de conclure seulement
lorsque d ≥ 3.
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Rappelons (théorème A.2.4) qu’on peut supposer que X est un espace métrique
compact, l’action de G étant continue. Cela a donc un sens de considérer des fonctions
continues sur X. Soit D l’ensemble des fonctions sur X de la forme

f(x) = π(h)u(x) =
∫
G

h(g)u(g−1x)dg

où u est une fonction continue sur X et h une fonction C∞ à support compact sur G.
L’ensemble D est inclus et dense dans C(X), et donc dans L2(X). De plus, si f ∈ D,
la fonction g 7→ π(g)f est C∞ de G dans C(X), et donc dans L2(X).

Si f = π(h)u ∈ D, alors t 7→ σt · f est C∞ de R+ dans C(X) (et donc dans
L2(X,m)). En effet, puisque mK ∗ h est une fonction C∞ à support compact sur G,
on a π(mK)f ∈ D ; ainsi l’application t 7→ π(at) (π(mK)f) est C∞ et par composition

avec π(mK) il en est donc de même pour t 7→ σt ·f . On notera dk

dtk σt ·f sa dérivée
d’ordre k au point t.

Plus généralement, si f ∈ L2(X,m) est un vecteur C∞ pour la représentation
unitaire de G dans L2(X,m) (voir Appendice A), la fonction t 7→ σt ·f est C∞ de R+

dans L2(X,m).
D’après la proposition A.2.2 et la remarque A.2.3, le théorème 7.2.2 résulte de la

proposition suivante.

Proposition 7.2.4. — Soit d ≥ 3. Il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ D, on ait
‖f?σ‖2 ≤ C‖f‖2.

Démonstration. — Nous reprenons des idées déjà utilisées dans le chapitre 5 (lemme
5.1.6). Sachant que t 7→ σt ·f est C∞ de R+ dans C(X), une intégration par parties
donne, pour tout r ≥ 1 et tout x ∈ X,∫ r

1

t
d
dt
σt ·f(x) dt = r σr ·f(x)− σ1 ·f(x)−

∫ r

1

σt ·f(x) dt ,

d’où
1
r

∫ r

1

t
d
dt
σt ·f(x) dt = σr ·f(x)− 1

r
σ1 ·f(x)− νr ·f(x) +

1
r
ν1 ·f(x) .

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient∣∣∣∣1r
∫ r

1

t
d
dt
σt ·f(x) dt

∣∣∣∣2 ≤ 1
r2

(∫ r

1

tdt
)(∫ r

1

t

∣∣∣∣ d
dt
σt ·f(x)

∣∣∣∣2 dt

)
.

Donc, si x ∈ X et r ≥ 1, on a

|σr ·f(x)| ≤ |νr ·f(x)|+ g(f)(x) + |σ1 ·f(x)|+ |ν1 ·f(x)| ,

où g(f) est la fonction de Littlewood-Paley associée à f définie par

g(f)(x) =
(∫ ∞

1

t
∣∣∣ d
dt
σt ·f(x)

∣∣∣2 dt
) 1

2

.
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La majoration ci-dessus implique que pour tout x ∈ X, on a

|f?σ(x)| ≤ 2|f?ν (x)|+ g(f)(x) + |σ1 ·f(x)|.

La proposition 7.2.4 découle alors des propositions 7.2.3 et 7.2.5 et de ce que f 7→ σ1·f
est une contraction L2.

Proposition 7.2.5. — Soit d ≥ 3. Il existe C > 0 tel que ‖g(f)‖2 ≤ C‖f‖2 pour
tout f ∈ D.

Démonstration. — On a

‖g(f)‖22 =
∫
X

(∫ ∞

1

t
∣∣∣ d
dt
σt ·f(x)

∣∣∣2 dt
)

dm(x)

=
∫ ∞

1

t

(∫
X

∣∣∣ d
dt
σt ·f(x)

∣∣∣2 dm(x)
)

dt

=
∫ ∞

1

t
∥∥∥ d

dt
σt ·f

∥∥∥2

2
dt .

Cette quantité se calcule en utilisant la théorie spectrale. Nous conservons les nota-
tions de la section 7.1.3 avec maintenant H = L2(X,m). Ainsi HK = π(σ0)L2(X,m)
est l’espace des fonctions K-invariantes et B désigne l’adhérence en norme de l’image
deM(G,K) par π dans l’algèbre B(HK). Rappelons que le spectre de B est naturelle-
ment contenu dans le spectre auto-adjoint Sph = S ∪ {χ∞} de l’algèbre M(G,K).

Nous n’utilisons ici le lemme suivant que pour k = 1, mais nous aurons besoin du
cas k > 1 dans la démonstration du théorème ergodique ponctuel dans Lp (section
7.3).

Lemme 7.2.6 (Nevo [Nev94b],[Nev97]). — Soit k ≥ 1. Si f ∈ L2(X,m) est un
vecteur C∞, pour tout t > 0, on a∥∥∥ dk

dtk
σt ·f

∥∥∥2

2
=
∫
S

∣∣h(k)
s (t)

∣∣2 dmf (s).

On rappelle que hs est la fonction propre sphérique du laplacien définie au para-
graphe 7.1.2.

Démonstration. — Observons que c’est seulement la projection orthogonale de f sur
HK qui intervient. On peut donc supposer que f appartient à HK . Pour ε > 0,
posons Uε = [ε, d−1

2 ] ∪ {d−1
2 + iτ ; 0 ≤ τ ≤ 1

ε} et notons Pε = E(Uε) le projecteur
spectral correspondant. Rappelons que Pε commute avec B et que la mesure spectrale
du vecteur Pεf est la restriction de mf à Uε.

Considérons d’abord le cas k = 1. Soit δ > 0. D’après le théorème spectral, pour
t > 0, on a

1
δ2
‖Pε(σt+δ ·f − σt ·f)‖22 =

1
δ2

∫
Uε

|hs(t+ δ)− hs(t)|2 dmf (s).
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Puisque f est un vecteur C∞, le terme de gauche tend vers ‖Pε( d
dtσt ·f)‖22, lorsque

δ → 0.
Pour tout s ∈ Uε, la quantité 1

δ |hs(t + δ) − hs(t)| tend vers |h′s(t)| quand δ → 0.
Comme s varie dans Uε, son module |s| est borné (par une constante dépendant de
ε), et le corollaire 7.4.9 donne l’existence d’une constante Cε,d ne dépendant que de
ε et de d telle que pour tout t ≥ 0,

|h′s(t)| ≤ Cε,de
−εt ≤ Cε,d.

Ceci permet d’appliquer le théorème de convergence dominée, qui donne∥∥∥Pε( d
dt
σt ·f)

∥∥∥2

2
=
∫
Uε

∣∣h′s(t)∣∣2 dmf (s).

Le résultat pour k = 1 s’obtient en faisant tendre ε vers 0. On a en effet

lim
ε→0

Pε(
d
dt
σt ·f) = E(S \ {0}) d

dt
σt ·f =

d
dt
σt ·f − E({0}) d

dt
σt ·f

et

E({0}) d
dt
σt ·f =

d
dt
E({0})σt ·f =

d
dt
σt ·E({0})f = 0

puisque E({0})f est G-invariante.
Lorsque k ≥ 1, la démonstration est analogue. On écrit

1
δ2k

∥∥∥∥∥∥Pε(
k∑
j=0

(−1)k−j
(
j

k

)
σt+jδ ·f)

∥∥∥∥∥∥
2

2

=
1
δ2k

∫
Uε

∣∣∣ k∑
j=0

(−1)k−j
(
j

k

)
hs(t+ jδ)

∣∣∣2 dmf (s).

Quand δ tend vers 0, le terme de gauche tend vers ‖Pε( dk

dtk σt ·f)‖22, et on a

lim
δ→0

1
δk

∣∣∣ k∑
j=0

(−1)k−j
(
j

k

)
hs(t+ jδ)

∣∣∣ = |h(k)
s (t)|.

Le corollaire 7.4.9 assure qu’il existe une constante Cε,d,k telle que pour tout s ∈ Uε
et tout t ≥ 0,

|h(k)
s (t) | ≤ Cε,d,ke

−εt ≤ Cε,d,k.

Le théorème de convergence dominée s’applique donc, et le terme de droite tend donc
vers

∫
Uε
|h(k)
s (t) |2 dmf (s). On en déduit le résultat en faisant tendre ε vers 0.

Revenons à la démonstration de la proposition 7.2.5. On déduit en particulier du
lemme ci-dessus que

‖g(f)‖22 =
∫ ∞

1

t

∫
S

∣∣h′s(t)∣∣2dmf (s) dt =
∫
S

(∫ ∞

1

t
∣∣h′s(t)∣∣2 dt

)
dmf (s).

Comme mf (S) = ‖f‖22, il suffit donc de vérifier que la fonction s 7→
∫∞
1
t|h′s(t)|2 dt

est bornée sur S. Pour cela nous utilisons le corollaire 7.4.12 qui donne∫ ∞

1

t
∣∣∣h′s(t)∣∣∣2dt ≤ C(1 + |s|)2(1−

d−1
2 ).
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Le terme de droite est borné sur S si et seulement si d ≥ 3. Ceci permet donc de
conclure la démonstration la proposition 7.2.5 seulement dans ce cas.

7.2.3. Démonstration du théorème ergodique ponctuel dans L2. — Comme
conséquence du théorème 7.2.2, il suffit, d’après le principe de Banach, de trouver un
sous-ensemble dense dans L2(X,m) formé de fonctions qui vérifient le théorème 7.2.1.

Nous avons déjà remarqué qu’il suffit de se placer dans l’espaceHK = π(σ0)L2(X,m)
des fonctionsK-invariantes. NotonsDε ⊂ Pε(HK) l’ensemble des vecteursK-invariants
C∞ de L2(X,m) dont la mesure spectrale est à support dans l’ensemble Uε = [ε, d−1

2 ]∪
{d−1

2 + iτ ; 0 ≤ τ ≤ 1
ε}. Voici le dernier point crucial :

Lemme 7.2.7. — Soit f ∈ Dε. Alors limt→+∞ σt · f(x) = 0 pour presque tout
x ∈ X.

Démonstration. — Si f ∈ Dε, alors f est un vecteur C∞ pour la représentation de G
dans L2(X,m), donc l’application t 7→ σt ·f est dérivable. Pour presque tout x ∈ X,
et pour tous réels t′ ≥ t, on a alors

|σt′ ·f(x)− σt ·f(x)| =

∣∣∣∣∣
∫ t′

t

d
du
σu ·f(x) du

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

t

∣∣∣ d
du
σu ·f(x)

∣∣∣ du .
Soit δ > 0. La mesure de l’ensemble des x ∈ X tels que

∫∞
t
| d
duσu ·f(x)|du ≥ δ est

majorée par

1
δ

∫
X

∫ ∞

t

∣∣∣ d
du
σu ·f(x)

∣∣∣ du dm(x) ≤ 1
δ

∫ ∞

t

∥∥∥ d
du
σu ·f

∥∥∥
2
du.

De plus, le lemme 7.2.6 donne
∥∥∥∥ d

du
σu ·f

∥∥∥∥2

2

=
∫
S

∣∣∣ ∂
∂u
hs(u)

∣∣∣2 dmf (s).

D’après le corollaire 7.4.9, comme le module de s est borné sur Uε, il existe une
constante Cε telle que si s ∈ Uε et u ≥ 0, alors | ∂∂uhs(u)| ≤ Cεe

−εu, d’où∥∥∥∥ d
du
σu ·f

∥∥∥∥
2

≤ Cεe
−εu‖f‖2.

On en déduit aisément que pour presque tout x ∈ X, l’intégrale
∫∞
t
| d

duσu·f(x)|du
tend vers 0 quand t → +∞. Ceci implique alors que pour presque tout x, σt ·f(x) a
une limite lorsque t→ +∞. D’après le théorème ergodique en moyenne, cette limite
est égale à E1f = E({0})f . Comme f ∈ Dε et comme 0 n’appartient pas à Uε, on
voit que E1f = 0.

Posons D′ = ∪ε>0Dε ⊕ E1L
2(X,m) ⊂ HK . Cet ensemble est dense dans HK et

comme limt→+∞ σt ·f = E1f presque partout pour tout f ∈ D′, la démonstration du
théorème 7.2.1 est terminée.
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7.3. Inégalités maximales et théorèmes ergodiques dans Lp

Nous supposons toujours que G = SOo(d, 1) agit sur (X,m) en laissant la mesure
de probabilité m invariante. Nous étendons ici le théorème ergodique 7.2.1 au cas des
espaces Lp. Ce résultat est dû à Nevo [Nev97] pour certaines valeurs de p, et à Nevo
et Stein [NS97] en toute généralité.

Théorème 7.3.1 (Théorème ergodique ponctuel Lp, [Nev97] [NS97])
Soient un entier d ≥ 3 et un réel p > d

d−1 . Alors, pour tout f ∈ Lp(X,m), on a
lim

t→+∞
σt ·f = E(f |I), où la convergence a lieu presque partout et dans Lp et I est la

tribu des invariants.

À nouveau, la démonstration suit la méthode usuelle : comme on a convergence
ponctuelle sur le sous-espace dense L2(X,m) ∩ Lp(X,m) de Lp(X,m), le théorème
ergodique ponctuel Lp découle de l’inégalité maximale suivante.

Théorème 7.3.2 (Inégalité maximale pour les fonctions Lp, [Nev97] [NS97])
Soient un entier d ≥ 3 et un réel p > d

d−1 . Il existe Cp > 0 tel que pour toute
fonction f ∈ Lp(X), on ait ‖f?σ‖p ≤ Cp‖f‖p.

Dans cette section, f 7→ f?σ reste l’opérateur maximal relatif aux grandes sphères

introduit dans la section 7.2. Nous ne présentons que la démonstration de Nevo
[Nev97] qui donne le résultat pour tout p > d

d−1 quand d ≥ 3 est impair et pour tout
p > d−1

d−2 quand d ≥ 4 est pair. Nous renvoyons à [NS97] pour le cas où d est pair et
d
d−2 < p ≤ d−1

d−2 .
L’idée de la démonstration est, comme dans le chapitre précédent, de faire inter-

venir une famille d’opérateurs qui dépendent analytiquement d’un paramètre com-
plexe et d’utiliser le théorème d’interpolation de Stein. Le rôle des moyennes de
Cesàro fractionnaires est maintenant joué par les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville. Leur définition est rappelée dans le paragraphe suivant, dans lequel on fixe
les notations utilisées.

7.3.1. Intégration fractionnaire de Riemann-Liouville. — Soit F une fonc-
tion sur R+, de classe C∞, nulle dans un voisinage de 0 (plus tard, ce sera le produit
de la fonction t 7→ σt ·f(x) et d’une fonction “cut-off” en t).

L’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre α est défini, pour α = a+ ib, a > 0,
t ≥ 0, par

IαF (t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− u)α−1F (u) du .

L’opérateur normalisé d’intégration fractionnaire d’ordre α est

MαF (t) =
IαF (t)
tα

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− u)α−1F (ut) du .
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C’est une fonction analytique de α dans le demi-plan <α > 0. Une intégration par
parties permet d’écrire, du fait que la fonction à intégrer est identiquement nulle au
voisinage de 0, que

MαF (t) =
t

Γ(α+ 1)

∫ 1

0

(1− u)αF ′(ut) du .

Il en résulte que MαF (t) = tMα+1F ′(t). Par récurrence, on en déduit que MαF (t)
est, comme fonction de α, analytique dans tout le plan complexe. Remarquons que
I0F = F et que I−kF = F (k) pour k ∈ N∗. On vérifie que la dérivée d’ordre k de
IkF vaut F , ce qui justifie, pour Iα, l’appellation d’intégrale fractionnaire d’ordre α.
Plus généralement, Iα+β = Iα ◦ Iβ : on le vérifie aisément pour <α > 0 et <β > 0,
et on étend le résultat à tout α et tout β dans C par prolongement analytique (voir
aussi [Ste70b]).

Comme dans la sous-section 7.2.2, nous supposons que X est un espace métrique
compact et que l’action est continue. Rappelons que D est l’ensemble des fonctions
sur X de la forme x 7→

∫
G
h(g)u(g−1x) dg, où u est une fonction continue sur X et h

une fonction C∞ à support compact sur G. Dans la suite, pour x ∈ X fixé, on prendra
Fx(t) = η(t)σt ·f(x), avec f ∈ D et pour η une fonction de classe C∞ sur R, à valeurs
dans [0, 1], telle que η(t) = 0 si t < 1

4 et η(t) = 1 si t > 1
2 (fonction “cut-off”). Posons

S?αf(x) = sup
t≥1

|MαFx(t)|.

Lorsque α = 0 il est clair que cette fonction est égale à la fonction f?σ qui est notre
objet d’étude. Lorsque α = 1, elle est majorée par |f |?ν .

7.3.2. Inégalités maximales pour les opérateurs S?α. — Pour utiliser le théo-
rème d’interpolation de Stein, nous démontrons une inégalité maximale Lq, q > 1,
pour l’opérateur S?1+ib (lemme 7.3.4), et une inégalité maximale L2 pour l’opérateur
S?a+ib, avec a bien choisi (proposition 7.3.5).

Les calculs nécessitent à plusieurs reprises l’estimation suivante.

Lemme 7.3.3. — Soit a ∈ R. Il existe une constante Ca > 0 telle que pour tout
b ∈ R on ait

1
|Γ(a+ ib)|

≤ Ca exp(π|b|) .(7.3.1)

Démonstration. — La formule de Stirling donne, pour tout a réel, |Γ(a+ ib)| ∼√
2πe−

π
2 |b||b|a− 1

2 quand |b| → +∞ (voir [EMOT81] par exemple). Comme 1
Γ(z)

est une fonction continue sur C, cela permet d’obtenir, pour tout a ∈ R, l’inégalité
voulue.

Lemme 7.3.4. — Pour tout réel q > 1, il existe Cq > 0 tel que pour toute fonction
f ∈ D, on ait

∥∥S?1+ibf∥∥q ≤ Cq exp(π|b|)‖f‖q.
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Démonstration. — On a

|M1Fx(t)− νt ·f(x)| = 1
t

∣∣∣ ∫ 1/2

0

(η(u)− 1)σu ·f(x)du
∣∣∣ ≤ ν1/2 ·|f |(x).

pour tout t ≥ 1.
On déduit de la proposition 7.2.3 que S?1 est continu dans Lq pour tout q > 1.

C’est le lemme 7.3.4 lorsque b = 0. Pour b différent de 0, on utilise les inégalités

S?1+ibf(x) ≤ 1
|Γ(1 + ib)|

S?1 |f |(x) ,

et (7.3.1). Le résultat du lemme découle alors du cas b = 0.

Nous nous intéressons maintenant à l’inégalité maximale L2.

Proposition 7.3.5. — Soient des entiers m ≥ 1 et d ≥ 2m + 1. Soit α = a + ib,
avec −m + 1

2 < a. Il existe Ca > 0 tel que, pour toute fonction f ∈ D, on ait
‖S?αf‖2 ≤ Ca exp(π|b|)‖f‖2.

Nous établissons d’abord cette proposition dans le cas où α est le nombre entier
−k + 1 avec 1 ≤ k ≤ m (lemme 7.3.8). Pour cela, nous utilisons encore la méthode
de Littlewood-Paley-Stein. Si f ∈ D, et k ≥ 1, nous considérons la fonction

gk(f)(x) =
(∫ ∞

1

t2k−1|F (k)
x (t)|2 dt

)1/2

.

Lemme 7.3.6. — Soient d ≥ 2m + 1 et 1 ≤ k ≤ m. Il existe Ck > 0 tel que pour
tout f ∈ D on ait ‖gk(f)‖2 ≤ Ck‖f‖2.

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la proposition 7.2.5, on montre,
grâce au lemme 7.2.6, que

‖gk(f)‖22 =
∫
S

∫ ∞

1

t2k−1|h(k)
s (t)|2 dtdmf (s) .

On utilise le corollaire 7.4.12 et le fait que mf (S) = ‖f‖22 pour conclure.

Remarque 7.3.7. — Remarquons que la méthode précédente permet de même d’obte-

nir la continuité L2 de l’application f 7→ Gk(f)(x) =
(∫ ∞

0

t2k−1|F (k)
x (t)|2 dt

)1/2

sur

D.
On a en effet(

Gk(f)(x)
)2

−
(
gk(f)(x)

)2

=
∫ 1

1/4

t2k−1|F (k)
x (t)|2 dt,

et on montre que la racine carrée de cette quantité est bornée dans L2 en utilisant les
mêmes estimées.
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Nous énonçons le lemme suivant avec l’opérateur maximal global f 7→M?
k+1f(x) =

supt>0 |Mk+1Fx(t)|, car cette étape est nécessaire pour traiter ensuite le cas des opéra-
teurs S?α.

Lemme 7.3.8. — Soit d ≥ 2m+ 1 ≥ 3 et 1 ≤ k ≤ m. Il existe Ck > 0 tel que pour
tout f ∈ D, on ait ‖M?

−k+1f‖2 ≤ Ck‖f‖2, d’où aussi ‖S?−k+1f‖2 ≤ Ck‖f‖2.

Démonstration. — Si k = 1, comme M0Fx(t) = η(t)σt · f(x), on a |M?
0 f(x)| ≤

supt≥1/4 σt·|f |(x) et le résultat se déduit de la proposition 7.2.4 dont la démonstration
s’adapte facilement pour traiter le cas de supt≥1/4 σt · |f |(x) au lieu de |f |?σ(x) =
supt≥1 σt ·|f |(x). Si k ≥ 2, on utilise que, pour t > 0 et x ∈ X,

M−k+1Fx(t) = tk−1F (k−1)
x (t) =

1
t

∫ t

0

(ukF (k−1)
x (u))′ du

=
1
t

∫ t

0

ukF (k)
x (u) du+

k

t

∫ t

0

uk−1F (k−1)
x (u) du.

Après application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que pour t > 0,

|M−k+1Fx(t)| ≤ Gk(f)(x) + kGk−1(f)(x) .

d’où |M?
−k+1f | ≤ Gk(f) + kGk−1(f). On conclut grâce à la remarque 7.3.7.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 7.3.5.

Démonstration de la proposition 7.3.5. — Pour <α > −m on a

MαFx(t) =
1

Γ(α+m)

∫ 1

1
2

(1− u)α+m−1tmF (m)
x (ut) du

=
1

Γ(α+m)

∫ 1
2

0

(1− u)α+m−1tmF (m)
x (ut) du(7.3.2)

+
1

Γ(α+m)

∫ 1

1
2

(1− u)α+m−1tmF (m)
x (ut) du(7.3.3)

Le terme (7.3.3) est estimé en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz. L’hypothèse
a > −m+ 1

2 intervient ici pour assurer la convergence de l’intégrale
∫ 1

1
2
(1−u)2(a+m−1) du.

Plus précisément, on a
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∣∣∣ ∫ 1

1
2

(1− u)α+m−1tmF (m)
x (ut) du

∣∣∣
≤
(∫ 1

1
2

(1− u)2(a+m−1) du
) 1

2
(∫ 1

1
2

t2m−1|F (m)
x (ut)|2 tdu

) 1
2

≤ C ′′a

(∫ t

t
2

v2m−1|F (m)
x (v)|2 dv

) 1
2

≤ C ′′a

(∫ ∞

0

v2m−1|F (m)
x (v)|2 dv

) 1
2

= C ′′aGm(f)(x) ,

en tenant compte du fait que u ≥ 1/2 pour la deuxième inégalité.
Pour le terme (7.3.2), une suite d’intégrations par parties donne

1
Γ(α+m)

∫ 1
2

0

(1− u)α+m−1tmF (m)
x (ut) du =

1
Γ(α)

∫ 1/2

0

(1− u)α−1Fx(ut) du

+
m∑
k=1

tk−1F
(k−1)
x

(
t
2

)
2α+k−1Γ(α+ k)

On observe que∣∣∣ ∫ 1/2

0

(1− u)α−1Fx(ut) du
∣∣∣ ≤ (∫ 1/2

0

(1− u)a−1 du
)

sup
v>0

|Fx(v)| = C ′aM
?
0 f(x).

Le deuxième terme est majoré en module par
m∑
k=1

|M−k+1Fx( t2 )|
2a+k−1|Γ(α+ k)|

≤
m∑
k=1

M?
−k+1f(x)

2a+k−1|Γ(α+ k)|
.

On voit donc que

sup
t>0

|Ma+ibFx(t)| ≤
C ′aM

?
0 f(x)

|Γ(a+ ib)|
+

m∑
k=1

M?
−k+1f(x)

2a+k−1|Γ(a+ k + ib)|
+

C ′′aGm(f)(x)
|Γ(a+m+ ib)|

.

La proposition 7.3.5 découle maintenant du lemme 7.3.8, de la remarque 7.3.7 et de
l’inégalité (7.3.1).

Observons qu’on a en fait obtenu le résultat pour l’opérateur maximal globalM?
a+ib.

7.3.3. Démonstration de l’inégalité maximale Lp. — On applique comme dans
le cas du groupe libre le théorème d’interpolation de Stein 6.4.7 pour les familles
analytiques d’opérateurs linéaires. Dans notre cas, on a a0 = a > −m + 1

2 , a1 = 1,
0 = ta+(1−t) et 1

p = t
2 + 1−t

q , avec q > 1. Ceci donne pour tout p > 1+ 1
2m l’existence

d’une constante Cp > 0 telle que pour tout f ∈ Lp(X), on ait ‖S?0f‖p ≤ Cp‖f‖p. La
condition d ≥ 2m+1 donne la restriction p > d

d−1 lorsque d est impair et la restriction
p > d−1

d−2 lorsque d est pair.
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Il y a deux différences entre les hypothèses habituelles du théorème d’interpolation
6.4.7 et nos données. D’abord, les opérateurs d’intégration fractionnaire Mα ne sont
définis que pour les fonctions de D, et non sur les fonctions simples, c’est-à-dire les
combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables. D’autre
part, les S?α ne sont pas des opérateurs linéaires, mais des opérateurs maximaux. Pour
les détails de la méthode utilisée pour surmonter ces difficultés, nous renvoyons à
[Nev97, p. 254]

Remarques 7.3.9. — (1) Les fonctions maximales locales

f#
σ (x) = sup

0≤t≤1
|σt ·f(x)|

sont étudiées dans [Nev97]. Nevo y démontre l’inégalité∥∥f#
σ

∥∥
p
≤ Cp‖f‖p

pour tout f ∈ Lp(X,m), tout d ≥ 2 et tout p > d/(d − 1) (comme dans les cas
euclidien). Notons que ce résultat, ainsi que l’inégalité maximale du théorème 7.3.2,
pour d ≥ 3, sont optimaux (voir [Nev97, 5.4]).

(2) Dans [Nev94b, Appendix B], Nevo donne un exemple d’action de PSL2(R) '
SOo(2, 1) pour laquelle l’inégalité maximale L2 est fausse. Dans ce cas d = 2, on ne
sait pas si l’inégalité maximale à grande échelle et le théorème ergodique ponctuel
sont vrais dans Lp pour p > 2.

(3) L’analogue du théorème de Wiener 3.1.3, c’est-à-dire le cas des moyennes sur
les boules de SOo(d, 1) est étudié dans [NS97]. Soit Bt = {g ∈ G ; d(o, go) ≤ t}
la boule du groupe SOo(d, 1), centrée en l’identité, de rayon t ≥ 0. Nous notons
βt la restriction à Bt de la mesure de Haar de SOo(d, 1), normalisée en une mesure
de probabilité. La mesure βt est un barycentre des mesures sur les sphères σr pour
0 ≤ r ≤ t. Plus précisément, le lemme D.1.1 donne

βt =

∫ t
0
(sh r)d−1σr dr∫ t
0
(sh r)d−1 dr

.

Nevo et Stein démontrent, avec les techniques exposées dans ce chapitre, que pour
d ≥ 2 et p > 1, l’inégalité maximale et le théorème ergodique ponctuel sont vrais dans
Lp. Ainsi, pour f ∈ Lp(X,m), on a

lim
t→+∞

βt ·f = E(f |I), presque partout.

Le cas p = 1 est ouvert.
On notera la différence de comportement avec le cas discret traité dans le chapitre

précédent, où on a vu que les moyennes d’indice pair et celles d’indice impair conver-
gent séparément.
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7.4. Estimations des fonctions sphériques

La plupart des inégalités établies dans ce chapitre reposent sur le comportement
des fonctions sphériques. Nous rassemblons dans ce paragraphe des information utiles
à leur sujet, qui sont extraites ou déduites de [Koo84] par exemple.

Entre autres caractérisations, les fonctions sphériques de la paire de Gelfand (G,K)
= (SOo(d, 1),SO(d)) sont les fonctions propres h du laplacien ∆ sur l’espace hyper-
bolique Hd ' G/K qui sont K-invariantes, i.e. radiales, et qui valent 1 à l’origine
o = eK. En coordonnés polaires, on aboutit ainsi à l’équation différentielle suivante
sur [0,+∞[ :

∂2h

∂r2
+ (d− 1) coth r

∂h

∂r
= λh , avec h(0) = 1 ,(7.4.1)

qui possède exactement une solution, pour tout λ ∈ C.
Passons à l’expression intégrale des fonctions sphériques (due à Harish-Chandra

dans le cas général d’un espace symétrique riemannien). Dans le modèle du demi-
espace, on vérifie facilement que es(x) = x sd est une fonction propre du laplacien

∆ = (xd)d
d∑
j=1

∂

∂xj

(
x2−d
d

∂

∂xj

)
= (xd)2

d∑
j=1

∂2

∂x2
j

− (d− 2)xd
∂

∂xd

pour la valeur propre λ = s (s − d + 1). En utilisant l’invariance du laplacien par
isométries, on voit que la moyenne

hs(x) =
∫
K

es(kx) dk

de es sur les sphères centrées à l’origine est une fonction sphérique pour la valeur
propre λ = s (s − d + 1). En introduisant des coordonnées adéquates, on aboutit à
l’expression explicite

hs(r) =
1
cd

∫ π

0

(ch r − sh r cos θ)−s (sin θ)d−2 dθ ,(7.4.2)

où cd =
∫ π
0

(sin θ)d−2 dθ =
√
π Γ(d−1

2 ) /Γ(d2 ) est une constante de normalisation. En
résumé, on a la résultat suivant.

Proposition 7.4.1. — (a) Les fonction sphériques sur Hd sont données par (7.4.2),
où s est un paramètre complexe (et r est la distance à l’origine).
(b) On a hs = hd−1−s et c’est le seul cas d’égalité.

Remarques 7.4.2. — (1) Dans le modèle de la boule, P (x, ξ) = (ch r−sh r cos θ)1−d

est le noyau de Poisson, pour le problème de Dirichlet hyperbolique. Ici x est un point
intérieur, à distance hyperbolique r de l’origine, et ξ est un point frontière, faisant un
angle θ avec x, vu de l’origine. En général hs est une transformée de Poisson, pour
la valeur propre λ = s (s− d+ 1), de la fonction égale à 1 au bord.
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(2) D’après la théorie générale, les fonctions sphériques sont élémentaires pour les
espaces symétriques G/K avec G complexe, ce qui est le cas de H3 ' SL(2,C)/SU(2).
En dimension d = 3, l’expression (7.4.2) se réduit effectivement à

hs(r) =
sh (s− 1) r
(s− 1) sh r

.(7.4.3)

(3) Plus généralement, on a

hs(r) =
Γ(d− 1)
Γ(d−1

2 )
Γ(s− d+ 2)

(s− d−1
2 ) Γ(s)

( ∂

∂(2 ch r)

) d−1
2
(
2 ch

(
s− d− 1

2

)
r
)

en dimension d impaire. Cette expression est également valable en dimension d

paire, moyennant la définition suivante de la dérivée fractionnaire :( ∂

∂(2 ch r)

) 1
2
f(r) =

1√
2π

∫ ch r

0

f ′(s)
ds√

ch r − ch s
.

(4) D’autre part, en effectuant le changement de variables z =− sh2 r , l’équation
(7.4.1) devient

z (1− z)
d2h

dz2
+
(1

2
z − d

2
(1− z)

) dh
dz

− λ

4
h = 0 .

Ceci conduit à une autre expression des fonctions sphériques, au moyen de la fonction
hypergéométrique de Gauss :

hs(r) = 2F1

( s
2
,
d− 1− s

2
;
d

2
;− sh2 r

)
.

Le reste de ce paragraphe est consacré à l’étude du comportement des fonctions
sphériques. Nous énoncerons les résultats en dimension d quelconque, mais nous ne
les démontrerons qu’en dimension d = 3 , où l’expression des fonctions sphériques
est la plus simple. Le cas général n’est qu’une affaire de technique. Commençons
par quelques propriétés générales, qui se déduisent facilement de (7.4.3) en dimension
d = 3.

Proposition 7.4.3. — (1) hs(r) est une fonction holomorphe en s ∈ C et analytique
en r ∈ R, avec les symétries hs(r) = hd−1−s(r) et hs(r) = hs(−r).
(2) hs est réelle si et seulement si s ∈ R ∪

(
d−1
2 +iR

)
.

(3) hs ≥ 0 si et seulement si s ∈ R. Dans ce cas, on a en fait hs > 0.
(4) hs est bornée si et seulement si <s ∈ [0, d− 1]. Dans ce cas, on a en fait |hs| ≤ 1.

Passons au comportement asymptotique des fonctions sphériques.

Proposition 7.4.4. — Fixons s ∈ C avec <s ≤ d−1
2 et faisons tendre r vers +∞.

Alors

hs(r) ∼


c(s− d+ 1) e(s−d+1)r si <s < d−1

2

c(s− d+ 1) e(s−d+1)r + c(−s) e−sr si s ∈ d−1
2 + iR∗

c0 r e
− d−1

2 r si s = d−1
2
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où c(s) = Γ(d−1)

Γ( d−1
2 )

Γ(s+ d−1
2 )

Γ(s+d−1)
et c0 = 2 Ress=− d−1

2
c(s) = 2 Γ(d−1)

Γ( d−1
2 )2

.

Démonstration. — En dimension d = 3, cet énoncé se réduit au comportement sui-
vant, qui se déduit facilement de (7.4.3) :

hs(r) ∼


1
s−1 e

(s−2)r si <s < 1 ,
1
s−1 e

(s−2)r − 1
s−1 e

−sr si s ∈ 1 + iR∗,

2 r e−r si s = 1 .

Les fonctions sphériques peuvent être estimées globalement comme suit.

Proposition 7.4.5. — Pour tout r ≥ 0 et pour tout s ∈ C avec <s ≤ d−1
2 , on a

|hs(r) | ≤ h<s(r) ≤ h d−1
2

(r) e(
d−1
2 −<s) r � (1 + r) e−<s r .

Démonstration. — En dimension d = 3, la première inégalité se réduit à∣∣∣∣ sh(x+ iy)
x+ iy

∣∣∣∣ ≤ shx
x

pour tout x+ iy ∈ C ,

qui résulte de l’inégalité élémentaire sin y
y ≤ 1 ≤ sh x

x . Comme h d−1
2

(r) = r
sh r , la

seconde inégalité se réduit à sh x
x ≤ ex pour tout x ≥ 0 . On conclut à l’aide de

l’estimation r
sh r � (1 + r) e−r.

On en déduit l’estimation suivante de hs dans la bande verticale 0 ≤ <s ≤ d−1
2 .

Corollaire 7.4.6. — Pour tout 0 < ε < d−1
2 , il existe C > 0 tel que, pour tout

r ≥ 0 ,

|hs(r) | ≤
{
C e−εr si <s ∈ [ε, d−1

2 ] ,
C e−<s r si <s ∈ [ 0, ε ] .

Ces estimations sont suffisantes pour nos besoins, mais elles ne sont pas optimales.
En particulier, elles ne font pas apparâıtre la décroissance polynomiale en s que laisse
escompter la proposition 7.4.4. À défaut d’un énoncé général, mentionnons le résultat
particulier suivant, qui est une conséquence immédiate de (7.4.3) en dimension d = 3.

Proposition 7.4.7. — Pour tout ε > 0 , il existe C > 0 tel que, pour tout r ≥ ε

et pour tout s ∈ d−1
2 + iR avec Im s ≥ ε ,

|hs(r) | ≤ C |s|−
d−1
2 e−

d−1
2 r.

Les estimations précédentes des fonctions sphériques se transmettent à leurs dérivées
à l’aide de la formule de Cauchy. Plus précisément, on utilise l’expression

h(k)
s (r) =

k !
2π i

∫
S(r0)

hs(z)
(z − r) k+1

dz(7.4.4)

avec S(r0) =
{
z ∈ C

∣∣ |z − r0| = 2
1 + |s−(d−1)/2|

}
et |r − r0| ≤ 1

1 + |s−(d−1)/2| . On
obtient ainsi les résultats suivants.
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Proposition 7.4.8. — Pour tout k ∈ N , il existe C > 0 tel que, pour tout r ≥ 0
et pour tout s ∈ C avec <s ≤ d−1

2 ,∣∣h(k)
s (r)

∣∣ ≤ C ( 1 + |s| ) k h<s (r) .

Corollaire 7.4.9. — Pour tout k ∈ N et pour tout 0 < ε < d−1
2 , il existe C > 0

tel que, pour tout r ≥ 0 ,∣∣h(k)
s (r)

∣∣ ≤ {
C ( 1 + |s| ) k e−εr si <s ∈ [ε, d−1

2 ] ,
C ( 1 + |s| ) k e−<s r si <s ∈ [ 0, ε ] .

Ces estimations sont insuffisantes pour nos besoins. D’une part, la croissance
polynomiale en s y est trop élevée. D’autre part, elles ne rendent pas compte de
l’annulation des dérivées de h0 = 1 . Voici deux résultats plus précis pour s ∈ d−1

2 +iR
grand et pour s ≥ 0 petit.

Proposition 7.4.10. — Pour tout k ∈ N et pour tout ε > 0 , il existe C > 0 tel
que, pour tout r ≥ ε et pour tout s ∈ d−1

2 + iR avec | Im s | ≥ ε ,∣∣h(k)
s (r)

∣∣ ≤ C |s| k−
d−1
2 e−

d−1
2 r .

Démonstration. — À l’aide de la formule de Cauchy (7.4.4), on peut déduire cette
estimation de la proposition 7.4.7 étendue au voisinage de la droite <s = d−1

2 . En
dimension d = 3 , on peut aussi l’établir à partir de (7.4.3), après l’avoir mise sous
la forme suivante :

hs(r) =
1

i Im s

(
e i Im s r − e−i Im s r

) +∞∑
j=0

e−(2j+1) r .

Proposition 7.4.11. — Pour tout k ∈ N∗ et ε > 0 , il existe C1 > 0 et C2 > 0
tels que, pour tout s ∈ [ 0, 1

3 ] et pour tout r ≥ ε ,∣∣h(k)
s (r)

∣∣ ≤ C1 s
k e−s r + C2 e

− r
3 .

Démonstration. — En dimension d = 3 , on obtient ce résultat en dérivant l’ expres-
sion (7.4.3), après l’avoir mise sous la forme suivante :

hs(r) =
1

1− s
e−sr

(
1− e−2(1−s)r ) +∞∑

j=0

e−2jr .

En combinant les estimations ponctuelles précédentes, on obtient finalement l’estimation
intégrale suivante, qui est cruciale pour l’inégalité maximale. Rappelons que S =
[ 0, d−1

2 ] ∪ (d−1
2 + iR+) .

Corollaire 7.4.12. — Pour tout k ∈ N∗, il existe C > 0 tel que, pour tout s ∈ S,( ∫ +∞

1

∣∣h(k)
s (r)

∣∣2 r2k dr
r

) 1
2 ≤ C (1 + |s|) k−

d−1
2 .
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Démonstration. — Pour s ∈ d−1
2 + iR+ grand, on utilise la proposition 7.4.10. Pour

s voisin de 0, on utilise la proposition 7.4.11. Le corollaire 7.4.9 permet de traiter
facilement les s restants.

Notice bibliographique. — Les résultats exposés dans ce chapitre sont extraits des
articles [Nev94b, Nev97, NS97]. Dans [NS97], l’étude est étendue au cas de paires
de Gelfand (G,K) où G est un groupe de Lie connexe simple, de centre fini, de rang
réel 1, et K est un sous-groupe compact maximal de G. L’espace hyperbolique réel
Hd est remplacé par l’espace homogène G/K, muni de sa métrique riemannienne G-
invariante naturelle. Les résultats pour les moyennes sphériques sont exactement les
mêmes que pour (G,K) = (SOo(d, 1), SO(d)), où maintenant d ≥ 3 est la dimension
de l’espace symétrique G/K. Le cas d = 2, qui concerne SOo(2, 1) et ses revêtements
de centre fini, reste exclu de l’étude.

Margulis, Nevo et Stein [MNS00] ont par la suite considéré le cas général d’un
groupe de Lie connexe semi-simple, de centre fini, sans facteur compact. À nouveau,
K est un sous-groupe compact maximal et G/K est muni de sa métrique riemanni-
enne canonique. Ici, les analogues du théorème ergodique ponctuel de Wiener et de
l’inégalité maximale Lp, p > 1, sont établis pour les moyennes uniformes sur les boules
Bt = {g ∈ G ; g(K, gK) ≤ t} de G. Mais alors que le théorème ergodique ponctuel
de Wiener sur les boules de Rd est également vrai pour p = 1, le cas p = 1 reste
ouvert pour les groupes semi-simples. Notons que dans le cas particulier de l’action
de G sur G/K, l’inégalité maximale Lp, p > 1, avait été obtenue par Clerc et Stein
[CS74], puis ensuite améliorée en une inégalité de type faible (1, 1) par Strömberg.
La démonstration de Margulis, Nevo et Stein utilise d’une part les inégalités maxi-
males établies dans [NS97] pour les groupes de rang 1 et, d’autre part, le fait que les
groupes de Lie simples de rang supérieur possèdent la propriété (T ) de Kazhdan.

En ce qui concerne les moyennes sphériques, à part le cas des groupes de rang 1 men-
tionné plus haut et celui des groupes de Lie connexes, complexes, semi-simples (voir
[CN01]), la question générale des théorèmes ergodiques pour les moyennes sphériques
sur les groupes de Lie semi-simples n’est pas résolue.
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Cet ouvrage ne traite que certains aspects de la théorie ergodique des actions de
groupes. Nous avons principalement considéré des moyennes relatives aux boules et
sphères associées à des exemples particuliers (bien que fondamentaux) de distances in-
variantes à gauche sur des groupes moyennables, libres ou semi-simples (spécialement
SOo(d, 1)).

Rappelons ainsi quelques-uns des résultats présentés dans ce livre, en ce qui con-
cerne les boules. Pour la métrique définie par le choix d’un voisinage compact de
l’élément neutre qui engendre le groupe (métrique des mots), nous avons vu au
chapitre 3 que le théorème ergodique ponctuel dans L1 est vrai lorsque le groupe est
à croissance polynomiale et que l’on effectue les moyennes uniformes sur les boules.
Pour les groupes moyennables à croissance exponentielle, ce problème est entièrement
ouvert, même pour les boules hyperboliques du groupe des affinités du chapitre 4.

Sur un groupe de Lie G semi-simple connexe, sans facteur compact, de centre
fini, nous n’avons considéré que la métrique provenant de la distance riemannienne
naturelle sur l’espace symétrique G/K associé. Dans ce cas, le théorème ergodique
ponctuel est vrai dans Lp pour p > 1, le cas p = 1 étant ouvert (voir la notice du
chapitre 7).

Or, on peut s’intéresser à d’autres classes de groupes, par exemples les groupes
algébriques semi-simples sur des corps locaux arbitraires et leurs réseaux. On peut
aussi s’intéresser à des moyennes sur des boules ou sphères relatives à différents types
de distances invariantes, ou même sur des familles de domaines plus généraux, dont
les couronnes.

En outre, la question très importante de l’estimation de la vitesse de convergence
des limites dans les théorèmes ergodiques n’a pas été abordée dans ce livre. Sur ce
sujet, tout un ensemble de résultats remarquables, liés à la notion de trou spectral,
a été obtenu (voir [Nev98, MNS00, GNre]). On dit qu’une action ergodique d’un
groupe localement compact G sur un espace de probabilité (X,m), qui préserve m,
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a un trou spectral si la représentation unitaire correspondante π0 de G dans le sous-
espace L2

0(X,m) des fonctions de carré intégrable orthogonales aux fonctions con-
stantes, présente un trou spectral. Cela signifie que pour toute mesure de probabilité
µ absolument continue et symétrique sur G, dont le support engendre un sous-groupe
dense dans G, on a ‖π0(µ)‖ < 1 (voir la définition 2.1.10). C’est un phénomène qui
ne se produit jamais pour les groupes moyennables. En revanche, toutes les actions
ergodiques des groupes ayant la propriété (T) de Kazhdan ont un trou spectral, et
dans ce cas on a même une estimation uniforme de ‖π0(µ)‖ par un réel δ < 1 qui ne
dépend que de µ, et non pas de l’action (voir la proposition 2.1.13). Rappelons enfin
que les groupes de Lie semi-simples connexes, de centre fini, sans facteur de rang 1,
ont la propriété (T).

Dans [Nev98] et [MNS00], Margulis, Nevo et Stein ont tiré parti de ce phénomène
de trou spectral pour obtenir des vitesses de convergence exponentielles. En parti-
culier, la méthode de transfert spectral est un moyen très élégant d’estimer ‖π(µ)‖
pour une représentation unitaire π qui possède un trou spectral. Ce principe de
transfert s’appuie notamment sur des travaux de Cowling [Cow79] et Howe-Moore
[HM79]. Nevo en déduit par exemple que si G est un groupe de Lie simple, connexe,
non compact, de centre fini, alors pour toute représentation unitaire π de G présentant
un trou spectral et pour toute mesure de probabilité µ sur G, on a

‖π(µ)‖ ≤ ‖λreg(µ)‖1/n,

où n est un entier ne dépendant que de π, et où λreg est la représentation régulière à
gauche de G. Dans les cas considérés, en notant Bt la boule riemannienne de rayon
t centrée en l’élément neutre de G et βt la mesure de probabilité uniforme sur Bt,
il existe c > 0 tel que ‖λreg(βt)‖ ≤ exp(−ct) pour t > 0. On obtient donc ainsi la
décroissance exponentiellement rapide de t 7→ ‖π(βt)‖.

Voici un exemple typique de résultat qui découle de ces estimations en norme, à
décroissance exponentiellement rapide.

Théorème. — Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, sans facteur compact,
de centre fini, dont l’action ergodique sur l’espace de probabilité (X,m) a un trou
spectral. Alors pour tout f ∈ Lp(X,m), p > 1 et pour presque tout x ∈ X, on a∣∣∣∣βt ·f(x)−

∫
X

f dx
∣∣∣∣ ≤ Bp(f, x) exp(−θpt)

où θp est un réel > 0 qui dépend de p et de l’action.

Nous renvoyons à [Nev98], [MNS00] et à l’article d’exposition [Nev06] pour les
détails et de nombreux commentaires.

La monographie récente de Gorodnik et Nevo [GNre] étudie de façon exhaustive
les théorèmes ergodiques ponctuels et en moyenne pour des familles générales de
moyennes uniformes sur les groupes algébriques semi-simples et leurs réseaux. Pour
connâıtre l’essentiel sur les questions résolues et sur les problèmes ouverts dans le
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domaine de la théorie ergodique des actions de groupe, cet ouvrage [GNre] ainsi que
l’article d’exposition [Nev06] sont des lectures indispensables. On y trouve quantité
d’informations et de résultats non présentés ici. Nous mentionnons en particulier
les applications des théorèmes ergodiques à l’étude de l’équidistribution des orbites
des actions isométriques ainsi qu’à l’estimation asymptotique de la proportion de
points d’un réseau qui appartiennent à des domaines suffisamment réguliers du groupe
ambiant, les boules par exemple, problèmes fondamentaux auxquels des solutions
complètes sont apportées dans [GNre].





APPENDICE A

RÉGULARITÉ DES REPRÉSENTATIONS ET

MESURABILITÉ DES FONCTIONS MAXIMALES

Pour éviter des complications inutiles, notre étude se place dans le cadre suivant
(suffisamment général en pratique) :

– (X,B) est toujours un espace mesurable standard, c’est-à-dire isomorphe à un
borélien d’un espace métrique complet à base dénombrable d’ouverts, muni de
la structure borélienne induite ;

– m est une mesure σ-finie sur (X,B) ;
– G est un groupe localement compact à base dénombrable d’ouverts. On le munit

de sa mesure de Haar à gauche, notée λ ou dg.

On suppose que ce groupe agit à gauche sur X de sorte que l’application (g, x) 7→
gx soit mesurable de G × X dans X (on dit que (X,B) est un G-espace mesurable
(standard)). De plus, on suppose toujours que G préserve la mesure m : pour tout
g ∈ G et E ∈ B on a m(gE) = m(E). Sous ces hypothèses, on dira que (X,B,m) est
un G-espace mesuré (standard).

Nous introduisons d’abord la représentation de G dans Lp(X,m) associée à cette
action et nous en donnons quelques propriétés.

Comme nous l’avons remarqué dans les chapitres précédents, l’étude des fonctions
maximales sur X définies par des familles non dénombrables de mesures de probabilité
sur G pose des problèmes de mesurabilité. Dans la deuxième section de cet appendice,
nous donnons quelques éléments permettant de répondre à ces questions.

A.1. Représentations de G et de M(G)

Soient f une fonction mesurable sur X et g ∈ G. On note π(g)f la fonction
mesurable définie sur X par x 7→ f(g−1x) . L’application π(g) induit une isométrie
linéaire de Lp(X,m), 1 ≤ p ≤ ∞. On définit ainsi une représentation π : g 7→ π(g)
de G dans Lp(X,m). Autrement dit, π est un homomorphisme du groupe G dans le
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groupe des automorphismes isométriques de Lp(X,m). Si p <∞, cet homomorphisme
est fortement continu comme le montre le lemme suivant.

Lemme A.1.1. — Soit 1 ≤ p < ∞. Alors π est une représentation continue de G
dans Lp(X,m) : pour tout f ∈ Lp(X,m), l’application g 7→ π(g)f est continue de G
dans Lp(X,m).

Démonstration. — Nous admettrons la mesurabilité de la fonction g 7→ π(g)f à
valeurs dans l’espace de Banach Lp(X,m) (voir [DS88, Lemma III.11.16 (b)]). Pour
la continuité, il suffit de la montrer en l’élément neutre e de G. Fixons un compact
K de G de mesure de Haar |K| > 0, ainsi qu’un voisinage compact V de e. On écrit,
pour g ∈ G,

‖π(g)f − f‖p =
1
|K|

∫
K

‖π(h−1g)f − π(h−1)f‖p dh.

Soit ε > 0 donné. Comme g 7→ π(g)f est mesurable bornée, il existe une fonction

continue ψ de (V K)−1 dans Lp(X,m) telle que
∫
V K

‖π(h−1)f−ψ(h−1)‖p dh ≤ ε. En

outre, comme ψ est uniformément continue sur (V K)−1, on peut trouver un voisinage
symétriqueW de e, contenu dans V , tel que ‖ψ(h−1g)−ψ(h−1)‖p ≤ ε pour tout h ∈ K
et g ∈W .

Enfin, en utilisant l’invariance à gauche de la mesure de Haar, on voit que∫
K

‖π(h−1g)f − ψ(h−1g)‖p dh ≤
∫
V K

‖π(h−1)f − ψ(h−1)‖p dh ≤ ε,

si g ∈W . On en déduit immédiatement que ‖π(g)f−f‖p ≤ (1+2/|K|)ε si g ∈W .

Nous allons maintenant étendre π aux mesures bornées sur G. Notons M(G)
l’espace de Banach formé des mesures complexes µ sur G de variation totale ‖µ‖1
finie. On munit M(G) du produit de convolution défini par

µ1 ∗ µ2(ϕ) =
∫
G×G

ϕ(g1g2)dµ1(g1)dµ2(g2)

pour toute fonction ϕ : G → C continue à support compact sur G, et de l’involution
définie par

µ∗(ϕ) =
∫
G

ϕ(g−1) dµ(g).

Ces opérations font de M(G) une algèbre de Banach involutive.
La représentation π se prolonge en un homomorphisme de l’algèbre M(G) dans

l’algèbre B(Lp(X,m)) des opérateurs bornés de Lp(X,m). Ce prolongement est défini
de la manière suivante. Soient µ ∈ M(G), f ∈ Lp(X,m), f1 ∈ Lq(X,m) avec
1/p+ 1/q = 1. On observe que∫

X×G
|f(g−1x)||f1(x)|dm(x)d|µ|(g) ≤ ‖f‖p‖f1‖q‖µ‖1 < +∞.
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Alors, grâce au théorème de Fubini, on voit que pour m-presque tout x, la fonction
g 7→ f(g−1x) est µ-intégrable. On pose alors π(µ)f(x) =

∫
f(g−1x)dµ(g) et on déduit

aisément de ce qui précède que π(µ)f ∈ Lp(X,m) avec ‖π(µ)f‖p ≤ ‖µ‖1‖f‖p.
Lorsque µ admet la densité ϕ par rapport à la mesure de Haar, on écrira π(ϕ) au

lieu de π(µ).
Un calcul simple montre que π(µ ∗ ν) = π(µ)π(ν) si µ, ν ∈M(G). Enfin, si p = 2,

on vérifie que π(g−1) = π(g)∗ et que π(µ∗) = π(µ)∗, où π(·)∗ désigne l’adjoint de π(·).

Notations A.1.2. — Dans les théorèmes ergodiques on introduit plutôt l’antirepré-
sentation g 7→ T (g) = π(g−1) (aussi notée Tg). En intégrant par rapport à µ ∈M(G)
on obtient l’opérateur T (µ) = π(µ̌) où µ̌ est la mesure E 7→ µ(E−1). Pour alléger les
notations, on écrit souvent µ · f à la place de T (µ)f , si f ∈ Lp(X,m). Ainsi on a

µ · f(x) =
∫
G

f(gx)dµ(g).

Tout ceci peut s’étendre à d’autres situations. Ainsi par exemple, une représentation
unitaire continue de G dans un espace de Hilbert H est un homomorphisme π du
groupe G dans le groupe unitaire de H tel que pour tout v ∈ H, l’application
g 7→ π(g)v soit continue. Pour µ ∈ M(G), on définit π(µ) ∈ B(H) par la formule
π(µ)v =

∫
G
π(g)vdµ(g). Comme précédemment, π est un homomorphisme continu

(préservant l’involution) de l’algèbre involutive M(G) dans B(H).
Si G est un groupe de Lie, il est souvent utile de travailler avec des vecteurs v ∈ H

tels que la fonction g 7→ π(g)v soit de classe C∞. De tels v sont dits de classe C∞
(par rapport à π). Rappelons le lemme classique suivant dû à G̊arding.

Lemme A.1.3. — Soit π une représentation unitaire continue d’un groupe de Lie
G dans un espace hilbertien H.

(i) Si ϕ est une fonction de classe C∞ à support compact sur G et si v ∈ H, alors
le vecteur π(ϕ)v est de classe C∞.

(ii) l’ensemble D(H) des vecteurs de la forme π(ϕ)v, où v décrit H et ϕ l’espace
des fonctions C∞ à support compact, est dense dans H.

Démonstration. — Pour démontrer (i), on remarque d’abord qu’il suffit de vérifier
que, pour tout w ∈ H, la fonction g 7→ 〈π(g)π(ϕ)v, w〉 est de classe C∞ (voir [God03,
Chap. XII, Théorème 40]). Mais

〈π(g)π(ϕ)v, w〉 =
∫
G

ϕ(g−1h)〈π(h)v, w〉dh,

et on conclut en dérivant sous le signe intégrale.
Pour démontrer (ii), donnons-nous v ∈ H et ε > 0. On choisit un voisinage V de e

tel que ‖π(g)v− v‖ ≤ ε pour tout g ∈ V . Soit alors ϕ une fonction positive, de classe
C∞ sur G, d’intégrale 1, à support compact dans V . On vérifie immédiatement que
‖π(ϕ)v − v‖ ≤ ε.
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A.2. Mesurabilité des fonctions maximales

On revient à la donnée générale du G-espace (X,B,m). On considère en outre
une famille continue à un paramètre (µr)r>0 de mesures de probabilité sur G. La
continuité signifie ici que pour toute fonction ϕ continue bornée sur G, la fonction r 7→
µr(ϕ) est continue. Comme on travaille avec des mesures qui peuvent être singulières
(comme par exemple les mesures sur les sphères de Rd) et avec des fonctions définies
presque partout, l’étude des fonctions maximales f?µ soulève quelques difficultés.

Pour éviter les ambigüıtés, introduisons l’espace Lp(X,m) des fonctions mesurables
sur X, de puissance p-ième intégrable (où, contrairement à Lp(X,m), les fonctions
égales presque partout ne sont pas identifiées).

Observons d’abord que si f est une fonction mesurable positive surX, alors µr ·f(x)
est bien défini pour tout x ∈ X, puisque la fonction g 7→ f(gx) est borélienne positive.
Ainsi f?µ(x) = supr>0 µr · f(x) a un sens en tout point x, mais il n’est pas évident que
f?µ soit mesurable. Si maintenant f ∈ Lp(X,m), on a déjà remarqué que, pour tout
r > 0, µr · f(x) est défini m-presque partout, mais il n’est pas clair qu’il existe un
ensemble E ⊂ X négligeable tel que si x /∈ E, µr · f(x) soit définie pour tout r > 0.
C’est le premier obstacle à la définition dans ce cas de f?µ par la formule

f?µ(x) = sup
r>0

|µr · f(x)|.

En outre, pour obtenir f 7→ f?µ en tant qu’opérateur sur Lp(X,m), il faudra s’assurer
que la classe de f?µ ne dépend que de celle de f . Nous allons voir comment ces
questions peuvent être résolues si l’on dispose a priori d’une inégalité maximale sur
une partie dense convenable de Lp(X,m). Les idées des démontrations qui suivent
sont essentiellement dues à Stein et Wainger [SW78, Section 8] (voir aussi [Ste93,
Chap. XI, Section 5]).

Commençons par un résultat facile.

Lemme A.2.1. — Soit (µr) une famille continue à un paramètre de mesures de
probabilité sur G. Soit f une fonction sur X qui est la limite simple d’une suite crois-
sante (fn)n≥1 de fonctions mesurables positives pour lesquelles l’opérateur maximal
donne une fonction mesurable. Alors :

(i) f?µ = limn(fn)?µ et donc f?µ est mesurable;
(ii) si p ∈ [1,+∞[ et s’il existe C > 0 tel que ‖(fn)?µ‖p ≤ C‖fn‖p pour tout n, on a

‖f?µ‖p ≤ C‖f‖p.

Démonstration. — On a bien sûr (fn)?µ ≤ f?µ pour tout n, d’où limn(fn)?µ ≤ f?µ.
D’autre part, grâce au théorème de Beppo Levi, on a µr · f = limn µr · fn pour
tout r > 0. Comme (fn)?µ ≥ µr · fn, on voit alors que limn(fn)?µ ≥ µr · f , d’où
limn(fn)?µ ≥ f?µ.

Ainsi, on a f?µ = limn(fn)?µ. Ceci prouve la mesurabilité de f?µ. L’assertion (ii)
résulte alors facilement du théorème de Beppo Levi.
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On suppose dans la proposition suivante que X est un espace métrique localement
compact sur lequel G agit continûment (i.e., l’application (g, x) 7→ gx est continue
de G×Xdans X). De plus, m est ici une mesure de Radon préservée par l’action de
G. Dans ce cas, si f est continue et bornée sur X, la définition de f?µ ne pose pas de
problème. En effet, pour tout x ∈ X, la fonction g 7→ f(gx) est continue et bornée
sur G et donc µr-intégrable quel que soit r > 0. De plus, puisque r 7→ µr · f(x) est
continue, la fonction f?µ est mesurable car

f?µ(x) = sup
r∈Q+

|µr · f(x)|.

Proposition A.2.2. — Gardons les hypothèses ci-dessus et soit 1 ≤ p < ∞. On
suppose l’existence d’une constante C > 0 telle que ‖f?µ‖p ≤ C‖f‖p pour toute fonction
f continue à support compact sur X. Soit f ∈ Lp(X,m). Il existe un ensemble
E ⊂ X, négligeable, tel que si x /∈ E :

(i) pour tout r > 0, la fonction g 7→ f(gx) est µr-intégrable sur G ;
(ii) la fonction r 7→ µr · f(x) =

∫
G
f(gx) dµr(g) est continue sur R∗+.

De plus, en posant f?µ(x) = supr>0 |µr · f(x)| si x /∈ E et f?µ(x) = 0 sinon, la
fonction f?µ est mesurable et vérifie la même inégalité maximale ‖f?µ‖p ≤ C‖f‖p. En
particulier, la classe de f?µ ne dépend que de celle de f .

Démonstration. — Pour simplifier, on se limite au cas où X est compact. On va
procéder en trois étapes.

Étape 1. C’est la clé de la démonstration. Si B ⊂ X est un ensemble négligeable,
on montre l’existence d’un ensemble négligeable E ⊂ X tel que si x /∈ E, l’ensemble
Bx = {g ∈ G : gx ∈ B} est µr-négligeable pour tout r > 0.

Tout d’abord, si U est un ouvert de X, la fonction caractéristique 1U est la limite
de la suite croissante (fn)n≥1 où fn(x) = d(x,X \ U)1/n (en choisissant la distance d
telle que le diamètre de X soit plus petit que 1). Donc (1U )?µ est mesurable et vérifie
l’inégalité maximale par le lemme A.2.1.

Maintenant, puisque B est négligeable, il existe une suite décroissante d’ouverts
Un contenant B, tels que limnm(Un) = 0. On a (1B)?µ ≤ limn(1Un)?µ et

‖ lim
n

(1Un
)?µ‖p ≤ lim

n
‖(1Un

)?µ‖p ≤ C lim
n
‖1Un

‖p = 0,

d’où il résulte que (1B)?µ est négligeable ; c’est le résultat clé annoncé.
Étape 2. On considère le cas où f est mesurable positive et bornée. On choisit une

suite bornée (fn)n≥1 de fonctions continues qui tend vers f presque partout et dans
Lp(X,m).

D’après l’étape 1, il existe un ensemble négligeable E ⊂ X tel que, si x /∈ E et pour
tout r > 0, la suite des fonctions g 7→ fn(gx) converge vers la fonction g 7→ f(gx) pour
µr-presque tout g ∈ G. Grâce au théorème de convergence dominée, on en déduit
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alors que, pour r > 0 et x /∈ E,

lim
n→∞

µr · fn(x) = µr · f(x).

Par ailleurs, on peut supposer que ‖fn+1 − fn‖p ≤ 2−n pour n ≥ 1. On en déduit,
en utilisant l’inégalité maximale, que

∑
n ‖(fn+1 − fn)?µ‖p < +∞, et donc aussi que∑

n(fn+1 − fn)?µ est finie presque partout. Par conséquent, on peut choisir E tel que
si x /∈ E, la convergence de µr · fn(x) vers µr · f(x) soit uniforme en r sur ]0,+∞[.
Comme r 7→ µr ·fn(x) est continue pour tout x, on voit que r 7→ µr ·f(x) est continue
si x /∈ E. Il en résulte que f?µ est mesurable. L’inégalité f?µ ≤ lim infn(fn)?µ et le
lemme de Fatou montrent l’inégalité maximale pour f .

Étape 3. Si f est une fonction positive dans Lp(X,m), on l’approche par une
suite croissante (fn) de fonctions mesurables positives bornées. On conclut à l’aide
de l’étape 2 et du lemme A.2.1. Enfin, pour tout f ∈ Lp(X,m), on utilise la
décomposition classique de f comme différence de fonctions positives.

Remarque A.2.3. — En adaptant la démonstration de la proposition précédente,
on voit que celle-ci reste vraie avec des inégalités maximales faibles.

Elle reste également vraie si on dispose seulement des inégalités maximales pour
les fonctions appartenant à une partie D de l’ensemble Cc(X) des fonctions continues
à support compact, dense dans Cc(X) pour la topologie de la convergence uniforme.
En effet, si f ∈ Cc(X) et si (fn)n≥1 est une suite d’éléments de D qui converge
uniformément vers f , on a immédiatement f?µ ≤ lim infn(fn)?µ et le lemme de Fatou
montre que l’inégalité maximale s’étend à f .

En général, (X,B,m) est seulement un espace mesuré standard sur lequel G agit
mesurablement. Dans le cas où m est une mesure finie, on se ramène au cas de la
proposition précédente à l’aide du théorème suivant.

Théorème A.2.4 (Theorem 5.7, [Var85]). — Soit G un groupe localement com-
pact et (X,B) un G-espace mesurable standard. Il existe un espace métrique compact
Y , une action continue de G sur Y , un borélien G-invariant X ′ ⊂ Y et un iso-
morphisme G-équivariant Φ du G-espace mesurable X sur le G-espace mesurable X ′,
muni de la tribu borélienne induite.

Si m est une mesure finie G-invariante sur X, il reviendra alors au même de tra-
vailler sur Y muni de la mesure de probabilité image de m par Φ.

Observons que lorsque m n’est pas finie, cet argument ne permet pas de se ramener
à la situation considérée dans la proposition A.2.2 car l’image de m par Φ n’est pas
une mesure de Radon. Il ne semble pas exister de méthode générale pour traiter ce
cas.
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ÉLÉMENTS DE THÉORIE SPECTRALE

Nous rassemblons ici les principaux résultats nécessaires dans l’approche spectrale
des théorèmes ergodiques. Pour plus de détails nous renvoyons aux ouvrages [Arv02]
et [Rud91, Chap. 11].

On sait que toute matrice carrée M à coefficients complexes qui commute avec sa
matrice adjointeM∗ est diagonalisable. Plus précisément, si λ1, . . . , λk sont les valeurs
propres de M (sans répétition), et si E1, . . . , Ek sont les projecteurs orthogonaux sur
les sous-espaces propres correspondants, on sait que ces projecteurs commutent deux
à deux (autrement dit, les sous-espaces propres sont deux à deux orthogonaux), que∑k
i=1Ei = I et que M =

∑k
i=1 λiEi. Dans cet appendice, nous allons voir que

ce résultat s’étend à toute famille d’opérateurs qui commutent entre eux et avec les
adjoints des opérateurs de la famille. Le bon cadre pour énoncer le théorème spectral
est celui des C∗-algèbres commutatives.

B.1. C∗-algèbres commutatives

Rappelons d’abord qu’une involution sur une algèbre complexe A est une applica-
tion a 7→ a∗ telle que (a∗)∗ = a, (a+ b)∗ = a∗ + b∗, (ab)∗ = b∗a∗ et (λa)∗ = λa∗ quels
que soient a, b ∈ A, λ ∈ C. Une algèbre de Banach complexe A est dite involutive si
elle est munie d’une involution telle que ‖a∗‖ = ‖a‖ pour tout a ∈ A. Si de plus on a
‖a∗a‖ = ‖a‖2 pour tout a ∈ A, on dit que A est une C∗-algèbre. Si H est un espace de
Hilbert et si B(H) désigne l’algèbre des opérateurs bornés sur H, observons que pour
tout T ∈ B(H) on a ‖T ∗T‖ = ‖T‖2. Par conséquent, toute sous-algèbre de B(H),
fermée en norme et stable par passage à l’adjoint, est une C∗-algèbre. Un théorème
fondamental de Gelfand-Naimark établit que toute C∗-algèbre peut être représentée
de cette façon comme algèbre d’opérateurs.

L’algèbre de Banach C(X) des fonctions continues complexes sur un espace com-
pact X, munie de la norme de la convergence uniforme et de l’involution f 7→ f , est
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bien sûr une C∗-algèbre commutative. Un autre théorème fondamental de Gelfand
dit que toutes les C∗-algèbres commutatives avec unité sont de ce type. L’énoncé
précis nécessite l’introduction de la transformation de Gelfand que nous définissons
maintenant.

Soit A une algèbre de Banach complexe commutative avec unité. Un caractère de
A est un homomorphisme non nul de A dans C. Si a ∈ A, rappelons que le spectre
de a (c’est-à-dire l’ensemble des λ ∈ C tels que a − λI ne soit pas inversible) est
égal à l’ensemble des χ(a) où χ décrit l’ensemble Sp(A) des caractères de A (voir
[Rud91, Theorem 11.5]). On a donc |χ(a)| ≤ ‖a‖ pour tout χ. Un caractère est donc
automatiquement continu et de norme 1. De plus Sp(A) est fermé dans la boule unité
du dual topologique de A, munie la topologie ∗-faible, et la topologie induite fait de
Sp(A) un espace compact, appelé spectre de Gelfand de A. En particulier, pour tout
a ∈ A la fonction â : χ 7→ â(χ) = χ(a) est continue sur Sp(A). La transformation de
Gelfand est l’homomorphisme de A dans l’algèbre C(Sp(A)) des fonctions continues
complexes sur Sp(A) qui associe à a la fonction â. En général cette transformation
n’est ni injective ni surjective, mais on a :

Théorème B.1.1. — Soit A une C∗-algèbre commutative avec unité. La trans-
formation de Gelfand est un ∗-isomorphisme isométrique de A sur la C∗-algèbre
C(Sp(A)).

Pour la démonstration, on pourra se reporter à [Rud91, Theorem 11.20]. L’un
des ingrédients essentiels est que tout caractère χ d’une C∗-algèbre commutative
est auto-adjoint, c’est-à-dire que χ(a) = χ(a∗) pour tout a ∈ A. Le théorème de
Stone-Weierstrass entrâıne alors la densité de l’image de A dans C(Sp(A)) par la
transformation de Gelfand. L’identité ‖a∗a‖ = ‖a‖2 assure que la transformation de
Gelfand est isométrique.

B.2. Le théorème spectral

Définition B.2.1. — Une résolution de l’identité (aussi appelée mesure spectrale)
sur un espace compact X est une fonction E sur les boréliens de X, à valeurs dans
l’ensemble des projecteurs auto-adjoints d’un espace hilbertien H, telle que :

(i) E(∅) = 0,
(ii) E(X) = Id,
(iii) pour tous v, v′ ∈ H, et toute suite (Cn) de boréliens deux à deux disjoints, la

série
∑
〈E(Cn)v, v′〉 est convergente et sa somme vaut 〈E(∪Cn)v, v′〉.

Ainsi, pour tous v, v′ ∈ H, l’application C 7→ 〈E(C)v, v′〉 est une mesure complexe.
Il résulte facilement de la définition que E(C1 ∩ C2) = E(C1)E(C2) quels que

soient les boréliens C1 et C2. D’abord, si C1 ⊂ C2, c’est évident car E(C1) ≤ E(C2).
Ensuite, si C1 et C2 sont disjoints, on a E(C2)E(C1) = 0. Pour le voir, on observe que
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E(C1∪C2) = E(C1)+E(C2), d’où E(C2)E(C1) = 0 après multiplication à gauche par
E(C2). Enfin, dans le cas général on obtient E(C1 ∩ C2) = E(C1)E(C2) à partir de
l’égalité E(C1 \C2)E(C2 \C1) = 0, en remplaçant E(C1 \C2) par E(C1)−E(C1∩C2)
et E(C2 \ C1) par E(C2)− E(C1 ∩ C2).

Dans la suite nous considérons une sous-C∗-algèbre commutative B de l’algèbre
B(H) des opérateurs bornés d’un espace de Hilbert H, et nous supposons que B

contient l’opérateur identité Id de H. Fixons v, v′ ∈ H. L’application b̂ 7→ 〈bv, v′〉
est une forme linéaire continue sur C(Sp(B)) de norme inférieure ou égale à ‖v‖‖v′‖.
Par le théorème de représentation de Riesz, il existe une mesure complexe mv,v′ sur
Sp(B) et une seule telle que pour tout b ∈ B on ait

(B.2.1) 〈bv, v′〉 =
∫
b̂ dmv,v′ =

∫
χ(b)dmv,v′(χ).

Cette mesure est appelée la mesure spectrale associée à (v, v′). On notera mv la
mesure positive mv,v.

Clairement, pour v′ fixé, l’application v 7→ mv,v′ est linéaire. De même les pro-
priétés suivantes se déduisent immédiatement de la définition : quels que soient
v, v′ ∈ H et b ∈ B on a

‖mv,v′‖1 ≤ ‖v‖‖v′‖, mv,v′ = mv′,v et mbv,v′ = b̂mv,v′ .

Ici, mv′,v est la mesure complexe conjuguée de mv′,v, et pour f ∈ C(Sp(B)), fmv,v′

est la mesure de densité f par rapport à mv,v′ .
Enfin, si T ∈ B(H) commute avec B, on a, pour tous v, v′ ∈ H,

(B.2.2) mTv,v′ = mv,T∗v′ .

Théorème B.2.2. — Avec les notations précédentes, il existe une résolution de
l’identité sur Sp(B) et une seule telle pour tous v, v′ ∈ H et tout borélien C on
ait

〈E(C)v, v′〉 =
∫

1C dmv,v′ .

Démonstration. — L’unicité de E est évidente. Démontrons l’existence. Soit C un
borélien de Sp(B). L’application (v, v′) 7→

∫
1C dmv,v′ est une forme sesquilinéaire

continue sur H, de sorte qu’il existe un unique opérateur E(C) tel que

〈E(C)v, v′〉 =
∫

1C dmv,v′

pour tous v, v′ ∈ H. Montrons que E est une mesure spectrale sur Sp(B). Les
conditions (i), (ii) et (iii) de la définition B.2.1 sont évidemment réalisées. Il reste à
vérifier que pour tout borélien C, l’opérateur E(C) est un projecteur auto-adjoint.
L’égalité E(C)∗ = E(C) résulte du fait que pour v, v′ ∈ H, on a

〈E(C)v, v′〉 =
∫

1C dmv,v′ =
∫

1C dmv′,v = 〈E(C)v′, v〉.
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Assurons-nous aussi que E(C)2 = E(C). D’abord, pour tout b ∈ B, on voit que∫
b̂ d(1C mv,v′) =

∫
b̂1C dmv,v′ =

∫
1C dmbv,v′

= 〈E(C)bv, v′〉 = 〈bv, E(C)v′〉 =
∫
b̂ dmv,E(C)v′ ,

d’où 1Cmv,v′ = mv,E(C)v′ . Finalement, pour tous v, v′ ∈ H, on obtient

〈E(C)2v, v′〉 =〈E(C)v,E(C)v′〉 =
∫

1C dmv,E(C)v′

=
∫

1C dmv,v′ = 〈E(C)v, v′〉.

Une conséquence importante de (B.2.1) est que

‖bv‖2 =
∫
|χ(b)|2dmv(χ)

pour tout b ∈ B et tout v ∈ H. Il suffit en effet de remarquer que χ(b∗b) = |χ(b)|2.
Les résultats ci-dessous sont aussi utilisés à plusieurs reprises dans les chapitres

précédents.

Lemme B.2.3. — Gardons les notations ci-dessus.

(i) Si T ∈ B(H) commute avec B, il commute avec tous les projecteurs E(C).
(ii) Soit C un borélien de Sp(B). Alors v ∈ E(C)H si et seulement si

mv(Sp(B) \ C) = 0.

En particulier, si χ′ ∈ Sp(B), on a

E({χ′})H = {v ∈ H ; bv = χ′(b)v,∀b ∈ B}.

(iii) Soit (Cn) une suite croissante de boréliens dont la réunion vaut C. Alors la
suite de projecteurs (E(Cn)) converge fortement vers le projecteur E(C). En
particulier on a

E(C)H = ∪nE(Cn)H.

Démonstration. — (i) est une conséquence immédiate de (B.2.2).
Pour (ii), il suffit de remarquer que E(C)v = v si et seulement si 〈E(C)v, v〉 =

〈v, v〉, c’est-à-dire si et seulement si
∫

1C dmv =
∫

dmv.
Supposons maintenant que C = {χ′}. Si bv = χ′(b)v pour tout b ∈ B, alors∫
b̂ dmv = χ′(b)‖v‖2 et la mesuremv est évidemment égale à ‖v‖2δχ′ . Réciproquement,

si cette condition est réalisée, comme

‖bv − χ′(b)v‖2 =
∫
|χ(b)− χ′(b)|2dmv(χ),

on voit que bv = χ′(b)v pour tout b ∈ B.
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L’assertion (iii) résulte immédiatement de l’égalité

‖E(C)v − E(Cn)v‖2 =
∫
|1C − 1Cn |2dmv

et du théorème de convergence dominée.

Exemple B.2.4. — Soit M ∈ Mn(C) une matrice qui commute avec son adjointe,
et soit B ⊂ Mn(C) la sous-algèbre engendrée par M,M∗ et la matrice identité I.
L’application χ 7→ χ(M) permet d’identifier Sp(B) avec le spectre {λ1, . . . , λk} de
M . Dans ce cas la résolution de l’identité est E : C 7→

∑k
i=1Eiδλi(C), où Ei est le

projecteur spectral relatif à λi.

Exemple B.2.5. — Pour terminer, explicitons la situation particulière rencontrée
dans l’approche spectrale des théorèmes ergodiques. Soient G un groupe localement
compact et M(G) l’algèbre de convolution formée par les mesures complexes µ sur
G, de variation totale ‖µ‖1 finie. Notons µ∗ la mesure C 7→ µ(C−1), où C−1 désigne
l’image du borélien C de G par l’application g 7→ g−1. L’application µ 7→ µ∗ est
une involution qui fait de l’algèbre normée (M(G), ‖ · ‖1) une algèbre de Banach
involutive. Nous avons déjà remarqué dans l’appendice A que toute représentation
π : g 7→ π(g) dans les opérateurs unitaires d’un espace hilbertien H se prolonge en
une représentation de M(G) dans B(H).

Considérons alors une sous-algèbre involutive commutative A de M(G), avec unité
et fermée en norme. L’adhérence B de π(A) dans B(H) est une C∗-algèbre commuta-
tive. Si χ est un caractère de B, alors χ ◦ π est un caractère auto-adjoint de A, et on
définit ainsi un homomorphisme injectif de Sp(B) dans l’espace compact Sph(A) des
caractères auto-adjoints de A. La résolution de l’identité E associée à B s’étend en
une résolution de l’identité sur Sph(A), nulle en dehors de Sp(B). Pour tout v ∈ H,
la mesure C 7→ mv(C) = 〈E(C)v, v〉 sera aussi vue comme une mesure sur Sph(A),
ce qui permet d’écrire, pour µ ∈ A,

(B.2.3) 〈π(µ)v, v〉 =
∫
Sph(A)

χ(µ)dmv(χ).

et

(B.2.4) ‖π(µ)v‖2 =
∫
Sph(A)

|χ(µ)|2dmv(χ).

On dit que mv est la mesure spectrale associée à v et π (ou π(a) si A est engendré
par l’élément auto-adjoint a).

Dans certains cas l’espace des vecteurs G-invariants, c’est-à-dire des vecteurs v ∈ H
tels que π(g)v = v pour tout g ∈ G, peut être déterminé grâce au lemme suivant.

Lemme B.2.6. — Soient ν ∈ M(G) une mesure de probabilité, v ∈ H et λ un
nombre complexe de module 1 tels que π(ν)v = λv. Alors pour tout g dans le support
de ν, on a π(g)v = λv.
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Démonstration. — On a en particulier ‖v‖2 =
∫
〈π(g)v, λv〉dν(g), d’où∫

G

(
‖v‖2 −<〈π(g)v, λv〉

)
dν(g) = 0,

puisque ν est une mesure réelle. Comme ‖v‖2 ≥ <〈π(g)v, λv〉, grâce à la positivité de
ν on voit que l’ouvert {g ∈ G : ‖v‖2 > <〈π(g)v, λv〉} ne rencontre pas le support de
ν. La fonction g 7→ <〈π(g)v, λv〉 est donc constante égale à ‖v‖2 sur le support de ν
et par conséquent π(g)v = λv sur cet ensemble.

Corollaire B.2.7. — Supposons l’existence d’une mesure positive ν ∈ A telle que le
sous-groupe fermé engendré par son support soit G tout entier. Soit χ0 ∈ Sph(A) le
caractère trivial µ 7→ µ(G). Alors E({χ0})H est l’espace des vecteurs G-invariants.

Démonstration. — D’après le lemme B.2.3, on a

E({χ0})H = {v ∈ H : π(µ)v = µ(G)v,∀µ ∈ A}.

Si v est un vecteur G-invariant et si µ ∈ A, on a bien sûr

π(µ)v =
∫
π(g)v dµ(g) = µ(G)v.

Réciproquement, soit v ∈ E({χ0})H. Grâce au lemme précédent on obtient
π(g)v = v si g appartient au support de ν. Pour conclure il suffit de remarquer
que l’ensemble des g tels que π(g)v = v est un sous groupe fermé de G.



APPENDICE C

THÉORÈME DE ROTA POUR UNE SUITE

D’OPÉRATEURS DE MARKOV

Soit (X,B,m) un espace mesuré standard, avec m(X) = 1.

Définition C.1.8. — On dit qu’un opérateur P : L1(X,m) → L1(X,m)

(a) est une contraction L1 − L∞ s’il préserve L∞(X,m) avec ‖P‖L1→L1 ≤ 1 et
‖P‖L∞→L∞ ≤ 1;

(b) est positif s’il préserve le cône des fonctions positives;
(c) préserve m si

∫
X
P (ϕ)dm =

∫
X
ϕdm pour tout ϕ ∈ L1(X,m).

Dans cet appendice, un opérateur possédant ces trois propriétés sera appelé opéra-
teur de Markov.

Un tel opérateur P étant une contraction positive de L∞(X,m) vérifie P (1X) ≥ 0
et ‖P (1X)‖∞ ≤ 1, ce qui, avec la condition (c), entrâıne l’égalité P (1X) = 1X . On
voit aisément que l’opérateur adjoint P ∗ : L∞(X,m) → L∞(X,m) est une contraction
positive de L∞(X,m) qui laisse fixe la fonction 1X . De plus, P ∗ se prolonge en une
contraction positive de L1(X,m). Ce prolongement, qu’on notera encore P ∗, est à
son tour un opérateur de Markov et on a l’égalité P ∗∗ = P .

Rappelons aussi qu’on peut associer à un opérateur de Markov P un noyau marko-
vien, c’est-à-dire une application (x,B) 7→ N(x,B) de X×B dans [0, 1] telle que pour
tout x ∈ X, N(x, ·) est une probabilité et, pour tout B ∈ B, N(·, B) est une fonction
mesurable, de telle sorte qu’on a

P (f)(x) =
∫
X

f(y)N(x,dy)

m-presque sûrement pour tout f ∈ L1(X,m) (voir [Nev70, Section V.4]).
Nous allons voir que pour toute fonction f ∈ L logL(X,m), la suite PnP ∗n con-

verge m-presque surement. C’est un cas particulier du théorème suivant, dû à Rota
[Rot62] :
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Théorème C.1.9. — Soit (Pn)n≥1 une suite d’opérateurs de Markov sur (X,B,m)
Alors pour toute fonction f ∈ L1(X,m), la suite P1 . . . PnP

∗
n . . . P

∗
1 f converge dans

L1(X,m). Si de plus f ∈ L logL(X,m), alors elle converge presque sûrement.

Démonstration. — On considère l’espace produit Ω = XN muni de la tribu produit
BN, et on note Xn : Ω → X les applications coordonnées. Pour tout n ≥ 0, on note
Bn = σ(X0, . . . , Xn) la tribu des événements antérieurs à n et Cn = σ(Xn, Xn+1, . . . )
la tribu des événements postérieurs à n.

La donnée de la mesure m sur X et de la suite (Pn) permet de construire une
probabilité P sur Ω vérifiant, pour toute fonction Bn-mesurable F , la relation∫
F (ω)dP(ω) =

∫
F (x0, x1, . . . , xn) dm(x0)N1(x0,dx1)N2(x1,dx2) · · ·Nn(xn−1,dxn),

où (Nn)n≥1 est la suite des noyaux associés aux opérateurs Pn. Sous la probabilité
P, le processus (Xn) est une châıne de Markov, inhomogène en temps.

Si on associe à toute fonction mesurable f définie sur X la variable aléatoire f̃
définie sur Ω par

f̃(x0, x1, x2, . . . ) = f(x0)

on définit un isomorphisme de L1(X,B,m) sur L1(Ω,B0,P) qui permet d’identifier
l’opérateur d’espérance conditionnelle EB0 avec un opérateur de L1(Ω,BN,P) sur
L1(X,B,m). Nous noterons EB cet opérateur. Nous noterons aussi, pour alléger
l’écriture, En l’opérateur d’espérance conditionnelle ECn par rapport à la tribu Cn.

Le point de départ de la démonstration est l’égalité

(C.1.1) P1 . . . PnP
∗
n . . . P

∗
1 f = EBEnf̃ .

On montrera ensuite que que EBEnf̃ converge m-p.p. pour tout f ∈ L logL(X,m)
en utilisant le théorème de convergence des martingales inverses.

Commençons par montrer (C.1.1), ce qui se fera en deux temps.

Lemme C.1.10. — Pour f ∈ L1(X,m) et n ∈ N∗, on a

Enf̃ = (P ∗n . . . P
∗
1 f) ◦Xn .

Démonstration. — Puisque la variable aléatoire (P ∗n . . . P
∗
1 f) ◦Xn est Cn mesurable,

il suffit de démontrer qu’on a∫
A

f̃dP =
∫
A

(P ∗n . . . P
∗
1 f) ◦Xn dP

pour tout événement A de la forme

A = {Xn ∈ Bn, Xn+1 ∈ Bn+1, . . . , Xn+p ∈ Bn+p}

avec p ≥ 1 et des ensembles Bn, . . . , Bn+p appartenant à B.
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Par définition de P, on a∫
A

f̃(ω)dP(ω) =
∫

Ω

f(x0)1Bn
(xn)1Bn+1(xn+1) . . .1Bn+p

(xn+p)dP(x0, . . . , xn . . . )

=
∫
X

f(x)
(
P1 . . . Pn

(
1BnPn+1(1Bn+1 . . . Pn+p1Bn+p)

))
(x) dm(x)

=
∫
X

(
P ∗n . . . P

∗
1 f
)
(x)

(
1Bn

Pn+1(1Bn+1 . . . Pn+p1Bn+p
)
)
(x) dm(x).

L’invariance de la mesure m sous l’action des opérateurs Pn permet de remplacer
cette dernière intégrale par∫

X

P1 . . . Pn

(
(P ∗n . . . P

∗
1 f)1Bn

Pn+1(. . .)
)
(x)dm(x) .

En écrivant chacun des opérateurs P1, . . . , Pn+p sous la forme d’une intégrale à noyau
cette intégrale devient∫
Xn+1

(P ∗n . . . P
∗
1 f)(xn)

(
1BnPn+1(. . .)

)
(xn)dm(x)N1(x,dx1) . . . Nn(xn−1,dxn)

=
∫
Xn×Bn×···×Bn+p

(P ∗n . . . P
∗
1 f)(xn)dm(x)N1(x, dx1) . . . Nn+p(xn+p−1,dxn+p)

=
∫
A

(P ∗n . . . P
∗
1 f) ◦XndP .

Dans un deuxième temps, on vérifie le résultat suivant :

Lemme C.1.11. — Pour une fonction H ∈ L1(Ω,P) de la forme H = h ◦Xn avec
h ∈ L1(X,m), on a EBH = P1 . . . Pnh.

Démonstration. — Il suffit de vérifier que pour tout événement B de B0, on a∫
B

(P1 . . . Pnh)dP =
∫
B

h ◦XndP

ce qui résulte de la définition même de P.

Ces deux lemmes démontrent donc l’égalité (C.1.1). Observons maintenant que la
suite de tribus Cn est décroissante, ce qui permet d’utiliser le théorème de convergence
des martingales inverses. Pour sa démonstration nous renvoyons à [Nev72, page 119].

Théorème C.1.12 (Convergence des martingales inverses)
Soit (Cn, n ≥ 0) une suite décroissante de sous-tribus dans un espace probabilisé

(Ω,A,P). Si F ∈ L1(Ω,P), la suite ECn(F ) converge P-p.p. et dans L1 vers EC∞(F )
où C∞ =

⋂∞
n=1 Cn.

Puisque l’opérateur EB est une contraction de L1(Ω,P) dans L1(X,m), on déduit
du théorème C.1.12 que si f est intégrable, la suite EBEnf̃ converge dans L1(Ω,P).
Pour obtenir la convergence presque sûre il suffit, puisque l’opérateur EB est positif,
de pouvoir dominer la suite Enf̃ par une variable aléatoire intégrable. C’est ici que
l’hypothèse plus forte f ∈ L logL(X,m) est utile. Elle assure que la variable aléatoire
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Z0 = E0f̃ = f̃ appartient à L logL(Ω,P), et donc que supn |Enf̃ | est intégrable, grâce
au résultat suivant :

Proposition C.1.13. — Pour toute martingale inverse (Zn)n∈N vérifiant la condi-
tion E(|Z0| log+ |Z0|) <∞, la variable aléatoire réelle supn∈N |Zn| est intégrable.

Ce dernier fait permet donc de déduire la convergence presque sûre de la suite
EBEnf̃ de la convergence presque sûre de la suite Enf̃ et de conclure ainsi la démon-
stration du théorème de Rota.

Démonstration de la proposition C.1.13. — Rappelons tout d’abord qu’une martin-
gale (Mn) vérifie l’inégalité maximale de Doob

a P( sup
m≤n

|Mm| > a) ≤
∫
{supm≤n |Mm|>a}

|Mn|dP

pour tout n ∈ N et tout a ∈ R+.
On montre alors le résultat suivant ([Nev72, pp 70-71]).

Proposition C.1.14 (Inégalité maximale L logL). — Soit (Mn) une martingale.
Alors, pour tout p > 1 et tout n ≥ 0

(1− 1
e
)E( sup

m≤n
|Mm|) ≤ 1 + E(|Mn| log+ |Mn|).

Démonstration. — Partons de la majoration

E( sup
m≤n

|Mm|) =
∫ ∞

0

P( sup
m≤n

|Mm| > a)da ≤ 1 +
∫ ∞

1

P( sup
m≤n

|Mm| > a)da.

L’inégalité maximale de Doob implique alors∫ ∞

1

P( sup
m≤n

|Mm| > a)da ≤
∫ ∞

1

da

a

∫
{supm≤n |Mm|>a}

|Mn|dP

Or ∫ ∞

1

da
a

∫
{supm≤n |Mm|>a}

|Mn|dP = E[|Mn| log+(supm≤n |Mm|)]

≤ E(|Mn| log+ |Mn|) + 1
eE(supm≤n |Mm|),

grâce à l’inégalité élémentaire a log+ b ≤ a log+ a+ b
e vérifiée pour a et b dans R+. On

trouve donc

E( sup
m≤n

|Mm|) ≤ 1 + E(|Mn| log+ |Mn|) +
1
e
E( sup
m≤n

|Mn|),

ce qui donne l’inégalité annoncée.

Voyons maintenant comment la proposition C.1.13 s’en déduit. Il suffit d’observer
que si (Zn, Cn)n∈N est une martingale inverse, pour tout n ≥ 0, le processus M défini
par

(M0,M1, . . . ,Mn,Mn+1, . . . ) = (Zn, Zn−1, . . . , Z0, Z0, Z0 . . . )
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est une martingale relativement à la filtration Cn ⊂ Cn−1 ⊂ · · · ⊂ C0 ⊂ C0 ⊂ · · · .
Puisque supm≤n |Mm| = supm≤n |Zm| et que Mn = Z0, l’inégalité maximale L logL
pour la martingale (Mn) nous donne

(1− 1
e
)E( sup

m≤n
|Zm|) ≤ 1 + E(|Z0| log+ |Z0|).

Ceci étant vrai pour tout n ≥ 0, la variable supm≥0 |Zm| est intégrable, ce qui montre
la proposition C.1.13.

Remarque C.1.15. — Pour un opérateur de Markov auto-adjoint P agissant sur
L1(X,m), le théorème de Rota donne la convergence presque sûre de la suite P 2nf

pour toute fonction f ∈ L logL(X,m). Pour f ∈ Lp(X,m), p > 1, ce dernier résultat
a été démontré par Stein dans [Ste61]. Un contre-exemple dû à Ornstein montre
que le théorème de Stein n’est pas vrai en général pour des fonctions f ∈ L1(X,m)
[Orn69].





APPENDICE D

L’ESPACE HYPERBOLIQUE

Il existe (à isométrie près) une unique variété riemannienne complète, connexe,
simplement connexe, de dimension d + 1 et de courbure sectionnelle constante égale
à −1. C’est le revêtement universel de toutes les variétés riemanniennes connexes de
dimension d+ 1 et de courbure sectionnelle constante égale à −1. On appelle espace
hyperbolique de dimension d+ 1 n’importe lequel de ses modèles.

Dans cette annexe, nous allons en présenter différentes descriptions, puis nous
décrirons son groupe d’isométries et nous finirons par des énoncés utiles dans les
chapitres 4 et 7.

Pour plus de détails sur les résultats de cet appendice, nous renvoyons [Rat94],
où l’on trouvera aussi de nombreuses références ainsi que des notes historiques.

D.1. Les différents modèles

La référence de cette section est [Rat94, chap. 3 et 4]. Les deux premiers modèles
ont été étudiés indépendamment par Beltrami (1868) et Poincaré (1882), et sont
souvent attribués à ce dernier. Le modèle du demi-espace de l’espace hyperbolique
de dimension d + 1 (d ≥ 1) est l’ensemble Hd+1 = Rd × R∗+ muni de la métrique

ds2 =
dx2 + dy2

y2
, où l’on note z = (x, y) ∈ Rd × R∗+ un élément de Hd+1. Cette

métrique est hyperbolique, i.e. de courbure sectionnelle constante égale à −1. Si v
est un vecteur tangent à Hd+1 au point z = (x, y), nous noterons ‖v‖z sa norme

hyperbolique, et |v| sa norme euclidienne. Alors on a ‖v‖z =
|v|
y

. Cette métrique

permet de calculer la longueur d’un chemin c : [a, b] → Hd+1 de classe C1 par

L(c) =
∫ b

a

‖ċ(t)‖ dt .
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On définit alors une distance d sur Hd+1 en posant, pour tous points z et z′ de Hd+1,

d(z, z′) = inf L(c) ,

où c parcourt l’ensemble des courbes de classe C1 joignant z à z′.

Rappelons que l’inversion par rapport à la sphère S(a, r), a ∈ Rd+1, r > 0, de Rd+1

est l’application de Rd+1 dans Rd+1 définie par

x ∈ Rd+1 7→ a+
r2

|x− a|2
(x− a).

Introduisons le point o ∈ Hd+1 de coordonnées (0Rd , 1). La composée de la symétrie
par rapport à l’hyperplan (de Rd+1) d’équation xd+1 = 0 et de l’inversion par rapport
à la sphère S(o,

√
2) induit un difféomorphisme de Hd+1 sur la boule unité Bd+1 de

Rd+1. Si Bd+1 est munie de la métrique ds2 = 4
dx2

(1− |x|2)2
, ce difféomorphisme est de

plus une isométrie, et on parlera du modèle de la boule unité de l’espace hyperbolique.
Dans Bd+1, nous noterons encore o le centre de la boule, qui est l’image du point
o = (0Rd , 1) ∈ Hd+1 par l’application ci-dessus.

Pour finir, le modèle de Minkowski, ou modèle de l’hyperbolöıde de l’espace hyper-
bolique le décrit comme l’ensemble

Hd+1 = {(x0, . . . , xd+1) ∈ Rd+2 ; q(x) = −1 et x0 > 0 } ,

où q est la forme quadratique définie par q(x) = −x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
d+1. La métrique

riemannienne est alors donnée par la restriction de q à l’espace tangent de Hd+1, et
le point o est le point de coordonnées (1, 0, . . . 0) ∈ Hd+1.

R
d

R
d+2

B
d+1 Hd+1

H
d+1

Figure 8. Les différents modèles de l’espace hyperbolique

Nous avons besoin de la forme explicite du volume riemannien dans l’espace hy-
perbolique (voir chapitre 4). La métrique g au point x = (x1, . . . , xd+1) est donnée
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par une matrice g(x) = (gij(x))1≤i,j≤d+1. L’élément de volume riemannien est alors
défini par

dvol(x) =
√

det g(x)dx .

Dans le modèle du demi-espace, la matrice g(x, y) au point (x, y) ∈ Rd × R∗+ est

donnée par g(x, y) =
1
y2
Id+1, de sorte que l’élément de volume hyperbolique vaut

dvol(x, y) =
1

yd+1
dxdy. Dans le modèle de la boule unité, la matrice g(x) au point

x ∈ Bd+1 est g(x) =
4

(1− |x|2)2
Id+1, et l’élément de volume hyperbolique vaut

dvol(x) = 2d+1 dx
(1− |x|2)d+1

.

Intuitivement, cette formule correspond au fait suivant : l’élément de longueur dans

la direction de la i-ème coordonnée vaut
2dxi

1− |x|2
, et quand on fait le produit des d+1

éléments de longueur, on retrouve le volume ci-dessus.

Lemme D.1.1. — Dans Bd+1, l’élément de volume en coordonnées polaires vaut

dvol(ρ, θ) = (sh ρ)d dρdσ(θ) ,(D.1.1)

où θ ∈ Sd, ρ ∈ R∗+ est la distance (hyperbolique) à l’origine o, et dσ désigne l’élément
de surface sur la sphère unité de Rd+1.

Démonstration. — Notons r = |x| la distance euclidienne de x à l’origine, et ρ =
d(o, x) la distance hyperbolique de x à l’origine. Par définition de la distance hyper-
bolique, on a

ρ =
∫ r

0

2
(1− t2)

dt .

d’où r = th ρ
2 , par un calcul élémentaire.

D’autre part, en coordonnées polaires (r, θ), le volume euclidien s’écrit dx1 . . .dxd+1 =
rd dr dσ(θ). L’élément de volume hyperbolique s’écrit donc

dvol(r, θ) =
2d+1rd dr dσ(θ)

(1− r2)d+1
.

Le résultat voulu s’obtient en remplaçant r par th
ρ

2
.

D.2. Isométries de Hd+1

La référence de ce paragraphe est [Rat94, chap. 4 et 5]. Toute isométrie de
Hd+1 s’obtient comme extension de Poincaré d’une transformation conforme de Rd.
Rappelons que le groupe des transformations conformes de Rd est engendré par les
réflexions par rapport aux hyperplans de Rd et les inversions par rapport aux sphères
de Rd.
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Identifions maintenant Rd à Rd × {0} dans Rd+1. L’extension de Poincaré d’une
réflexion par rapport à un hyperplan P de Rd est la réflexion de Rd+1 par rapport à
l’hyperplan vertical P̃ de Rd+1 dont l’intersection avec Rd est P.

Si a ∈ Rd, notons ã = (a, 0) ∈ Rd+1. L’extension de Poincaré à Rd+1 de l’inversion
Ia,r de Rd est l’inversion Iã,r de Rd+1 par rapport à la sphère S(ã, r). Une vérification
immédiate montre que l’extension de Poincaré d’une transformation conforme de Rd

préserve le demi-espace Hd+1. Par restriction à Hd+1, on obtient ainsi toutes les
isométries de cet espace :

Lemme D.2.1. — Le groupe G̃ des isométries de l’espace hyperbolique Hd+1 est le
groupe des extensions de Poincaré des transformations conformes de Rd.

Notons G le sous-groupe des isométries directes de Hd+1. Avec la description
géométrique ci-dessus des isométries, on démontre le résultat suivant :

Lemme D.2.2. — Le groupe G agit transitivement sur Hd+1, c’est-à-dire que pour
tous x, y ∈ Hd+1, il existe g ∈ G, tel que gx = y. De plus, il agit simplement
transitivement sur le fibré unitaire tangent T 1Hd+1, i.e. pour tous v, w de T 1Hd+1,
il existe un unique g ∈ G tel que gv = w.

Dans le modèle de Minkowski de l’espace hyperbolique, on voit immédiatement
que le groupe G̃ s’identifie au sous-groupe (d’indice 2) de O(d + 1, 1) formé des
isométries qui laissent stable la nappe supérieure Hd+1 de l’hyperbolöıde à deux
nappes d’équation q(x) = −1, où O(d + 1, 1) est le groupe des transformations
préservant la forme quadratique q. Le groupe G des isométries qui préservent l’orien-
tation de Hd+1 s’identifie à la composante connexe SOo(d + 1, 1) de l’identité dans
SO(d+ 1, 1).

Le modèle du demi-espace est toutefois plus agréable pour obtenir la décomposition
d’Iwasawa de G ' SOo(d + 1, 1). Le stabilisateur de o dans G est K ' SO(d + 1).
Remarquons aussi que G contient le groupe affine Sd = {(b, a) ∈ Rd o R∗+} (introduit
au chapitre 4), qui agit simplement transitivement sur Hd+1 par

(b, a)(x, y) = (ax+ b, ay).

On a donc

Hd+1 ' G/K ' Sd o

Soient N = {(b, 0); b ∈ Rd} et A = {(0, a) ; a ∈ R∗+}. Le groupe affine est le produit
semi-direct Sd = N oA. Pour tout g ∈ G, il existe donc un unique élément na ∈ NA
tel que go = (na)o, d’où g = nak avec k ∈ K. On obtient ainsi la décomposition
d’Iwasawa G ' N ×A×K .
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D.3. Quelques formules

Le résultat ci-dessous (voir [Rat94, Th. 4.6.1]) donne une formule explicite pour
la distance entre deux points z et z′ de Hd+1.

Proposition D.3.1. — Pour tous points z = (x, y) et z′ = (x′, y′) dans Hd+1, on a

ch d(z, z′) = 1 +
|z − z′|2

2y y′
.

Démonstration. — En faisant agir les isométries de Hd+1, on se ramène facilement
à la situation où x = x′. En utilisant la définition de la métrique hyperbolique
et le fait que les demi-droites verticales sont des géodésiques de Hd+1, on obtient

immédiatement d(z, z′) = ln
(
y′

y

)
. D’autre part, on a |z − z′| = |y − y′| d’où

1 +
|z − z′|2

2yy′
=
y2 + y′

2

2yy′
=

1
2

(
y

y′
+
y′

y

)
= ch d(z, z′) .(D.3.1)

Ceci conclut la démonstration.

Nous en déduisons le résultat suivant, également utilisé au chapitre 4.

Proposition D.3.2. — Soit g une isométrie de Hd+1 de la forme g = atnx, où
at = (0, et) et nx = (x, 1) avec x ∈ Rd. On a alors

ch d(o, go) = ch t+
et

2
|x|2d ,(D.3.2)

où |x|d désigne la norme euclidienne de x dans Rd.

Démonstration. — Le point go a pour coordonnées go = (etx, et) dans Hd+1 = Rd ×
R∗+. On en déduit que le carré de la distance euclidienne entre o et go vaut |o−go|2 =
(et|x|d)2 + (et − 1)2. Le résultat voulu découle alors de la proposition D.3.1.
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operators on the NA group of SL(3,C). Preprint, 2004.

[AJ99] J.-Ph. Anker and L. Ji. Heat kernel and Green function estimates on non-
compact symmetric spaces. Geom. Funct. Anal., 9(6):1035–1091, 1999.

[AK63] V. I. Arnol’d and A. L. Krylov. Uniform distribution of points on a sphere
and certain ergodic properties of solutions of linear ordinary differential
equations in a complex domain. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 148:9–12, 1963.

[Ank90] J.-Ph. Anker. Lp Fourier multipliers on Riemannian symmetric spaces of
the noncompact type. Ann. of Math. (2), 132(3):597–628, 1990.

[Ank92] J.-Ph. Anker. Sharp estimates for some functions of the Laplacian on
noncompact symmetric spaces. Duke Math. J., 65(2):257–297, 1992.

[Arv02] W. Arveson. A short course on spectral theory, volume 209 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2002.

[Ban26] S. Banach. Sur la convergence presque partout des fonctionnelles
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[GdlH90] É. Ghys and P. de la Harpe, editors. Sur les groupes hyperboliques d’après
Mikhael Gromov, volume 83 of Progress in Mathematics. Birkhäuser
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Intégration et théorie spectrale, analyse harmonique, le jardin des délices
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A : sous-groupe des homothéties, 76

A? : opérateur maximal, 16, 43, 47

A?? : opérateur maximal non centré, 47

C∗-algèbre, 199

G-espace mesuré, 193

G-espace mesurable, 193

M? : opérateur maximal pour les moyennes

sur les translatés à gauche, 82

N : sous-groupe des translations, 76

NAK : décomposition d’Iwasawa, 78, 214

Sd : groupe des affinités, 76, 214

T (µ) : opérateur de convolution par µ̌, 34,

195

Tg : opérateur de translation, 34, 195

∆ : fonction modulaire d’un groupe, 31

E(f lI) : espérance conditionnelle de f

sachant I, 14

Fd : groupe libre à d générateurs, 135

H d+1 : espace hyperbolique, 77, 211

|E| : mesure de Haar de E, 28

|w| : longueur du mot w ∈ Fd, 135

|x| : norme euclidienne de x ∈ Rd, 86, 101

βr : probabilité uniforme sur la boule centrée

en l’identité, de rayon r, 44, 139, 166

I : tribu des invariants, 13

Sp(A) : spectre de l’algèbre A, 200

Sph(A) : espace des caractères auto-adjoints

de A, 203

dg : mesure de Haar invariante à gauche, 28

λ : mesure de Haar invariante à gauche, 28

λd : mesure de Haar invariante à droite, 29

µ ∗ f : produit de convolution de µ par f , 34

µ̌ : symétrique de la mesure µ, 195

µ · f : produit de convolution de µ̌ par f , 34,
195

µ∗ : adjoint de la mesure µ, 194

π(µ) : opérateur de convolution par µ, 195

Sd−1 : sphère unité de Rd, 100

σr : probabilité uniforme sur la sphère centrée
en l’identité, de rayon r, 139, 166

f1 � f2 : rapport f1/f2 borné, 84

g(ϕ) : fonction de Littlewood-Paley associée
à ϕ, 103

M(G) : espace des mesures bornées sur G,

194

M(G,K) : espace des mesures bornées bi-K-

invariantes sur G, 166

action

ergodique, 37

topologiquement transitive, 38, 137

uniquement ergodique, 38

algèbre de Banach involutive, 199

boule hyperbolique, 78

caractère

auto-adjoint, 200

d’une algèbre commutative, 200

condition de Tempel’man, 57

contraction L1 − L∞, 20, 205

croissance

exponentielle, 31

polynomiale, 31

sous-exponentielle, 31

équidistribution des orbites, 38, 138

espace hyperbolique

modèle de la boule unité, 212

modèle de Minkowski, 212

modèle du demi-espace, 211
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famille continue à un paramètre de mesures

de probabilité, 40, 196
fonction de Littlewood-Paley, 101, 102

fonction maximale, 44

fonction maximale dyadique, 54
fonction maximale non centrée, 46

fonctions sphériques, 144, 184

groupe moyennable, 29
groupe unimodulaire, 31

inégalité faible, 17

inégalité forte, 17
inégalité maximale sous-additive, 148

lemme de recouvrement de Besicovitch, 48
lemme de recouvrement de Vitali, 45

lemme maximal de Doob, 55

métrique hyperbolique, 77, 211
mesure spectrale associée à un vecteur, 201

moyennes de Birkhoff, 11

opérateur
borné dans Lp, 17

de type faible (p, p), 17

de type fort (p, p), 17
opérateur de Markov, 20, 205

opérateur maximal, 16, 43

opérateur semi-local, 42

opérateur sous-additif, 17

phénomène de Kunze-Stein, 85

posséder presque des vecteurs invariants, 32

principe de Banach, 16

propriété (T) de Kazhdan, 33

propriété de doublement de volume, 48

résolution de l’identité, 200

représentation unitaire continue, 195

suite asymptotiquement invariante, 28

suite de Følner, 28
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à gauche, 28

uniforme, 29

suite sous-additive d’opérateurs de Markov,
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suite tempérée, 60

transformation

ergodique, 24

uniquement ergodique, 24

transformation de Gelfand, 200

tribu des invariants, 13

trou spectral, 33

vecteurs de classe C∞, 195


