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INTRODUCTION

A la suite des travaux de précurseurs comme H. Poincaré, la théorie ergodique des
systemes dynamiques est née vers 1930 avec les théoremes de J. von Neumann et
de G. D. Birkhoff, qui donnérent un cadre mathématique rigoureux pour expliquer
I’hypothese d’ergodicité en mécanique statistique. Cette hypothese, formulée par
L. Boltzmann et J. W. Gibbs, affirme que, dans ’évolution d’un systeme de particules,
presque toutes les trajectoires s’équirépartissent sur les surfaces d’énergie constante
dans l’espace des phases.

La théorie ergodique s’est beaucoup développée et interagit avec de nombreuses
branches des mathématiques, comme la théorie des probabilités, ’analyse fonction-
nelle, la théorie des nombres, la géométrie et la topologie différentielle. Nous mettrons
ici en avant ses liens avec la théorie des groupes et, au travers des inégalités maximales,
avec I’analyse fine.

L’objet de la théorie ergodique est I’étude des systemes dynamiques du point de
vue de la théorie de la mesure. Un systeme dynamique mesuré est un espace mesuré
(X, B, m) muni d’une transformation 7 (ou d’un semi-groupe un parametre (7¢);>0)
qui préserve la mesure m. Le plus souvent la mesure m est une probabilité. En théorie
ergodique on s’intéresse a la description des propriétés statistiques des trajectoires des
points sous l'itération de la transformation et on établit une classification des systemes
dynamiques mesurés.

Un point de départ de ’étude de ces propriétés est 1’établissement de théorémes
ergodiques, qui décrivent le comportement asymptotique des moyennes “temporelles”

n—1

Anfla) = = S flrta),

ou f est une fonction mesurable sur X, a valeurs réelles. Parmi les premiers résultats
théoriques importants figurent, comme nous ’avons dit, ceux de von Neumann et de
Birkhoff. Pour une fonction f de carré intégrable, von Neumann a montré que (A, f)
converge en moyenne quadratique vers une fonction laissée invariante par 7, tandis
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que Birkhoff a, de son co6té, établi un théoreme de convergence presque partout. Dans
le cas ou le systéeme dynamique possede la propriété d’irréductibilité naturelle appelée
ergodicité, la limite de la suite (A4, f) est la valeur moyenne de la fonction f pour la
probabilité m : le théoréeme ergodique donne ainsi une description mathématique
de I’hypothese ergodique, c’est-a-dire la coincidence entre moyennes spatiale et tem-
porelle, quand le temps est grand. Les lois des grands nombres du Calcul des Proba-
bilités sont des cas particuliers de théorémes ergodiques.(!)

La transformation 7 de I'espace (X, B, m) définit une action du semi-groupe N par
(n,z) € N x X — nax = 7"2. Quand la transformation est inversible, elle définit une
action du groupe Z. Dans le présent ouvrage, nous nous intéressons principalement
aux extensions des théoremes ergodiques dans le cadre plus général d’une action de
groupe. Pour pouvoir énoncer ’analogue des deux théoremes ergodiques, de Birkhoff
et von Neumann, il nous faut introduire I'analogue des moyennes temporelles qui y
interviennent. Si p est une mesure de probabilité sur G et si f € L'(X,m), nous
définissons la moyenne y - f par la formule

b f(@) = /G f(g) du(g).

Ainsi, la fonction A, f ci-dessus n’est autre que la moyenne de f relativement a la
mesure de probabilité uniforme p, sur {0,1,...,n — 1}. La question suivante est au
ceeur de nos préoccupations : pour quelles suites (u,) de mesures de probabilité sur
G, et pour quels espaces LP, les théoremes de von Neumann et de Birkhoff restent-
ils vrais 7 Il est également naturel de se pencher sur le méme probleme avec des
familles (pr)r>0 indexées par R%.. De telles moyennes interviennent dans I’étude des
systemes dynamiques et sont aussi étroitement reliées a des questions fondamentales
en analyse réelle et harmonique. Le théoréeme de différentiation de Lebesgue en est
une illustration élémentaire. Son cadre est celui de l'action de R? sur lui-méme par
translations. En prenant pour 3, la probabilité uniforme sur la boule de centre 0 et
de rayon r, on a

1 1
- = — d = T d )
O I @ = B0 Joom T T DY = B o, 19 Y

ou |B(z,r)| désigne le volume de la boule de centre = et de rayon r. Rappelons que
le théoreme de différentiation de Lebesgue dit que, pour tout f € L'(R?), et pour

(D La formulation des théorémes de von Neumann et de Birkhoff s’étend naturellement dans diverses
directions. En notant P Dapplication f +— f o7, remarquons que A, f s’écrit %Zz;g Pkf. On
peut alors, plus généralement, se donner un opérateur borné P de LP(X,m), p > 1, et étudier
la suite <% ZZ;& Pkf) On peut aussi considérer un opérateur borné (ou méme un semi-groupe
d’opérateurs) d’un espace de Banach plus général qu’un espace LP. Dans cet ouvrage, nous abor-
derons trés peu cet aspect, qui est traité en détail dans le livre de Krengel [Kre85]. Par ailleurs,
on peut remplacer la transformation “déterministe” 7 par une régle de transition aléatoire : c’est le
domaine des théorémes ergodiques pour chaines de Markov, qui ne sera pas étudié ici.
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presque tout z € R?, on a lim, o3, - f(x) = f(x). Cet aspect local ne sera pas
étudié dans notre ouvrage et nous nous limiterons a 1’étude du comportement des
moyennes i, - f quand r tend vers +oco0. Nous ferons toutefois appel aux outils qui
sont traditionnellement utilisés dans les généralisations du théoréeme de Lebesgue, a
savoir les fonctions maximales et les lemmes de recouvrement.

On distingue deux types de théorémes ergodiques, les théoremes ergodiques en
moyenne, ou on étudie la convergence dans LP, et les théoremes ergodiques ponctuels,
qui traitent de la convergence presque partout. Les théorémes en moyenne étendent
le théoreme de von Neumann et sont généralement plus accessibles que les théoremes
ponctuels. Ils se démontrent, le plus souvent, par des méthodes de point fixe ou bien
en utilisant la théorie spectrale dans L?. La démonstration des théorémes ponctuels
passe en général par deux étapes : on obtient d’abord la convergence presque partout
pour les fonctions d’une famille dense dans LP(X,m), puis & laide d’une inégalité
maximale on étend le résultat a tout LP (X, m). Précisons que ces inégalités concernent
lopérateur maximal f — f7 = sup,_q |p - f|. Ce dernier est dit de type fort (p,p)
(ou borné sur LP) s'il existe C' > 0 tel que || f;]|, < C||f||, pour tout f € LP(X,m). Si
on a seulement m({f; > a| fl[,}) < (CP/aP) pour tout a > 0 et tout f € LP(X,m),
on dit que l'opérateur maximal est de type faible (p, p).

Notre objectif est de présenter un panorama des théoremes ergodiques pour des
actions de groupes. Nous partons des résultats classiques des débuts de la théorie
ergodique. Nous traitons apres le cas des actions de groupes moyennables, qui fut
longtemps le cadre naturel de cette théorie. Ensuite nous exposons des travaux réalisés
essentiellement par A. Nevo ces quinze dernieres années. Consacrés a des actions de
groupes non moyennables comme les groupes libres, les groupes hyperboliques ou les
groupes de Lie semi-simples non compacts, ces travaux marquent un tournant dans
I’évolution de la théorie.

Concernant un sujet aussi vaste, nous avons du faire des choix. Deux préoccupations
nous ont guidé dans notre travail :

— d’une part étre accessible a tout lecteur familier avec les bases de ’analyse
fonctionnelle, de la théorie de la mesure et des probabilités ;

— d’autre part dégager un certain nombre d’idées fondamentales et les mettre en
ceuvre dans des contextes variés, tout en donnant des pistes pour des lectures
complémentaires.

Venons-en a une description plus détaillée du contenu du livre. Nous commengons
dans le chapitre 1 par un exposé élémentaire du théoreme de von Neumann puis du
théoreme de Birkhoff sous sa forme plus générale due a Hopf et a Dunford et Schwartz.

Dans le chapitre 2, nous passons du cas des actions du groupe Z au cas des actions
d’un groupe moyennable G. Historiquement, les actions des groupes Z¢ et R? furent
d’abord étudiées, puis on s’est progressivement apercu que les moyennes sur des suites
de Fglner conduisent aux mémes résultats que les moyennes sur des boules de R? par
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exemple, du moins en ce qui concerne les théoremes ergodiques en moyenne. Plus
généralement, nous considérons une famille (u,) asymptotiquement invariante (ou de
Folner) de mesures de probabilité sur G, c’est-a-dire telle que lim, 4o dg*pr— i = 0
pour tout g € G (icir € Nour € RY) (2). Alors des techniques classiques en analyse
fonctionnelle montrent que, pour tout f € LP(X,m), la famille (u, - f) converge
dans LP vers une fonction G-invariante lorsque 7 tend vers +oo (sous réserve que m
soit finie si p = 1). Nous obtenons facilement aussi la convergence m-presque partout
pour toutes les fonctions f d’une partie dense dans LP (X, m). La convergence presque
partout pour toutes les fonctions de LP(X,m) n’est pas toujours satisfaite et dépend
de propriétés de (u,-) plus subtiles que I'invariance asymptotique. Suivant le principe
de Banach exposé dans le chapitre 1, il suffit, pour étendre cette convergence a tout
L?(X,m), de montrer que l'opérateur maximal f — I; = sup, |ty - f| est de type
faible (p,p). Lorsque G est moyennable, ceci peut étre établi grace au principe de
transfert de Wiener et Calderén. Le chapitre 2 se termine par la démonstration de
ce principe qui permet de se limiter, pour I’étude d’inégalités maximales, au cas de
I’action de G sur lui-méme par translations.

Dans le chapitre 3, nous ne considérons que des mesures u, absolument conti-
nues par rapport a la mesure de Haar a gauche \ sur un groupe localement compact
G. Plus précisément, on se donne une famille (F,.) de parties mesurables de G de
mesure de Haar |F,.| finie et p, est la mesure de densité (1/|F,|)1g, . Nous présentons
plusieurs techniques de recouvrement permettant d’établir des inégalités maximales
pour l'opérateur ¢ — ¢y, relatif a l'action a gauche de G sur lui-méme. Nous com-
mencons par le lemme classique de recouvrement de Vitali pour les boules de R?, d’ott
I’on déduit le théoreme ergodique de Wiener relatif aux moyennes sur ces boules.

Dans la deuxieme section du chapitre 3, nous quittons momentanément le cadre
des actions de groupes pour étudier les moyennes centrées et non centrées sur les
boules de R?, en effectuant ces moyennes non plus suivant la mesure de Lebesgue,
mais suivant une mesure de Radon quelconque sur R?. Ce sujet intervient dans de
nombreux problémes classiques en analyse, comme 1’étude de la différentiation des
intégrales, ’étude du comportement au bord des fonctions harmoniques, ou encore
la théorie des opérateurs intégraux de Calderén-Zygmund. Si la mesure considérée
conserve la méme propriété de doublement de volume que la mesure de Lebesgue,
Popérateur maximal est encore de type faible (1,1), que les boules soient centrées
ou non. Dans le cas ou la mesure d'une boule n’est plus comparable a celle de la
boule de rayon double, le lemme de recouvrement de Besicovitch permet d’établir que
lopérateur maximal relatif aux moyennes sur les boules centrées est de type faible
(1,1). En revanche, pour les moyennes non centrées nous donnons un exemple, dii a
P. Sj6gren, qui montre la nécessité, dans ce cas, d’hypotheéses supplémentaires sur la
mesure de Radon considérée.

(2)1’existence d’une telle famille équivaut & la moyennabilité de G.



INTRODUCTION 7

Apres un examen rapide de 'opérateur maximal relatif & certains réseaux dyadiques,
dont I’étude se ramene au lemme maximal de Doob pour les martingales, nous revenons
au cas de l'action d'un groupe sur lui-méme. Nous terminons le chapitre 3 par le
théoreme maximal d’E. Lindenstrauss relatif aux suites tempérées de G, c’est-a-dire
aux suites (Fj,) de parties de G telles que

, F'F,
sup |U19§"_1 il < +o0.

n | Fl

A Paide d’un lemme de recouvrement probabiliste, on montre que 'opérateur maximal
relatif aux moyennes sur ces F,, est de type faible (1,1). Tout groupe moyennable
posseéde des suites de Fglner tempérées. On peut donc obtenir des théorémes er-
godiques dans le cadre général des actions de groupes moyennables a condition de
moyenner par rapport a de telles suites. Ce résultat généralise le théoreme de Wiener
et de nombreux théoremes ergodiques obtenus apres lui pour les actions de certains
groupes moyennables (essentiellement les groupes a croissance polynomiale) ; on pense
en particulier aux travaux de A. P. Calderén, A. Tempelman et W. R. Emerson.

En dehors du cas des groupes a croissance polynomiale, les suites tempérées sont
généralement obtenues de fagon abstraite et n’ont pas de signification géométrique.
L’étude de théoremes ergodiques et d’inégalités maximales relatifs a des moyennes sur
des sous-ensembles liés & la géométrie d’'un groupe résoluble (et donc moyennable)
a croissance exponentielle est un probleme tres intéressant, largement ouvert. Le
chapitre 4 est consacré a ’étude d’un exemple, celui du groupe S; des affinités de
R?. Ce groupe résoluble, & croissance exponentielle, possede une métrique naturelle,
invariante & gauche, héritée de son identification avec 1’espace hyperbolique H+!,
Les boules hyperboliques centrées sur 1’élément neutre ne forment pas une famille
de Fglner. Nous commencgons par donner des exemples explicites et simples de telles
familles. Ensuite nous montrons que ’opérateur maximal relatif aux moyennes sur les
boules hyperboliques (pour I'action par translations & droite de Sy sur Sy) est de type
faible (1, 1), et nous examinons la validité des inégalités maximales pour les moyennes
sur d’autres exemples naturels de familles de parties de Sy. Ce groupe n’étant pas uni-
modulaire, on s’apercoit qu’il y a lieu de distinguer entre actions a gauche et a droite
de Sg sur lui-méme. Notre étude nous permet finalement d’établir des théoremes
ergodiques pour certaines familles de Fglner dont les éléments, géométriquement sim-
ples, forment des paraléllépipedes dans un systeme de coordonnées approprié de Sg.

Nous quittons ensuite le cadre classique de 1’étude de la convergence de (u, - f),
ol (i) est asymptotiquement invariante, et de nouvelles techniques vont étre mises
en ceuvre, faisant notamment jouer un réle central & I'espace L2, 'analyse de Fourier,
la théorie de Littlewood-Paley-Stein et la théorie spectrale. La premiere partie du
chapitre 5 est consacrée aux moyennes sphériques sur R?. L’opérateur maximal associé
est de type fort (p,p) sip > d/(d — 1) et d > 2, et les restrictions sur p et d sont
optimales. Pour d = 2, le résultat est dii a J. Bourgain. On a alors p > 2, ce
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qui rend difficile le recours a ’analyse de Fourier et nécessite d’autres outils. Nous
nous contentons de donner une démonstration du résultat, di a E. M. Stein, pour
d > 3. Elle repose sur une comparaison des moyennes sur les spheres et sur les boules
faisant apparaitre une fonctionnelle de Littlewood-Paley, et utilise une décomposition
de Littlewood-Paley sur des couronnes dyadiques.

Pour les moyennes sphériques, les théoremes ergodiques en moyenne se démontrent
de facon élémentaire. Il suffit de considérer le cas L2, ot I'on utilise une méthode
spectrale faisant seulement intervenir le comportement & 'infini de la transformée
de Fourier de la mesure de probabilité uniforme o sur la sphere unité de R?. Nous
nous intéressons ensuite au théoreme ergodique ponctuel, valable pour d > 2 et p >
d/(d —1). Il est dG & R. Jones dans le cas d > 3 et & M. Lacey pour d = 2.
Sa démonstration est nettement plus délicate, surtout dans le cas d = 2 que nous
écartons encore de notre exposition.

La deuxieme partie du chapitre 5 est consacrée au théoreme maximal pour les
moyennes sphériques sur Z¢, obtenu plus récemment par Magyar, Stein et Wainger,
ou 'on voit apparaitre des techniques de discrétisation d’opérateurs classiques en
analyse harmonique. Des difficultés de nature arithmétique, liées a la décomposition
d’entiers en sommes de carrés, nécessitent aussi I'utilisation de méthodes issues de la
théorie des nombres.

Les deux derniers chapitres introduisent le lecteur a un ensemble de travaux déve-
loppés ces quinze derniéres années par Nevo et Stein principalement, ot sont démontrés
des théoremes ergodiques pour d’importantes classes de groupes non moyennables. Le
chapitre 6 étudie I’action d’un groupe libre, cadre de la généralisation la plus naturelle
des théorémes de von Neumann et de Birkhoff (qui concernent le cas du groupe libre
Z 3 un générateur). Il débute par une observation essentielle, apparaissant déja dans
des travaux d’Arnold et Krylov, & savoir que I'algeébre de convolution ¢4 _,(F4) formée
des fonctions radiales sommables sur le groupe libre F; & d générateurs (muni de la
distance définie par la longueur des mots) est engendrée par la mesure de probabilité
uniforme oy sur la sphere unité de rayon 1. Elle est par conséquent commutative
et elle contient évidemment la mesure de probabilité uniforme o, sur la sphere de
rayon n pour tout n. De plus on connait explicitement ses caracteres : ce sont les
fonctions sphériques de type positif sur Fy. Une étude spectrale dans L? conduit & des
théoremes ergodiques en moyenne pour certaines suites de mesures de probabilité sur
[ 4, comme les moyennes de Cesaro v, des g, ainsi qu’a des résultats de convergence
presque partout pour des familles denses dans L?(X,m). A Daide d’une inégalité
maximale sous-additive, nous montrons, en suivant Nevo, que I'opérateur maximal
associé aux vy, est de type fort (2,2). Ce fait est ensuite utilisé, avec des estimations
fines des caracteres de £k _,(F4), pour en déduire que 'opérateur maximal relatif aux
moyennes sphériques sur [y est lui aussi de type fort (2,2). On compare les moyennes



INTRODUCTION 9

sur les spheres et les moyennes relatives aux mesures v, par une méthode calquée sur
la méthode de Littlewood-Paley-Stein utilisée pour les spheres de R?.

Cette méthode de Littlewood-Paley, accompagnée de techniques d’interpolation
complexe dues a Stein, permet de montrer que les opérateurs maximaux associés a
(on) et (v,) sont respectivement de type fort (p,p) sip > 1 et de type faible (1,1). On
n’a pas de théoreme ergodique relatif a la suite o, ; néanmoins, on voit par exemple
que pour toute action de Fy sur (X,B,m) préservant la mesure de probabilité m,
pour tout p > 1 et tout f € LP(X,m), la suite o9, - f converge presque partout
et dans LP vers l'espérance conditionnelle de f sachant la tribu des invariants sous
I’action de mots de longueur paire dans F4. En derniere partie de ce chapitre 6, nous
donnons une nouvelle démontration de ce résultat de Nevo-Stein, due a A. Bufetov.
Une observation simple et élégante permet de déduire le théoreme de Nevo-Stein du
théoreme ergodique de G. C. Rota pour un opérateur de Markov bien choisi. Il permet
méme d’étendre le résultat aux fonctions de Llog L(X,m).

L’un des intéréts de la méthode développée par Nevo pour les groupes libres est
qu’elle s’adapte a beaucoup d’autres exemples, dont les groupes de Lie connexes semi-
simples, sans facteur compact, & centre fini. Dans le chapitre 7 nous exposons le cas
du groupe G = S0O°(d, 1) des isométries positives de 1’espace hyperbolique H? de
dimension d. Cet espace H? s’identifie & I'espace symétrique G/K ou K est le sous-
groupe compact maximal SO(d) de G. Pour r > 0, la sphere formée des points de
G qui s’envoient sur la sphére hyperbolique centrée & l'origine dans G/K, de rayon
r, porte une unique mesure de probabilité o, bi-K-invariante. Un fait crucial est la
commutativité de I'algebre des mesures finies bi-K-invariantes sur G. L’estimation
de ses caracteres et des techniques analogues a celles utilisées pour les groupes libres
permettent d’établir l'inégalité maximale forte (p,p) et le théoréme ergodique pour
les moyennes sur les spheres de SO°(d, 1) dans le cas d > 3 et p > d/(d — 1).

Pour aider le lecteur, nous avons rassemblé dans plusieurs appendices des résultats
techniques et des rappels de résultats variés utilisés au cours du texte.






CHAPITRE 1

PRINCIPES DE DEMONSTRATIONS D’UN THEOREME
ERGODIQUE

Afin de dégager certaines des idées présentes dans la démonstration d’un théoréme
ergodique pour une action de groupe, nous allons nous placer, dans ce premier
chapitre, dans le cadre d’'une action mesurable du groupe Z. C’est, conjointement
avec celui d’une action du groupe R, le cadre le plus classique. On se donne un espace
mesuré (X, B, m) et une transformation bijective ¢ sur X, mesurable ainsi que son in-
verse, préservant la mesure m. L’action de Z sur X est alors ’application mesurable
de Z x X dans X donnée par

(k,z) — tF(z).

La mesure m est positive et non nécessairement finie.
Les moyennes les plus étudiées dans ce contexte sont les moyennes de Birkhoff

n—1

1
A,Lf:ﬁZfotk
k=0

dont on cherche & connaitre le comportement asymptotique pour une fonction f ap-
partenant & un espace fonctionnel du type LP(X,m). Le probleme se pose, plus
généralement, pour toute transformation ¢ de (X, B, m), non nécessairement inversible,
qui préserve m. Nous allons rappeler la démonstration des deux théoremes ergodiques
fondamentaux : le théoreme ergodique en moyenne dii & von Neumann (1932), don-
nant pour une fonction f de carré intégrable la convergence en moyenne de la suite
(A, f), et le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff (1931) qui, dans le cas d’'une
fonction f intégrable, assure la convergence presque partout.

Cela nous permettra de dégager plusieurs principes de démonstration qui seront
utilisés dans les chapitres suivants pour des actions de groupes plus généraux. Nous
verrons ainsi qu’un théoreme ergodique en moyenne repose sur une étude spectrale des
opérateurs A,,, tandis que la démonstration d’un théoréme ergodique ponctuel dans
un espace fonctionnel L nécessite la plupart du temps deux ingrédients essentiels :
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— une inégalité maximale dans I'espace fonctionnel L, qui garantit que I’ensemble
des fonctions pour lesquelles la convergence ponctuelle a lieu est un sous-espace
fermé de L;

— un sous-espace dense de fonctions pour lesquelles on connait a priori la conver-
gence presque partout.

La transformation ¢ de (X, B, m) préservant m induit sur chaque espace fonctionnel
L raisonnable associé & (X,B,m) un opérateur linéaire T, qui est 'opérateur de
composition par ¢ :

T: fr— fot

Pour nous, L sera en général un espace normé sur lequel 'opérateur T est une
contraction positive. Ces deux propriétés de T sont fondamentales, et suffisent a
elles seules a l'obtention de théoremes ergodiques. Il est en effet remarquable que
ceux-ci s’étendent a des opérateurs T qui ne sont plus nécessairement issus d’une
transformation ¢ d’un espace (X, B, m). Plus précisément, le fait que l'opérateur T
soit une contraction suffit a 'obtention de théoréemes ergodiques en moyenne, tandis
que la positivité assure la validité des théoremes ergodiques ponctuels. Nous verrons
ainsi dans le prochain paragraphe le théoréeme de von Neumann, qui est un théoreme
ergodique en moyenne dans le cadre des contractions d’un espace de Hilbert, puis
nous montrerons dans les paragraphes suivants le théoreme ergodique ponctuel dans
le cadre des contractions L' — L™ positives.

1.1. Le théoréme de von Neumann

On se donne un espace de Hilbert (H, (-,-)). Un opérateur unitaire T de H est un
opérateur inversible dont 1’adjoint T est égal & I'inverse T~ !. L’exemple fondamental
pour nous est Popérateur T' de L?(X,m) induit par une transformation ¢ inversible
de (X, B, m) lorsqu’elle préserve la mesure m. Signalons qu’une transformation ¢ non
nécessairement inversible mais préservant m induit un opérateur de L?(X,m) qui
n’est plus unitaire mais qui reste une isométrie de L?(X,m).

On appelle contraction de H tout endomorphisme 7" de H tel que, pour tout
h € H, on ait ||Th|| < ||h]|. Les opérateurs unitaires et les isométries sont bien str
des contractions de H.

Théoréme 1.1.1 (von Neumann [VIN32]). — Soient H un espace de Hilbert et
T une contraction de H. On définit pour tout n > 1 lopérateur de moyenne A, =
1 n—1

— E T*. Alors, pour tout h € H,
n
k=0

A,h — E1h  quand n — 400,

ot Ey désigne le projecteur orthogonal sur le sous-espace fermé Ker(T — Id) des
vecteurs invariants par T'.
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La démonstration de ce théoreme donnée en 1932 par von Neumann est basée sur
la décomposition spectrale des opérateurs unitaires. Nous utiliserons ici un argument
plus élémentaire proposé par F. Riesz quelques années plus tard et basé sur le lemme
suivant.

Lemme 1.1.2. — Soit H un espace de Hilbert et T une contraction de H. Alors
H =XKer(T — Id) & Im(T — Id).

Démonstration. — Comme T est une contraction, on a |(Th, k)| < [|h||* pour tout
h € H. Le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne Th = h si et
seulement si (Th, h) = ||h]|*. On en déduit que

Ker(T — Id) = Ker(T* — Id)
puisque T est aussi une contraction. La décomposition classique
H = Ker(T* — Id) ® Tm(T — Id)
permet de conclure. O

Démonstration du théoréme 1.1.1. — Pour tout élément h de Ker(T — Id) et tout

n>1,ona
1n—1
—ZT’“h:h:Ellu
n
k=0

tandis que pour tout élément h € Im(T — Id), il existe g € H tel que h =Tg — g et
I’égalité

1= 1
=N TFh=—(T"g —
”;;:o O )

assure la convergence de A,h vers 0 = E1h. Ceci reste vrai pour tout h € Im(T — Id)
puisque les opérateurs de moyenne A, sont des contractions, ce qui implique que
I’ensemble des h € H pour lesquels A, h — 0 est un ensemble fermé. Par linéarité, on
obtient la convergence de A, h vers E1h pour tout h € H, car le projecteur orthogonal
E; a pour noyau Im(T — Id). Ceci termine la démonstration du théoreme de von
Neumann. O

Examinons le cas particulier d’'une contraction induite par une transformation
ponctuelle. Soit T I'isométrie de H = L?(X, B, m) associée & une transformation
t de lespace (X,B,m) préservant la mesure. Notons Z la tribu des invariants de
t, c’est-a-dire I'ensemble des éléments B de B tels que m(t " !BAB) = 0. Le sous-
espace Ker(T — Id) s’identifie & 'espace L?(X,Z, m). Dans le cas oil la mesure m est
finie (et normalisée de fagon & étre une probabilité), le projecteur F; est I’espérance
conditionnelle sachant Z. Plus généralement, on a le résultat suivant.
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Théoréme 1.1.3 (Théoréme ergodique en moyenne)
Soient (X, B, m) un espace probabilisé et t une transformation mesurable préservant
la mesure de cet espace. Soit p € [1,+00[. Pour tout f € LP(X,B,m), la suite

ln—l
- fotk>
o>

converge dans ’espace normé LP wvers l’espérance conditionnelle E(f|T).

n>1

Démonstration. — Notons comme précédemment
1 n—1
A f=— oth.
nf=- ; f

Chaque A,, est une contraction de ’espace LP.

Dans le cas p = 2, le théoréeme 1.1.3 est un cas particulier du théoreme de von
Neumann. On en déduit que, pour toute fonction mesurable bornée f sur X, la
suite (A, f) converge en moyenne d’ordre 2, et donc en probabilité, vers E(f|Z). La
suite (A, f) étant uniformément bornée (par || f||), cette convergence en probabilité
entraine la convergence en moyenne d’ordre p.

Ainsi la suite (A4, f) converge vers E(f|Z) dans L? pour tout f dans une partie dense
de LP. Les opérateurs A,, étant des contractions de LP, cette convergence s’étend a
tout I'espace. O

Remarque 1.1.4. — La décomposition de H donnée au lemme 1.1.2 est invariante
par les opérateurs A, et I'on a vu que, sur le sous-espace Im(T" — Id), la suite (A,)
tend fortement vers 0. Si, plus généralement, on dispose d’une suite d’opérateurs (A,,)
préservant une décomposition de H = Hy & H;, ou A,, est l'identité sur H; et tend
fortement vers 0 sur Hy, on aura bien sur la convergence des A,h pour tout h € H.
Cette situation apparait lorsque ’on considere une suite (F},) de sous-ensembles finis
et non vides de Z, et les opérateurs de moyenne

1
A=y
| £l kEF,
ou |F,| désigne le nombre d’éléments de F),. Ces opérateurs sont des contractions

qui préservent la décomposition associée a T par le lemme 1.1.2. En restriction a
H, = Ker(T — Id), ils valent l'identité, tandis que pour un élément h = Tg — g de

Im(T — Id),
1
AnhF|< Z Tkg* ZTkg>.

kEL+F, kEF,
On a convergence de A,h vers 0 si la suite (F),) posseéde la propriété d’invariance
asymptotique par translation

|(1+ Fo)AF,|
-

0.
| Fl
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Pour de telles suites (F},), on a donc encore convergence forte des opérateurs A,, vers
le projecteur Fj.

Cette propriété d’invariance asymptotique peut étre introduite pour des suites (F,)
de parties dans tout groupe localement compact. On verra dans le chapitre suivant
comment le théoreme 1.1.3 s’étend aux moyennes sur de telles suites, dites suites de
Fglner.

Remarque 1.1.5. — On pourrait se demander s’il y a convergence en norme d’opé-
rateurs de la suite (A,,) vers le projecteur E1, c’est-a-dire si la suite (A,,) vérifie

lAnm, || =0 si n— 4o0.
n—1
En général cela n’est pas le cas, comme le montre la suite 4,, = — E T* associée &
n

k=0
la rotation 7, du cercle S* = R/Z, d’angle « irrationnel. En effet 'opérateur unitaire

T sur L?(S',dz) défini par

Tf(x) = f(z+a),
admet chaque fonction f,,(z) = e*™™* m € Z comme fonction propre pour la valeur
propre e2™™me_ [espace H; = Ker(T —Id) des fonctions invariantes par T est réduit a
la droite engendrée par la fonction constante 1 (ce qui signifie que la rotation d’angle
«a est ergodique). L’orthogonal de H; est le sous-espace Hy = L3(S', dz) des fonctions
d’intégrale nulle. Sur Hy, 'opérateur A,, a pour spectre ponctuel
1 g2imnme

specticy (i) = { &+ ey s me

Or, par densité de la suite (ma (modl)),, dans I'intervalle [0, 1], on a

1 |6217rnmoz _ 1|

sup —

1 sin(7nx)
Temmma 1] = S )
m#0 M |€2mme — 1] cg 0 sin(mx)

=1.

On a donc, pour tout n > 1,
[An = Erll = [|An|ao || = 1.

Le phénomene que nous venons de décrire pour la rotation irrationnelle est tout
a fait général pour les actions de Z. Soit ¢ une transformation préservant la mesure
d’un espace probabilisé (X, B,m). En dehors du cas trivial ou il existe un entier ¢
tel que t‘(z) = x pour m-presque tout x, on a toujours |A, — Ey|| = 1. En effet,
pour tout entier p, d’apres le lemme de Kakutani-Rohlin (voir par exemple [Hal51,
Lemma 2, page 71]), il existe alors B € B, avec m(B) > 0, tel que les ensembles
t*(B), 1 < k < 2p soient deux & deux disjoints. Notons f, la fonction nulle en dehors
de Ui’;ltk(B), valant 1 sur t*(B) pour 1 < k < p et —1 sur t*(B) pour p < k < 2p.
On a E1(fp) =0 et lim, 4o [|An(f)|l/]l foll = 1 pour tout n. Nous reviendrons sur
ce sujet dans la remarque 2.2.3 du chapitre suivant.
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1.2. Inégalités maximales et principe de Banach

On va s’intéresser maintenant a la convergence ponctuelle de la suite des moyennes
A, f, lorsque f varie dans un espace fonctionnel convenable. Nous avons vu, dans le
cadre d’une convergence L2, qu’il était utile de savoir a priori que I’ensemble des h
pour lesquels la suite (A, h) converge (dans L?) est fermé. Les inégalités mazimales
jouent un réle analogue pour la convergence ponctuelle : elles donnent un critere sur
une suite d’opérateurs (A, ) d’un espace fonctionnel L pour que ’ensemble des f € L
tels que A, f converge presque partout soit un ensemble fermé.

Nous nous plagons dans le cadre général d’applications linéaires entre un espace
de Banach E et un espace L de fonctions mesurables sur un espace mesuré (X, B, m).
Rappelons qu’un opérateur A : E — L est dit continu en mesure si pour toute suite
(fr)ken d’éléments de E convergeant vers f et pour tout a > 0,

m({|Afx — Af| > a}) — 0.

Théoréme 1.2.1 (Principe de Banach). — Soient (E,||||) un espace de Banach
et L un espace vectoriel de fonctions mesurables définies sur un espace mesuré (X, B, m).
Soit (Ap)n>1 une suite d’applications linéaires de E dans L. On définit l'opérateur
mazimal

A" feEwr— A*f =sup|A.f|

n>1
(i) 87l existe une fonction ¢ : Ry — Ry tendant vers 0 a l'infini telle que, pour
tout f € E et tout a > 0,

(1.2.1) m({A*f > allf[[}) < e(a)

alors A, est continu en mesure pour tout n > 1 et l’ensemble des f € E pour
lesquels la suite (A, f)n>1 converge m-presque partout est fermé dans E.

(ii) Réciproquement, si chaque opérateur A, est continu en mesure et si A*f est
fini m-presque partout pour tout f € E (en particulier si A, f converge presque
strement), alors il existe une fonction c : R%. — Ry décroissante et tendant vers
0 a Uinfini pour laquelle l'inégalité mazximale (1.2.1) est satisfaite.

Nous ne donnons pas ici la démonstration du point (i) de ce théoréme, qui affirme
la nécessité de I'inégalité maximale, et que nous n’utiliserons pas dans la suite. Nous
renvoyons pour cela le lecteur & [Gar70, §1.1] ou & [Kre85, §1.7].

Démonstration de (i). — La continuité en mesure de chaque opérateur A, découle
simplement de I'inégalité (1.2.1). En effet, si la suite (f;) converge dans FE vers f on
a, pour tout a > 0,

m({|Anfr — Anf] > a}) <m{A*(fx — f) > a}) <c (fka—f> ’

et par conséquent m({|Anfr — Anf| > a}) tend vers 0 lorsque k tend vers linfini.
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Notons maintenant C I'ensemble des f € E tels que A, f converge m-presque
partout et posons, pour f € F et z € X,
Af(w)= lim  sup |Anf(x) = Amf(a)].
N—+ N

5400 pm>
Observons que si Af(z) = 0 la suite (A, f(x)), est une suite de Cauchy dans R
et donc convergente. Par conséquent, un élément f appartient a C si et seulement
si Af = 0 m-presque partout. Montrons que C est un sous-espace fermé de F.
Soit (fx)ken une suite d’éléments de C, que l'on suppose converger vers f € E. En
particulier, A fy = 0 m-presque partout pour tout k& > 0. Nous avons alors

Af=Af=Afy <A(f = f) < 24%(f = fu),

et donc pour tout a > 0,

mQAf>ap<numA%f—ﬁo>aD<C(2fifk>'

Par suite, m({Af > a}) = 0 pour tout a > 0 et donc Af = 0 m-presque partout.
Ceci montre que f € C et conclut la démonstration de la premiere partie du principe
de Banach. O

Ce furent Hardy et Littlewood qui, en 1930, donnérent le premier exemple d’iné-
galité maximale pour la famille des opérateurs de moyenne sur des intervalles de R.
On verra plus généralement dans le chapitre 3 que l'opérateur maximal A* associé
aux moyennes sur les boules de R? est de type faible (1,1) c’est-a-dire qu'il existe une
constante C' > 0 telle que pour toute fonction f € L'(R?, \),

MAT > all il b < <

L’inégalité maximale (1.2.1) est donc vérifiée avec c(a) = C/a.

L’opérateur maximal associé & une suite (A,) d’opérateurs linéaires définis sur
LP(X,m) est un exemple d’opérateur A sous-additif, c’est-a-dire tel que pour tous
f1: fa,

[A(fL + fo)(@)| < [Afi(2)] + [Afa(2)] m-pp.
Un tel opérateur défini sur LP(X,m) sera dit de type faible (p,p) s’il existe une con-
stante C telle que, pour tout f € LP(X,m),

cr
(1.2:2) m({|4f] > allfl, }) < =
et de type fort (p,p) (ou borné dans LP) 8'il existe C' > 0 telle que

(1.2.3) 1AL, < ClA,-

On parle encore d’inégalité faible pour (1.2.2) et d’inégalité forte pour (1.2.3).
L’inégalité faible dans LP apparait comme un substitut lorsque A n’est pas borné

dans LP. Cependant, par interpolation, en présence d’une inégalité dans L°, elle

implique que A est borné dans L¢ pour tout ¢ > p, comme l'indique la proposition
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suivante. C’est un cas particulier du théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz (voir
par exemple [SWT71, Theorem V.2.4]). Nous en donnons une démonstration directe.

Proposition 1.2.2. — Soient (X,B) un espace mesurable muni d’une mesure o-
finie m, et p € [1,+00[. Soit A un opérateur sous-additif de L?(X, m)+ L>=(X,m)
dans L (X, m) + L>®(X,m). On suppose que la restriction de A ¢ LP(X,m) satisfait
a Vinégalité (1.2.2) et qu’il existe C" > 0 tel que ||Af]|, < C'||f| pour tout f €
L (X,m). Alors A est un opérateur de type fort (q,q) pour tout q > p.

Démonstration. — Soient ¢ > p, f € L4(X,m) et a > 0. Alors

=Ty 515ar20y + [ f1<a/207)

est une décomposition de f comme somme d’un élément de LP (X, m) et d'un élément
de L>=(X,m). Ennotant g la fonction g = f1y|f|>a/2¢7}, on obtient [Af| < |Ag|+a/2
et donc

(20)°

m{AS|> o) <m(21dg > op) < O5F [ g dm),

Rappelons que, par application du théoréme de Fubini, on a, pour toute fonction
mesurable positive F,

/X F(x)dm(z) = /X /OF(QC) qa? tdadm(z) = q/0+<>0 m({F > a}) a? ! da.

On en déduit que

+oo
IAf2 =g /0 m({|Af] > ahat~! da

eopa [ o ([ @) an) do

caxercty [ i) am),
X

q—p
en appliquant & nouveau le théoréme de Fubini. C’est I'inégalité forte dans L1(X, m).
O

IN

Dans la pratique, il est souvent plus facile de démontrer des inégalités maximales
pour des fonctions ayant des propriétés supplémentaires (fonctions bornées, conti-
nues,. .. ). La proposition suivante montre qu'’il suffit de vérifier I'inégalité maximale
(1.2.1) sur un ensemble dense D.

Proposition 1.2.3. — Soit, comme dans le théoréme 1.2.1, (A,) une suite d’opé-
rateurs d’un espace de Banach (E, ||-||) dans un espace fonctionnel L(X, B, m), et A*
Dopérateur mazimal. Soit o — c(a) une fonction continue d gauche. Si les opérateurs
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A, sont continus en mesure et s’il existe un sous-espace dense D de E tel que pour
tout f € D et tout a > 0,

(1.2.1) m({A*f > a|fl}) < c(a),

alors (1.2.1) est vérifié par tout élément de E. Si E = L = LP(X,m) avec1 < p < o0,
et si les opérateurs A, sont continus, l’inégalité mazimale

1A f1l, < Clfll,

est vraie pour tout f € E si elle est vraie pour tout f appartenant ¢ un sous-espace
dense.

Démonstration. — Soit f € E, f # 0. Pour démontrer que (1.2.1) est vrai, il suffit
de démontrer que pour tout N > 1,

(1.2.4) o ({ w1451 > 1 71}) < el

Soit (fx) une suite d’éléments de D convergeant vers f. Donnons-nous e €]0, /.
Gréce a la continuité en mesure des opérateurs A,, n =1,..., N, on voit qu’il existe
ko tel que pour k > kg et pour n =1,..., N on ait

m ({|Anfx — Anf] > €| fI[}) < %

Posons Q, = {|Anfi — Anf| <el|lf]l} et
0 = { s Mnf1 — s Mufil <<l ]

N
On vérifie aisément que ﬂ Q.1 C Qy, ce qui donne, par passage aux complémentaires,

n=1

o ({ s 14071 = 14,50 2 €511 ) <

1<n<N

si k > ko. On peut aussi supposer que || fx| < (1 + ¢€)]||f]] pour k > ko, d’ot dans ce
cas,

(07

—€
A < A
o ({ s 14051 > @l 1)) < e m ({ w1400l > S2E0AI)
<e+ a-e
c .
- 1+¢
L’inégalité (1.2.4) en résulte puisque € est arbitraire.
La démonstration dans le cas d’inégalités fortes est laissée au lecteur. O
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1.3. Les théorémes ergodiques de Birkhoff et de Hopf-Dunford-Schwartz

Dans cette section, nous allons étudier la convergence ponctuelle de la suite (A, f),
ou A, = %ZZL& Tk est 'opérateur de moyenne associé & une contraction L' — L>
sur un espace mesuré (X, B, m) et f une fonction intégrable.

Commenons par préciser nos définitions. Soit (X, B, m) un espace mesuré, ou m
est une mesure o-finie. Une contraction L' — L> est un endomorphisme 7" de I’espace
vectoriel L*(X,m) tel que, pour tout f € L'(X,m), on ait | Tf||, < |/ f]l, et, pour
tout f € LY(X,m) N L>(X,m), on ait ||Tf]|., < ||f|l.- De plus un endomorphisme
de I'espace L'(X,m) est dit positif s’il préserve le cone des fonctions positives sur X.

L’opérateur de composition par une transformation ¢ de X préservant la mesure
m est une contraction L' — L positive. Le théoreme ergodique de Birkhoff assure
la convergence ponctuelle de la suite (A, f) lorsque 'opérateur T est associé & une
telle transformation et la mesure m est une mesure de probabilité. Le théoreme de
Birkhoff a été étendu par Hopf au cas d’un opérateur de Markov P, c’est-a-dire d’une
contraction positive de L' (X, m) satisfaisant & P(1) = 1. Il est clair qu'un opérateur
de composition sur un espace de probabilité est un opérateur de Markov, et que tout
opérateur de Markov est une contraction L' — L®. Nous allons donner une version
plus générale du théoreme ergodique ponctuel, celle de Dunford et Schwartz, qui
concerne toutes les contractions L' — L™ positives.

Théoréme 1.3.1 (Birkhoff, Hopf, Dunford-Schwartz)

Soit T une contraction L' — L™ positive sur l’espace mesuré (X,B,m), ot m est
une mesure finie. Notons A, = %EZ;S T*. Alors, pour tout f € L*(X,m), la suite
(A, f) converge m-presque partout vers une fonction limite f qut est T-invariante. De
plus si Vopérateur T est issu d’une transformation préservant la mesure d’un espace
probabilisé, alors f coincide avec Uespérance conditionnelle E(f|Z) de f sachant la
tribu des invariants T.

Nous allons démontrer le théoreme en plusieurs étapes. Certaines d’entre elles
n’utilisent pas I’hypothese de la finitude de la mesure, et peuvent servir pour des
généralisations du théoréme précédent au cas de la mesure infinie (cf remarque 1.3.8).
On a besoin de la version suivante du théoréme de convexité de Riesz (voir [SWTL,
Theorem V.1.3] pour le cas général ; pour une démonstration directe du résultat
ci-dessous, on pourra consulter [Gar70, Proposition 2.1.4]).

Proposition 1.3.2. — Soit T une contraction L' — L™ positive de I’espace mesuré
(X, B,m), ot m est une mesure o-finie. Pour tout p € [1,+00], la restriction de T &
LP(X,m)NLY(X,m) admet un prolongement continu en une contraction de LP(X,m).

Démonstration du théoréme 1.8.1. — La propriété de contraction dans L?, qui résulte
de la proposition précédente nous permet d’appliquer le lemme 1.1.2. On a ainsi

L*(X,m) = Ker(T — Id) ® Im(T — Id).
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Puisque L>(X,m) est dense dans L?(X,m), cette décomposition nous garantit que
le sous-espace Ker(T — Id) + (T — Id)L> (X, m) est dense dans L?(X,m) et donc dans
LY(X,m). Or, pour toute fonction f dans ce sous-espace, la suite (A, f) converge
m-presque partout. En effet,

— si f € Ker(T — Id), alors A, f = f converge presque partout vers f ;
— si f=Tg— g avec g € L>®(X,m), alors A,,f = (T™g — g)/n converge presque
partout vers 0.

Pour en déduire que I’ensemble des fonctions de L!'(X,m) pour lesquelles on a
convergence ponctuelle coincide avec tout L'(X,m), il nous suffit de savoir que cet
ensemble est fermé et donc, d’apres le principe de Banach, que la suite des opérateurs
de moyenne (A,) vérifie I'inégalité maximale faible dans L'(X,m). Comme nous
allons le voir, ceci reste vrai si la mesure est seulement supposée o-finie.

La proposition suivante, connue sous le nom de théoréme ergodique mazximal, est
due a Yosida et Kakutani pour les contractions issues de transformations préservant
une mesure et & Hopf pour les contractions positives de L!. La démonstration tres
ingénieuse que nous donnons ici est due a Garsia.

Remarquons que si 7' est une contraction positive de L'(X,m), on peut étendre
son domaine a toutes les fonctions mesurables positives a condition d’accepter les
valeurs infinies : si f est une fonction mesurable positive, on pose T'f = lim T f,, pour
une suite croissante (f,,) de fonctions intégrables positives convergeant vers f. Cette
définition est correcte car, comme on peut le vérifier, le résultat obtenu ne dépend
pas de la suite choisie. On peut ensuite étendre le domaine de T a toutes les fonctions
dont la partie positive f+ = max(f,0) est intégrable, en posant

Tf=T(*)-T(f")

ou f~ = (—f)*T. La fonction T'f prend alors ses valeurs dans [—oo, +-00[ et vérifie
(T <T(f).
Théoréme 1.3.3 (Théoréme ergodique maximal). — Soient (X, B, m) un es-

pace mesuré, ol m est une mesure o-finie, et T une contraction positive de L*(X,m).
1 -1 g
Notons A, = =571~ T*.
Soit f : X — R une fonction mesurable de partie positive f+ = max(f,0) intégrable.
On note E, l’ensemble {1@1?2( Apf > 0}. Alors, pour tout n > 1,
SRS

/ fdm >0.
By

k—1

Démonstration. — Posons Sif = ZTif = kAif et M,f = max Sif. Alors,
— 1<k<n

(M,,f)" est une fonction intégrable et, pour tout k = 1,...,n,

(Mnf)+ 2 Slcfa
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d’ou
T((Muf)") = T(S1S).

Puisque f + T(Skf) = Sg+1f, on obtient f > Spi1f — T((Mnf)+> pour tout k =

0,...,n (le cas k = 0 est trivial), ce qui implique que

£z Maf = T((Muf)*)

fdm > / M, fdm —
Efl n

Or, d’une part, comme E,, = {M, f > 0}, on a

[ dosan= [ o1y am = 07,
E, X

. T((Mnf)+) dm.

D’autre part,

/ T((Mnf)+) dm g/ T((Mnf)+) dm
E"r X
=7 (@n.py?)||, < sy,
puisque T est une contraction positive de L'. Le résultat annoncé en découle. O

Déduisons a présent que, si I’on suppose de plus que T' est une contraction L, la
suite (A,) vérifie I'inégalité maximale faible dans L1.

Proposition 1.3.4 (Inégalité maximale faible L'). — Soit (X,B,m) un espace
mesuré, ot m est une mesure o-finie. SoitT une contraction L' —L> positive. Notons
A, = %Zz;é T* et A* lopérateur mazimal défini par A* f(x) = sup, s, |An f(z)].

Pour toute fonction f mesurable dont la partie positive f+ = max(f,0) est intégrable
et pour tousn > 1, a >0, on a

am max Apf > 04}) S/ [ dm.
<{1§k§n {max;<p<n Arf>a}

De plus, pour tout f € L*(X,m), on a
am({A*f > a}) < [|If]l;-

Démonstration. — La premiere inégalité se montre en appliquant le théoreme maxi-
mal & la fonction ¢ = f — «, dont la partie positive g est intégrable. On obtient

/ (f — ) dm > 0.
{maxi<r<n Arg>0}

Dans le cas ou T'1 = 1, par exemple si T provient d’une transformation de X ou si T'
est markovien, on a immédiatement l'inégalité souhaitée puisque A, g = A, f — .
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Dans le cas général d’une contraction L positive, on a seulement 71 < 1, et donc
A,g > A, f — «, ce qui donne l'inclusion

> g > .
{g&gﬂf = a} < {mAg z 0}

Notons E,, C F,, ces deux sous-ensembles. On écrit alors
/ (ffa)dm:/(ffa)dmf (f —a)dm
E, Fn Fo\E,

et le fait que f — « soit négative sur ES = {maxi<p<n Arf < a} permet de conclure.
Pour la seconde inégalité, notons que les opérateurs A, sont positifs et donc que
A*f < A*|f|. Par conséquent
{A*f > a} C {A*|f] > o} U{ max Ag|f| > a}.
n

1<k<n
La premiere inégalité appliquée a la fonction |f| donne la majoration voulue. O

Cela conclut la démonstration du théoreme 1.3.1, sa deuxiéme assertion ayant déja
été vue dans la premiere partie du chapitre. O

Remarque 1.3.5. — On suppose comme dans le théoreme 1.3.1 que la mesure m est
finie. Pour tout p € [1,4o00] et tout f € LP(X,m), la convergence dans LP de la suite
(A, f) se déduit immédiatement de la convergence dans L?. Pour cela nous réutilisons
un argument déja vu dans la démonstration du théoréme 1.1.3. L’espace L>°(X,m)
étant contenu dans l'espace L?(X,m), le théoréme de von Neumann assure que, pour
toute fonction f bornée, la suite (A4, f) converge en moyenne quadratique, et donc
en mesure. Puisque la suite (A, f) est uniformément bornée, cette convergence est
également vraie au sens de la norme de LP(X,m). Mais la propriété de contraction
entraine que 'ensemble des f tels que la suite (A, f) converge dans LP (X, m) est fermé
dans LP(X,m). Comme Pespace L (X, m) est dense dans I’espace LP(X, m), on peut
conclure que, pour tout f € LP(X,m), la suite (A, f) converge dans L? (X, m).

Remarque 1.3.6. — Dans le cas d’un opérateur T issu d’une transformation ¢ pré-
servant la mesure d’un espace probabilisé (X, B,m), on peut directement démontrer

le théoreme de Birkhoff, c’est-a-dire la convergence ponctuelle des moyennes A, f =
n—1

— Z f ot vers E(f|Z) pour une fonction f intégrable, sans utiliser le principe de
n

Banach ni I'existence d’un ensemble dense, mais en se basant uniquement sur la
premiere inégalité de la proposition 1.3.4. En effet, en I’appliquant & la fonction f1p,
ol B est une partie mesurable de X invariante par t de sorte que A, (1pf) = 1A, f
et en passant a la limite en n, on obtient

am(BN{sup A,f > a}) §/ fdm.
n BN{sup,, A, f>a}
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Soit B ’ensemble
B = {limsupAnf > a} .

C’est un ensemble invariant qui est inclus dans {sup,, A, f > a} et 'inégalité précé-
dente donne donc

am(B) < /B f dm.

Comme on peut supposer, quitte & la retrancher & f, que E(f|Z) =0, on a

/demz/B[E(fII)dm=0

et donc m(B) = 0. Ceci étant vrai pour tout o > 0, on en déduit que limsup,, A, f <0
m-presque partout. Cette inégalité est aussi vraie pour la fonction —f et on trouve
finalement, pour toute fonction f € L'(X,m) dont I'espérance conditionnelle E( f|Z)
est nulle,

li}ln Anf=0=E(f|Z) m-p.p.

Remarque 1.3.7. — Considérons toujours le cas le cas ou T' provient d’une trans-
formation ¢ préservant la mesure d’un espace probabilisé (X, B,m). On dit que t est
ergodique si pour tout élément A de la tribu Z des invariants de ¢, on a m(A) = 0
ou 1. Cela se traduit de fagon équivalente par le fait que L'(X,m) (ou LP(X,m),
p € [1,400]) ne contient pas de fonctions invariantes par T autres que les fonctions
constantes. Dans ce cas on a donc E(f|Z) = [ fdm.

Par exemple, la rotation irrationnelle 7, du cercle S! (voir la remarque 1.1.5) est
une transformation ergodique. En effet, on voit facilement, par transformation de
Fourier, que seules les fonctions constantes sont invariantes par r,. Le théoréeme de
Birkhoff affirme donc que, pour toute fonction f intégrable sur S! et pour presque
tout = relativement & la mesure de Lebesgue sur S, on a

. 1
lim —
n—+4oo n

n—1
d f@tka)= [ [fly)dy.
k=0 st

Lorsque f est une fonction continue, les moyennes de Birkhoff de f ont un sens pour
tout = de S, et on peut se demander si la convergence a lieu pour tout z € S'. C’est
effectivement le cas, comme affirme le théoréme d’équidistribution de H. Weyl (voir
[Rau76]). On déduit alors immédiatement du théoreme de convergence dominée que
la mesure de Lebesgue est la seule mesure sur S! invariante par r,.

Considérons maintenant le cas général d’un homéomorphisme ¢ d’un espace com-
pact X. L’opérateur associé sur I'espace C'(X) des fonctions continues sur X donne,
par dualité, une transformation continue affine du convexe x-faiblement compact
formé par les mesures de probabilité sur X. En utilisant le théoreme du point fixe de
Markov-Kakutani [Rud91, Theorem 5.23], nous obtenons I’existence d’une mesure
de probabilité m invariante par t. L’homéomorphisme ¢ est dit uniquement ergodique
en cas d’unicité de la mesure de probabilité invariante. Cette condition entraine
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Iergodicité. Supposons en effet qu’il existe un ensemble borélien A, invariant par ¢
et tel que 0 < m(A) < 1. Alors la mesure m 4, définie par m4(B) = m(BN A)/m(A)
pour tout B € B, est invariante par ¢ et distincte de m, ce qui contredit I'unique
ergodicité.

Un résultat classique [CFS82, Theorem 2, page 39] énonce que ¢ est uniquement er-
godique si et seulement si pour toute fonction continue f sur X, la suite des moyennes

-1
1 n
A f =~ E f otk converge ponctuellement vers / + Jdm. De plus cette propriété est
n

k=0
encore équivalente & la convergence uniforme sur X de (A, f) pour tout f € C(X).

La convergence dans 'espace des fonctions continues d’opérateurs de moyenne A,
est un phénomene rare, mais nous en rencontrerons d’autres exemples, comme dans
le chapitre 2 ou le théoreme de H. Weyl est étendu au cas d’une action par isométries
d’un groupe moyennable (théoréme 2.2.8), ou encore dans le chapitre 6 pour certaines
actions d'un groupe libre (théorémes 6.1.2 et 6.2.3).

Remarque 1.3.8. — L’action par translation d’un groupe G sur lui-méme fournit
un cadre naturel pour lequel il est nécessaire de montrer des théoremes ergodiques
et des inégalités maximales en mesure infinie. Le théoréeme de Dunford-Schwartz,
que nous avons ici montré en mesure finie, reste en partie vrai en mesure infinie :
si p €]1,+00[, il y a convergence ponctuelle et dans LP de la suite (4, f) pour une
fonction f € LP(X,m) ; si p = 1 on a encore convergence ponctuelle mais cette
convergence n’a en général pas lieu dans L. Pour voir ce dernier point, il suffit de
considérer la transformation 7" : k +— k+1 sur X = Z muni de la mesure de comptage
et la fonction f = §;. Dans ce cas A, f = %ZZ;& 01—. Cette suite tend vers 0
ponctuellement et dans LP si p > 1 mais ne converge pas dans L'.

Notice bibliographique. — Les idées de base exposées dans ce chapitre sont ini-
tialement dues aux travaux de S. Banach [Ban26] en 1926, G.D. Birkhoff [Bir31] en
1931 et J. von Neumann [vIN32] en 1932.

Ces articles sont a l'origine de nombreuses études qui ont progressivement élargi le
champ des recherches en théorie ergodique. Parmi les nombreuses améliorations tres
rapidement apportées au théoreme de Birkhoff figurent notamment les résultats de A.
Khintchine [Khi33] et de K. Yosida et S. Kakutani [YK39]. L’article de N. Wiener
[Wie39], dont nous reparlerons dans la suite, illustre brillamment 'utilisation des
inégalités maximales.

Nous avons déja mentionné dans ce chapitre les contributions de E. Hopf, qui a
généralisé dans [Hop54] le travail de Birkhoff, concernant le cas d’une transformation
préservant une mesure finie, au cas d’un opérateur de Markov, puis de N. Dunford et J.
T. Schwartz, qui ont étendu dans [DS56] le résultat de Hopf pour obtenir I’énoncé du
théoreme 1.3.1. En fait leur résultat est méme plus général : en supposant seulement
que T est une contraction L' — L°, mais sans les hypotheses de positivité pour T et



26 CHAPITRE 1. PRINCIPES DE DEMONSTRATIONS D’UN THEOREME ERGODIQUE

de finitude pour m, I’énoncé reste vrai, sauf la convergence dans L'. Pour un exposé
complet de la démonstration du théoreme de Dunford et Schwartz nous renvoyons au
livre de A. M. Garsia [Gar70].

Pour de nombreuses extensions de théoremes ergodiques, notamment au cas d’opé-
rateurs agissant sur d’autres espaces de Banach que les espaces LP, on pourra consulter
le livre de U. Krengel [Kre85]. Le lecteur y trouvera aussi une abondante bibliogra-
phie. Le livre de J. Aaronson [Aar97] fournit de nombreux exemples, dans le cas
d’une action de Z ou de R, de la variété des résultats que 'on peut alors obtenir
lorsqu’on ne se limite pas & des mesures finies.



CHAPITRE 2

THEOREMES GENERAUX POUR LES GROUPES
MOYENNABLES

A partir de ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés ergodiques d’actions
de groupes localement compacts. Le cadre général est le suivant : G est un groupe
localement compact a base dénombrable d’ouverts qui agit a gauche sur un espace
mesuré (X,B,m) en préservant la mesure o-finie m. On considére une famille de
parties mesurables F, dans G, avec 7 € N ou r € R, de mesure de Haar |F}| finie et
non nulle, et on étudie le comportement, quand r tend vers I'infini, des moyennes

1
Af(@) = 7 /F o) do.

ou f: (X,B) — R appartient a 'un des espaces LP(X,m), 1 < p < 4oo0.

Le théoreme ergodique classique de Birkhoff, rappelé au chapitre 1, porte sur le cas
particulier ot G = Z et F,, = {0,...,n—1}. Cette suite (F,,) de parties de Z possede
la propriété de Fglner d’invariance asymptotique par translations : pour tout k € Z,
on a

[(k+ F)AF|

lim =0,

n—-+0o ‘Fn|
la mesure de Haar sur Z étant la mesure de comptage.

Le théoreme de Birkhoff pour une action de R est tout aussi classique. On considere
en général la famille F,. = [0, r] indexée par les réels r > 0. Cette famille possede
évidemment la propriété de Fglner. Les théoremes ergodiques en “temps continu”
sont tout a fait similaires a ceux du “temps discret” décrits dans le premier chapitre.

Nous limitons dans un premier temps notre étude au cas des suites de moyennes
(Ay)n>1 associées a des suites de parties (F, ), >1, le cas continu se traitant de la méme
facon (voir 2.2.11). Nous montrons que la propriété de Fglner de la suite (F},),>1 suffit
encore, dans le cadre général d’une action de GG, pour assurer la convergence en norme
LP de (A, f)n>1. Les groupes qui possedent des suites de Fglner, appelés groupes
moyennables, ont été beaucoup étudiés. Nous en rappelons quelques propriétés et en
donnons des exemples au début de ce chapitre.



28 CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX POUR LES GROUPES MOYENNABLES

Le probleme de la convergence presque partout de la suite (A, f),>1 est plus délicat.
Nous verrons dans le chapitre 3 qu’elle n’est pas toujours assurée pour une suite de
Fglner quelconque. Cependant, on démontre aisément la convergence presque partout
pour les fonctions f d’une partie dense de LP(X,m). Suivant le principe de Banach
exposé au chapitre 1, la convergence presque partout a lieu pour tout f € LP(X,m)
si et seulement si la suite des opérateurs A,, satisfait & une inégalité maximale.

L’obtention d’inégalités maximales est donc cruciale. Nous verrons apparaitre un
phénomene important pour les actions de groupes moyennables, le principe de trans-
fert : si les inégalités maximales sont établies pour 'action de G sur lui-méme, on
peut les transférer a toute action de G sur un espace mesuré. Comme on le verra,
on peut transférer des inégalités maximales relatives a des opérateurs de moyenne
par rapport a n’importe quelle suite de mesures de probabilité sur G, pourvu que G
soit moyennable. Dans le chapitre 5, ceci sera utilisé par exemple pour établir des
théoremes ergodiques relatifs aux moyennes sur les spheres de R?.

2.1. Groupes moyennables

La moyennabilité d’un groupe localement compact G peut étre introduite de di-
verses fagons. Nous privilégions ici une définition liée a la géométrie du groupe. Pour
une étude détaillée nous renvoyons a [Gre69] ou [Pat88].

2.1.1. Suites de Fglner. — Nous munissons G de la mesure de Haar a gauche
A. Pour alléger les notations, |E| désignera le plus souvent la mesure de Haar d’une
partie mesurable E de G. On écrira indifféremment [ f(g) d\(g) ou [ f(g)dg pour
I’intégrale correspondante.

Définition 2.1.1. — Soit G un groupe localement compact.

(i) On dit qu’une suite (F,) de parties mesurables de G est de Fuolner (d gauche)
si les F), sont de mesure strictement positive et finie, et si

lgFnAF| _

Vg € G, lim =0.

+oo | Fn|
(ii) On dit qu'une suite (u,,) de mesures de probabilité sur G est asymptotiquement
tnvariante si
Vge G, lm ||0g % pin, — pinll1 =0,
n—-—+oo
ol ||.||x désigne la variation totale et §g*p,, le produit de convolution de la mesure

de Dirac d4 en g par p,, c’est-a-dire la mesure prenant la valeur p, (g~ A) pour
tout ensemble borélien A.

Ces définitions s’étendent de facon évidente au cas des familles & un parametre
réel.
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Remarque 2.1.2. — On peut de méme introduire la notion de suite de Fglner a
droite. C’est une suite (F,) telle que pour tout g € G on ait lim,, 4 o0
olt Ay désigne la mesure de Haar & droite définie par \y(B) = A\(B~!). Clairement,
(F,) est une suite de Fglner & gauche si et seulement si la suite des images F); ' par
passage a l'inverse est une suite de Fglner a droite.

Définition 2.1.3. — On dit qu'un groupe localement compact G est moyennable
s’il possede une suite de Fglner.

Remarque 2.1.4. — Toute suite de Folner (F},) fournit une suite asymptotiquement
invariante de mesures de probabilité : on prend pour u, la mesure de densité |;’|
n

par rapport a la mesure de Haar, c’est-a-dire la mesure de probabilité uniforme sur
E,.

La moyennabilité peut aussi étre définie en terme de moyenne invariante. Notons
C®(G) Tespace des fonctions continues bornées sur G, et pour g € G, f € C*(G),
rappelons que d,  f est la fonction translatée z — f(g~'z).

Définition 2.1.5. — Une moyenne sur C*(G) est une forme linéaire positive M sur
C*(G) telle que M (1) = 1. On dit que M est G-invariante si M (d,* f) = M(f) pour
tout g € G et tout f € C*(G).

Remarquons que toute moyenne est continue de norme 1 sur C°(G) muni de la
norme de la convergence uniforme.

A partir d’une suite asymptotiquement invariante (u,,) de mesures de probabilité
sur G, on montre Iexistence d’une moyenne G-invariante sur C(G) comme suit. A
chaque p,, on associe la forme linéaire continue ¢, : f — fG f du, sur C°(G). Comme
la boule unité du dual de C®(G) est *-faiblement compacte, la suite (¢,) y admet
au moins un point d’accumulation, que nous notons M. Cette forme linéaire M est
évidemment une moyenne sur C°(G). En outre, I'invariance asymptotique de (uy,)
entraine la G-invariance de M.

Réciproquement, l’existence d’une moyenne G-invariante sur C°(G) implique la
moyennabilité de G (voir [Gre69, Theorem 3.6.2]).

Remarque 2.1.6. — 1l existe de nombreuses autres variantes de la notion de suite
de Folner. Ainsi, dans tout groupe moyennable G il existe une suite (F;,) de parties
mesurables avec 0 < |F,| < 400 (que I'on peut prendre compactes), telle que pour

toute partie compacte K de G on ait lim K F]
n—-+o0o |Fn
exemple dans [Pat88, Corollary 4.14], sera utilisé dans la démonstration du théoreme
de transfert. De telles suites seront appelées suites de Fglner uniformes car alors
lgFn OF|

|l

= 1. Ce résultat, établi par

la suite des fonctions g — converge vers 0 uniformément sur les parties
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compactes de G. En effet, soit C une partie compacte de G. Posons K = CUC~'U{e},
ou e désigne I’élément neutre. Alors, pour g € C nous avons

|gFn AF,| - |9 F \ Fh| + |971Fn\Fn‘

|l | Fol | P
|KF, \ F| | K P
<9 - 2( - 1),
| Fy | Fn

d’on résulte notre remarque.

Exzemples 2.1.7. — (1) Pour r > 0, notons B(0,r) la boule euclidienne de centre
0 et de rayon 7 dans R%. Soit (7,) une suite de réels > 0 qui tend vers +oco. Alors
la suite (B(0,7,)) est une suite de Fglner uniforme. En effet si K est une partie
compacte contenue dans B(0, p), on a

|KB(0,r,)| _ |B0,rn +p)| _ (ra+p)?

YSUBO S T BO]

KB, rm)|

(2) Plus généralement, tout groupe abélien localement compact G est moyennable.
En effet, notons C la partie convexe *-faiblement compacte de la boule unité du
dual de C’(G) formée des moyennes. En transposant I’action par translation de
G sur C*(G), on obtient une action de G sur C par applications continues affines,
qui commutent. D’apres le théoréme du point fixe de Markov-Kakutani [Rud91,
Theorem 5.23], il existe dans C' un point fixe par 'action de G, c’est-a-dire une
moyenne G-invariante.

(3) Tout groupe compact est moyennable. Sa mesure de Haar fournit une moyenne
invariante et la suite constante F,, = GG posséde la propriété de Fglner.

(4) La classe des groupes moyennables est trés stable. Tout sous-groupe fermé
d’un tel groupe est encore moyennable [Gre69, Theorem 2.3.2]. Toute extension de
groupes moyennables 'est aussi [Gre69, Theorem 2.3.3]. En particulier les groupes
résolubles sont moyennables.

(5) A lopposé, les groupes localement compacts connexes semi-simples (i.e. sans
sous-groupe normal connexe résoluble non réduit a 1’élément neutre) sont moyennables
si et seulement si ils sont compacts [Gre69, Theorem 3.3.2].

(6) Les exemples les plus simples de groupes non moyennables sont les groupes
libres a d (> 2) générateurs. Considérons par exemple le cas du groupe libre [ & deux
générateurs a et b et supposons l'existence d’une moyenne invariante M sur £°°(F5).
C’est une mesure finiment additive définie sur la tribu des parties de [F5. Notons F,
(resp. Ey, E,—1, Ey—1) le sous-ensemble de Fo formé des mots commengant par la lettre
a (resp. b,a=t, b~1). Les trois décompositions Fo = {e}UE, UE,UE, 1 UE, 1, Fy =
E,UaFE,-1, Fo = Ey UbE,-1 en parties disjointes, et I'invariance de M, conduisent
aux égalités 1 = M (F2) = M ({e}) + 2, d’ott la contradiction.
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2.1.2. Croissance et moyennabilité. — Soient G un groupe localement compact
engendré par un compact, et B un voisinage compact de 1’élément neutre e tels que
U.—, B™ = G, ou B™ désigne l'ensemble des éléments de G qui s’écrivent comme
produit de n éléments de B. D’apres [Gui73, Théoreme 1.1], la suite (|B"|'/™)
converge vers un nombre v > 1, qui décrit le type de croissance de G. L’égalité
v = 1 est indépendante du choix de B. Dans ce cas on dit que G est a croissance
sous-exponentielle. Si v > 1, on dit que G est a croissance exponentielle. Pour plus
de détails sur ce sujet, nous renvoyons & [Gui73] et [Pat88]. Rappelons seulement
quelques faits.

Un groupe a croissance sous-exponentielle est moyennable. En effet, fixons une

partie compacte K de G et € > 0, et montrons lexistence d’un entier g tel que
|K B

< 1+ e. Choisissons p entier tel que K C BP ; comme

|B1|
| K BP"| - |Bp(n+1)|
\Bee| = |Br|
il suffit d’observer que
Brn+1)
| < limint < limint |Brr |t =1,
n—-+400 |BP77«| n—-+oo

pour trouver g. En particulier, nous pouvons extraire de la suite (B™) une sous-suite
de Fglner uniforme au sens de la remarque 2.1.6.

Un cas particulier important de croissance sous-exponentielle est la croissance poly-
nomiale. On dit que G est a croissance polynomiale s’il existe k > 0 et r € N tels que
|B™| < kn" pour tout n. Cette notion ne dépend pas du choix de B. Les groupes lo-
calement compacts nilpotents sont les exemples fondamentaux de groupes a croissance
polynomiale [Pat88, Corollary. 6.19].

Rappelons qu'un groupe localement compact G est dit unimodulaire si sa fonction
modulaire) A est constante, égale & 1. Tout groupe G non unimodulaire est &
croissance exponentielle. En effet soit B un voisinage compact de e tel que | J;; B™ =
G. Pour g € B, on a |B"| > |Bg" | = A(9)" | B|, d’ott

lim |B"\1/" > sup A(g).
n—-+4oo geB
Puisque A est un homomorphisme non trivial du groupe G dans le groupe R7 et que
G = UiﬂB", il existe g € B tel que A(g) > 1, ce qui démontre notre assertion.

Ainsi tout groupe résoluble et non unimodulaire (par exemple le groupe Sy des
transformations affines de R? qui sera étudié au chapitre 4) est & la fois moyennable
et & croissance exponentielle.

(Melle est caracrérisée par 'égalité |Ex| = A(z)|E| pour tout = € G et toute partie borélienne E de

G.
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Les groupes connexes ainsi que les groupes résolubles sont ou bien a croissance
polynomiale ou bien & croissance exponentielle [Gui73], mais en revanche, les travaux
de Grigorchuk [Gri84] fournissent des exemples de groupes discrets & croissance in-
termédiaire entre les croissances polynomiale et exponentielle.

Remarque 2.1.8. — Soit G un groupe localement compact moyennable. La recher-
che de suites de Fglner de nature géométrique dans G est un probléme intéressant. Il
sera examiné dans le chapitre 4 pour le groupe des affinités de RY.

En particulier, considérons a nouveau le cas ot G est engendré par un compact.
Si B est un voisinage compact de 1’élément neutre tel que |Jo—; B" = G, la ques-
tion de savoir si la suite (B™) est de Fglner se pose naturellement. R. Tessera a
démontré que la réponse est positive si G est & croissance polynomiale [Tes05].
Récemment, E. Breuillard a démontré [Bre07] le résultat plus précis suivant : si
G est a croissance polynomiale, il existe un entier r(G) et une constante ¢(B) > 0
tels que lim,,_, oo % = ¢(B). Cette condition entraine immédiatement que la suite
(B™) est de Fglner.

Notons que lorsque la croissance est seulement sous-exponentielle, cette question
reste ouverte. Enfin, si G est a croissance exponentielle, la suite (B™) n’est jamais
de Fglner. Voyons pourquoi, dans le cas ou G est discret. Ici B est un ensemble fini

. . . . B"t\B" N
qui engendre G. Si la suite (B,,) est de Folner, on a lim,_ % = 0, d’ou
. Bt o . .
lim,, % = 1. Ainsi, pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout k£ > 0

on ait [B"0| < [B"™TF| < [B"|(1+ ¢)*. Par conséquent, la croissance de G est
sous-exponentielle.

2.1.3. Trou spectral d’une représentation unitaire. — Nous abordons brie-
vement ce sujet ici. D’une part, il permet de formuler d’autres caractérisations
utiles de la moyennabilité des groupes et, d’autre part, on verra qu’il intervient dans
I’estimation de la vitesse de convergence des moyennes ergodiques.

Définition 2.1.9. — Soit 7™ une représentation unitaire continue d’un groupe lo-
calement compact G dans un espace hilbertien H. On dit que 7 posséde presque des
vecteurs invariants s'il existe une suite (&,) de vecteurs de norme 1 dans H telle que

ngrfoo I7(9)6n — &nll =0

uniformément sur tout compact de G.

On dit aussi dans ce cas que la représentation triviale de G est faiblement contenue
dans la représentation 7.

Soient y une mesure de probabilité sur G et m(p) = [, 7(g) du(g) Popérateur (de
norme < 1) associé sur H (voir Appendice A). On voit facilement que ||7(p)|| = 1 des
lors que 7 possede presque des vecteurs invariants.
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Définition 2.1.10. — On dit qu’une représentation unitaire continue m possede un
trou spectral 8’il existe une mesure de probabilité u sur G, absolument continue par
rapport a la mesure de Haar, symétrique (i.e. u = f1), dont le support engendre un
sous-groupe dense dans G, telle que ||7(p)]| < 1.

En fait, la définition ne dépend pas du choix de p et équivaut a la non existence
de suites presque invariantes de vecteurs, comme le montre la proposition suivante
(pour sa démonstration, voir par exemple [BAIHV 08, Proposition G.4.2]).

Proposition 2.1.11. — Une représentation unitaire continue w de G posséde presque
des vecteurs invariants si et seulement si il existe une mesure de probabilité p sur G,

absolument continue, symétrique, dont le support engendre un sous-groupe dense dans

G, et telle que |m(p)]| = 1.

Il résulte de travaux de Hulanicki, Reiter, Kesten, Derriennic et Guivarc’h qu’un
groupe localement compact G est moyennable si et seulement si la représentation
réguliere par translations & gauche dans L?(G,\) ne posséde pas de trou spectral
(voir [BAIHV 08, Appendix G| pour les détails).

A I'opposé, se situe la classe ci-dessous de groupes, qui bien qu’apparaissant tres
peu dans cet ouvrage, joue néammoins un réle important en théorie ergodique (voir
la postface)

Définition 2.1.12. — On dit qu’un groupe localement compact G a la propriété (T)
de Kazhdan si toute représentation unitaire continue m de G sans vecteur invariant
non nul possede un trou spectral.

Evidemment, un tel groupe ne peut étre moyennable que s’il est compact. Parmi
la vaste classe des groupes ayant la propriété (T), citons les groupes de Lie semi-
simples, connexes, de centre fini, dont chaque facteur est de rang > 2, par exemple
les groupes SL(n,R), n > 3. Le lecteur intéressé par une étude approfondie pourra
consulter le livre [BAIHV08] consacré & ce sujet. Nous en extrayons seulement le
résultat ci-dessous qui donne une estimation uniforme des normes des opérateurs

7m(p) ((BAIHVO08, Corollary 6.2.3]).

Proposition 2.1.13. — Soit G un groupe localement compact ayant la propriété (T)
et soit u une measure de probabilité sur G, absolument continue, symétrique, dont le
support engendre un sous-groupe dense. Il existe une constante § < 1 (ne dépendant
que de p) telle que pour toute représentation unitaire continue m de G, sans vecteur
invariant non nul, on ait ||7(p)|| < 4.

2.2. Théoremes ergodiques pour les suites de Fglner

Soit G un groupe localement compact agissant a gauche sur un espace mesuré
(X, B,m). L’action (g,z) — gz est une application mesurable de G x X dans X, et



34 CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX POUR LES GROUPES MOYENNABLES

nous supposons toujours que la mesure o-finie m est G-invariante. Nous utilisons les
notations introduites dans ’appendice A. En particulier, pour p € [1, +00[, nous con-
sidérons la représentation continue 7 de G dans LP(X,m) par translations & gauche.
Si p appartient a l'algebre de convolution M(G) des mesures complexes de varia-
tion totale finie sur G et si f € LP(X,m), on note w(u)f, ou p* f , le produit de
convolution de u par f, c’est-a-dire ’élément

xH/ flg~ ) du(g)
G

de LP(X). Rappelons que || fllp < [|ull1[l.f[lp-
Nous aurons plus souvent & considérer T'() f = 7(f1), aussi noté u - f :

TWf=p-f(z /fgfc

Dans le cas courant ol p est symétrique, on a bien siir - f = px f. Pour u, v € M(G),
remarquons que (u%v) % f = u* (v f) alors que (uxv)- f =v-(u- f). Etant donné
g € G, on pose Ty, =T(6,) =n(g~"). Alors, (g, f) — T, [ est une action & droite par
isométries de G sur LP(X, m).

2.2.1. Théorémes ergodiques en moyenne dans LP. — Nous supposons tou-
jours p € [1,400[. Si f € LP(X,m), nous notons Cy 'enveloppe convexe fermée
en norme de l'ensemble {T,f : g € G}. Cet ensemble convexe est faiblement fermé
et borné en norme. Lorsque p > 1, il est donc faiblement compact. C’est un fait
crucial pour la démonstration du théoreme suivant, ol ’on voit en particulier que la
moyennabilité du groupe entraine une propriété de point fixe. Dans la suite, Z désigne
la tribu des ensembles mesurables FF de X qui sont G-invariants, c¢’est-a-dire tels que
m(gEAE) = 0 pour tout g € G.

Théoréme 2.2.1. — Soit G un groupe localement compact moyennable agissant sur
(X, B,m) en laissant la mesure o-finie m invariante. Soit p €]1,+00].

(i) Pour tout f € LP(X,m), l'ensemble Cy contient un point fize et un seul pour
Paction de G, noté Eq(f) ;
(ii) Soit (un) une suite asymptotiquernent invariante de mesures de probabilité sur
G. Alors (pn - f) converge vers E1(f) dans LP(X,m) ;
(iii) Eq : f — E1(f) est un projecteur contractant et son noyau est le sous-espace
vectoriel fermé de LP(X,m) engendré par {f —T,f : f € LP(X,m),g € G} ;
(iv) Sim est une mesure de probabilité, alors E1(f) est l'espérance conditionnelle

E(f1T).

Démonstration. — Démontrons simultanément (i) et (ii). Comme (u, * f) est une
suite d’éléments du convexe faiblement compact C'y, on peut en extraire une sous-
suite (i, * f) qui converge faiblement vers un élément fy de Cy. Vérifions que fo
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est G-invariant. Soient g € G et h € L9(X,m), ol g désigne I'exposant conjugué de
p. On a

[(0g %ty fy h) = (s fy )L < 109 % pmy, = i [ f 11 1Bl g
d’ou
(8 fo, h) = (fo, h)
par passage a la limite. Il en résulte que dq * fo = fo.
Soit h € Cf un point fixe pour l'action de G. C’est aussi un point fixe pour

la convolution par toute mesure de probabilité sur G, d’ou u, - h = h pour tout
n. Montrons que liI—E tn - f = h, ce qui entrainera a la fois l'unicité du point
n—-—+oo

fixe et l'assertion (ii). Etant donné ¢ > 0, choisissons une combinaison convexe
v="3"F (T, ) telle que || — v]|, < e/2. On a alors
k
1 =t~ fllp < b= i - 0llp + Zai”,un Ty f) = tin - fllp

i=1
k

< k= ollp + Y @ill g, * s = pall1 1 f 1

=1
k
< /24 Y aulldy, % — pall 1
=1

d’ou

[h — pin - fllp < € sin est assez grand.

Démontrons (iii). Comme les applications f +— pu, - f sont contractantes, on a
1E1(H)llp < | fllp pour tout f € LP(X,m). On vérifie immédiatement que Eq est un
projecteur sur le sous-espace des éléments G-invariants de LP (X, m). Les éléments de
la forme h — T,h sont évidemment dans le noyau de E;. De plus, si f € Ker Eq, on a
0 € Cy. Par conséquent, étant donné € > 0, on peut trouver une combinaison convexe
Zle a;(Ty, f) de norme majorée par ¢, c’est-a-dire que ||f—2f:1 a;i(f—Tg Ny <e.

Vérifions enfin I'assertion (iv). Etant donné A € Z, on a

Or fi,-14 = 14 pour tout n puisque A est G-invariant, d’ou (E1(f),14) = (f,14). O

Remarque 2.2.2. — Il résulte de la démonstration du théoreme précédent que pour
f € LP(X,m), la suite (u, * f) n’a pas d’autre valeur d’adhérence que F1(f) dans
Cy muni de la topologie faible. Comme Cy est faiblement compacte et métrisable,
cette suite converge faiblement vers E;(f). En revanche la suite (u, - f) converge vers
Ey(f) en norme LP.

Observons par ailleurs que LP(X,m) est la somme directe topologique du sous-
espace des fonctions G-invariantes et du sous-espace vectoriel fermé engendré par les
cobords f —Tyf, avec f € LP(X,m) et g € G.
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Remarque 2.2.3. — Dans le cas p = 2, 'espace hilbertien H = L?(X,m) est la
somme directe orthogonale de H; = F7 H, sous-espace des fonctions G-invariantes, et
de Hy qui est engendré par les fonctions de la forme f — Ty f, avec f € L*(X,m) et
g € G. L’espace H; étant stable par la représentation unitaire 7 de G dans H, il en
est de méme pour Hy. On notera mg la restriction de m a Hy. Si f € Hp, le théoreme
2.2.1 montre que que my(fiy)f = pn - f tend vers 0 quand n tend vers 'infini.

Dans ’exemple de ’action de Z sur le cercle par rotations irrationnelles, et en
prenant pour pu, la probabilité uniforme sur {0,1,...,n — 1}, on a vu au chapitre
précédent (remarque 1.1.5) que ||mo(f,)]] = 1 pour tout n. Cette propriété de Z
reflete une propriété générale des groupes moyennables. En effet, soit G un groupe
agissant sur un espace (X, B, m) en préservant m supposée finie, et notons comme ci-
dessus 7g la restriction de 7 & 'orthogonal Hy dans L2 (X, m) du sous-espace H; des
fonctions G-invariantes. Nous supposons que l'action est ergodique, ce qui équivaut a
dire que H; est réduit aux fonctions constantes. La représentation 7y ne possede pas
de vecteur (non nul) invariant, mais un résultat de K. Schmidt assure que si G est un
groupe discret moyennable, my posseéde presque des vecteurs invariants (voir [Sch81,
Theorem 2.4, Proposition 2.3]). Si y est une mesure de probabilité sur G, on a donc
o) = 1.

En revanche, si le groupe G a la propriété (T') de Kazhdan, la représentation g
possede un trou spectral.

Théoréme 2.2.4. — Dans le cas p = 1, les résultats du théoréme 2.2.1 restent
valables lorsque m est une mesure de probabilité.

Démonstration. — Le passage du théoreme ergodique en moyenne L? au théoreme
ergodique en moyenne L', lorsque la mesure est finie, est classique. Il a déja été
mentionné dans la démonstration du théoreme de Hopf au chapitre 1. 11 utilise le fait
que L?(X,m) s’injecte continiiment et densément dans L'(X,m) et que les applica-
tions f + ju, - f sont des contractions de L*(X,m). On voit alors que I’ensemble des
f € LY(X,m) tels que (pun, - f) converge dans L'(X) est fermé et contient L?(X,m).
C’est donc LY(X,m). De plus, on vérifie aisément que pour tout f € L'(X,m), la
limite E1(f) de (un - f) est égale & E(f|7).

Assurons-nous, dans ce cas encore, que Ker F; est le sous-espace vectoriel fermé
engendré par les f — T, f. Ces fonctions appartiennent évidemment a Ker F. Soit
h € L>(X,m) telle que

[ 7 =1, phdm =0
X

pour tout g € G et tout f € L'(X,m). Il s’agit de montrer que fX khdm = 0 pour
toute fonction k£ dans le noyau de £;. Comme

/(f—Tgf)hdm:/ F(h— T, 2h) dm,
X X
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on voit que h est G-invariante. On a donc

/hkdm:/ hEy(k)dm =0
X X

si Eq(k) =0, ce qu’on voulait démontrer. O

Remarque 2.2.5. — Plagons-nous toujours dans le cas p = 1 avec m(X) < +oo.
Soit f € L*(X). L’enveloppe convexe fermée en norme C de 'ensemble {1, f : g € G}
possede la propriété d’équi-intégrabilité suivante : pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel
que sim(E) < dona [,|h|dm < e pour tout h € Cy. Comme de plus Cy est bornée,
c’est une partie faiblement compacte (voir [DS88, Th. 9, p. 292]). C’est la propriété
cruciale de C'y utilisée dans la démonstration du théoreme 2.2.1. On peut donc aussi
reproduire celle-ci pour établir directement le théoreme 2.2.4.

Remarque 2.2.6. — On dit que ['action d’un groupe localement compact G sur un
espace mesuré (X, B, m) est ergodique si tout élément de B invariant par 'action de
G est soit de mesure nulle, soit de complémentaire de mesure nulle. Dans le cas ou m
est finie, cela se traduit de facon équivalente par le fait que L'(X,m) (ou n’importe
quel espace LP(X,m), 1 < p < +00) ne contient pas d’autres fonctions G-invariantes
que les fonctions constantes. Si de plus m est une mesure de probabilité, pour tout
f € LYX,m), lespérance conditionnelle E(f|Z) qui apparait dans les théorémes
ergodiques n’est autre que la moyenne [ + fdm.

Le principe de démonstration du théoreme 2.2.1 peut étre utilisé pour établir le
résultat plus général ci-dessous. Précisons d’abord quelques notations. Soit B un
espace de Banach et, pour tout g € G, soit T, un opérateur borné de B. Nous
supposons que g — T, est une antireprésentation de G, continue et uniformément
bornée, c’est-a-dire que 1,4, = T, o Ty, pour tous g1,g2 € G, que pour tout { € B
la fonction g +— T,€ est continue de G dans B, et enfin que sup,¢ ¢ [|Ty]| < +oco. Pour
& € B, nous notons C¢ I'enveloppe convexe fermée de {T,€ : g € G}.

Théoréme 2.2.7. — Supposons que G est moyennable et que les parties convexes
Ce, & € B sont faiblement compactes (ce qui est réalisé par exemple lorsque B est
réflexif). Alors

(i) B = B1@® By (somme directe topologique) ot, By est le sous-espace des vecteurs
fizes de Uaction et By est le sous-espace vectoriel fermé engendré par {£ — Ty¢ -
£ € B,ge G}

(il) Soit (pn) une suite asymptotiquement invariante de mesures de probabilité sur
G. Pour tout & € B, la suite des moyennes / Tyédpn(g) converge vers la

projection de & sur By parallélement a By. Cette projection est l'unique point
fize de Uaction de G appartenant a Ck.
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Donnons un exemple d’application du théoreme précédent dans le cas ou I'espace
de Banach B n’est pas réflexif. Soient X un espace métrique compact et G un groupe
localement compact agissant a gauche par isométries sur X. On suppose 'action
continue, c’est-a-dire que 'application (g,z) — gz de G x X dans X est continue.
Alors G agit contintiment & droite par isométries sur l'espace de Banach C(X) des
fonctions continues sur X, & valeurs complexes, muni de la norme de la convergence
uniforme : pour g € G, f € C(X) et x € X, on pose T,f(x) = f(g9x). Puisque
laction de G est isométrique, I'ensemble {T,f : g € G} est équicontinu. II résulte
alors du théoreme d’Ascoli que pour tout f € C(X), 'enveloppe convexe fermée Cj
de {T,f : g € G} est compacte dans C'(X), et donc faiblement compacte aussi. Dans
le théoréme suivant, la propriété d’équidistribution est réalisée sur chaque orbite.

Théoréme 2.2.8 (Equidistribution des orbites). — Soit G un groupe localement
compact moyennable agissant contintiment par isométries sur un espace métrique com-
pact X. Soit (u,) une suite asymptotiquement invariante de mesures de probabilité
sur G. Pour tout f € C(X), la suite (un - f) converge uniformément sur X wvers
une fonction G-invariante f De plus si l'action est uniquement ergodique, c’est-a-
dire s’il existe une unique mesure de probabilité G-invariante sur X, notée m, on a

f:fodm.

Démonstration. — La premiere partie de ’énoncé est un corollaire du théoreme 2.2.7,
compte-tenu des remarques ci-dessus.
Supposons maintenant 'unique ergodicité de laction. Soient g € G et f € C(X).

On a fu, - (6 * f) = (0g-1 * pin).f, d’o1

- (8g * f) = pin - flloo < [16g=1 % pin = pin[[1]1 £l oo-

Il en résulte, par passage a la limite, que o * f = f . Pour z € X, notons m” la mesure
de probabilité sur X définie par [ + fdm® = f(z). D’apres ce qui précede, elle est G-
invariante, et par conséquent elle est égale & m. On obtient ainsi que [, fdm = f(z)

pour tout x. O

Remarque 2.2.9. — L’hypothese d’unique ergodicité est en particulier réalisée lors-
que l'action de G sur X est topologiquement transitive, c’est-a-dire lorqu’il existe un
point de X d’orbite dense. En effet, notons Iso(X) le groupe des isométries de X.
C’est un groupe compact pour la topologie de la convergence uniforme sur X. A
laction de G est associé un homomorphisme ¢ continu de G dans Iso(X). L’adhérence
¢(G) de ¢(G) dans Iso(X) agit transitivement sur X puisque ses orbites sont fermées
et que 'une d’elles est dense. Ainsi, X apparalt comme un espace homogéne du

groupe compact ¢(G). Il possede en particulier une seule mesure de probabilité ¢(G)-

invariante.
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2.2.2. Un sous-espace dense de convergence ponctuelle pour des suites
de Fglner. — Revenons au cas d’une action sur un espace mesuré (X,B,m) et
intéressons-nous maintenant a la convergence ponctuelle. Un exemple de suite de
Fglner dans Z pour lequel le théoréeme ergodique ponctuel est faux sera donné en
3.3.5. La convergence ponctuelle est toutefois assurée sur un sous-espace dense :

Proposition 2.2.10. — Soit G un groupe localement compact moyennable agissant
sur (X,B,m) en laissant invariante la mesure o-finie m. Soit p € [1,4o00], avec la
convention que sip = 1, la mesure m est finie. Soit (1) une suite asymptotiquement
invariante de mesures de probabilité sur G. Il existe un sous-espace vectoriel D dense
dans LP (X, m) tel que pour tout f appartenant a D, la suite (u,, - f) converge presque
partout vers une fonction G-invariante.

Démonstration. — Si f est G-invariante on a pu, - f = f pour tout n. Prenons
maintenant f de la forme h — T,h avec h € L>(X) N LP(X). On a

(- £)@)] = [ (g'2) = hlag'2)) dpats)|
= | [ 1a) dlon = 3, 2 1) )|

< HhHOOHMTL - 69 * Mn”la
d’ott il résulte que la suite (u, - f) converge vers 0 presque partout. Pour conclure, on
utilise les théoremes 2.2.1 et 2.2.4 : ils impliquent que I’espace vectoriel D engendré par

les fonctions G-invariantes et les fonctions de la forme h —Tyh, avec h € L>(X,m) N
L?(X,m) est dense dans LP(X,m). O

Remarque 2.2.11. — Le plus souvent, les résultats précédents seront appliqués au
cas ol la suite (p,) provient d’une suite de Folner (F,), comme dans la remarque
2.1.4.

Nous aurons aussi & considérer des familles asymptotiquement invariantes (14, ),>0
de mesures de probabilité sur G, indexées par R} . Tous les résultats de la section
2.2.1 s’étendent a ce cadre. En ce qui concerne la proposition 2.2.10, le seul probleme
est que les fonctions u, - f ne sont définies que presque partout. Il n’existe donc pas
nécessairement d’ensemble négligeable en dehors duquel toutes ces fonctions soient
définies. Malgré tout, I'assertion s’étend a la famille (u, - f),cq+ par exemple.

2.3. Le principe de transfert

L’intérét des inégalités maximales, par l'intermédiaire du principe de Banach, a
été mis en évidence au chapitre 1. Elles permettent d’étendre la convergence presque
partout pour une partie dense de LP(X, m), comme cela a été obtenu dans la proposi-
tion 2.2.10, a la convergence presque partout pour tout élément de LP (X, m). Dans le
cas de I'action d’un groupe moyennable, nous allons montrer que de telles inégalités
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peuvent étre obtenues a partir d’inégalités maximales pour ’action du groupe sur lui-
méme. Cette propriété est connue sous le nom de principe de transfert de Calderdn.

Soit (ur)r>o une famille continue & un paramétre de mesures de probabilité sur
G, c’est-a-dire telle que pour toute fonction ¢ continue bornée sur G, la fonction
r — () est continue. En particulier, pour tout g € G, la fonction r — p, - ¢(g) est
continue. La fonction maximale ¢}, est définie par

©3.(90) = sup | - p(go)| = sup ‘/ ©(990) dpir(9)|-
r>0 r>0 G

C’est une fonction mesurable puisque, grace a I'hypothese de continuité, on a ¢}, (g0) =
sup,.cq+ |t - ¢(go0)|. La définition de la fonction maximale associée & une fonction de
LP souléve des difficultés qui sont examinées dans I'appendice A.

Théoréme 2.3.1 (Principe de transfert). — Soit (u,)r>o une famille continue
de mesures de probabilité sur un groupe localement compact moyennable G. Soit
p € [1,00[. Nous faisons les deux hypothéses suivantes :

(a) pour tout R > 0, il existe une partie compacte Kg de G telle que si r < R, le
support de p, est contenu dans Kg.

(b) il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction ¢ continue d support
compact sur G, on a |¢; | r) < CllellLe (-

Soit (X, G, m) un G-espace mesuré, ot m est finie, et soit f € LP(X,m). Alors, il
existe un ensemble E C X, négligeable tel que

(i) pour x ¢ E et r >0, la fonction g — f(gx) est p,.-intégrable ;

(ii) pour x ¢ E, la fonction v — p, - f(x) est continue sur )0, +oo].

De plus, en posant f}(x) =sup,~q|pr - f(x)| six ¢ E, on a
Ifillzexy < Cllfllzex)-

Démonstration. — Comme c’est expliqué dans 'appendice A, on peut supposer que
X est compact et que 'action de G sur X est continue.

Soit f une fonction continue sur X. On fixe R > 0 ainsi qu’une partie compacte
K de G contenant le support de p, pour tout r < R. On fixe également un compact
F de G et un voisinage compact V de e. Choisissons une fonction continue positive
¥ sur G, a support compact, telle que

1kr <9 < 1kFv.

Pour z € X, posons ¢,(g9) = ¥(g)f(gx). La fonction ¢, est continue & support
compact. De plus, pour tout A € F et tout r < R, on a

/ Flgha) dyiy(g) = / o (gh) dpir (),
G G
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c’est-a-dire p, - f(hx) = p, - p,(h). En utilisant I’hypothese (b), on en déduit que

/ sup | - f(ha)lP dh < / sup e - pa(R)P dh
F 0<r<R G 0<r<R

<ov / loa(R)|P dh < CP / | (ha)[P .
G KFV

On inteégre ensuite sur X et, grace a 'invariance de m sous I’action de G, on obtient

B[ swp - f@)P dmlo) < CIKFV] [ |f@)P dmo).
X 0<r<R X
|KF|
<
|F|
1+ ¢, d’apres la remarque 2.1.6. Ensuite on choisit V' tel que |[KFV| < |[KF|(1+¢).
Il en résulte que

[ sl )P dme) < (1 4+22C [ (@) dma).
X X

0<r<R

Puisque G est moyennable, pour tout € > 0, nous pouvons choisir F' tel que

L’inégalité maximale s’en déduit en faisant tendre R vers +oo et € vers 0. Pour traiter
le cas de f € LP(X,m), on fait ensuite appel & la proposition A.2.2. O

Remarque 2.3.2. — Sil’hypothese (b) est remplacée par une inégalité maximale de
type faible, on obtient de méme (i) et (ii), ainsi que la conclusion finale du théoréeme
précédent sous la forme d’une inégalité maximale de type faible.

On déduit alors des résultats obtenus dans ce chapitre le théoreme ergodique sui-
vant.

Théoréme 2.3.3. — Soit G un groupe localement compact moyennable agissant sur
(X, B,m) en laissant invariante la mesure de probabilité m. Soit (u,)r>o une famille
continue a un paramétre de mesures de probabilité sur G satisfaisant auzx conditions
(a) et (b) du théoréme précédent. On la suppose asymptotiquement invariante, c’est-
a-dire que lim, o ||0g * ftr — pir|l1 = 0 pour tout g € G. Soit p € [1,+00[. Alors,
pour tout f € LP(X,m), on a im,_ oo pir - f = E(f|Z) presque partout et dans LP,
ot E(f|Z) désigne lespérance conditionnelle de f sachant la tribu T des invariants.

Démonstration. — En utilisant la proposition 2.2.10, les théoremes 2.2.1, 2.2.4 et
2.3.1, ainsi que le principe de Banach, on voit que

lim - f = E(fID),

r—+4o00,r€QT

presque partout et dans LP. De plus, d’apres le théoreme 2.3.1, on sait que pour
presque tout z € X, la fonction r — p,.- f(z) est continue. La conclusion du théoreme
en résulte immédiatement. O
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Remarque 2.3.4. — Le théoreme 2.3.1 admet plusieurs variantes.

Tout d’abord, il arrive souvent qu’on n’ait pas besoin de passer par 'intermédiaire
d’une action continue sur un espace compact pour justifier les propriétés (i) et (ii)
du théoreme 2.3.1. C’est le cas par exemple si G = R?, lorsque, pour tout r > 0, i,
est la mesure de probabilité uniforme sur la boule de centre 0 et de rayon r. Alors
le théoreme de transfert reste vrai sous les hypotheses (a) et (b) sans supposer que
la mesure m est finie (cette hypotheése étant seulement utilisée pour avoir (i) et (ii)
comme cela est expliqué dans I'appendice A).

Cette remarque s’applique aussi lorsqu’on travaille avec une suite (un)nen de
mesures de probabilité & support compact au lieu de (uy)r>0-

Dans de tels cas, les conclusions du théoreme 2.3.3 restent vraies avec m o-finie,
excepté laffirmation relative & la convergence de y,. - f dans L*.

On peut également transférer des inégalités mettant en jeu une suite (7,,) d’opéra-

N

teurs semi-locaux sur L}, (G) (espace des fonctions localement intégrables sur G) a

loc
valeurs dans I'espace des fonctions continues sur G, au lieu de la suite des applications
@ — pn - . 1l suffit que chaque T;, soit sous-additif, commute avec les translations
a droite, et soit semi-local, c’est-a-dire qu’il existe un compact K, de G tel que si
¢ € L}, (G) est nulle en dehors d’'un sous-ensemble E, alors T, est nulle en dehors

de K, E (voir [Eme74, Theorem 2]).

Notice bibliographique. — Comme on 'a vu, la démonstration du théoreme er-
godique en moyenne 2.2.1 se fait en établissant un théoreme d’existence et d’unicité
de point fixe. Cette méthode, qui apparait notamment dans les travaux de F. Riesz
[Rie38], de Yosida et Kakutani [YK41], et de Dunford [Dun39], a été mise au point
dans un cadre abstrait par Eberlein [Ebe49]. Sa présentation est ici inspirée de
Particle [Gre73] de Greenleaf.

Les théoremes ergodiques ponctuels, pour des moyennes relatives a des suites de
Folner, ont fait 'objet de nombreuses études. Les premiers cas traités concernent
les moyennes sur les boules de Z¢ et RY, avec notamment les travaux fondateurs de
G. D. Birkhoff (cas du groupe Z [Bir31]) et de N. Wiener [Wie39]. Calderén fut
le premier & considérer des actions de groupes non abéliens [Cal53], en prenant des
moyennes sur des suites de Fglner particulieres, possédant entre autre une propriété
de doublement de volume. Cette propriété sera considérée dans le chapitre 3.

Des le départ, I'importance des inégalités maximales en théorie ergodique a été
mise en évidence par Birkhoff [Bir31]. A la méme époque, elles ont été établies par
Hardy et Littlewood [HL30], en vue d’applications & 1’analyse complexe, pour des
moyennes sur des intervalles de R. Le principe de réduction des inégalités maximales
au cas de I'action naturelle de G sur lui-méme apparait déja dans larticle de Wiener
[Wie39]. 11 a été formalisé par Calderén [Cal68], puis généralisé par divers auteurs
dont Coifman et Weiss [CW76|, Emerson [Eme74], Herz [Her70] et Tempel’'man
[Tem67].



CHAPITRE 3

INEGALITES MAXIMALES ET LEMMES DE
RECOUVREMENT

Soit G' un groupe localement compact et soit (F,,) une suite de parties mesurables
de G avec 0 < |F,| < +00. Considérons les opérateurs de moyenne donnés, pour
p € LP(G), par

1 1
Avple) = = [ olamitg = o [ cloa,

et 'opérateur maximal correspondant donné par
A% = sup |Anpl.
n>1

Sous I'hypothese que (F,) est une suite de Fglner, nous avons établi dans le chapitre
précédent le théoreme ergodique ponctuel dans LP pour les moyennes A,,, lorsque A*
est de type faible (p,p).

Que la suite (F,) soit ou non de Fglner, 'étude de I'opérateur A* est utile en
théorie ergodique et en analyse classique. Dans ce chapitre, nous examinons diverses
techniques de recouvrement qui conduisent a des théoremes maximaux. Nous verrons
comment ces résultats sont liés aux propriétés géométriques de la suite (Fy,).

La premiere section est consacrée au cas le plus simple, le lemme de recouvrement
de Vitali pour des boules de R? dont résulte le théoréme de Wiener : 'opérateur
maximal associé aux boules centrées est de type faible (1,1). De nombreuses questions
naturelles se posent dans ce contexte. En particulier, qu’obtient-on lorsque la mesure
de Lebesgue sur R? est remplacée par une mesure de Radon quelconque ou lorsque
les moyennes sont effectuées sur les boules non centrées 7 Ces questions sont étudiées
dans la section 2. Si la mesure conserve la méme propriété de doublement de volume
que la mesure de Lebesgue, a savoir que pour tout x, les boules de centre x et de rayon
r et 2r ont des mesures comparables, 'opérateur maximal est encore de type faible
(1,1), que les boules soient centrées ou non. Sans cette hypothese de doublement
de volume, nous montrons que 'opérateur maximal relatif aux boules centrées reste
de type faible (1,1), & laide du lemme de recouvrement de Besicovitch. Dans le cas
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des boules non centrées, cette propriété subsiste en dimension 1 mais est fausse par
exemple pour la mesure gaussienne sur R?. Nous examinons enfin un dernier exemple,
I'opérateur maximal relatif & certains réseaux dyadiques de R?, dont 1’étude se déduit
du lemme maximal de Doob en théorie des martingales.

Dans la section 3, nous revenons au cas de 'opérateur A* associé & une suite (F,)
de parties d'un groupe localement compact G. Lorsque la suite (F},) est croissante et
vérifie la condition de Tempel’'man, analogue a la propriété de doublement de volume
(plus précisément, sup,, |F,; 1 F,|/|F,.| < +00), I'opérateur A* conserve la propriété
d’étre de type faible (1,1).

Un exemple di & E. Lindenstrauss montre que certains groupes moyennables (&
croissance exponentielle) ne possedent pas de suites de Fglner satisfaisant de surcroit
a la condition de Tempel’man. En revanche, il existe toujours des suites de Fglner qui
ont la propriété plus faible d’étre des suites tempérées (définition 3.4.1). L’opérateur
maximal associé & toute suite tempérée est lui aussi de type faible (1,1). Nous termi-
nons ce chapitre par deux démonstrations de ce résultat de Lindenstrauss. Encore une
fois, elles sont basées sur des lemmes de recouvrement. La premiére démonstration,
plus élémentaire, est due a D. Ornstein et B. Weiss. Elle permet de traiter le cas ou
G est discret, et la sélection des ensembles du recouvrement est effectuée de fagon
déterministe. La deuxieme démonstration est celle de Lindenstrauss. Elle traite le
cas général avec des arguments de nature probabiliste pour le choix de la sélection.

Nous n’avons parlé que de I'inégalité de type faible (1,1). Rappelons que, pour les
opérateurs de moyenne que nous considérons, tout opérateur maximal de type faible
(1,1) est de type fort (p,p) quel que soit p > 1 (voir la proposition 1.2.2).

3.1. Moyennes sur les boules de R?.

Dans cette section, nous nous placons dans R? muni de la mesure de Lebesgue.
Nous nous intéressons a la fonction maximale associée aux opérateurs de moyenne sur
les boules euclidiennes centrées.

Nous notons B(z,r) la boule euclidienne de centre x et de rayon r et 3, la mesure
1 (R%), rappelons que la

de Lebesgue normalisée sur la boule B(0,r). Pour ¢ € L] .

fonction G, - ¢ est définie par
1 1
Br-p(@) = o ez +y)dy = 7/ e(y)dy.
" ‘B(O’T” B(0,r) |B(£E,7‘)| B(z,r)
Cette fonction est aussi le produit de convolution 3, ¢ de 3, par ¢. Elle est continue
ainsi que, pour tout z € RY, la fonction r — 3, - o(z).
Enfin nous introduisons la fonction maximale

@5(w) =sup|B, - p(z)|,
r>0

qui est semi-continue inférieurement sur R?.
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Les inégalités correspondant & cette fonction maximale ont été étudiées par Hardy
et Littlewood en 1930 dans le cas d = 1 et par Wiener en 1939 dans le cas général.
Nous rappelons ci-dessous le lemme de recouvrement de Vitali, et son utilisation pour
établir I'inégalité maximale de type faible (1,1).

Lemme 3.1.1 (Vitali). — Soit E un sous-ensemble d’un espace métrique recouvert

par une famille finie (B(:z:i,ri)) de boules de centre x; et de rayon r;. On peut

1<i<N?
extraire de cette famille une sous-famille (B(z;,,7:,)), 1 < k < n, de boules deuz a

deux disjointes telle que
E C U B(xik,?)rik).
k=1

Démonstration. — Posons B; = B(x;, ;) et supposons les boules numérotées de fagon
que r; < rg < --- < ry. Commengons avec i1 = N, puis, par récurrence, et tant
que c’est possible, choisissons pour i;y1 le plus grand entier strictement inférieur a
i tel que B;, ., ne rencontre pas les boules B;,, ..., B;, déja sélectionnées. Notons n
Pétape ou s’arréte le processus. Alors toute boule B = B(z,r) de la famille initiale
rencontre une boule B;, de la sous-famille choisie, avec r < r;, , d’ott B C B(z;, , 315, )-

I en résulte que £ C U B(z;,,3ri, ). O
k=1

Nous pouvons maintenant démontrer 1'inégalité maximale de type faible (1,1).

Théoréme 3.1.2. — Pour toute fonction ¢ € L*(R?) et tout a > 0, on a

el
3.1.1 x> < g¢ L
(311 gh > o}l <317
Ainsi, lopérateur ¢F est de type faible (1,1).

Démonstration. — Puisque la mesure de Lebesgue est réguliere, il suffit de montrer
que pour toute partie compacte K contenue dans 'ensemble {¢} > a}, on a [K| <

Sd—”SD”l. Pour tout x € K, il existe un rayon r, > 0 tel que
«

1
Bl <a] [ el
alJB(,r.)

Puisque K est compact, nous pouvons le recouvrir par un nombre fini de ces boules

B(xz,r,) et, grace au lemme de Vitali, il existe une sous-famille By, ..., B,, formée de
n

boules deux & deux disjointes et telle que |K| < 3¢ Z | Bi|. 1 en résulte que
k=1

"1
K| s:adzf/ lo(y)ldy < 3120
kzla B Q
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Le théoreme de Wiener est alors une conséquence des résultats obtenus dans le
chapitre 2, puisque la famille (3,),~0 est continue et asymptotiquement invariante
(voir le théoreme 2.3.3 et les remarques 2.3.2 et 2.3.4).

Théoréme 3.1.3 (Wiener). — Supposons que le groupe R? agisse sur un espace
mesuré (X, B, m) en laissant invariante la mesure o-finie m. Soient p € [1,+oo], et
f e LP(X,m).

(i) Pour p > 1, la famille B, - f tend presque partout et dans LP, lorsque r tend
vers l’infini, vers une fonction R%-invariante.

(ii) Lorsque p =1, la famille B3, - f converge presque partout vers une fonction R%-
invariante. Si de plus la mesure m est finie, la convergence a liew aussi dans L'.
Lorsque m est une mesure de probabilité, la limite est ’espérance conditionnelle
E(f|Z) de f sachant la tribu T des invariants.

Remarque 3.1.4. — Pour toute fonction ¢ continue sur R? et tout = € R%, on a

1
3.1.2 z) = lim ——— y)dy.
(342 = I 1B ] o P

En utilisant le principe de Banach (voir Théoréme 1.2.1) et 'inégalité maximale faible
relative aux moyennes sur les boules, on obtient alors facilement le théoreme de
différentiation de Lebesgue : pour tout ¢ € L'(R?) et pour presque tout z € RY,
la propriété (3.1.2) reste vraie.

Remarque 3.1.5. — On peut aussi considérer la fonction maximale non centrée
définie par
1
*k
@ () = sup 7‘ / w(y)dy‘,

s B>z |B| B
ol B varie dans ’ensemble des boules contenant x. La comparaison des volumes des
boules de méme centre permet de montrer que

o < o < 2%
si ¢ > 0. L’opérateur maximal non centré relatif aux boules euclidiennes est donc, lui
aussi, de type faible (1,1).

Remarque 3.1.6. — La recherche des meilleures constantes pour les inégalités max-
imales est I'objet de nombreux travaux.

Dans le cas centré, et si d = 1, la meilleure constante C' pour 'inégalité maximale
faible (1,1) a été obtenue par A. D. Melas [Mel03]. C’est la plus grande racine de
I'équation 1222 — 22z + 5, c’est-a-dire C' = 11"175/671 = 1,5675208.... Le probléeme est
non résolu pour d > 1.

Pour l'inégalité forte de type (p,p) avec p > 1, la détermination de la meilleure
constante Cp, g est un probleme ouvert en toute dimension d > 1 dans le cas centré.
Dans cette direction, on sait toutefois qu’il existe une constante C), (indépendante de
d) telle que [[¢sl, < Cpll¢ll, pour tout ¢ € LP(RY) (voir [SS83]).



3.2. MESURES DOUBLANTES ET NON DOUBLANTES 47

Dans le cas non centré, si p > 1 et d > 1, la meilleure constante Cj, 4 telle que
o5 llp < Cpallelly pour tout ¢ € LP(RY) a été déterminée dans [GMS97]. Con-
trairement au cas centré, elle croit exponentiellement quand d tend vers l'infini.

3.2. Mesures doublantes et non doublantes

Dans cette section nous continuons 1’étude de 'opérateur maximal associé a des
moyennes sur des boules. Nous nous plagons dans le cadre général d’'un espace
métrique (X, d) localement compact, muni d’'une mesure de Radon positive m sur
les boréliens de X, c’est-a-dire une mesure borélienne finie sur les ensembles com-
pacts et intérieurement réguliere, dans le sens ol la mesure de tout borélien F est
égale au supremum des mesures des sous-ensembles compacts de F.

Nous verrons que si m possede, comme la mesure de Lebesgue, la propriété de
doublement du volume, alors les résultats obtenus en 5.1 se transposent grace au
lemme de Vitali.

On étudiera ensuite le cas d’une mesure de Radon positive m arbitraire sur X = R%.
Le lemme de recouvrement de Besicovitch permet d’établir une inégalité faible pour
I’opérateur maximal centré associé a m mais, en dimension d > 2, méme si la mesure
m est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, 'opérateur maximal
non centré n’est plus forcément de type faible (1,1).

On désigne par B(z,r) la boule ouverte de centre = et de rayon r. L’opérateur
maximal (centré) associé a m est défini, pour = appartenant au support Supp(m) de

/ fdm|
B(z,r)

ou f est une fonction borélienne intégrable sur X, ou de maniére plus générale
intégrable sur toute boule. Les valeurs de A* f(z) en dehors du support de m ne sont

m, par

A = B

pas significatives car on n’étudie en général cette fonction que m-presque partout.

On considérera également la fonction maximale non centrée définie sur le support
*k 1
A" f(z) = sup ——

de m par
dm
B>z m(B) /Bf

ou B varie dans ’ensemble des boules ouvertes contenant le point x.
La fonction A** f est semi-continue inférieurement. D’autre part la fonction maxi-

)

male centrée est mesurable. En effet, la propriété de continuité des mesures implique
que pour tout z € Supp(m), la fonction r — m‘fB(rﬂ fdm‘ est continue a
gauche sur ]0, oo[. Le supremum dans la définition de A* f(z) peut donc étre restreint
aux rationnels r. Il en découle que A* f est mesurable.
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3.2.1. Mesures doublantes sur un espace métrique. —

Définition 3.2.1. — On dit que la mesure de Radon positive m possede la propriété
de doublement s’il existe C' > 0 tel que pour tout z et tout r,

(3.2.1) m(B(z,2r)) < Cm(B(xz,r)).

Cela signifie que les boules B(z,7) et B(z,2r) ont une mesure comparable. Cette
condition entraine immédiatement que pour tout v > 1,

m(B(z,7r)) < C(y)m(B(z,1)).

Plus généralement deux boules de rayons comparables et d’intersection non vide ont
une mesure comparable. Ceci implique qu'une mesure doublante ne charge aucune
hypersurface (voir [Ste93]). Ceci entraine aussi que les opérateurs maximaux centrés
et non centrés sont comparables: si f > 0,

A f < A f < CA*S.

On est ici dans une situation un peu plus générale que X = R? muni de la mesure
de Lebesgue m, pour laquelle m(B(z, 2r)) = 2¢m(B(z,7)).

De nombreux résultats établis initialement pour des opérateurs associés a la mesure
de Lebesgue ont été ensuite généralisés a des mesures doublantes. L’une des raisons est
que le lemme de recouvrement de Vitali est tres adapté a l’étude de ce genre de mesure.
L’étude des opérateurs maximaux peut se faire dans ce cadre. Pour ’étude d’autres
opérateurs classiques associés & des mesures doublantes, voir [Ste93], [Ste70b].

Théoréme 3.2.2. — Si la mesure de Radon m a la propriété de doublement, les
opérateurs mazximauz centrés et non centrés sont de type faible (1,1).

Démonstration. — La démonstration est identique & celle du théoreme 3.1.2, qui
concerne le cas particulier ott X = R? et m est la mesure de Lebesgue. O

La propriété de doublement est utilisée deux fois dans cette démonstration: pour
comparer les deux fonctions maximales, et pour appliquer le lemme de recouvrement
de Vitali. Lorsque la mesure ne possede plus cette propriété, nous allons voir que seul
Iopérateur centré reste borné.

3.2.2. Mesures non doublantes sur R%. — Ici la mesure m est une mesure de
Radon positive sur X = R On ne suppose plus que la propriété de doublement est
satisfaite.

8.2.2.1. La fonction maximale centrée. — Le lemme de recouvrement de Besicovitch
est tres adapté & ce type de mesure. Pour des variantes de ce résultat, voir [Bes45,
Bes46, Bes47] et [Mor47]. Nous énongons et démontrons ce lemme.
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Théoréme 3.2.3 (Lemme de recouvrement de Besicovitch)
Soit E un ensemble borné de R®. On suppose donnée, pour tout v € E, une boule
B(x,ry) centrée en x. Alors on peut trouver une partie dénombrable D dans E telle
que

(i) la famille de boules (B(x,r4))zep recouvre E;

(ii) tout point de R? appartient ¢ moins de 2dx10% boules de la famille (B(x,74))zeD-

Remarque 3.2.4. — A la différence du lemme de Vitali, on n’impose pas aux boules
extraites d’étre disjointes. Par contre, la multiplicité du recouvrement est inférieure a
2d x 10%, et cette constante est indépendante du diametre de E. Ce lemme est adapté
aux mesures non doublantes car on ne change pas le rayon des boules.

Ce lemme est énoncé pour des boules euclidiennes. On peut prendre aussi des
cubes, ou des boules pour d’autres normes. On peut méme prendre des boules
associées a une famille infinie de normes, a condition que les excentricités soient
controlées. Ici les boules sont choisies ouvertes, bien que ce ne soit pas nécessaire.

Avant de démontrer le lemme de recouvrement, commengons par ’appliquer a
I’étude de la fonction maximale.

Corollaire 3.2.5. — Soit m une mesure de Radon sur R®. Alors l'opérateur mawi-
mal centré associé a m est de type faible (1,1).

Démonstration. — Nous reprenons la démonstration du théoreme 3.1.2, dont nous
conservons les notations. Au lieu d’utiliser le lemme de recouvrement de Vitali,
nous utilisons celui de Besicovitch. On extrait une sous-famille de boules B(x;,7;)
recouvrant ’ensemble K et de multiplicité inférieure & 2d x 10¢. Le calcul suivant
permet de conclure:

(k) < S m(Bar) <X [ flam

(@i,mi)

1 Z
Rd p

2d x 10¢
SM/ |f| dm.
|Rd

«

On a donc 'inégalité faible. O
La partie la plus difficile est la démonstration du lemme de recouvrement.

Démonstration. — Soit M le diametre de E. S’il existe un point z tel que r, > M, on
conclut directement puisque 'unique boule correspondante recouvre E. On suppose
donc dans la suite que les rayons 7, sont bornés par M.

Nous allons choisir ’ensemble D comme une réunion dénombrable d’ensembles finis
Dy, construits par récurrence, de telle sorte que Dy, soit inclus dans I’ensemble Ej, des
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x pour lesquels

M M
On choisit pour D; une famille maximale dans E; avec la propriété que, si z,y ap-
partiennent a Dy, alors

(3.2.3) d(z,y) > max(ry, ry).

Il résulte de cette propriété que les boules B(x,r;/2), pour € Dy, sont disjointes.
Or ces boules sont contenues dans I’ensemble borné des points a distance au plus M
de FE et sont de volume uniformément minoré. Elles sont donc en nombre fini, ce qui
entraine que D; est un ensemble fini.

Supposant ainsi choisis D1, ..., Dg_1, on choisit une partie Dy C E} qui est max-
imale parmi celles pour lesquelles I'inégalité (3.2.3) a lieu pour tout couple z,y ap-
partenant a la réunion des ensembles D;, prise pour j = 1,..., k. En particulier les
boules B(x,r,/2), pour x € Dy, sont disjointes, de volume uniformément minoré et
incluses dans un borné. L’ensemble D;, est donc fini.

Montrons que I’ensemble dénombrable D = Uy >1 Dy, possede les propriétés requises.
Si x € Ej n’appartient pas a Dy, la maximalité de cet ensemble entraine qu’il existe
y € Dj, avec j > k, tel que d(x,y) < max(ry,r,). En particulier x appartient a la
boule B(y,r,). Ceci permet de conclure quant & la propriété (i).

11 nous reste & montrer que la multiplicité du recouvrement est inférieure a 2d x 10<.
Soit x € R%. Pour tout entier k > 1, soit Iy = Iy(x) I'ensemble des y € Dy, tels que
d(y,z) < ry. Montrons tout d’abord que le cardinal de Ij est majoré par 5¢ pour
tout k& > 1. C’est une conséquence directe du fait que les boules B(y, 2,6%), pour
y € I, sont deux & deux disjointes et contenues dans la boule B(z, %) puisque
d(z,y) < 2,6%_1

Pour conclure, il nous suffit de montrer qu’au plus 2d x 2¢ des ensembles I},
sont non vides. Soit yi,¥2,...,y; une suite de points appartenant aux ensembles
Iy Iiys o o5 Iy, avec ky < kg < -+ < kj. Pour tout £ = 1,...,7, nous posons
e =Ty, de sorte que d(z,ys) < r¢. Nous ne savons pas si la suite ry est décroissante,
mais par contre les deux suites formées des termes pairs d’une part, des termes im-
pairs d’autre part, sont décroissantes. Si on considere les trois points x,y,; et yp
avec £/ — ¢ > 2, alors on a les inégalités d(z,ys) < re et d(x,yp) < r¢, tandis que
d(ye,yer) > 1. Nous allons utiliser la propriété de géométrie élémentaire suivante:

si, dans un triangle ABC, les cotés AB et AC ont une longueur inférieure a celle
du coté BC, I'angle de sommet A est supérieur a 7.

Il en résulte que, si uy désigne le vecteur unitaire colinéaire a y, — x et de méme
sens, alors pour tout couple ¢, ¢’ tel que |[¢ — ¢'| > 2, on a 'inégalité

(324) <Ug,Ug/> < 1/2,

ott le produit scalaire désigne ici le produit scalaire dans R?.
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Le reste de la démonstration consiste 2 donner une estimation du nombre maximal
K4 de vecteurs unitaires dans R? qui satisfont deux & deux & cette inégalité. Il résulte
en effet de la discussion précédente, en séparant les termes pairs et impairs de la suite
ye, que le nombre d’ensembles I, non vides est au plus 2K .

Un ensemble de vecteurs unitaires (ug) qui satisfont & la propriété (3.2.4) pour
tout £ # ¢', ou & une propriété du méme type portant sur les produits scalaires deux
a deux, est appelé code sphérique. Il est bien connu que leur nombre est majoré
par une constante dépendant de la dimension, et de nombreux travaux portent sur
I’obtention des meilleures majorations possibles. Dans le cas particulier des angles
/3, ce nombre coincide avec le “kissing number”, ou nombre maximal de boules
disjointes de rayon 1 qu’on peut placer autour de la boule unité. Ce nombre est connu
en petite dimension (voir Particle de synthése [PZ04] sur ces questions). Pour avoir
une majoration grossiere de Ky, il suffit de compter le nombre maximal de calottes
sphériques disjointes d’angle au centre % qu’on peut trouver sur la sphere unité.
Celui-ci est inférieur au rapport entre la surface de la sphere et la surface d’une telle
calotte sphérique. La majoration indiquée est obtenue par une minoration grossiere
de la surface de la calotte par la surface de sa projetée sur un plan perpendiculaire
a son axe de symétrie, c’est-a-dire par le volume en dimension d — 1 d’une boule de
rayon 1/2; tandis que la surface de la boule unité est majorée par 2d fois le volume
de la boule unité en dimension d — 1 : on peut majorer le volume de la boule unité
en dimension d par le volume du plus petit cylindre qui la contient, c’est-a-dire un
cylindre de hauteur 2. On trouve finalement que

Kq<dx?2%
O

8.2.2.2. L’opérateur mazimal non centré. — 1l s’avere que lorsqu’on décentre les
boules, I'opérateur maximal n’est plus borné en général, méme pour des mesures tres
régulieres. Un contre-exemple a été donné par P. Sjogren en 1983 [Sj683] en dimension
d > 2 pour la mesure gaussienne standard. Dans ce cas 'opérateur maximal n’est pas
de type faible (1,1).

Théoréme 38.2.6. — Soit la mesure dm(z,y) = e~ @*+v") dz dy sur R2. La fonction

maximale non centrée associée a m n'est pas de type faible (1,1).

Démonstration. — On rappelle que 'opérateur maximal non centré est défini par
dm
A f(x,y) = sup foi.
B3(z,y) m(B)

Soit f la fonction indicatrice de la boule euclidienne centrée en (0,a + 1), avec a
grand, et de rayon 6 < 1/a. Cette fonction approche la masse de Dirac en (0,a + 1).
Pour |s| < 1, soit B, la boule fermée de rayon 1 centrée au point (s,a + 1). Pour
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(r,y) € Bsonay>a+ (m ) On en déduit une estimation de la mesure de Bs:

1+s
/ / e Y dxdy—/ / eV’ dx dy
y>at 2507 =) y>atZ
1
>atzl T2 1 a

- f e —a2 —a2
ax d < <
/_1 - 2 ava " ava

Pour tout s € [—1, 1], I'intersection de la boule B avec le support de f a une mesure

<
_Za

comparable & 62. De plus sur le support de f, la quantité e~ V" est comparable a
e=(@+D? car § < a~L. Tl existe donc une constante assez petite C; indépendante de s
et a telle que [ fdm > C16%e” (@+)*  Donc pour tout (z,y) € [~1,1] x [a,a + 2],

(3.2.5) A f(xz,y) > Cray/ae® §%e~ (1),

Par ailleurs, on peut trouver une constante Cy telle que

m([~1,1] x [a,a + 2]) // ~@* ") 4y dy

a+2
>f/ J eydy>C —a®
“ e, a+2 a

Posons a = Cyay/ae® 62e~(@+1* et E, = {A**f > a}. Comme Jfdm < C362e—(@+D)’,

. ffdm 1 _a2
< —_— > — >
on voit que A C3/Cy aﬁe , alors que m(E,) > m([-1,1] X [a,a + 2]) >
c

fe*‘ﬁ. L’opérateur A** ne peut donc pas étre de type faible (1,1). O

L’opérateur maximal non centré est toujours de type faible (1,1) en dimension 1.
Nous reproduisouns ici la démonstration de [Sj683].

Théoréme 3.2.7. — Sur R, l'opérateur mazximal non centrée associé a une mesure
de Radon est de type faible (1,1).

Démonstration. — Soit f € L'(R,m). La fonction maximale non centrée est

A f(x) = ggm /Ifdm’.

Ici I est un intervalle. Par convention ﬁ J; fdm =0 si m(I) =0 donc on peut en

fait restreindre le supremum aux intervalles de mesure positive. Fixons a > 0 et soit

<i/1fdm‘.

S la famille des intervalles I tels que
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Il est clair que
E,={A"f>a}=|]JIL
Ies

Soit K C E,, avec K compact. Il est recouvert par une sous-famille finie S’ C S.
Nous allons extraire de S8’ une sous-famille d’intervalles disjoints de la fagon suivante.
Le premier intervalle I; est choisi de mesure maximale. Ensuite par récurrence on
choisit I, de mesure maximale parmi les intervalles de S’ disjoints de I1,...,Ix_1. Le
processus s’arréte, donc tout intervalle I =|a,b[ de S’ rencontre I'un des I;.

Nous allons avoir besoin d’agrandir chacun des I; =]a;,b;[. Pour tout ¢, on note
I =Ja},b[ le plus grand intervalle ouvert tel que m(Ja}, a;]) < m(I;) et m([b;, bf]) <
m(I;). Soit maintenant I =la,b[ un intervalle de &’ et soit iy le plus petit indice ¢
tel que I'N1I; # 0. Alors m(]a, a;,]) < m(I) < m(1;,), ce qui entraine que a > aj .
Par convention, la,a;] = 0 si a > a;,. De la méme maniere, b < bj . Finalement
on obtient I C I} . Les I} recouvrent donc I'ensemble K. Par définition de [}, on a
m(IF) < 3m(I;). Il s’ensuit que

() < 3 am(r) < 2 / |l dm.
O

Remarque 3.2.8. — Dans R, la fonction maximale non centrée associée & des cubes
paralleles aux axes est de type fort (p,p) pour p > 1, lorsque la mesure est un produit
tensoriel. Ceci découle aisément du théoreme 3.2.7 et du lemme d’interpolation de
Marcinkiewicz. Donc 'opérateur maximal associé a la mesure gaussienne est de type
fort (p,p) pour p > 1.

Nous allons donner a présent un exemple de mesure m pour lequel 'opérateur
maximal non centré n’est de type fort (p,p) pour aucun p > 1. On peut construire
dans R?, d > 2, une suite de boules euclidiennes ouvertes B;, i > 0, contenant le point
0, et telles que pour tout ¢ > 1 on ait un point z; € B; qui n’appartienne a aucune
des boules Bj, j # 4. Si lim;_ o ||#i]| = +00, la mesure m = 6o + > ,~, 05, est une
mesure de Radon. Soit f = 1p,. Pour tout ¢ > 1 on a -

m(Bo N Bz) 1
A** i > — = =
fla:) 2 m(B;) 2
Il s’ensuit que [|[A**f||, = +oc0. Or [|f|[, =1 < co et donc A** n’est pas de type fort

(p,p).

3.2.3. Fonction maximale dyadique et martingales. — Le dernier type de
fonction maximale auquel nous allons nous intéresser est la fonction maximale dyadi-
que. Nous allons voir que I'opérateur maximal dyadique est toujours de type faible

(1,1).
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Soit (D, )nez une suite de partitions de R%. On dit que c’est une suite de partitions
dyadiques si pour tout n, la famille D,, est formée de cubes dyadiques d’arétes 27"
et si chaque cube de D,, (encore appelé cube de la n-iéme génération) est obtenu a
partir d’'un cube Q de la génération précédente lorsqu’on découpe celui-ci en 27 cubes
dyadiques d’aréte moitié. Ces 2% cubes dyadiques de la n-ieme génération sont alors
appelés les fils du cube Q.

11 est clair que la famille F,, constituée par les réunions d’éléments de D,, est une
tribu. De plus {F,}ncz est une filtration croissante de tribus, engendrant la tribu
des boréliens.

Quitte a effectuer une translation et une dilatation, on peut supposer que les cubes
de Dy sont les translatés par Z% de [0, 1[? (si on choisit qu'ils soient “ouverts & droite”).
Les cubes de la génération n > 0 sont alors déterminés de maniere unique : ceux de Dy
sont les fils de ceux d’ordre 0, c’est-a-dire les cubes obtenus en divisant chaque cube

1

de Dy en 2¢ cubes de longueur 5. La famille D; est donc formée par les translatés

par %Zd de [0, %[d. On définit de maniere similaire les générations D,, pour n > 0.

A Topposé, il n’y a pas de maniere canonique de définir les cubes des générations
négatives. On commence par choisir un cube @ de longueur 2 contenant [0, 1[d, de
sorte que [0, 1[? soit I'un de ses fils. On a 2¢ choix pour Q. Par exemple Q = [—1,1[¢
ou Q = [0,2[% conviennent. Les cubes de D_; seront les translatés par 2Z¢ de Q.
On construit de la méme fagon les cubes d’ordre —2 a partir de ceux d’ordre —1. En
général, toutefois, on choisit D,, de sorte que 'un des cubes de cette génération ait
pour sommet 0.

La propriété fondamentale d’un réseau dyadique D est que si deux de ses cubes
@, R ne sont pas disjoints, alors I'un est inclus dans 'autre. Cette particularité est
déterminante dans les applications, par exemple dans I’étude de la fonction maximale
dyadique.

Soit m une mesure de Radon positive sur R%. La fonction maximale dyadique est
définie par

5@ = sup (fQ)‘ /Q fdm’.

Q3z, QeD M

Le supremum est pris sur les cubes Q) € D tels que = € Q.
Théoréme 3.2.9. — L’opérateur mazimal dyadique est de type faible (1,1).

Ce résultat est bien connu car c’est un cas particulier du lemme maximal de Doob
dans la théorie de martingales (voir [Nev72]).

Démonstration. — Supposons tout d’abord que m est une mesure finie. Quitte a
la normaliser, on peut supposer que c’est une mesure de probabilité. Pour établir
I'inégalité, il suffit de considérer une fonction f € L'(R? m) positive. Désignons
par F,, pour n € Z, la tribu engendrée par les cubes dyadiques de coté 27". Clest
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I’ensemble des unions de cubes de longueur 27". La suite (F,,) forme une filtration
croissante de tribus, dont la tribu asymptotique F, est la tribu des boréliens.

Nous changeons maintenant de notations en nous plagant dans un cadre proba-
biliste. La mesure m définit une probabilité P. La fonction X = f est une variable
aléatoire, et la suite

X, = E(X|F,)

est une martingale positive bornée dans L!. Elle converge donc m-presque partout
vers

E(X|Fo) = X.

Rappelons le lemme maximal de Doob:

Lemme 8.2.10. — Soient (X,)ncz une martingale positive et N € Z. Alors, pour
a >0,

1
[P<supXk>a) < — XndP

k<N a /{supk<N Xp>a}
Démonstration. — Pour démontrer cela, on introduit le temps d’arrét

T=1inf{k € Z; X}, > a} € [—00, +x],
de sorte que {7 < N} = {supy<y X > a}. Le lemme résulte alors du calcul suivant :

E(Xnlr<n) = Y E(Xn1.—p)

k<N
=Y E(E(Xn1r—k|F%))
k<N
=Y E(E(Xy|Fr)1r=k)
k<N
=Y E(Xplr—) > Y E(al,—)
k<N k<N
=aP(r < N).
O
Si on passe a la limite, on a
1
(3.2.6) P(sup X,, > a) < —E(X).
nez @

Pour notre choix particulier des tribus, ’espérance conditionnelle est

1
E(ZIF,)(x) = Lo(2) Zdm,
l(Q)Z—:T" “m@ /Q
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ou [(Q) est la longueur du cube dyadique @ € D. La fonction maximale dyadique
est donc égale au supremum des X,,. L’inégalité (3.2.6) est donc I'inégalité faible
cherchée :

m( gyf>a)§é/fdm.

La constante étant indépendante de la mesure finie m, le cas d’une mesure non finie
se traite par troncature de m. O

Remarquons qu’il existe un lien direct entre les inégalités maximales pour les
moyennes sur les boules de R? ou Z¢ et les inégalités maximales pour les moyennes
sur les cubes dyadiques. On peut montrer, mais nous ne le ferons pas ici, que les
théoremes 3.2.9 et 3.2.2 se déduisent naturellement I'un de 'autre. Ce lien entre
théorie ergodique et théorie des martingales a été brillamment utilisé par J. Bourgain
dans son étude des théoreémes ergodiques le long des suites arithmétiques [Bou89)].
On trouvera une description claire de ce principe et des applications intéressantes
pour la théorie ergodique des actions de Z¢ dans [JRWO03].

3.3. Suites doublantes d’un groupe

Nous nous plagons ici dans le cadre général d’un groupe localement compact G
a base dénombrable d’ouverts, muni de sa mesure de Haar a gauche. La suite des
boules euclidiennes de centre 0 et de rayon n sur R? sera alors remplacée par une
suite (F},) de parties boréliennes relativement compactes de GG, de mesure de Haar
|F,] non nulle. Nous considérons la suite (A4,,) des opérateurs de moyenne sur F,. Si
 est une fonction localement intégrable sur GG, nous avons donc

1
Auple) = /F o(g2)dg.

Notons A la fonction modulaire du groupe G. Comme
1
s@gfcdg=7/ ¢(g)dyg,
[, #toms =55 [, o0

1
|an| Fpx

on voit que

(3.3.1) Anp(z) ©(g9)dg.

L’opérateur maximal est défini par
A%p(x) = sup [Anp(z)|.
n

Nous allons voir que I'inégalité de type faible (1,1) obtenue dans le théoréme 3.1.2
pour les moyennes sur les boules centrées euclidiennes de R? reste valable dans notre
situation, a condition que la suite (F},) soit croissante et conserve la propriété de
“doublement de volume” suivante, introduite par Tempel’'man [Tem67] :
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Définition 3.3.1. — On dit que la suite (F},) de parties boréliennes relativement
compactes de G satisfait a la condition de Tempel’'man s’il existe une constante ¢ > 0
telle qu’on ait :

Vn>1, |F7YE,| <c|F,|. (T)

Cette condition est réalisée pour la suite (B,,) des boules euclidiennes de centre 0 et
de rayon n dans R? puisque B, ! B,, = Ba, et |Ba,| = 2¢|B,|. Le théoréme ci-dessous
appliqué & cette situation donne donc l'inégalité (3.1.1) avec la constante ¢ = 2¢ au
lieu de 3¢.

Théoréme 3.3.2. — Soit (F,) une suite croissante de parties boréliennes relative-
ment compactes de G satisfaisant a la condition (T). Soit ¢ € L*(G). Alors, pour
tout « > 0, on a

C
{A%p > a}| < 5”50”1-

Démonstration. — Puisque A*¢ < A*|p|, on peut supposer que @ est positive ou
nulle.
Pour tout N entier, posons Ayp(x) =  max App(z). On commence par remar-

quer qu’il suffit d’établir I'inégalité

e >l < = [ ela)ds

pour tout entier N > 1. De plus, compte tenu de la régularité de la mesure de Haar,
il suffit de démontrer que

(3.3.2) |K| < gL@(Q)dg

pour toute partie compacte K contenue dans {A% ¢ > a}.
Fixons un tel K. Pour tout € K, il existe un entier i(z) avec 1 <i(xz) < N et

(3.3.3) a|Fyzyz| < / ¢(9)dg.

N
Ecrivons K = U K; ou les K; sont choisis deux a deux disjoints et tels que
i=1

alFx| S/ |f(g)|dg pour x € K; et 1 <i < N.
Fix

La stratééie pour établir (3.3.2) & l'aide des inégalités (3.3.3) consiste & sélectionner,
par un procédé de type Vitali, un nombre fini de translatés a droite de chaque F; par
des éléments de K;, 1 < i < N. On commence par choisir les translatés de la plus
grande partie, Fiy, et on procede dans ’ordre décroissant, de fagon que les translatés
des F; choisis soient deux a deux disjoints et “recouvrent assez” K pour permettre
d’évaluer sa mesure. Dégageons ce résultat sous forme de lemme.
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Lemme 3.3.3. — Soient Fy,...,Fy et Kq,...,Ky des parties relativement com-
pactes de G. On suppose que la suite (F;)1<i<n est croissante. Alors il existe des
parties finies Dy, Dn_1,..., D1, respectivement contenues dans Ky, Kn_1,...,K3
telles que

(1) les translatés Fyz, x € D;, j =1,...,N sont deuz & deuz disjoints ;
N N

(i) | JKic |JF'FD;.
i=1 j=1

Démonstration. — Nous commencgons donc par sélectionner les translatés de Fiy en
considérant une partie maximale Dy C Ky telle que Fyx N Fyy = () si et y sont
deux points distincts de Dy. Notons que I'ensemble Dy est fini puisque les Fnz,
x € Dy, ont la méme mesure de Haar a droite, sont deux & deux disjoints, et sont
contenus dans la partie Fiy K, relativement compacte et donc de mesure finie.

Nous choisissons maintenant Dy _1 maximale dans Ky_; telle que les translatés
Fn_1x avec x € Dy_; soient deux a deux disjoints et ne rencontrent pas FyDy =
UyeDN Fyny. Si Dy,Dyn_1,...,Dg11 sont choisis de cette fagon, nous sélectionnons
de méme une partie (nécessairement finie) maximale Dy, de K}, telle que les Fyx, x €
Dy, soient deux a deux disjoints et ne rencontrent pas J ik F;D;. Nous procédons
ainsi jusqu'a k = 1.

Ainsi les Fjo, « € Dj, 5 = 1,...,N sont deux a deux disjoints. Pour tout 7,
montrons que K; C Ujvzl F;leDj. Soit © € K;. Il existe j > ¢ et y € Dj tel que
F,xNFjy # 0. En effet, ou bien x € D; et on prend j =i et y = x, ou bien « ¢ D;, et
I’assertion résulte de la maximalité de D;. Donc x appartient & F; ' F;D; avec i < j,
et on conclut en utilisant 'inclusion F; C Fj. O

Pour terminer la démonstration du théoreme 3.3.2, observons que si la suite (F;)
vérifie la condition (7"), alors

‘FZ'_lFi$| = A(JZ)|FZ_1FZ| < CA(],‘)|F1| = C|FZ$|

pour tout z. Nous avons alors, en prenant les D; donnés par le lemme précédent,

N N
K| <> > |F7 ' Fa|<ed ) |Faf

i=1zeD; i=1 zeD;
e c
< — dg < — .
Sy Y /F_mm) 9 < Zliglh
1=1xz€D; g
O
Remarque 3.3.4. — Dans le cas ou la suite (F},) n’est pas supposée croissante, la

démonstration précédente s’adapte aisément, lorsque la condition (7') est remplacée
par la condition plus forte suivante introduite par Shulman : il existe une constante
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c > 0 telle

n
V=1, |[|JF " Fal < dFl. (T")

i=1
Si (F),) est une suite satisfaisant & la condition de Tempel’'man (ou & la condition
(T")) et si de plus c’est une suite de Fglner, les théorémes ergodiques du chapitre 2
s’appliquent aux opérateurs de moyenne sur les parties F;,. Observons cependant que
les propriétés de Tempel’'man et de Fglner sont indépendantes. Pour une discussion
du fait que la condition de Tempel’'man n’entraine pas la propriété de Fglner nous
renvoyons par exemple & [Eme74]|. Dans Pautre direction, voici un exemple simple

d’une suite de Fglner sur le groupe Z pour laquelle le théoreme ergodique ponctuel
de Birkhoff est faux.

Ezemple 3.3.5. — Soit X = {0,1}% muni du produit m des mesures (6o + d1)
sur chaque composante, et soit ¢ le décalage défini par (tx), = z,+1 pour tout x =
(n)nez € X. Cette transformation ¢ est bijective et elle préserve m. On considére
Paction correspondante de Z sur X. Afin de construire une suite de Fglner (F,)
sur le groupe Z, mettant en défaut le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff, on
se donne une suite (¢,,) de nombres entiers strictement positifs qui tend vers l'infini
suffisamment lentement pour que Z 2% = +o00. On pose L, = 2?2—01 l; et
n>0

F,={14+Ln,2+ Ly,..., 4, + L,}.

La suite (F},) est de Fglner, mais si f désigne la fonction caractéristique de I’ensemble
des suites (z,)nez telles que zyp = 1, on voit facilement que la suite des A, f =

i Z f ot* diverge presque siirement. C’est en effet une conséquence du lemme de
" keF,
Borel-Cantelli puisque les variables aléatoires A, f sont indépendantes. Il n’y a donc

pas d’inégalité maximale pour cette suite de Fglner (F,).

En fait, on peut méme construire des exemples de suites de Fglner croissantes pour
lesquelles le théoréme ergodique est faux. On pourra consulter 'article [BL85] sur ce
sujet.

Remarque 3.3.6. — La question de l'existence, sur tout groupe moyennable, de
suites de Fglner croissantes satisfaisant en méme temps a la condition de Tempel’'man
est donc naturelle. E. Lindenstrauss a donné un exemple de groupe résoluble (et
donc moyennable) qui ne posséde pas de telles suites [Lin01]. Il s’agit du produit
semi-direct Z x <@iez Z/2Z) ou Z agit par décalage sur le groupe ®;czZ/2Z des
applications & support fini de Z dans Z/2Z.

Cet exemple concerne un groupe a deux générateurs, a croissance exponentielle. On
ne sait pas s’il s’agit d’un fait vérifié plus généralement par tous les groupes discrets
moyennables, avec un nombre fini de générateurs et a croissance exponentielle.
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En revanche, pour tout groupe localement compact G a génération compacte et
a croissance polynomiale, la situation est tres claire. Soit B un voisinage compact
de I'élément neutre tel que |J_, B™ = G. En combinant des idées de Guivarc’h,
Jenkins, Gromov, Losert, Mostow et Wang, on montre (voir [Tes05]) que G admet
une croissance polynomiale stricte : il existe un entier » > 0, indépendant du choix
de B, et C' > 1 tels que, pour tout n, on ait

Cn" < |B"| < Cn'".

En particulier, la suite (B™) posssede la propriété de doublement : |B?"| < C?2"|B™|.
Donc, si B = B™!, la suite (B") posséde la propriété de Tempel’'man. Par ailleurs,
R. Tessera a démontré que (B™) est une suite de Fglner(!).

Ainsi, grace au théoreme 3.3.2 et aux résultats du chapitre 2, le théoreme ergodique
de Wiener 3.1.3 s’étend au cas d’un tel groupe G lorsque la boule B(0,1) dans R? est
remplacée par n’importe quel voisinage symétrique compact de e dans G qui engendre
G. Pour plus de détails nous renvoyons a [Tes05] ou [Bre07].

Nous allons maintenant considérer le cas des suites (F),) sur un groupe locale-
ment compact, possédant une propriété plus faible que la condition de Shulman,
et également introduite par cet auteur. Cette notion de suite, dite tempérée, est
intéressante pour les raisons suivantes : 1'inégalité maximale de type faible (1, 1) reste
encore valable pour ces suites, et de plus tout groupe moyennable possede des suites
de Fglner tempérées. Nous consacrons la section suivante a 1’étude de cet important
résultat d’E. Lindenstrauss.

3.4. Suites tempérées

Définition 3.4.1. — Une suite (F,) de parties relativement compactes d’un groupe
localement compact G est dite tempérée s’il existe une constante ¢ > 0 telle qu’on
ait :
n
V=1, [ Bl < Pl ()
i=1

Cette condition () ressemble a la condition (7”). Elle est toutefois plus faible et
beaucoup plus facile a réaliser.

Lemme 3.4.2. — Tout groupe moyennable G posséde des suites de Folner tempé-
rées.

(M Tout cela se déduit aussi du résultat récent de E. Breuillard, établissant que la croissance poly-
nomiale est méme exacte : il existe une constante C(B) > 0 telle que lim,, . |B™|/n" = C(B).
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Démonstration. — Soit (F),) une suite de parties relativement compactes dans G de
mesure strictement positive, telle que pour toute partie compacte K, on ait
KF
lim K F] =1
ntoo ||

(voir 2.1.6). Il suffit d’en extraire une sous-suite (F,,,) telle que pour tout k on ait

k
’( U Frz—i1>Fnk+1‘ < 2|Fnk+1|'
i=1
O

Enongons maintenant le théoreme maximal relatif aux moyennes sur les suites
tempérées. Les notations sont celles de la section 3.3.

Théoréme 3.4.3 (E. Lindenstrauss, [Lin01]). — Soit (F,) une suite tempérée
dans un groupe localement compact G, formée de parties boréliennes relativement com-
pactes, de mesure strictement positive. Alors il existe une constante ¢’ ne dépendant
que de la constante ¢ apparaissant dans la condition (S), telle pour tout ¢ € L'(G)
et tout o > 0, on ait

CI
{4 > a}l < Sl

La démonstration de Lindenstrauss, qui utilise un lemme de recouvrement de na-
ture probabiliste, sera exposée dans le paragraphe 3.4.2. Pour le lecteur non proba-
biliste, nous allons commencer par donner la démonstration proposée par Ornstein et
Weiss dans le cas ot G est discret [Wei03].

3.4.1. La démonstration de Ornstein et Weiss. — Elle est basée sur le lemme
de recouvrement 3.4.4 ci-dessous.

Démonstration du théoréme 3.4.3 ; cas ot G est discret. — Soit ¢ une fonction pos-

itive dans L!(G), et soit & > 0. On choisit N > 1 et une partie finie K C {A%¢ > a},
N

partitionnée sous la forme K = U K;, comme au début de la démonstration de la

proposition 3.3.2. Pouri=1,... Z]\:/',1 on a donc

(3.4.1) Ve € K;, olFx| < /F »(g)dg.

8 1
Nous allons montrer que | K| < (C;) / »(g)dg, ce qui suffit pour obtenir I'inégalité
@ G

maximale, comme on ’a déja remarqué dans la démonstration de la proposition 3.3.2.
Comme dans cette démonstration, nous allons sélectionner successivement des trans-
latés a droite Fyx, avec z € K;, dans l'ordre décroissant des indices. On va procéder
ici de fagon que les translatés choisis pour un méme F; ne se recoupent pas trop, que
leur réunion soit assez grosse, et que les translatés de parties F; et F; avec ¢ # j aient
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une intersection vide. Chaque étape s’appuie sur le lemme suivant, que I'on appli-
quera avec E = G, en prenant pour Ei,..., E; les translatés a droite d’une méme
partie finie de G, et pour p la mesure de densité ¢/« par rapport & la mesure de
comptage sur G.

Lemme 3.4.4. — Soient E un ensemble, et Fn, ..., E; des parties finies de EI. Soient
v € N* et p une mesure positive sur E tels que

(i) v < p(E;) pour1 <i<I;
(ii) i 1g,(x) < v pour tout x € E.
Alors Zifem’ste une partie D de {1,...,1} telle que
(3.4.2) 1<4p(| J E:) et [Dv<4p(|]E)
i€D ieD
La premiere inégalité de (3.4.2) signifie que U;ep F; est assez gros, et la deuxieme

indique que les F;,i € D, ne se recoupent pas trop.

Démonstration. — On peut supposer v > 2, car si v = 1 la condition (ii) montre que
les E; sont disjoints et le résultat est évident. L’ensemble D est défini par récurrence.
On part de i(1) = 1. On suppose choisis i(j) pour j < k, et on choisit pour i(k + 1)
le plus petit entier <[, strictement supérieur & i(k), tel que

k

P(Eies1y \ U Ei;) = %p(Ei(k+1))v
j=1
si un tel entier existe. Sinon, on arréte le processus et on pose D = {i(1),...,i(k)}.
Observons que
(U B> 23 pmy = 12,
wp  2iep -2

l l
Si de plus [D| > —, on a aussi p( U E;) > 3 et les conditions (3.4.2) sont réalisées.
v
i€D
Il reste & examiner le cas ou |[D| < I/v. Posons U = J;cp Ei, et notons D
I'ensemble des entiers i, 1 < ¢ < [, qui n’appartiennent pas & D. Sii € D, on a

1
p(E;NU) > ip(EZ-), autrement dit

1
[ 16 @0(a)dota) = So(E).
E
En utilisant I'hypothese (ii) et en sommant sur i € D, on obtient

vp(U) = 5D p(Ei),
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d’ou, grace a (i),
|D| 1—|D| _ 1 1

l
5= 230z

p(U) =
O

Revenons-en a la démonstration du théoreme 3.4.3 dans le cas discret. Nous com-
mencgons par sélectionner les translatés de Fiy en appliquant le lemme 3.4.4 aux en-
sembles Fyz pour € K et & la mesure p de densité ¢/a, avec v = |Fy|. D’apres
(3.4.1), la condition (4) est réalisée. De plus, le nombre de translatés Fnx qui conti-
ennent un élément donné g € G est majoré par le cardinal de g~ ! Fiy, c’est-a-dire par
|F'v|, ce qui assure (ii). Grace a ce lemme, on peut trouver une partie Dy de Ky
telle que

Notons f(N_l Iensemble des © € Kn_1 tels que Fy_1z N FyDy = 0. Pour le
choix des translatés de Fy_1, on distingue deux cas :
1

— ou bien |I}VN,1| < 5

Dn_1=0);

— ou bien |Ky_1| > §|KN,1\, et alors on applique le lemme 3.4.4 aux translatés

|Kn_1] et on ne sélectionne pas de translaté de Fy_; (ainsi

Fy_q1z avec x € f(N,l : on choisit Dy_1 C f(N,l tel que
|[Kn_1] < 8p(Fn—1Dn-1) et |Dy_1||Fn-1| <4p(Fn-1Dn-1).

Observons que Fy_1Dy_1 N FxDy = 0.

Apres la k-ieme étape, on dispose d’un ensemble J, C {N —k+1,..., N}, formé
des j pour lesquels on a pu sélectionner des translatés de I, et pour chacun de ces j,
d’une partie D; C K telle que les F;D; soient deux a deux disjoints avec

(3.4.3) K| < 8p(F;Dj) et |D;||Fj| < 4p(F;D;).

On note alors Ky_, I'ensemble des z € Kxn_, tels que

Fyx() (| FD;) =0.

J€Jk
- 1 < pos . . . -
Si |Ky—g| < §|KN_k|7 on passe & I’étape suivante, sinon, on choisit Dy_, C Ky_x
tel que
|Kn—&| <8p(Fn_xDn-k) et [Dy_i|[Fn_r| <4p(FN_rDn_p).

La construction s’arréte apres la N-ieme étape. On pose J = Jy et on désigne par
J Tensemble des j € {1,..., N} n’appartenant pas & .J. D’apres (3.4.3), on a

(3.4.4) S IK;| < 8p( | FiDy).

JjeJ jeJ
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Par ailleurs, si i € .J, au moins la moitié des g € K; sont dans
U F'ED;.
JEJj>i
Il en résulte qu’au moins la moitié de | J;.7 K; est contenue dans
-1
U (U EYHED;.
jeTG>1 1<i<y

En utilisant le fait que (F),) est tempérée, puis la deuxieme inégalité de (3.4.3), on

obtient
Zuﬁlgzﬂ U (U FHED;

ieJ Je€J,j>1 1<i<y

<2 > [(U FHED|

JEJj>1  1<i<j

<2 Y (U mYHE|ID;

jeJj>1  1<i<j

<2e) |Fj||ID;| < 8¢d p(F;D;).
jeJ jeJ

Finalement, en utilisant (3.4.4) on trouve

8(c+1
K| < 8+ 0p(@) = XD [ og)ag.
« el
O
3.4.2. La démonstration de Lindenstrauss. — Dans cette section G est & nou-

veau un groupe localement compact a base dénombrable d’ouverts, muni de la mesure
de Haar a gauche A. Pour un borélien B, on notera également |B| sa mesure de
Haar a gauche. On utilisera aussi la mesure de Haar a droite Ay sur G définie par
Aa(B) = A(B71). Si G est discret on prendra pour A la mesure de comptage et alors
Ad = A

La démonstration de E. Lindenstrauss repose sur un lemme de sélection probabiliste
jouant le role du lemme de recouvrement de Vitali. L’idée de la construction mise en
ceuvre dans ce lemme est la suivante.

Un compact K, réunion disjointe de boréliens K;, 1 < ¢ < N, est donné dans G
ainsi que la famille (£}, 1 < i < N) de compacts. Pour chaque indice i, 1 <i < N,
la famille (F;h, h € K;) est une famille de translatés de F;. On sélectionne alors
successivement, de maniere aléatoire, pour i = N, N — 1, ... ,1, une partie finie de
K;, donc une famille finie de translatés de F;. Ces sélections sont réalisées a ’aide de
mesures ponctuelles aléatoires dont les supports sont des sous-ensembles discrets de
G qui sont, en un certain sens, équirépartis dans G. Si les densités de ces ensembles
aléatoires sont convenablement choisies, on obtient que, en moyenne, les translatés
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des ensembles F; ainsi sélectionnés ne se recoupent pas trop et recouvrent un ensemble
de mesure assez grande relativement a la mesure de K.

Avant d’énoncer ce lemme, précisons une notation. Soient (€2,.4,P) un espace

probabilisé, ¥ une variable aléatoire sur ) et A un événement de A. Si P(A4) # 0, on

E(Y14)

note E(Y|A) = )

A. SiP(A) =0, on pose E(Y]A) = 0.

I’espérance de Y pour la probabilité conditionnelle sachant

Lemme 3.4.5. — Soient un réelc > 0, un entier N et des parties compactes Fy, ..., Fy
de G telles que, pour 1 <k < N, on ait

} U F;le+1|§C|F}C+1‘.

1<i<k

Soit un réel § > 0 vérifiant, dans le cas ot G est discret, §/|F;| < 1 pour tout

1 <i¢ < N. Soient, d’autre part, des boréliens relativement compacts Ky, ..., Ky de
G.

Il existe un espace probabilisé (0, A,P) et, pour tout élément w de Q, des par-
ties finies Dy(w), Dn—1(w), ..., D1(w) respectivement contenues dans les ensembles
Kn,Kn_1,...,Ky, telles que, si on considére sur Q) X G la fonction de comptage

N
A(w7g) = Z Z 1Fih(g)7
=1 heD;(w)
alors

(i) la fonction A est mesurable sur Q x G ;
(ii) pour tout g € G, on a E(A(g)|A(g) > 1) <144 ;

S N
(i) E( | A)ixe) = 5| UKl
i=1

Comme on le voit, la condition (ii) exprime bien que les translatés des F; qui ont
été sélectionnés ne se recoupent pas trop et la condition (iii) qu'ils recouvrent un
ensemble de mesure assez grande relativement a la mesure de Ufil K.

Donnons-nous d’abord quelques outils de nature probabiliste.

Définition 3.4.6. — On dit qu'une mesure de Radon p sur G est une mesure ponc-
tuelle si elle est de la forme p = ", d4, ol (g;) est une famille localement finie de
points de G. On dit que c’est une mesure ponctuelle simple si les points g; sont
distincts. L’ensemble M), des mesures ponctuelles sur G est muni de la plus petite
tribu rendant mesurables les applications p +— p(B), pour tout borélien B de G.

Une mesure ponctuelle aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A4, P) et a
valeurs dans G est une application mesurable = de (€2, .A) dans M,,.
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Une mesure ponctuelle aléatoire 7 a valeurs dans G définit donc, pour tout borélien
B, une application mesurable w — 7(w, B) & valeurs dans NU{+o0}. Si 7 est simple,
7(w, B) est le cardinal de B N supp(w(w)).

Définition 3.4.7. — Nous dirons qu’'une mesure ponctuelle aléatoire m a valeurs
dans G est une mesure ponctuelle aléatoire homogéne (m.p.h.) de parametre 6, (0 <
0 < 1), si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) Pour toute suite (Bj,. .., By,) de boréliens disjoints de G, les variables aléatoires
7w(B1),...,7(By,) sont indépendantes.
(ii) Pour tout borélien B de G, de mesure de Haar finie,
1. si G est un groupe discret, m(B) est une variable aléatoire binomiale de
parametres (A(B), 0) ;
2. si G n’est pas discret, 7(B) est une variable aléatoire de Poisson de
parametre 0\;(B).

Dans le cas ou GG n’est pas discret, on ne fait que redonner la définition d’un proces-
sus ponctuel de Poisson sur G d’intensité 4. Dans le cas ou G est discret une m.p.h.
de parametre 6 s’obtient en considérant une famille (X,),e de variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes de parametre 6 et en posant m(w) = > g Xg(w)dg. Dans
les deux cas, presque surement, la mesure 7 est simple et son support est un en-
semble localement fini de points de G. En moyenne, on a E(7w(B)) = 6A4(B). Plus
généralement, si B est un borélien de G et 1 une fonction mesurable positive sur G,
on pourra écrire

el Y uw | ([ voir) =6 [ vioano).
h€ BNsupp(T) B B
Comme on le voit, le support d’'une m.p.h. sur G constitue, que G soit discret
ou non, un ensemble aléatoire de points de G qui sont, d’une certaine maniere,
équirépartis dans G.
Nous aurons aussi besoin des majorations suivantes concernant les lois binomiales
et de Poisson.

Lemme 3.4.8. — Soit Y une variable aléatoire réelle qui suit la loi de Poisson de
parameétre « ou bien la loi binomiale de paramétres (n,p). On a, dans les deux cas,

E(Y]Y > 1) < 1+E(Y).

Démonstration. — Si on explicite I'expression E(Y'|Y > 1), on est ramené a vérifier
@
selon le cas I'inégalité ——— < 1+ « ou bien I'inégalité L < 1+mnp. Ces
1—e @ 1-—(1-pn
vérifications sont élémentaires. O

On a, plus généralement,
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Lemme 3.4.9. — Etant donné a > 0, soit Y wune variable aléatoire définie sur un
espace probabilisé produit

(Q, A, |P) = (Ql, Al, [Pl) X (Qz, .AQ, [Pg)
telle que, pour tout we € Qa, la variable aléatoire wy — Y (w1,ws) suive une loi de
Poisson de moyenne a(ws). St a(wz) < a pour tout we € Qg, alors E(Y]Y > 1) <
1+a.
De méme, si pour tout wy € g, la variable aléatoire wy — Y (w1,ws) suit une loi
binomiale de moyenne majorée par o, on a encore E(Y|Y > 1) <1+ a.

Démonstration. — Dans le cas de variables de Poisson on a, si P(Y > 1) > 0,
E(Yly>;) — E(®Y)
P(Y>1) P >1)
_ fY(wl,WQ)d[Pl(wl)d[Pg(WQ)
S 1y >1y(wi,w2)dPy (w1)dPy(w2)
__ Jo(w)dPs(ws)
J (@ —eme@2))dPs(w2)

EY]Y >1) =

Mais, comme on I’a vu dans le lemme précédent,
alws) < (1 —e @21 4 a(wy)) < (1 — e 2@2))(1 4 a).

Et donc, en intégrant par rapport a P,

dP
J a(ws)dPa(w2) <1ta
J (1 = emol@2))dPy(ws)
Le cas des variables binomiales se traite de méme. O
Démonstration du lemme 3.4.5. — Venons-en maintenant a la démonstration propre-

ment dite du lemme 3.4.5.

Soit une suite (m;; 1 < i < N) de mesures ponctuelles aléatoires homogenes sur
G définies sur des espaces probabilisés (€;, A;,P;) et respectivement de parametre
0; = §/|F;|. Ces mesures aléatoires définissent sur 'espace probabilisé produit

QAP = J] (i AP
1<i<N
des m.p.h. indépendantes si on pose, pour w = (w1, ...,wn), Tj(w) = ;(w;).

Fixons w € et décrivons un algorithme conduisant a la définition de la suite
DN((,U), ey Dl(w) a partir des données (Fj)lgjgN et (Kj)lﬁjSN'

Comme on le verra, a chaque étape ¢ de cet algorithme, on définit ’ensemble D;(w)
en effectuant une sélection aléatoire parmi les translatés de F; qui ont été conservés
a ce stade, c’est-a-dire ceux qui sont disjoints des translatés Fjh, h € D;(w), des
ensembles F; d’indice j > i, sélectionnés aux stades antérieurs.
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Pour cela, on part de 'indice j = N pour lequel on pose f(j (w) =Kj et Kilj (w) =
Kisil<i<j.
On effectue alors les opérations suivantes.

I On pose Dj(w) = K;(w) N supp(mj(w)).
II. Pouri<j—1 on pose

Kijjo1(w) = {h € Kyjj(w); Fih 1 F;Dj(w) = 0}

et Kj1(w) = Kj1;-1(w)-
III. On remplace j par j — 1 et on retourne a l’étape I jusqu’a ce que j = 1.

On remarquera que, pour 1 < j < N et 1 < i < j—1, les ensembles f(i‘j_l(w)
et Kj_l(W) ne dépendent que des coordonnées wy,...,w;, c’est-a-dire des mesures
aléatoires my, ..., m;.

Posons, pour tout 1 < 57 < N,

(3.4.5) Ajlw.g)= D> leale)= > 1

he€D;(w) heF; ' gND;(w)

et
N
Aw,g) = ZAj(w,g)-

Nous admettrons, sans entrer dans les détails, que cette fonction A est bien mesu-
rable (condition (i) du lemme).

Par construction, pour j # j’, les éléments de la famille {F;h ; h € D;(w)} sont
disjoints de ceux de la famille {Fj h ; h € Dj(w)}. Il en résulte que, pour tout w, les
fonctions g — Aj(w, g) ont, pour des indices distincts, des supports disjoints.

Vérifions alors la condition (ii) du lemme 3.4.5.

Pour j = N et pour tout g € G, Ax(g) = 7n(Fy' gNKy) est une variable aléatoire
binomiale ou de Poisson d’espérance

_ 1) _
E(An(9)) = E(rn(Fy'gN Kn)) = Tl |/\d(Fng NKn)
< L AlFy'g) = o MalFR) =
| Fy | | Fy |

Par application du lemme 3.4.8, on obtient
E(An(9)|AN(g) 2 1) < 1+0.
Pour j < N on peut écrire de méme
Aj(w,g) = mj(w, F g N Kj(w))

ou, plus précisément,

Aj(wag) - Wj(wjaFj_lgnKj(wNw",wj—‘rl)) :
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Pour chaque (wy,...,wjt1) fixé, la variable aléatoire w; — Aj(w,g), est binomiale

0 ~ ]
ou de Poisson, de moyenne W)\d(FJflg NKj(wn, .. wjy1)) < WACI(F{IQ) =4.
J J
Donc, d’apres le lemme 3.4.9,

E(A;(9)IAi(9) = 1) <1+06.

Comme les événements {A; > 1} et {A; > 1} sont incompatibles si j # j/, on a
alors

N
E(A(g)lA(9) 2 1) = Y E(A;(9)lA;(9) = DP(A;(9) = 1|A(g) 2 1)

j=1
<149,

ce qui montre la condition (ii) du lemme 3.4.5.

Vérifions maintenant la condition (iii). Le raisonnement se fera par récurrence sur
I'entier N.

Soit A la fonction modulaire sur G. On voit d’abord que

([ avton) =rE< > |FNh|> - |FN|[E< > A(h))

heDn heDyn
_|Fy| [E( A(g)dmm) |

(3.4.6)

Ky
Par définition de la m.p.h. 7y, cette derniére expression vaut

5
|Fn] A(g)=—dXal(g) =0 dA(g).
Kn |FN| Kn

Finalement

(3.4.7) £ ([ Avtone ) = ol

ce qui prouve (iii) dans le cas ou N = 1.

Supposons alors, par hypotheése de récurrence, que I'inégalité (iii) est vérifiée pour
lentier N — 1.

Soit By la sous-tribu de A des événements qui ne dépendent que de la coordonnée
wy de w. Pour une variable aléatoire positive Y sur 2, ’espérance conditionnelle
sachant By est alors simplement donnée par

[E(Y‘BN)(CL)N) = / Y(wl, N ,wN)d[Pl(wl) N d[PN—l(wN—l)-

QX XQn_1

Comme la variable An(g) est By-mesurable, on a
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E( [ M@ By) =

/AN )dA(g)| By ) +[E(/G NZIA] /\(g)|BN)
:/GAN( )aA(g) (/G ;AJ JAA(9)[B).

Sachant By, c’est-a-dire pour wy fixé, nous pouvons appliquer I'hypothese de
récurrence a (Fj)1<j<ny—1 et aux ensembles (Kjy_1(w))i1<j<n—1 qui, comme on I'a
remarqué, ne dépendent en fait que de wy. On en déduit que

(3.4.8) /A )dA(9)|Bn) (w /szwg)dA +1+ §|U jIN-1(w

D’autre part, 'ensemble K jIN—1(w) est, par construction, 'ensemble des éléments h
de K tels que F;h ne coupe pas FyDy(w). Autrement dit

Kjn-1(w) =K; \ F;'FxDy(w),

d'ot
N-1 N_1 N_1
Q Gin-1() > ( Q K5\ ( Q F By ) Dy ().

On utilise maintenant le fait que la suite (F ) 1<j<N est tempérée. On obtient ainsi

’(UFlFN)DN ’<‘UF1FN) Y AR

heDn (w)

SC‘FN| Z A

h€D N (w)
A partir de 'inégalité (3.4.8), on déduit alors la relation
E([  Modg)IBy) @)
geG

N-1

E/GAN(w,g)d)\(g)-i-l_fCéO U —clFyl Y A )

heDn(w)
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En prenant I'espérance des deux membres de cette inégalité et en utilisant le calcul
de E(Y,ep,, A(h)) fait en (3.4.6) ainsi que I'égalité (3.4.7), il vient

E (/G A(g)d)\(g)) > §|Kn|+ ﬁo jblKj} - C5|KN|)

5 N
= 1+ ¢ ’ U K; ’
j=1
Ceci termine la démonstration du lemme 3.4.5. O

Démonstration du théoréme 3.4.3. — Voyons, pour finir, comment on déduit le théo-
reme 3.4.3 du lemme de Lindenstrauss 3.4.5.

Soit ¢ une fonction positive dans L!(G) et soit a > 0. Reprenons le début de la
démonstration du théoréme 3.3.2, avec les mémes notations. Nous avons une famille
K;, 1 <1 < N, de parties de G deux a deux disjointes, de réunion K et vérifiant,
comme en (3.3.3),

Ve € K;, alFz| S/ ©(g)dg.
Fiz

Appliquons le lemme 3.4.5 avec 6 = 1. Grace au théoreme de Fubini et a la
propriété (ii), on a

E (/G A(g)@(g)dg> = /Gw(g)fE(A(g))dg < 2/ ¢(g)dg.

G
D’autre part, en utilisant (3.3.3), on obtient

E (/G A(g)gp(g)dg) =[E Z Z /ih@(g)dg

1<i<N heD;

>oE | Y Y |Fh|| =aE </GA(g)dg>.

1<i<N heD;

D’o11, avec la minoration (#i¢) du lemme 3.4.5

1Y 1
£ ([ A0etot) 2 e | U Kl = oI

On en déduit finalement que

1+c¢
K| <2 /Gso(g)dg

@
et on termine, comme en 3.3.2, la démonstration de 'inégalité maximale. O
Notice bibliographique. — Les premiéres inégalités maximales pour des suites (F},)

de parties d’un groupe G remontent & Hardy et Littlewood [HL30] pour des suites
d’intervalles de R et & Wiener [Wie39] pour des suites de boules de R?. La propriété de
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doublement de volume sur un groupe non abélien fut d’abord considérée par Calderén
[Cal53], puis les moyennes relatives & des suites (F;,) de plus en plus générales ont
fait ’objet de nombreuses études. En particulier, a partir de la fin des années 1960,
beaucoup de travaux sont consacrés a l'obtention d’inégalités maximales a l'aide de
lemmes de recouvrement. Le théoreme 3.3.2 est dii & Tempel’'man [Tem67] dans la
cas ol le groupe est unimodulaire et & Emerson [Eme74] dans le cas général. Le
résultat le plus récent et le plus frappant sur ce sujet est celui d’Elon Lindenstrauss
[LinO01] présenté dans la derniére partie de ce chapitre.

Les inégalités maximales ont été beaucoup développées dans le cadre de la diffé-
rentiation des intégrales, vue maintenant comme généralisation du théoreme de diffé-
rentiation de Lebesgue, et aussi comme outil fondamental de la théorie de Calderén-
Zygmund, les opérateurs maximaux “contrélant” d’une certaine fagon les opérateurs
d’intégrale singuliere. Le lecteur pourra consulter les ouvrages de E. Stein [Ste70a]
et [Ste93], et les travaux mis en référence dans ce dernier. Il faut mentionner en par-
ticulier les inégalités a poids, qui se sont révélées jouer un role fondamental dans la
théorie de Calderén-Zygmund apres la découverte, faite par Muckenhoupt, qu’il était
possible de caractériser tous les poids w pour lesquels 'opérateur maximal construit a
l'aide des boules et de la mesure de Lebesgue dans R? s’étend en un opérateur continu
dans LP(R?, wdx). Sion remplace les boules de R? par des rectangles de cotés paralleles
aux axes dans la définition de la fonction maximale, il n’y a plus d’inégalité faible
(1,1). Cérdoba et R. Fefferman ont toutefois développé des lemmes de recouvrements
adaptés [CFT5] et [CSr79]. S’il n’y a pas de lemme de Vitali ou de Besicovitch pour
les rectangles, on peut citer le lemme de Journé [Jou88, Jou86], qui joue un role fon-
damental dans la théorie de Calderén-Zygmund & plusieurs parametres, actuellement
en plein développement (voir [Lac07, MPTTO06] pour ne citer que des publications
récentes). Lorsqu’on considere la fonction maximale relative aux rectangles dans
toutes les directions, il n’y a plus d’inégalité maximale (p,p) pour p < oo : les contre-
exemples, qu'on peut déja trouver dans les oeuvres de Busemann et Feller [BF34],
reposent sur la construction par Besicovitch d’un ensemble de Kakeya, c’est-a-dire
d’un ensemble de mesure nulle contenant des segments de droite de longueur fixée
dans toutes les directions (voir [Ste93]). La fonction maximale de Kakeya est rela-
tive aux tubes dans R? dont le rapport entre le diametre et la longueur est supérieur
a 0. La conjecture dite conjecture sur la fonction maximale de Kakeya porte sur le
comportement de la norme de 'opérateur maximal associé lorsque d tend vers 0. Il
y a eu regain d’intérét pour ce probleme du fait de ses relations avec le probleme
de Kakeya, qui porte sur la dimension de Hausdorff d’'un ensemble de Kakeya (de
dimension 2 dans le plan, mais le probléeme analogue multidimensionnel est ouvert).
On peut consulter larticle de synthése de Tao [Tao01] sur les ensembles de Kakeya.

Une mesure non doublante est typiquement une mesure supportée dans une sous
variété de R%. De telles mesures sont beaucoup moins faciles & étudier que la mesure
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de Lebesgue. C’est un fait remarquable que 'opérateur maximal centré reste borné.
Depuis une vingtaine d’années on s’est apergu que d’autres opérateurs que 1’on con-
sidérait habituellement uniquement pour la mesure de Lebesgue restaient bornés dans
les espaces LP lorsque la mesure n’a plus la propriété de doublement. Au départ on a
établi de tels résultats pour la transformée de Hilbert, puis cela a été généralisé aux
opérateurs de Calderén-Zygmund. La propriété de doublement est alors remplacée
par une condition de Ahlfors: u(B(z,r)) < 7% k < d. A la base de ces résultats,
il y a I’étude des opérateurs maximaux associés a des mesures non doublantes, et
un lemme de recouvrement adapté, le lemme de recouvrement de Besicovitch (voir
[Bes45, Bes46, Bes47| et [Mor47]). L’étude de la transformée de Cauchy dans ce
cadre a permis, par exemple, de résoudre la conjecture de Vitushkin, et celle de la semi-
additivité de la capacité analytique. Voir [Tol01la, Tol01b, NTV97, MMNOOO]
pour un apergu de 'utilisation des mesures non doublantes, ainsi que les références
présentes dans ces articles.

On trouve récemment beaucoup d’utilisations des réseaux dyadiques et de la fonc-
tion maximale associée, notamment en vue de ’étude des opérateurs de Calderén-
Zygmund. Nous renvoyons & [NTVO02] pour plus de détails. On peut trouver des
généralisations des réseaux dyadiques & d’autres ensembles que R? dans [DMO0O].






CHAPITRE 4

UN EXEMPLE: LE GROUPE DES AFFINITES

Nous étudions dans ce chapitre les propriétés ergodiques de ’action du groupe
Sy des affinités de R?, appelé aussi groupe affine. Nous ne présentons pas une
théorie achevée, mais nous exposons plutot un certain nombre d’exemples et quelques
problémes ouverts.

Comme tous les groupes résolubles, le groupe S, est moyennable. Nous poursuivons
ici deux objectifs :

1) déterminer des suites de Fglner de nature géométrique ;
2) étudier 'opérateur maximal pour certaines familles naturelles de sous-ensembles
de Sd.

Le groupe Sy n’est pas unimodulaire. Par conséquent sa croissance est exponen-
tielle (voir 2.1.7), ce qui signifie que pour tout voisinage compact B de 'origine on
a lim |B"\’17 > 1. Dans ce cas, (B™) n’est pas une suite de Fglner (voir la remarque
2.1.8). Observons par ailleurs que Sy s’identifie de maniére canonique a 'espace hy-
perbolique (voir appendice D). Les boules géodésiques constituent donc une famille
naturelle d’ensembles a étudier. La aussi, nous verrons ce n’est pas une famille de
Fglner.

Une construction générale de familles de Fglner, valable dans tout groupe locale-
ment compact moyennable, a été proposée par Greenleaf [Gre73], mais ici il est facile
de trouver des suites de Fglner de nature géométrique simple dans le cas du groupe
des affinités (Proposition 4.2.1).

En ce qui concerne la question des inégalités maximales, nous ne considérons que le
cas de 'action de Sy sur lui-méme (opérateurs de convolution). On voit apparaitre un
phénomene nouveau du au fait que le groupe Sy n’est pas unimodulaire. Si £ est une
famille de parties d’un groupe localement compact G, on peut considérer (comme nous
Pavons fait jusqu’ici) I'opérateur maximal A* relatif aux moyennes sur les translatés
a droite Fg des éléments E de &£, mais aussi 'opérateur M* relatif aux moyennes sur
les translatés a gauche gFE. Lorsque le groupe G est unimodulaire et que les parties
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sont symétriques (i.e. E = E~!) les deux opérateurs ont le méme comportement. Il
n’en est plus de méme si G n’est pas unimodulaire. Ainsi les théoremes de Stréomberg
et Clerc-Stein montrent que 'opérateur maximal M™ pour les moyennes a gauche sur
les boules hyperboliques est de type faible (1,1) et (donc) borné sur LP, p > 1. En
revanche on verra que 'opérateur maximal A* pour les moyennes & droite sur ces
mémes boules n’est de type faible (p,p) pour aucun p > 1.

Observons que les translatés a gauche de ces boules sont encore des boules hy-
perboliques puisque la métrique est invariante a gauche ; il est par conséquent tres
naturel d’étudier pour eux l'opérateur M*. Toutefois, le théoreme de transfert ne
s’applique qu’aux translatés a droite.

Ce chapitre présente un panorama des résultats connus (avec un résultat nouveau
en 4.4.4) sur les inégalités maximales pour les opérateurs de moyenne associés a des
familles de sous-ensembles de Sy. Il est divisé en cing parties. La premiere décrit
rapidement la structure du groupe des affinités Sy, ses mesures de Haar et son lien
avec ’espace hyperbolique. La deuxieme partie montre que les boules géodésiques ne
constituent pas une famille de Fglner et donne une construction de suite de Fglner
dans le groupe Sy. Dans la troisieme, on étudie 'opérateur maximal pour les moyennes
associées aux translatés a gauche des boules hyperboliques. Dans la quatrieme partie,
on s’intéresse aux inégalités maximales pour d’autres familles de sous-ensembles du
groupe des affinités, dont certaines vérifient aussi la propriété de Fglner. Cela nous
permettra d’énoncer, dans la cinquieme partie, un théoreme ergodique pour les actions
de Sy, relatif a une suite de Fglner non tempérée.

4.1. Structure du groupe des affinités

Nous commencons tout d’abord par quelques rappels sur le groupe des affinités.
Soit d un entier strictement positif. Le groupe Sy est 'ensemble des applications de
R? dans lui-méme de la forme z — ax + b (avec a > 0 et b € R?), muni de la loi de
composition des applications. Cet ensemble est identifié & R? x R% , en notant (b,a)
I’application précédente. Ainsi le produit est donné par

(bya)(b',a") = (b+ab',ad").
On distinguera deux sous-groupes de Sy, le sous-groupe N des translations,
N = {ny = (b,1) (i.e.x +— x +b);b € R},
isomorphe au groupe additif R%, et le sous-groupe A des homothéties,
A={(0,a) (i.e.x— ax);a € R},

isomorphe au groupe multiplicatif R} . Le plus souvent nous écrirons nya au lieu de
(b,a). La relation

(b7 G/)nc(b> a)_l = Nac
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montre que N est un sous-groupe normal de Sy. Le groupe Sy apparait comme le
produit semi-direct N x A de deux groupes abéliens. C’est donc un groupe résoluble.

L’action de Sy sur R? se prolonge en une action & gauche sur le demi-espace
supérieur

HI = {2 = (2,9); 2 € R, y >0} =R x RY.

Pour g = (b,a) € Sy et z = (x,y) € H¥*! on pose gz = (ax + b, ay) = az + (b,0).
Cette action de Sy sur H%+! est simplement transitive. Ainsi Sq et H%t! s’identifient
par I'application g — go oi1 0 = (0,1) € H¥*!. Notons que A agit par homothéties et
que N agit par translations horizontales (cf. fig.1).

y az gz =az+ (b,0)

z
|

|2
[Rd

FIGURE 1. L’action du groupe affine sur H¢+!.

Cette action est isométriqgue sur H?*t! muni de la métrique hyperbolique ds? =
%. Cela définit une métrique invariante a gauche sur S;. En particulier, la
mesure de volume dz = da dy/y?*! donne une mesure de Haar \ invariante & gauche
sur Sg. Sion écrit dn et da/a pour les mesures de Haar sur N ~ R? et A ~ R%.

respectivement, la mesure de Haar a gauche est
dA\(na) = a4 dn da.
La mesure de Haar invariante a droite est alors donnée par
d\g(na) = a= ' dnda
et la fonction modulaire A de S; par

~ dM\g(na)

En particulier, S; n’est pas unimodulaire. On notera que si on utilise la décomposition
Sy = AN, dans laquelle I’élément g = an; correspond au point (ab,a) de H4+1, les
mesures de Haar sont données par

d\(an) =a"tdadn et dig(an) =a?"ldadn.

A(na) dA(na) a=?.

Pour ¢ € R, on pose a; = (0, e*). On utilisera, suivant les cas, les deux paramétrisations
de S; données par
(z,t) € RY X R nga; = (x,e')
et
t

(2',t) € RY X R ayny = (e'a’, el),
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pour lesquelles on a respectivement
d\(nga;) = e~ dxdt, dg(nga;) = dzdt

et
d\(ang) = dtda’,  dhglagng ) = et dtda’.

4.2. Suites de Fglner dans le groupe des affinités

4.2.1. Etude de la famille des boules hyperboliques. — Nous commengons
par démontrer que les boules B,. de Sy, centrées a ’élément neutre et de rayon r pour
la métrique hyperbolique, ne peuvent pas former une famille (& un parametre) de
Fglner & gauche sur Sq (V). En effet, B, s’identifie & la boule hyperbolique B(o,r) =
{z € H¥*1:d(0,2) < r}. Cette boule est la boule euclidienne de centre 2, = (0,ch r)
et de rayon sh r (voir la formule (D.3.1) de I'appendice D).

Y
aB,
B, chr
BN {(z,y), e " <y<ee "}
x

FIGURE 2. La boule B(o,r).

Or, d’une part, lorsque r tend vers 400, le volume de la boule B, est estimé par
(4.2.1) AB,) = cd/ (shs) ds ~ cqe?.
0

D’autre part, pour toute homothétie a € S; de rapport et > 1, 'ensemble B,\aB,
contient dans sa partie inférieure I’ensemble

B, N{(z,y);e " <y<ee "}
dont le volume croit encore avec la variable r comme c(t)ed” pour une constante
A(Br\aB,)

c(t) > 0. Par conséquent, le rapport —————=
) A(B,)

ne tend pas vers 0 (cf. fig. 2).

On peut remarquer que, plus généralement, une suite (B,,) de sous-ensembles radi-
aux de Sy ne peut former une suite de Fglner sur S;. En effet, le groupe des isométries
directes de I’espace hyperbolique H¥t! s’écrit G = NAK , o K = SO(d + 1) est le
stabilisateur de o. Si (B,,) était une suite de Fglner a gauche de Sq = N A, formée de
parties radiales, alors la suite (B, K) serait une suite de Fglner dans le groupe G, ce

(D Etant symétriques, elles ne forment pas non plus une famille de Fglner & droite.
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qui est impossible puisque le groupe semi-simple G n’est pas moyennable.

4.2.2. Construction de suites de Fglner. — Nous nous placons d’abord en di-
mension 2 (i.e. d = 1) et nous recherchons des suites de Fglner formées de rectangles.
Si Ay, As, By et By sont des réels donnés avec 0 < A; < As et By < By, on note
Ra, 4, B,,B, le rectangle

RAl,Az,Bl,Bz = {(xay) € [HQ;Bl <z< B27A1 <y< AQ}

Comme pour les boules hyperboliques, une suite de rectangles ne peut former
une suite de Fglner a gauche. En effet, remarquons tout d’abord que I'image d’un
rectangle par une affinité est encore un rectangle, puis choisissons une homothétie a
de rapport strictement plus grand que 1. Pour tout rectangle R = R, a,,B,,B, avec
aA; < As, Pensemble R\aR contient alors (au bord pres) le rectangle Ra, q4,,8:.B,

1
dont Paire hyperbolique vaut (B — By) (A — A) . Cette aire ne peut étre rendue
1 aAy
1 1
négligeable relativement & laire totale de R, qui vaut (By — By) ( i A) . D’autre
1 2

part, si ad; > As, on a R = R\aR.
Cependant, nous allons voir qu'il est possible de trouver des suites de rectangles
formant des suites de Fglner a droite. Notons tout d’abord que si R = R, 4,,B,,B,5

Ao dy

Ad(R): A, Y

Bo A2
/ d‘I:(Bngl)hlf
B, Ay

Pour une affinité g = (b, a), et pour Ay *, Ag, | By|, | Bo| suffisamment grands, ’ensemble
RgN R, ou Rg est I'image de R par l'action a droite de g sur R, est un quadrilatere
@, représenté en gris ci-dessous dans le cas a > 1 et b > 0,

aAg T |
I Rg /i
I I
I I
Az : |
R / I I
aAl — : { :
Ab————
1 ! ! 1 ! ! x
By , Bi+bAy By, | By+bA,
Bl + bAl B2 + bAl

Fi1cURE 3. Un rectangle et son translaté.
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On a dans ce cas,
Az dy Bg b
A(©Q) :/ dy dz = Aa(R) — (Bs — By)Ina — 2(As — aAy).
aAq Yy Bl+l%y a

Ceci implique

Xa(R) —~ In(Ay/A1)  a(By— Bi)In(Ay/A;)

Le calcul s’étend en dimension supérieure. Pour fixer les idées, dans ce chapitre

)\d(Q) 1 Ina b(AQ — aAl)

nous choisissons comme norme sur N ~ R? la norme donnée par ||z|| = maxj<;<4 |-

Proposition 4.2.1. — Soient A > 1,B > 0. Notons Pg 4 le parallélépipéde de Sq
défini par

1

Alors la suite de parallélépipédes (Pp,, a, )n>1 forme une suite de Folner & droite sur
d

\ . . . n__
Sq dés que nhj& A, =400 et que nlirgo 7355 A

Notons qu'on a Pg a4 = Ry 4,4,—p,p pour d = 1. L’exemple le plus simple d’une
suite satisfaisant a ces conditions est la suite de parallélépipedes P, ,,n € N*, définie
par

Pmn:{(b,a)eSd;Hb <n, Saﬁn}.

S|

et plus généralement la suite
1
Pos ., = {(b,a) € Sq; bl < n?, = <a< n}
n

lorsque 6 > 1.

et et
n n
Pn,n Pnﬁ,n
1/n 0 1/n 0
n " * P AR
FIGURE 4

La suite croissante (P,,5 ,,) n’est pas tempérée au sens de la définition 3.4.1 (adaptée
au cas ol la mesure de Haar est invariante & droite). En effet, considérons I’ensemble

E, = P(n—i—l)",n-&-l (Pnﬁ,n)il

- {<b+ab’,aa’> Bl < (n+ 1), Y]] < nd,
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On a l'inclusion suivante, pour tout n € N*:
{(at/,an); ||t/ <nPH 1 <a<n+1} CE,.
On en déduit, en utilisant 'invariance a droite de Ay, que

n+1 da
Na(E) > |B0,n%)] / alt,

1
ot B(0,r) désigne ici la boule de rayon 7 pour la norme ||-|| sur N ~ R? et |B(0,7)]

désigne son volume euclidien. Comme son volume croit comme %, on obtient

Ma(En) > endPH) (n 4 1)1
que ’on ne peut pas dominer par
Xi(Pni1)s ng1) = ¢ (n+1)% In(n 4 1).

Ceci démontre 1’assertion.

Remarque 4.2.2. — Terminons cette section en remarquant que d’apres la propo-
sition 4.2.1, pour tout 8 > 1, la suite ((P,5,,) "')n>1 est une suite de Folner a gauche
sur le groupe affine S;. Mais elle n’est pas tempérée, comme on vient de le voir.

L clest-a-

Dans la suite, on utilisera la famille de sous-ensembles F’ = (Posr or)~
dire
FP = {ngay; ||z]| < e, Jt] <7},

Dans la décomposition Sqy = N A ce sont des “trapézes”, mais en utilisant les coor-
données (2',t) de S; données par la décomposition S; = AN, on obtient les paral-
lélépipedes (cf. fig.5),

Ff = {atnx/; ||l'/H S eﬁr, |t‘ S ’I"}.

FIGURE 5. F¥ en coordonnées (z,e?) et en coordonnées (z’, ')
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4.3. Inégalités maximales pour les boules hyperboliques

Le but de cette section est de démontrer que I'opérateur maximal M™* pour les
moyennes sur les translatés a gauche gB, des boules de ’espace hyperbolique réel
H 9+ est borné sur LP pour tout 1 < p < 400 et de type faible (1,1).

Comme nous n’avons jusqu’a présent considéré dans ce livre que des moyennes sur
des translatés a droite, nous commengons par quelques remarques sur les différences
entre moyennes a droite et moyennes a gauche.

4.3.1. Moyennes a droite et a gauche. — Etant donné un sous-ensemble mesu-
rable E d’un groupe localement compact G tel que 0 < A(F) < +oo, on peut con-
sidérer les deux opérateurs de moyenne

4529 = 577 L. #0)N) = 3755 [ ela'a)axe)

et

Mge(g) = A(glE) /gE ©(g") dA(g") = A(lE)[Eso(gg/)d/\(g’)-

Le premier opérateur est associé aux translatés a droite de E par 'action de G et
le second opérateur est associé aux translatés a gauche de E par l'action de G.

Ce sont des opérateurs de convolution. Rappelons que si ¢ et ¥ sont deux fonctions
sur G et si A est la fonction modulaire de G, alors

o xP(g) = / o(h) (k1 g) dA(h) = / o(gh™) (k) A1) dA(R).
G G
Plus généralement pour toute mesure positive p sur G, on a
px(g) = / P g) dp(h) et @ p(g) = / olgh™) AR dpu(R).
G G
1g

A(E)
tion & gauche ¢ — f[ig * ¢ par la mesure de probabilité jip et Mg est 'opérateur de

Notons pg la mesure de probabilité d)\. Alors Ag est lopérateur de convolu-

convolution a droite ¢ — ¢ * (Afig) par la mesure Afig.

Pour un groupe unimodulaire G, I'application qui a une fonction ¢ associe la
fonction ¢ définie par ¢(g) = ¢(g~ ') est une isométrie de tous les espaces LP(G, \).
Si € est une famille de parties mesurables de G, la relation

(4.3.1) App(g™") = Mp-14(9)

montre alors que les opérateurs maximaux Ag et MZ_, associés respectivement a
{Ag; E€&}eta {Mg; E7! € £} sont simultanément bornés sur LF(G, \).
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Il n’en est pas de méme sur un groupe non unimodulaire tel que Sy. En effet,
Pégalité dA(g) = drg(g) = A(g~") dA(g) montre qu'il faut introduire ’application
Iy:p— A_%gb
pour obtenir une isométrie de LP(G, \).

Si p est une mesure de probabilité sur G, nous noterons dans la suite M,, I'opérateur
défini par
Myup(g) = /G e(99") dp(g).
On a ainsi Mg = M,,. Dans un groupe non unimodulaire, la relation (4.3.1) doit
étre remplacée par
IpOAE:MI;( OIp

et I’étude des opérateurs de moyenne Ap se ramene a celle des opérateurs de convo-

KE)

lution & droite relativement aux mesures Z;(ug), £ € £, ou

T (ue)(d9) = 8% (9) () = 2 AT (g) ).

Comme on le voit, ces opérateurs different sensiblement des opérateurs de moyenne Mg.
Pour éviter toute ambiguité, soulignons que dans la suite les opérateurs M* et A*
seront toujours étudiés sur Sy muni de la mesure de Haar invariante a gauche .

4.3.2. Inégalités maximales pour les boules hyperboliques. — Dans cette
section, B(z,r) désigne la boule hyperbolique de centre z € H9*+! et de rayon r > 0 et
| B(z, )| son volume hyperbolique. On note M, 'opérateur de moyenne sur les boules
de rayon 7 défini, pour toute fonction ¢ € L} (H4!, dz), par

1
Myp(2) = 5 p(2)d2'.
" ‘B(Z7T)| B(z,r)
Lorsque H*! est identifié avec Sy et le point z = go avec laffinité g € Sy, la
boule B(z,r) s’identifie avec gB, ou B, = {¢’ € Sy; d(0,¢'0) < r}, et Popérateur de
moyenne M, apparait comme 'opérateur de convolution a droite sur Sy :

Myplg) = @ / , #l8) axg) = @ /B olog) AN

L’opérateur maximal M* est défini sur L} (Ht1 dz) = L} (Sa, \) par

M*p = sup [M,¢|.
r>0

L’inégalité LP pour M* a été démontrée par Clerc et Stein [CS74]. Par la suite
Stromberg [Str81] a établi inégalité de type faible (1,1). Evidemment I'inégalité
L? avec 1 < p < 400 résulte par interpolation de I'inégalité de type faible (1,1) et
de l'inégalité triviale L*°. Nous commencons néanmoins par la démonstration due
& Clerc-Stein [CST4] de l'inégalité L (1 < p < +oo) dans la mesure ol elle met
en lumiere le role du phénomene de Kunze-Stein sur les espaces hyperboliques On
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donnera ensuite la démonstration de I'inégalité de type faible (1,1) due & Stromberg
[Str81] telle qu’elle est présentée dans [ADY96).

Théoréme 4.3.1. — L’opérateur maximal M* est de type faible (1,1) et il est borné
sur LP (1 <p < o0).

Pour démontrer ce théoréme, on commence par analyser le comportement du vo-
lume des boules hyperboliques. Le volume de B, vérifie

d+1 " pour r petit

e pour r grand

ou f1 < fo signifie que le rapport fi/f2 est borné supérieurement et inférieurement
par des constantes strictement positives. Nous allons étudier séparément la partie
locale

1
My = s —_— Nde
o) = s s [ el

et la partie a grande échelle

1
M p(z :supi/ (2] ds
(2) SUP B B(m)' ()]

de la fonction maximale M*p. Comme
M*p < Myp+ MZ e

les inégalités LP et de type faible (1,1) pour M*¢ résulteront de celles obtenues pour
MG et M .

La partie locale s’étudie comme dans le cas euclidien traité dans le chapitre 3
puisque le volume possede la propriété de doublement local,

A Bar) < cgA(B,), 0<r<R.

Par contre, puisque le volume a une croissance exponentielle pour les grands rayons,
la propriété de doublement du volume n’est plus satisfaite a 'infini. L’apport original
du travail est la démonstration du fait que la fonction maximale M2 ¢ est bornée
sur LP(H9t! dz) pour 1 < p < +oo et de type faible (1,1). Dans une premiére
étape, on va comparer ponctuellement M* ¢(z) avec un opérateur de convolution a
droite ¢ — ¢ x 7(z) sur Sy, dont le noyau 7 est radial et posséde une décroissance
exponentielle précise,

7(g) < c exp(—dp(9g)),

ou p désigne la distance a lorigine : p(g) = d(0,g0). Dans une seconde étape, on
démontrera que de tels opérateurs de convolution sont bornés dans L? (1 < p < 400)
et de type faible (1,1).

Nous commencons par la comparaison avec l'opérateur de convolution.
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Lemme 4.3.2. — Pour tout ¢ € L'(Sq, \), ¢ > 0, et pour tout g € Sy, on a

Miplg) <0 4r(o) = [ plog (e N
Sa
0t 7(9) = M Bmax(p(g),1))  Vérifie
7(g7") =7(9) = O(exp(—dp(g))), quand p(g) — oc.

Démonstration. — On a l'inégalité évidente

Méow(g)Zigrf ; 1)\3("153;)90(99')d>\(9')< /S sup 1;3(’;3 ;)w(gg’)dA(g’).

Pour tout ¢’ € Sy, il est clair que si p(g’) > 1 alors

15,(9) < 1
A(By) = MByg)’
tandis que si p(¢’) < 1, on a
1p,(¢) . 1

A(Br) N )‘(Bl)
puisque r > 1. On obtient bien

sup 15,(9")
r>1 A(BT)

L’estimation (4.2.1) du volume des grandes boules termine la démonstration. O

—1
< A(Bmax(p(e),1)) -

Introduisons le noyau symétrique k(g) = e~%(9) et posons

Tela) = o+ ko) = [ olag)e ) a\(@).
d

Théoréme 4.3.8. — L’opérateur T est de type faible (1,1) et borné sur LP (1 <

p < 00).

Le théoréme 4.3.1 se déduit immédiatement du lemme 4.3.2 et du théoréme 4.3.3.

Démonstration du théoréme 4.3.3.

a) L’inégalité LP pour 1 < p < +o0o. — Elle va résulter du phénomene de Kunze-Stein
sphérique transféré de H4+! & Sy.

Ce phénomeéne remarquable a été découvert par Kunze et Stein [KS60] pour le
groupe SL(2,R) : si 1 < ¢ < 2, le produit de convolution par tout élément 1) de
L(SL(2,R)) est continu de L?(SL(2,R)) dans L?(SL(2,R)) ). Par la suite, Stein
[Ste70c] et Herz [Her70] ont établi la méme propriété pour tout groupe de Lie
G semi-simple, connexe, de centre fini, a condition de prendre ¢ bi-invariante sous
Paction d’un sous-groupe compact maximal. Finalement, Cowling [Cow78] a obtenu

(2)On comparera ce résultat avec le fait que LI(R%)  L2(R?) C L2(R?) si et seulement si ¢ = 1.
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ce résultat pour tout ces groupes, sans la restriction de bi-invariance (voir [Cow97],
pour un article de synthese).

Désignons par L%#(Sy) le sous-espace des fonctions radiales dans L(Sy). D’apres
ce que nous avons rappelé, et avec un argument supplémentaire d’interpolation, nous
voyons que pour 1 < g < p < 2, il existe ¢ > 0 tel que, pour tous ¢ € LP(Sy) et
Y € LT4(S,), on a

(4.3.2) I Dllp < cllellpll9llg-

Nous appliquons ce résultat au noyau radial 1) = k ci-dessus. On vérifie facilement
que k appartient & tous les espaces L%#(Sy) (1 < ¢ < +00). En effet, la mesure
invariante a gauche s’écrit

d\ = (shp)?dpdo
en coordonnées polaires, out do est la mesure usuelle sur la sphere unité (voir (D.1.1)
dans 'appendice D). La quantité

k]2 = e / exp(—qpd) (sh p)1dp
0

est finie si et seulement si ¢ > 1.

Fixons p €]1,2]. Soit q tel que 1 < ¢ < p. Comme k € L%¥(S,), 'opérateur T' est
borné sur LP(Sy) d’apres I'inégalité (4.3.2). Par ailleurs, le noyau k est symétrique.
Par dualité et symétrie de Popérateur, on voit que T est borné sur L¥’ (S4) pour tout

2 < p' < 4o0. Ceci termine la démonstration de I'inégalité LP (1 < p < o0). O
b) L’inégalité faible (1,1). — Pour la démontrer, nous allons utiliser les deux paramé-
trisations

g = nya; = ayng avect € R, z, 2’ € RY

de Sqg = NA = AN. Rappelons que dans ces coordonnées, la mesure de Haar invari-
ante & gauche s’écrit d\(g) = e"¥dxdt = dtda’.
On a la majoration

(4.3.3) e 9 < cyem P (2)),
ot P, est le noyau de Poisson euclidien de R? :
1
Pz =cg———, ' €R%
N ey

Ici |2| désigne la norme euclidienne de 2/ € R?. Cette majoration résulte de la formule

suivante (voir (D.3.2)) : pour tout g € G avec g = azn,s, on a
t
ch p(g) =ch t + %|x’|2.

On est amené naturellement a introduire les deux opérateurs suivants :

lp(g) = /R plgna) Pr(x)da et Ap(g) = /[R o(gas)e= dt.
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Ce sont des opérateurs de convolution a droite, le premier par le noyau de Poisson

Py(z) sur la composante R? de Sy et le second par la mesure de Lebesgue & poids

e~ dt sur la composante R de Sy.

Lemme 4.3.4. — L’opérateur 11 est une contraction sur LP(Sq,\) pour tout 1 <
p < +o0.
Démonstration. — Cela résulte du fait que Pj(z)dz est une mesure de probabilité

sur R? et que la mesure de Haar invariante & gauche X est aussi invariante par les
translations a droite par les éléments de N. O

Pour 'opérateur A, nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.3.5. — L’opérateur A est de type faible (1,1). Plus précisément, pour
toute fonction ¢ € L'(Sq, \) et pour tout o > 0, on a

H@H
Ayp| > L
M{IAgl 2 a}) < 512
Démonstration. — Revenons a la paramétrisation g = npas de Sg = N A. Soit ¢ une
fonction positive dans L!(S4, A). Un calcul simple établit la formule
Ap(nzas) = edsAgo(ngC),
qui sera cruciale pour obtenir I’inégalité faible. Pour o > 0, on pose
Eo={g9€S4; Ap(g) =2 a}.
On a, d’apres la formule précédente,
o ={9g=nzas € Sq; x € RY et s> so(ng)}

avec
L(lna —InAp(ng)) si Ap(ng) >0
so(ng) = .
+oo si Ap(ng) =0.
On en déduit que

+oo 1
AMEq) 2/ 1g,(9)dg —/ dx (/ e ds ds) = E/ e~ ds0(ne) qg
Sq R4 )

1
% A@(nm )da = —/{Rd/ (npay)e 4t dtde = H(le
L’inégalité de type faible (1,1) pour tout ¢ € L'(Sg,\) en résulte immédiate-
ment. O

Pour terminer, montrons que lopérateur T est de type faible (1,1). Soit ¢ une
fonction positive dans L!(Sg, \) et soit g € Sy. Dans l'intégrale

To(g) = /S o(gg)e= 49 dA(g),
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écrivons ¢’ = azn,s et majorons 'exponentielle & Paide de I'inégalité (4.3.3) :

Ty(g) < ca /

(/ w(gagng )Py (') dx’) e 4t dt < cq(Ao I)p(g).
R \JR¢

D’apres les lemmes 4.3.4 et 4.3.5, Popérateur A o II est de type faible (1,1). Il en
est donc de méme pour l'opérateur T. Ceci conclut la démonstration du théoréme

4.3.3. O

4.4. Inégalités maximales pour d’autres sous-ensembles

Nous allons nous intéresser maintenant a des familles de sous-ensembles de Sy qui
sont proches des parallélépipedes étudiés dans la section 4.2, et rechercher des condi-
tions assurant que les opérateurs de moyenne associés a ces sous-ensembles satisfont
a des inégalités maximales.

A part le théoreme 4.4.4 qui est nouveau, les résultats présentés ci-dessous sont
dus & Gaudry, Giulini, Mantero et Sjégren [GGM90, GS90]

Introduisons tout d’abord les sous-ensembles de Sy sur lesquels sont effectuées les
moyennes. On fixe € € [0,1] et § > 0 et on définit pour tout r > 1 I’ensemble

Fi? = {ngay € Sa ol < e, 1] < v}

= {ayng € Sq; ||2'|| < el VAT i < r}.

Remarque 4.4.1. — Pour € = 0 on retrouve la famille de parallélépipedes Pp 4 avec
A =¢" et B=eP" considérée dans la proposition 4.2.1, tandis que si € = 1 , il s’agit
de leurs inverses F? introduits & la fin de la section 4.2. Notons plus généralement
que

(e~ = Bl

1
et qu’en particulier les sous-ensembles F? P sont symétriques. Le cas ¢ = 1/2 et
B = 1/2 donne une famille équivalente a la famille des boules hyperboliques. Plus

11
précisément, il existe une constante ¢ > 0 telle que B, C F;?’2 C Byjesir > 1.

Le volume de F9 est donné par la formule

1—e

(4.4.1) { ¢ sh(d(l—e)r)efdr, si 0<e<l,

crePir s e=1.
Pour les grands rayons, on note déja un comportement du volume différent suivant

que 0 < e < 1oue = 1. Ceci se répercutera sur le comportement des fonctions
maximales dans les théoremes qui suivent.
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Ffﬁ F2 Frl,ﬁ

FIGURE 6. Les ensembles F? en coordonnées (z, e')

Pour ¢, 3 fixés, notons A* (resp. M*) l'opérateur maximal associé aux opérateurs
de moyenne A5 (resp. Myes), r > 1. Les résultats exposés dans les deux sous-
sections suivantes illustrent la dissymétrie entre ces deux opérateurs.

4.4.1. Inégalités maximales pour M*. — Le résultat suivant est di a Gaudry,
Giulini et Mantero.

Théoréme 4.4.2 ((GGM90]). — Soit M* Uopérateur mazimal associé aux trans-
latés a gauche des ensembles FSP, r > 1.

(i) Si0<e<1/2, Vopérateur M* est de type faible (1,1) et (donc) borné sur LP
pour tout p > 1

(i) Si1/2 < e < 1, Uopérateur M* n’est pas borné sur LP pour 1 < p < 5=

20— "
(i) Sie=1, Vopérateur M* n’est borné sur aucun LP avec 1 < p < +00.

Démonstration. — (1) On reprend les arguments déja utilisés dans la démonstration
du théoreme 4.3.1. On remarque que pour toute fonction ¢ mesurable positive on a

M*p(g) S/S ©(gg)T(g") dA(g")

ou le noyau 7 est donné par
1F§’B (g)

7(g9) = sup ————.
(9) = sup ey

Ceci ramene ’étude a celle d’opérateurs de convolution sur Sy. Le résultat suivant,
valable pour tout groupe G localement compact se démontre aisément a ’aide du
théoreme de Fubini.
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Lemme 4.4.3. — Si7: G — R est intégrable pour la mesure de Haar invariante a
droite \q ou, de fagon équivalente, si ¥ € L' (G, \), alors l’opérateur de convolution
a droite o — [ p(-g")7(g") dAX(g’) est borné dans L'(G, ).

11 suffit donc de vérifier que le noyau 7 est intégrable relativement a Ay pour obtenir
que M* est borné dans L'.

Pour g € Sy, posons R(g) = inf{r > 1;g € F&?}. On a alors 7(g) = l/A(F;(’;)).
Un calcul simple donne, pour g = nza; € Sy,

R(g) = max(1, %(ln ]| — et), ) = max(1, 5~ n [12]} |¢]),

apres avoir effectué le changement de variable x = ez. En coordonnées (z,t) la
mesure de Haar invariante & droite dadt s’écrit e**dzdt. L’intégrale de T par rapport
a cette mesure, sur 'ensemble des (z,¢) € R? x R ot R(z,t) = 1, est finie. Nous
notons 2; I'ensemble des (z,t) ot R(z,t) = |t| et Qy celui ott R(z,t) = B In||z]|.

Pour évaluer l'intégrale de 7 sur 4 et Qs lorsque € € [0, 1], on utilise 'expression
du volume de FS? donnée en (4.4.1). L’égalité

/Q 7(g) dAalg) = ¢ /1 h N T (S(}i(e_ti;td) dt

s’obtient facilement en intégrant d’abord par rapport a z puis par rapport a t.
L’intégrale sur o s’écrit

N eetd dtd
/sz(m d<g>—c/m (@1 — O m )

_. °  sh(ead) N
B /1 sh ((1 - €)ad) der,

apres passage en coordonnées sphériques et changement de variable.

Les intégrales de 7 sur Qp et o sont finies si et seulement si 0 < € < 1/2. On
déduit de ce qui précede que 7 € L1(Sy, Ag) si et seulement si 0 < e < 1/2.

Nous détaillons maintenant la démonstration de (iii). Celle de (ii) est similaire
(voir [GGM90, Theorem 3| pour les détails).

On suppose € = 1 et on fixe p > 1. On va construire une fonction ¢ € LP(Sg, A) telle
que M*p ne soit pas de puissance p-ieme intégrable. On utilise la paramétrisation
(x,t) — nze’, pour laquelle la mesure de Haar invariante & gauche est e~%dxdt. La
fonction ¢, définie par

-5
(@, t) = 11— 1n2,0) (1) 1gjz>23 (@) 2] °,

appartient & LP(Sg, A) lorsque dp > d.
On consideére g = nye™t € Sy avec t > 1. On a

gF? = {nye*; lly — x|l < e’ |s +1] <r}.
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Comme A(gF?) = cre?’", on obtient
_ c [T
M*p(nge™t) = SUPTﬁr/ e dsds/ oy, s) dy
{lly—zll<efrts=}

r>1T€ —r—t

0
c —ds /
— 3 e 7ds e(y,s)dy
et [2t (ly-all<esesey

In2
C ds
> — e dS/ o(y, —s) dy,
tedst /o {ly—eli<ePt-2}

en remarquant que [—2¢,0] D [—1n2,0] et en changeant s en —s.
Nous imposons en plus que ||z| > 2 + €%, d’ot il résulte que

{lly ==l < e” =} < {llyll = 2}

On en déduit que

In2 In2
S S —0
/ e ds/ ey, —S)dyz/ e ds/ lyll~° dy
0 {lly—z||<eft==} 0 {ly—z||<eBt—s}

> ||z + &)=,

la derniére inégalité étant obtenue en majorant ||y|| par ||z|| + €.
Ceci donne

+oo
I\M*soHZZc/ et / (] + €*) ™ dz | at
1 {llzl>2+e5t}

—+oo
> c/ t_pedt(l + eﬂt)7p5+ddt.
1

Cette intégrale diverge si J est choisi tel que dp < d+d/3. Ceci termine la démonstration
du théoréme 4.4.7. O

Le résultat nouveau suivant précise I’étude de M* dans le cas e = 1/2.

Théoréme 4.4.4. — L’opérateur mazximal M* défini par la famille (Frl/2”6)r>1 est
borné sur LP pour tout 1 < p < oo.

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la partie (i) du théoréme pré-
cédent, pour ¢ positive et mesurable on écrit

M*p(g) S/S ©(g99")7(g") dN(g'),

avec 7(h) = 1/A (F}%{fb)ﬁ) et R(h) = R(asn,) = max(1, |t], %t + % In||ly|]). En notant
7_ la fonction (y,t) — 7(any)1g_(t) et 71 la fonction (y,t) — 7(a;n,)1g, (t), on
obtient

Mo < px7_+@*7y.
On remarque que 7_ est intégrable sur S, pour la mesure de Haar invariante a droite
e“dydt. Par conséquent, I'opérateur de convolution & droite par 7_ est borné dans
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L'. 1l reste & étudier le comportement de 7, L’expression (4.4.1) du volume donne,

pour t > 0,
—d(1+1/28) t1
r(amy) < e (e y]) si 1< o+ Syl e e < ey,
260
_ t 1
<c () A28 sit>—+—Inlly|, i.e. 5> eyl
26 B
Pour (y,t) € R? x R, on a donc la majoration
—d(14+55)
(4.4.2) rlamy) < e (M e Pyl) T
L’inégalité (4.4.2) se récrit sous la forme
7(aeny) < ce”qu, (y)
ol ) )
—d L
@ (®) = = (L Iyl /)~ = Saqiy/u)
et uy = eP~1/2* Notons que si 3 = 1/2 alors u; = 1.
On a
/ o(gasng )Ty (agng ) dz’dt < c/ et <sup/ o(gasnz ) qu(x') dz’) dt
Sa 0 u>0.JRd
= c(A" o Tl)p(g),
oll

Nop(g) = / e "o(ga)dt et T'g(g) =sup /[R (gna)qu(a’) da’.
0 d

u>0
Le raisonnement qui suit a déja été utilisé pour établir le théoreme 4.3.3. L’opérateur
maximal II', associé & la convolution avec la famille ¢,, est de type faible (1,1) et
donc borné sur L pour 1 < p < co. L’opérateur A’ est aussi de type faible (1, 1) (voir
lemme 4.3.5) et donc borné sur LP pour 1 < p < co. Par composition, on conclut
que A’ o II" est borné sur L? pour tout 1 < p < oo. Ceci termine la démonstration du
théoréme 4.4.4. O

Remarque 4.4.5. — Le tableau ci-dessous fait la synthese des résultats connus pour
'opérateur M* associé aux translatés & gauche des F&%, r>1,3>0,0<e<1:

M~ 0<e<1/2 c=1/2 1/2<e<1 =1
faible (1, 1) OUl OULsi = 1/2 NON NON
fort (p,p), 1 <p < o0 OouIl (0]8)1 NON si p < p(e) = ﬁ NON

Sauf pour le cas € = 1/2, ces résultats sont dans [GGM90].
Le cas € = 1/2 et 8 = 1/2 est dans [Str81] pour I'inégalité faible (1,1) et dans
[CST74] pour l'inégalité forte LP, p > 1 (historiquement obtenu avant 'inégalité faible
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(1,1)) car on est alors dans le cas des boules géodésiques comme cela a été signalé
dans la remarque 4.4.1.

Le cas de l'inégalité forte LP,p > 1 avec e = 1/2 et 3 # 1/2 est obtenu dans ce
livre (voir théoreme 4.4.4).

Remarque 4.4.6. — Les problémes suivants sont ouverts :
— Pour e =1/2 et 8 # 1/2, M* est-il de type faible (1,1)?
— Pour 1/2 < € < 1, l'inégalité faible (p,p) pour M* est-elle vérifiée pour p =
1/2(1 — €)? De maniere plus générale a-t-on une inégalité forte ou faible pour
au moins un p; > 1/2(1 — ¢€) (et donc pour les p > p1)?

4.4.2. Inégalités maximales pour A*. — Le résultat ci-dessous est encore di a
Gaudry, Giulini et Mantero.

Théoréme 4.4.7 ([GGM90]). — Soit A* lopérateur mazimal associé auzx trans-
latés a droite des ensembles F&P.

(i) Sie=1, lopérateur A* est borné sur tous les espaces LP avec p > 1.
(if) Si0 <e <1, il n'est borné dans aucun LP avec 1 < p < +00,

Démonstration. — (i) Supposons € = 1 et p > 1. Nous n’utilisons que les coordonnées
(', t), autrement dit, un élément g € Sy sera écrit g = azn, . La mesure de Haar a
gauche sur Sy est alors la mesure de Lebesgue da’dt sur R¢ x R . Rappelons que dans
ces coordonnées,

Frlﬁ = Frﬁ = {asny§ ls| <, flyl < eﬁr}

est un parallélépipede centré en 0. Son translaté F?g par g = asn, est le pa-
rallélépipede centré en (z',t) de largeur 2¢”7~*, de hauteur 2r:

Flg={asny;|s—t] <r |y -2’ <1}

Soit ¢ une fonction mesurable positive sur Sy. Pour ¢ = a;n,s, on a
1 t+r

A ', 2")dt'dz"
roelg) = 2Bz, e 57)] J,_, /B(a: omtany p(t',2")dt'dz

< sup — L /HT SUp ————— 1 lo(t', )| dz" | dt’,
r>1 21 Ji—r \r>0 |B(2', R)| Jp(ar )

ot |B(z, R)| désigne le volume euclidien de la boule B(z, R) de R?. On reconnait &
droite la composition de deux opérateurs maximaux de Hardy-Littlewood, I'un sur R
et 'autre sur R%. Comme ces deux opérateurs sont bornés sur LP(R, dt) et LP(R<, dz’)
respectivement, A* est borné sur LP(Sg,\) = LP(R*!, dtda’).

La démonstration de (ii) est similaire & celle de (iii) dans le théoréme 4.4.2 (voir
[GGM90, Theorem 5]). O
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Remarque 4.4.8. — Le cas e = 1/2 et § = 1/2 revient a étudier I'opérateur de
moyenne A* sur les translatés a droite des boules hyperboliques. Contrairement a
lopérateur de moyenne sur leurs translatés a gauche étudié dans le théoreme 4.3.1,
A* n’est borné dans aucun LP avec 1 < p < co.

Dans le cas € = 1 se pose la question de 'inégalité faible (1,1) pour 'opérateur A*.
La réponse a été obtenue par Giulini et Sjogren [GS90].

Théoréme 4.4.9. — L’opérateur maximal A* associé aux translatés a droite des
ensembles FP = FYP est de type faible (1,1) si et seulement si 3 > 1.

Démonstration. — Nous conservons les notations utilisées dans la démonstration
précédente.

Cas B <1. Considérons la fonction indicatrice ¢ d’un ensemble compact de mesure
positive dans Sy, par exemple

U={asn,;0<s<1,|ly]|<1}.

On va montrer que

sup a A\({A*p>a}) = 40
a>0

et donc que l'opérateur maximal A* n’est pas de type faible (1, 1).

Soit g = asn, avec t > 1. Remarquons que, pour tout r > 1 tel que /"~ > 1+|z|],
on a U C FPg. En effet cette condition implique ¢ < Br < r (puisque 8 < 1) ; alors,
sih=asn, €U,onals—t|=t—s<t<pfr<ret|y—z|<1+|z| <’ dou
I’inclusion.

Notons R(g) = % (t +1In(1 + [|z]])) > 1 le plus petit rayon r tel que e®"~* > 1+||z]|.
Dans la suite nous ne considérons que des éléments g = a;n,, tels que t > 1 et ||z|| > e,
ce choix de z visant seulement a alléger les calculs. Nous obtenons alors

\ AO) ¢ °
Aplg) 2 NEfye)  (Erm(t D)+~ el el

Nous introduisons la fonction strictement croissante W(r) = r?Inr sur [1,+oo[ et,
pour « > 0, nous posons

Do ={ans; |zl 2 e,1 <t <c/a¥(lz])} c{A"p=a}.

Pour que D, ne soit pas vide, il est nécessaire que e < |lz|| < ¥~1(c/a) et donc que
0 < a<¢/¥(e). En prenant o tel que 0 < o < ¢/2¥(e), nous obtenons la minoration

C
A(D.) = / ( - 1) de
e < el < w—1(c/a)} N ¥(llz]])

> / de.
{e<llz|l<¥—1(c/2)} 2V ((|z]])
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Nous en déduisons que
sup a A({A*p>a}) > sup a A(D,)
a>0 a>0
c < dr
> lim ——dz = c/ —_—
a=0 Jroc|z|<w-1(c/20)} 2 Y ([l2]]) e rinr

Ceci termine la démonstration du cas 5 < 1.

Cas > 1. La démonstration initiale de Giulini et Sjégren [GS90] a été sim-

plifiée comme suit par Vallarino [Val06]. Etant donné ~ > 3%, on considere

les épaississements suivants des ensembles FP = F!# et de leurs translatés a droite
par g = any:

(Frﬁ)w = {asny§ Is| <, flyll < ’Yeﬁr } )
(FP9)™ = (F))~g={asny; [s—t| <vr, [ly—a| <ye’ "'}

Notons que leurs mesures sont proportionnelles a celles des ensembles initiaux, avec
un facteur de proportionnalité polynomial en = :

M(EPg)™) = @y)Tredr= = 4N (Fg) .
Dans le cas des boules d’un espace métrique, si B(x1,71) N B(xa,r2) # 0 et 11 < 79,
alors B(z1,71) C B(x2,3rs). La propriété suivante est un substitut & cette propriété:
Soient F; = F,,Bla,glnzl et Fy = F,ga,gz,ngﬁ2 tels que
FiNF, #0 et M(Fy) < X(Fy). Alors Fy C (Fy)™.
La condition Fy N Fy # () équivaut a

ti—ty| <7+
(444) |1 2| <r 5
21— xa|| < ePritiyefra—te

(4.4.3)

et la condition A(F;) < A(F3) &

(4.4.5) redBri—t) < gy ed(Bra—ta)

Les inégalités (4.4.4) permettent d’estimer, pour tout h = asn, € Fy,
|8—t2| < |S—t1| + |t1—t2| <2ri+ry,
ly—2ll < lly=aall + a1 =2 < 207t 4 02t

Utilisons (4.4.4) et (4.4.5) pour montrer que h € (F3)™~. On distingue a cet effet trois
cas.
o Siro> % r1, on a d'une part ry <rg, d’ot
|s—ta] <312 <12,
et d’autre part Gr1—t1 < Brit+ta—t1—ta < (B+1)ri+ra—ta < fro—ts, dou

ly=aal] < 37 < yeinemte,
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. 1 A
e Si Tlgrggﬂ—i'lrl,onade meéeme

@

[s—ta] <yra.
D’aprés (4.4.5), on a d’autre part et < (%)Udeﬂ”_t?, d’olt
ly—z2f <3 (%)UdEﬁ”_t2 < qyefra=itz,
e Enfin, si r >rq, on déduit de (4.4.5) que fBri—t; <fra—ty, dou
— x| < 3eframte < yefraite
Yy—=x2 Y

De plus, on obtient r; < B+ r9, en combinant Br;—t; < Bro—ty avec |t1—ta| <ritro.

6—1
D’ou

|s—ta] < 36,8_+11 ro < yTy.

La fin de la démonstration du théoreme 4.4.9 dans le cas 3>1 est semblable a celle
du cas euclidien traité au chapitre 3. Plus précisément, on reprend la démonstration
du théoréme 3.1.2 apres avoir déduit de la propriété (4.4.3) un lemme de type Vitali
pour les translatés & droite FPg. O

Remarque 4.4.10. — Dans le cas 8> 1, les translatés a droite F/%g ont une pro-
priété de recouvrement analogue a celle des boules dans ’espace euclidien, alors que
la croissance du groupe S, est exponentielle. Ce fait remarquable, observé initiale-
ment par Giulini et Sjogren [GS90], a été exploité par Hebisch et Steger [HS03] pour
élaborer une décomposition de Calderén—Zygmund et étudier des intégrales singulieres
sur le groupe Sy (ainsi que sur les arbres homogenes). Cette théorie a été approfondie
et généralisée aux espaces de Damek-Ricci par Vallarino ([Val06], [Val07]). No-
tons que ces auteurs considerent des opérateurs maximaux non centrés associés a des
familles d’ensembles comparables & grande échelle aux translatés & droite FPg, avec
[ variable entre deux constantes 1< [y< (1 <oo.

4.5. Un théoréme ergodique sur le groupe Sy

Pour conclure ce chapitre, nous énongons un théoreme ergodique pour 'une des
suites d’ensembles étudiées ci-dessus. Soit (X, B, m) un espace mesuré sur lequel Sy
agit a gauche en préservant la mesure o-finie m. Si £ est une famille de parties
mesurables de Sy, grace au principe de transfert (voir section 2.3), toute inégalité
maximale pour les opérateurs de moyenne Ag, E € £, associés a l'action a gauche de
S4 sur lui-méme, se transfere aux opérateurs de moyenne Ap associés a l'action de
Sq sur (X, B,m).

Fixons 3 > 1 et notons A? 1'opérateur de moyenne défini sur LP(X,m) par

Bf(z) = L T
@) = /F H(am) ().
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Dépres la remarque 4.2.2, F? est une famille de Fglner & gauche, non tempérée.
Le théoreme ergodique suivant pour une action de Sy se déduit alors des inégalités
maximales obtenues dans les théoremes 4.4.7 (i) et 4.4.9 et des résultats du chapitre
2 (voir le théoreme 2.3.3 et les remarques 2.3.2 et 2.3.4).

Théoréme 4.5.1. — Soient p € [1,4+o0[, 8> 1 et f € LP(X,m).
(i) Sip > 1, la famille @ un parameétre AP f converge dans LP et presque partout
lorsque 1 — +00.
(i) Sip=1cet B > 1, la famille a un paraméetre AP f converge presque partout
lorsque r — 400. Si m est une mesure de probabilité, la convergence a lieu
aussi dans L et la limite est l'espérance conditionnelle E( f|T).

Notice bibliographique. — 1l est naturel et intéressant de considérer les espaces
symétriques G/K de rang quelconque et les groupes N A associés (voire des groupes
résolubles plus généraux), ou G désigne un groupe de Lie semi-simple connexe, non
compact, de centre fini, et G = NAK une décomposition d’Iwasawa. Le théoreme
4.3.1 a été démontré dans ce cadre général par Clerc et Stein [CS74] pour 1<p<oo
et par Stromberg [Str81] pour p=1. Il reste encore beaucoup de travail & faire en
rang supérieur, ou des résultats ont été obtenus d’une part pour des opérateurs max-
imaux ([Ank92], [AJ99], [CGGM91]|, [GGHMSS8| [Ion00a], [Ion00b], [Ion05])
et d’autre part pour des intégrales singulieres ([Ank90], [AGS04], [CGHM94],
[CGM93], [CGM95], [CGMO01], [CGMO02], Ion02], [Ion03], [Heb93], [Heb04],
[MVO08]). Voir aussi 'article de synthése [Cow08].






CHAPITRE 5

MOYENNES SPHERIQUES

Nous décrivons dans ce chapitre les inégalités maximales et les théoremes er-
godiques relatifs & des moyennes sphériques pour des actions des groupes R et Z¢.
Il s’agit donc d’effectuer des moyennes sur des “sous-variétés” du groupe. Dans cette
situation, les lemmes de recouvrement de type Vitali sont inopérants pour obtenir des
inégalités maximales. De nouvelles techniques d’analyse doivent étre mises en place.
On utilisera des outils fondamentaux de I’analyse : transformation de Fourier, théorie
de Littlewood-Paley, théoréeme d’interpolation de Marcinkiewicz.

Nous considérons dans la premiere section le cas classique des moyennes sur les
spheres de R?. L’opérateur maximal correspondant est borné sur LP pour p > %
et d > 2. Ce résultat est di a E. M. Stein [Ste70a] lorsque d > 3 et & J. Bourgain
[Bou86] si d = 2. Nous donnons ici une démonstration compléte de 'inégalité maxi-
male en dimension > 3, due & J. L. Rubio de Francia [Rub86]. Le cas de la dimension
2 est significativement plus difficile et ne sera pas présentée dans ce livre.

Nous énoncons ensuite le théoreme ergodique ponctuel pour ces moyennes sphé-
riques, di & R. Jones [Jon93] en dimension > 3. Nous donnons ici une démonstration
de ce fait en adaptant la démonstration de Rubio de Francia. Le cas de la dimension
2 est dit & M. Lacey [Lac95] et il est, lui aussi, beaucoup plus difficile. Nous ne le
présenterons pas ici.

La reste de ce chapitre est consacrée au théoreme maximal pour les moyennes
sphériques de Z% obtenu par A. Magyar, E. M. Stein et S. Wainger [MSWO02]. Ce
théoreme fait partie d’'un ensemble de travaux consacrés a des analogues discrets
d’opérateurs classiques en analyse harmonique sur R? ([SW99], [SW00]). Si I’étude
sur £7(Z%) de 'opérateur maximal discret Mq(f)(n) = sup,~q =% Y omezd jm|<r |f (N —
m)| associé aux moyennes sur les boules de Z¢ se rameéne simplement & son analogue
sur R? ([SW99, page 1292]), il n’en va pas de méme pour l’opérateur maximal associé
aux moyennes sur les spheres. Le passage du continu au discret doit ici étre opéré
avec soin et il apparait des difficultés de nature arithmétique liées a la décomposition
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des entiers en sommes de carrés, qui nécessitent 1'utilisation de méthodes issues de
la théorie des nombres. Les théoremes ergodiques associés aux moyennes sphériques
pour I'action de Z? ont été obtenus par A. Magyar [Mag02].

Comme partout dans cet ouvrage, C' (ou ¢) désignera une constante qui peut varier
de ligne a ligne. On utilisera également les notations Cy et Cy;, quand il y aura lieu
de préciser que la constante ne dépend que de la dimension d ou que de la paire
(dimension, exposant) (d, p).

5.1. Inégalités maximales pour les sphéres de R?

Notations 5.1.1. — Pour tout r > 0, nous notons S(0,7) la sphere euclidienne de
R? de centre 0 et de rayon r et nous désignons par o, : probabilité uniforme sur la
sphere centrée en 'identité, de rayon r o, la mesure de probabilité uniforme sur cette
sphere. Nous noterons plus simplement S~ = S(0,1) et 0 = 0.

Pour ¢ dans l'espace de Schwartz S(R?) et pour 2 € R%, nous posons

roo@)=grontn) = [ eternanm = [ ettt

Soit % 'opérateur maximal correspondant appliqué & ¢, c¢’est-a-dire

o5 (x) = sup o, - ().
r>0

Notons que si ¢ € LP(R?) la famille de fonctions (o, - ¢)r>o n'est en général
pas définie. C’est une inégalité maximale, établie sur les fonctions régulieres, qui
permettra de donner un sens a cette famille, et cela uniquement pour p assez grand.

5.1.1. Enoncé du théoréme maximal sphérique. — Le théoréeme suivant est
di & E. M. Stein [Ste76] lorsque d > 3 et & J. Bourgain [Bou86] lorsque d =2 . La
démonstration que nous présentons ici est due & J. L. Rubio de Francia [Rub86] et
n’est valable que dans le cas d > 3, le cas de la dimension 2 nécessitant des outils bien
plus évolués.

Théoréme 5.1.2. — Soientd > 2 et p > %. Il existe une constante C = Cqp > 0
telle que, pour toute fonction ¢ € S(RY),

(5.1.1) leslls < Cllgllp-

Remarque 5.1.3. — La validité a priori de I'inégalité (5.1.1) permet de définir ¢}
pour chaque fonction ¢ € LP(R?). De plus ¢% € LP(R?Y) et l'inégalité (5.1.1) reste
valable. Cela est expliqué, avec tous les détails techniques, dans 'appendice A.

Remarque 5.1.4. — Les restrictions sur d et p du théoreme sont strictes comme le
montrent les exemples suivants.
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— Lorsqued =1,onao,.-p(z) = %[ga(err) + @(z —1)] et seulement une inégalité
en norme uniforme est satisfaite. En effet, si ¢ € S(R) est positive et p(0) =1,
ona ¢; > % partout.

On voit de plus que, pour une fonction définie seulement presque partout, la
famille (o, - ¢)r>0 n’est définie en aucun point.

— Pour d > 2, on considere une fonction ¢ € S(RY), positive, et telle que ¢(z) > 1
si la norme euclidienne |z| de z est inférieure a 1.

Soit alors € R? avec |z| > 1. Ecrivons x = rn avec n € S41letr>1. Ona

o) = /Sd_1 oz —rf) do(§)

\

do (&) > Crt-d

/{iesd‘l; |§—nl<1/r}

ou C est une constante ne dépendant que de la dimension. Il en résulte que la
fonction ¢} est minorée a l'infini par m% et n'est pas dans I'espace LP(R?)

d
lorsque p < 2%5.

Remarque 5.1.5. — Sion remplace la sphere par la frontiere de ’hypercube, on voit
facilement que l'inégalité maximale est fausse. La propriété de courbure de I’hyper-
surface sur laquelle on fait la moyenne joue un roéle essentiel (voir les références en fin
de chapitre).

La démonstration du théoreme 5.1.2 utilise deux méthodes classiques d’analyse
réelle : dans un premier temps, nous aurons recours a une fonction de Littlewood-
Paley auxiliaire et démontrerons le théoreme dans le cas p > 2 et d > 4. Nous allierons
ensuite cette démonstration a une décomposition de Littlewood-Paley pour établir le
théoreme dans le cas d > 3.

5.1.2. La démonstration dans un cas simple : p > 2 et d > 4. — Nous
reproduisons ici la démonstration de E. M. Stein.

Sans avoir I'ambition de donner un historique de ces méthodes, rappelons que le
terme de fonction de Littlewood-Paley fonction de Littlewood-Paley a été d’abord
utilisé pour la fonction g(f) associée a une fonction f de L?(R%), définie par

1/2

o) = ([ toate.opa)

ol u est le prolongement harmonique de f dans le demi-espace supérieur IRiH. Celui-
ci est donné par la convolution en la variable = avec le noyau de Poisson, u(z,t) =
P, % f(x). Le noyau de Poisson, qui est harmonique dans le demi-espace supérieur et
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a pour valeur au bord la masse de Dirac en 0, est donné par

(5.1.2) Pi(a) = — <t

(a2 + )

la constante ¢4 étant choisie de sorte que l'intégrale en x soit égale a 1. Le lecteur
intéressé peut consulter le livre de Stein [Ste70a, pages 61 et 82|, ainsi que le livre
de Zygmund [Zyg02].

Pour généraliser cette définition, on remarque que tO,u(z,t) peut encore s’écrire
Ve f (), o1 9 se déduit d’une méme fonction ¥ par homogénéité : 1 (x) = t~%p(z/t).
Par extension, on appelle fonction de Littlewood-Paley associée a f, et on note encore
quelquefois g(f), la fonction

i@ = ([T st

o1 v est une fonction de L'(R?) telle qu’il existe une constante Cy pour laquelle, pour
tout ¢ € R? non nul,

(5.1.3 ([ |$<te>2(f)1/2 <.

Cette condition intervient de fagon treés naturelle du fait de I'identité suivante, dont
la démonstration est une conséquence immédiate de 1'identité de Plancherel :

oot = [\F@R ([~ 15e0rs) ae

Ainsi, sous la condition (5.1.3), on a, quel que soit f € L?(R%),

(5.1.4) gy (F)ll2 < Cpll fl2-

Remarquons que dans le cas de la fonction de Littlewood-Paley classique, ou 1Z &) =
—27|€¢|e=?7I¢l le membre de gauche de (5.1.3) est égal & 1/2 pour tout & # 0.

Ainsi, lorsque la condition (5.1.3) est réalisée, la norme de g, (f) dans L?(R?) est
controlée par celle de f. Sous des hypotheses de régularité sur ¢, on peut montrer qu’il
y a également équivalence des normes dans LP, ces espaces devant étre remplacés par
les espaces de Hardy si p < 1 (voir [Ste93]). Enfin, remarquons que I'inégalité (5.1.4)
est encore valable lorsque ¢ est une distribution tempérée dont la transformée de
Fourier satisfait & la condition (5.1.3), & condition qu’on suppose a priori la fonction
f dans la classe de Schwartz. C’est dans ces conditions que nous allons d’abord
I'utiliser.

Commencons par donner une démonstration du théoreme 5.1.2 dans le cas simple
ou d > 4 et p = 2. Par interpolation (théoreme 1.2.2) avec le cas trivial p = 400, on
obtiendra le théoreme pour 2 < p < 4o0.
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L’idée de Stein est de relier les moyennes sur les spheéres aux moyennes sur les
boules. Le passage de 'un a I'autre se fait a ’aide de la fonctionnelle de Littlewood-
Paley généralisée que nous venons d’introduire : pour ¢ € S(R?), on note

Le lien obtenu s’énonce alors de la maniére suivante.

Lemme 5.1.6. — Pour toute fonction ¢ € S(R?), pour tout r > 0 et pour v € R,

1
o, plx) < ()| + — ),
o7 - ()] < 1By - ()] mg(w)( )
ou B, désigne la moyenne sur la boule de rayon r.

Démonstration. — Pour 7 > 0 et € R, on a

Oy -+ S@(I) = ’I"id /OT %(sdgs . sp(l’)) ds

Tood
= Bepla) +r? [ )@ ds
On a donc
r 1/2 ) d 2 1/2
oep@l < 16l 4 ([ as) (/ 5|5 (00 o)) ds>

< 1B (@) + Eg(w)(x)-

Les inégalités maximales L? pour les moyennes sur les sphéres découlent alors des
inégalités maximales L? pour les moyennes sur les boules et du lemme suivant.

Lemme 5.1.7. — Pour d > 4, il existe une constante C = Cyq > 0 telle que, pour
toute fonction ¢ € S(R?),
lg(@)llp < Cliellp-

La démonstration de ce lemme utilise les relations entre la transformée de Fourier
de la mesure o et les fonctions de Bessel, données par le lemme suivant :

Lemme 5.1.8. — Notons J, la fonction de Bessel d’ordre v. La transformée de
Fourier de o est donnée par :

(5.1.5) Vp >0, V€ € 8971, G(p€) = 2mp" Y2 J 142y 1 (27p).
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En particulier, on a les estimations suivantes, lorsque p tend vers linfini :

~ _d-1
(5.1.6) 5(0€) = O((1+ p)~*7")
et
9 —4-1
(5.1.7) 0,7 E) = O((t+p)~ = *).
Démonstration du lemme 5.1.8. — La formule (5.1.5) est classique (voir par exemple

[SWT1], [Ste93, page 347]). Les propriétés des fonctions de Bessel que nous utilisons
ici se trouvent dans de nombreux ouvrages. Le lecteur pourra par exemple consulter

[Leb72, Section 5.3] ou Stein-Weiss [SWT1]. L’estimation (5.1.6) résulte alors de

Ju(p)=0 (i> Enfin, en utilisant la formule classique

N
L) =~ s p)
dpp vip) = —p v+1(P)s
on obtient (5.1.7). O
Démonstration du lemme 5.1.7. — On a

or () = pxop(x).
Il en résulte que

ar (&) = B(&) x 3(r¢).

d
Comme ¢ € S(R?), la transformée de Fourier de T (0, - ) au point £ est égale a
r

B(6) x = B(re).

Par le théoreme de Plancherel, on a donc

2

d dé.

— (o - 0)()

2
N d .
do = [ 1RO 3:50)

En multipliant par r et en intégrant par rapport a r, on obtient

Llstioras= [ eer [

2
—ao(rf)| drd€

a I’aide du théoreme de Fubini. Il suffit, pour conclure, de montrer que

/s
T
0

58(7{)

2
dr

est fini, ce qui résulte immédiatement de (5.1.7) puisque d > 4. O



5.1. INEGALITES MAXIMALES POUR LES SPHERES DE R? 105

5.1.3. La démonstration pour d > 3. — Nous allons maintenant modifier la
démonstration précédente pour obtenir le théoréeme 5.1.2 dans le casd > 3 et p > fg.
Notons qu’il suffit d’établir ce théoreme pour % < p < 2, les autres cas s’obtenant
alors par interpolation avec le cas trivial p = 4+00. Pour cela, nous suivons 'idée de
Rubio de Francia qui utilise, en plus des techniques développées dans la section 5.1.2,
une décomposition de Littlewood-Paley.

5.1.3.1. Décomposition de Littlewood-Paley. — Nous voulons étudier 'opérateur
o =sup [(2(-)a(r))",
>0

o1 V¥ désigne la transformée de Fourier inverse. Nous allons décomposer la fonction
o dans des couronnes dyadiques. Pour cela, fixons une fonction 1y € S(R?) qui soit
la transformée de Fourier d’une fonction radiale, de classe C*°, & support compact.
Supposons de plus que ¥y(0) = 1 et que, pour 1 < i < %,

(3 ) 0) =0
o

ou 7 désigne la dérivation dans la direction radiale. M
On peut obtenir une telle fonction en partant d’une fonction ¥ qui est la trans-
formée de Fourier d’une fonction C*° & support compact radiale, et telle que ¢ (0) # 0,
puis en posant, pour & € S¢71,
[d/2] '
wo(re) = | Y ayr? | ()
j=0

ou les a; sont choisis, comme solutions d'un systeme linéaire triangulaire, pour avoir
¥p(0) = 1 et le nombre voulu de dérivées nulles ([d/2] étant la partie entiere de d/2).

Posons maintenant 1 (€) = 1o(£/2) — 1o(€) et, pour j > 1, 1;(&) = 1 (27 0~D¢).
Ainsi, 1), est encore radiale. Elle est dans S(R?), et c’est la transformée de Fourier
d’une fonction C* a support compact. De plus, il existe n, ¢ > 0 tels que,

(5.1.8) pour [¢] <7, [1(€)] < cl¢]*%.
Enfin, on a, pour tout £ € R?,

+oo
D> i) =1.
j=0

Posons m; = 51, et notons o; la fonction dans S(R?) telle que 5; = m;. Soit 0, la

1
fonction déduite par homogénéité : o;.(v) = —o;(z/r). Pour p € S(RY), rappelons
T

(D Pour démontrer le théoréme 5.1.2 dans le cas d > 3, on pourrait se contenter de prendre 1)y € S(IRd)
telle que 0 < 9o < 1, Po(€) = 1 si |€] < 1 et (&) = 0 si [€] > 2, ce qui simplifirait un peu la
démonstration. Mais ce choix interdirait que g soit la transformée de Fourier d’une fonction &
support compact. L’intérét du choix que nous effectuons apparaitra dans la section 5.1.4.
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que o, - p = 0j % ¢. On pose ¢y (z) = sup,~q |0jr - ¢(z)]. On a alors

+oo
(5.1.9) 05 <> 0k
=0

Pour démontrer le théoreme 5.1.2, il suffit donc d’établir une inégalité maximale de
la forme

(5.1.10) ngj

avec ., Cjp < +00.
Ceci sera obtenu en trois étapes. Dune part, le fait que ¢y € S(R?) permet de
comparer gagj a un multiple de la fonction maximale de Hardy-Littlewood. Ceci nous

permet d’établir, pour j > 0, une inégalité de type faible (1,1) :

Cia
{5, > a| < gl

avec des constantes C; 1 qui croissent suffisamment lentement avec j.

Ensuite, en utilisant les propriétés de décroissance de o et la localisation des ¢,
on obtient, pour 57 > 1,

(5.1.12) wa.j , < Cizllelly.

avec des constantes C'j o qui décroissent vite quand j — +oo.
Apres interpolation, entre ces deux inégalités pour j > 1 et entre la premiere

<C;
‘p— J,p”‘P”p

(5.1.11)

inégalité et I'inégalité de type fort (0o, 00) pour j = 0, on obtient (5.1.10) avec des
constantes (), satisfaisant a Zj Cjp < 400 lorsque p > d%‘ll et d > 3.

5.1.3.2. Comparaison de go;j avec d’autres fonctions maximales. — Nous allons mon-
trer que gogj est majorée par la fonction maximale de Hardy-Littlewood en utilisant la
décroissance de ¢. Pour cela, commengons par majorer ¢y, par la fonction maximale
de Poisson donnée par
©p = sup P x |g|
r>0
oil P, est le noyau de Poisson de R? donné en (5.1.2).

Lemme 5.1.9. — 1l existe une constante C = Cy telle que, pour tout ¢ € S(RY), et
tout 7 > 0,
5, < C2pp.

Démonstration. — Pour établir le lemme 5.1.9, il nous suffit de montrer que

27
(1 + [[)d+1
Iviappelons que 0; = 0 * 1[)j ou, pour j > 1, 1[13(:5) = 2(j*1)d1/v11(27j1w). Con}me Yo et
11 sont des fonctions C*° & support compact, on peut majorer | (z)| et |1 ()| par
W Le lemme 5.1.9 découle alors du lemme suivant. O

loj(z)| < C
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Lemme 5.1.10. — Il existe une constante C = Cyq > 0 telle que, pour tout j > 0 et
tout x € R,

27d 27
Lo T g O < Oy

Démonstration. — Pour |z| > 2, on a |z — &| > \%I et on en déduit aisément une
estimation en 277|z| =9~ qui permet de conclure.

Supposons donc || < 2 et montrons que l'intégrale est majorée par C27. Pour
cela, on la découpe suivant des couronnes dyadiques et on la majore par

+oo
zjd/ do(€) + ZQidz—(d“)k/ do(€).
|§—a]<27 k=0 |6~ <2k—+1
On conclut en remarquant que a({g; |€ — x| < r}) < Cgrd—1, O

Il est bien connu qu’on peut majorer la fonction maximale de Poisson par la fonction
maximale de Hardy-Littlewood ¢ :

Lemme 5.1.11. — Il existe une constante C = Cy telle que, pour tout ¢ € S(RY),
op < Cop.

Bien qu’on trouve cette derniére majoration dans tous les livres sur les espaces de
Hardy, donnons-en rapidement la démonstration.

Démonstration. — Par invariance par translation et par dilatation, il suffit de mon-
trer que pour une fonction ¢ positive,

(@) - «
Jo T ey o < 030

avec une constante C' indépendante de . On découpe cette intégrale sur des couronnes
dyadiques pour la majorer par

+oo
/ - o(x)dx + Z 9~ k(d+1) / o(x) de.

o 2k <Ja|<2h+1

Mais / ¢(z) dz est majorée par |B(0,1)|¢j(0) tandis que chacune des intégrales
o<1
suivantes est majorée par
k k+1)d
|B(0,2441)[g5(0) = 24D B(0, 1)[05(0).
La majoration cherchée en découle aisément. O

En combinant les inégalités obtenues dans les lemmes 5.1.9 et 5.1.11 avec les esti-
mations de la fonction maximale de Hardy-Littlewood données par le théoreme 3.1.2,
nous obtenons le lemme suivant :
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Lemme 5.1.12. — Il existe une constante C = Cy telle que, pour tout p € S(R?Y),
tout 5 > 0 et tout a« > 0, on a

C27
(5.111) (w5, > a}| < el
5.1.3.53. Estimation de ‘ wx. .
Il L2 (Re)
Notations. — Pour ¢ € S(R?), nous considérons o, - ¢ = 0}, * ¢, de sorte que

—

ajr - 2(&) = P(§) x my(r§). Notons

60w = ([ oo "

la fonction g de Littlewood-Paley associée.
Posons 6;,(z) = rio;,(z) et G;, - ¢ = G, * ¢. Introduisons enfin la fonction g

associée :
/2
+oo _ d’l“ 1/2 —+oo d 2 1
s = ([ Twee@PT) = ([ ar)
0 r 0
et |G;(¢)l|,- Notons que, avec I'identité de Plancherel
2

aaj,r : (p(.l?)

Nous allons comparer

*
o,
et le théoreme de Fubini, on a

G@iE= [ [ pemeorat = [ aer ([ imeort) de

.
D’autre part, 'estimation (5.1.6) donne
/+°° m )P < C/*“ G C/+°° [ (s&/[€DI° ds
0 / r = Jo (L4t o (142i-1g)d=1 g
avec le changement de variable s = 277 71r|¢|. Mais alors,

oo d . +oo 2
/0 my (r) P < C2770Y / W 1D,

0

et cette derniere intégrale est finie grace a (5.1.8) et a la décroissance en l'infini de
1. Il en résulte que

(5.1.13) 1G5 (@)]12 < Cq279@= |2,

Le méme raisonnement, en remplacant m; par (£, Vm;(§)) et Pestimation (5.1.6)
par (5.1.7) nous donne

i(1—d=1
(5.1.14) 195 (D)5 < a2 02 g

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme suivant :
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Lemme 5.1.13. — 1l existe une constante C = Cy telle que, pour tout entier j > 1
et toute fonction p € S(RY), on a

(5.1.12) ] @, |, < eI el
Démonstration. — Comme lirf ojr-@=0,ona
2 oo d
ojr-p(x)” = 72/ 0. () P4 o(z) ds
oo ~ ds
= —2/ Tjs - (x) Tjs - pla) —
”

+oo - ds
<2 o el v T
0

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

sup [0/ o(x)* < 2G;(p)(x) gj(@) ().

En intégrant sur R? et en utilisant encore 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2
—i(d— 2
5[, < 2165 @allgs @)l < C2 2,

avec (5.1.13) et (5.1.14). O

*
SDO‘J'

5.1.8.4. Conclusion. — Nous avons établi une inégalité de type faible (1,1) pour cp(*,j
dans le lemme ??. Par ailleurs, pour j > 1 une inégalité de type fort (2,2) a été
obtenue dans le lemme 77.

Par interpolation entre ces deux inégalités on obtient, pour chaque 1 < p < 2, une
constante C' = C), ¢ ne dépendant que de p et de la dimension d, telle que, pour tout
© € S(RY), et tout j > 1,

(5.1.15) H%

< 02— )i || .
p p

L’interpolation entre I'inégalité de type faible (1,1) et 'inégalité de type fort (0o, 00)
montre que (5.1.15) est encore vraie pour j = 0.

. . d . . d
Mais alors, si » —d+1<0,ie sip> 754,

(5.1.16) 3 ol5-dr1)i

7>0

la série

converge. Ainsi, en combinant (5.1.9) et (5.1.15), on obtient

lesll, < Cllell,-

ce qui conclut la démonstration du théoreme 5.1.2 dans le cas d > 3.
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Remarque 5.1.14. — Pour pouvoir appliquer le théoreme d’interpolation, il nous
faut 1 < p < 2. Comme il nous faut également p > % pour avoir convergence de la
somme (5.1.16), on voit que cette démonstration n’est valide que si d > 3.

La principale difficulté pour démontrer ce théoreme en dimension d = 2 provient du
fait qu’il n’est pas valide pour p = 2. Ceci rend tres difficile 'utilisation de ’analyse
de Fourier.

5.1.4. Le théoréme ergodique pour les sphéres. — Dans cette section, nous
supposons que R? agit sur un espace (X, B,m) en préservant la mesure de probabilité
m. Le théoreme ergodique ponctuel, di a R. Jones si d > 3 et a M. Lacey si d = 2
s’énonce comme suit :

Théoréme 5.1.15. — Soitd > 2 et p > %. Pour tout f € LP(X,m), o, - f tend
presque partout, lorsque r tend vers Uinfini, vers E(f|Z), Uespérance conditionnelle
de f relativement a la tribu des invariants T.

Pour donner un sens a ’énoncé précédent, il faut déja savoir que sid > 2, p > %
et f € LP(X,m), alors la famille (o, - f),~0 est m-presque stirement bien définie.
C’est garanti par 'inégalité maximale du théoreme 5.1.2, d’apres le théoreme 2.3.1.

Remarque 5.1.16. — En ce qui concerne le théoreme ergodique en moyenne, un
argument de densité déja utilisé dans la remarque 1.3.5 montre qu’il s’étend a tous
les espaces LP, p > 1, une fois établi dans L2. Un argument classique de théorie
spectrale, et les seuls faits que 7,.(0) = 1 et lim,_ 1 7,(§) = 0 pour tout ¢ # 0,
suffisent pour démontrer le théoréme ergodique en moyenne dans L2, c’est-a-dire que
pour tout f € L?(X,m), on a

(5.1.17) oy f—E(FID)]l, = 0.

lim |

r—+00

En effet soit m; la mesure spectrale sur R? associée & f et & la représentation
unitaire de R dans L?(X,m) définie par 'action de R? sur (X, B,m). On a alors

o 113 = [ O am;s ©).

Si f est invariante par 'action de RY, 1’égalité (5.1.17) est bien str vraie. Si f est
orthogonale & l'espace des fonctions invariantes, l'origine de R? est de masse nulle
relativement & m (voir le lemme B.2.3 de 'appendice B). Le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue permet de conclure que lim, . ||o, - f||; = 0 dans ce cas.

Nous utiliserons a nouveau cette méthode spectrale dans les chapitres suivants,
pour les actions du groupe libre F, (théoreme 6.2.1) et du groupe SO°(d,1) des
isométries de 'espace hyperbolique réel (théoréme 7.1.1).

Nous ne démontrerons le théoreme 5.1.15 que dans le cas d > 3. Les moyennes
n’étant pas effectuées sur des familles de Fglner, ce théoreéme n’est pas une conséquence
de l'inégalité maximale. Notre démonstration prolonge celle que nous avons donnée
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pour l'inégalité maximale. Elle peut s’adapter immédiatement aux mesures radiales
dont la transformée de Fourier décroit suffisamment vite a I'infini. Elle est plus simple
que celle de R. Jones, méme si elle repose sur le méme principe, a savoir 'utilisation
du théoreme ergodique de Wiener. Cela se fait comme dans I'article de Jones a I'aide
du lemme suivant, qui utilise les liens entre moyennes sphériques et moyennes sur des
boules.

Lemme 5.1.17. — Soit k € C°(RY) une fonctz'on radiale a support compact et, pour
r >0, soit K, Uopérateur défini sur LP(X,m) par

Krf(x):/wf(( dgf/ F(g2)ke(g) dg = by - f(2),

ot k.(g) = %dk(g/r). Alors, pour tout p > 1 et pour tout f € LP(X,m), on a
in .= ([ k)
r—-+00 R4

Démonstration. — Rappelons que o est la mesure de Lebesgue normalisée sur la

presque partout.

sphere S971. En écrivant k(g) = ko(|g|) et en passant en coordonnées polaires, on a
donc

+oo
K 1@ = dBO.D] [ koo™t [ 1((rp)z) ao(c)d

Comme ky est a support compact, une intégration par parties donne alors

Kofw) = = [ ko (amon) "6 [ p(et0) s ar) o

+oo
= —/ ko(ﬂ)r’d/ f(gx) dgdp
0 B(0,rp)

en repassant en coordonnées cartésiennes. Comme |B(0,7p)| = (rp)¢|B(0,1)|, on en
déduit que

() = |301|/ ()pBs, - F(x) dp.

D’apres le théoreme de Wiener, 53,, - f(x) tend vers E(f|Z) presque partout quand r
tend vers +o0o. Avec le théoréeme de convergence dominée, il en résulte que

+oo
i 5of =151 ([ Kot £

presque partout. Une nouvelle intégration par parties et un passage en coordonnées
cartésiennes donnent alors

i ke = ([ rwa) e

presque partout, ce qui conclut la démonstration du lemme. O]
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Démonstration du théoréme 5.1.15. — Nous conservons les notations de la section
5.1.3. Le lemme 5.1.17, appliqué a k = 0, donne

liIJP ojr-[=E(fIZ)sij=0 et lim o, f =0 sinon,

r——4o00
puisque /[Rd oj(u)du = d;(0) vaut 1 si j =0 et 0 sinon.

Rappelons enfin que o; est a support compact(®). Par suite, pour tout R > 0,
les opérateurs (p;ﬁ R = SUPgcr<r |0jr - | sont semi-locaux et on peut appliquer le
principe de transfert & l'inégalité (5.1.15) (voir la remarque 2.3.4). Il existe donc
C > 0 tel que, pour tous j >0, R > 0 et tout f € LP(X), (1 <p < 2),

sup |0, f|

< 2=+ r|
0<r<R p

P

En interpolant cette inégalité avec I'inégalité (triviale) de type fort (0o, 00), on en
déduit que, pour tout p > ﬁ, il existe C, @ > 0 tels que, pour tous j > 0, R > 0 et
tout f € LP(X),

<0279 ],

P
Le membre de droite ne dépendant pas de R, on a également

sup oy, - f]|
0<r<R

sup oy - fl| < C279 ]|,
0<r<+oo P
Il en résulte que
J “+o0
sup o f =Y oSl S| Y. sup oy fl|| =0
0<r<+00 =0 ) j=Jt1 0<r<too »

quand J — 4oc.

Pour voir que lim,_, o 0, - f = E(f|Z) presque partout, introduisons Af(z) =
limp . 4 oo SUP,> g |0 - f(2) — E(f|Z)(x)|. Pour tout entier J, nous avons, pour presque
tout x,

J
Af(x) < lim sup |o, - f(z) — ZUW - f(x)
=0

~ R—+4oco r>R

J
+ Rlim sup ZUj,r - f(x) = E(fIT)(x)

+

0<r<+oo

J
<  sup U‘T-f(ﬁ?)—zo'j,r'f(m)
=0

(2)Nous avons pris 1o (et donc 1);) transformée de Fourier d’une fonction & support compact. C’est
ici que ce choix devient crucial.
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puisque
J

li ir = .
Jim Y o, f = E(fIT)
=0
On en déduit que Af = 0 presque partout, c’est-a-dire que o, - ¢ converge presque

partout vers E(f|Z). Ceci conclut la démonstration du théoreme de Jones. O

5.2. Inégalités maximales pour les sphéres de Z¢

Pour un réel » > 0, la sphere de Z% de rayon r est, par définition, 1’ensemble
{n = (n1,...,nq4) € Z%; |n|?> = Y. n? = r?}. Nous noterons N4(r) son cardinal et A
I'ensemble {r > 0; Ny(r) # 0}. Sir € A, alors r? € N et Ny(r) est le nombre de
décompositions de r? en somme de d carrés d’entiers. (On s’écarte donc de la notation
classique en théorie des nombres). Pour d > 4, A est exactement I’ensemble des réels
strictement positifs de carré entier (théoréme de Lagrange) et, pour d > 5 on a des
inégalités ([Gro85], [Wal57])

Chrd=2 < Ny(r) < Cqr?=2, reA.

Les opérateurs de moyenne sur les spheres de Z¢ sont les opérateurs de convolution
définis, pour toute fonction f sur Z¢ par

A, f(n) = f(r) S fn—0), reA

[e|=r

La fonction maximale associée & cette famille est
A*f(n) = sup|A, f(n)].
reA
Le résultat est alors le suivant :

Théoréme 5.2.1. — L’opérateur mazximal A* est borné de (P(Z%) dans (P(Z%) si et

seulement st d > 5 et p > ﬁ.

Remarque 5.2.2. — Comme on voit, les limites de validité de ce théoreme sont
différentes de celles du théoreme correspondant sur les spheres de R?. La limitation
portant sur la dimension est clairement en rapport avec la régularité de la fonction
Ny qui demande d > 5. Quant a la condition p > ﬁ (au lieu de p > fil dans le cas
des spheres de RY), elle est liée & I'ordre de grandeur en r¢~2 du cardinal de la sphere
de Z? de rayon r. Pour voir que ces limitations sont optimales, il suffit de considérer
la fonction de Dirac en 0, dp. Alors, pour n € Z¢ non nul, Ajpi0o(n) = m Or,
d’apres un résultat classique [HW79, p. 314], on a N4(2F) = 24, pour tout k& > 1.
Pour d < 4, Ny < N4 et A*§y n’est donc dans aucun ﬂ’(Zd) pour p < co. Pour d > 5,
comme A*dp(n) > m > %7 pour tout n € Z% A*§, ne peut appartenir

(2% que sip > 7%
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On suppose donc désormais que d > 5. Modifiant légérement la notation, on
remplacera les moyennes sur les spheres de Z% par les opérateurs équivalents

Anf(n) = Td% > fln—10), reA
le|=r

et on notera encore A* I'opérateur maximal qui leur est associé. La démonstration du
théoreme 5.2.1 consiste a se ramener in fine au théoreme maximal pour les spheres
de R On utilise pour cela un théoréme de comparaison entre certains opérateurs
de convolution sur R? et une version discrétisée de ceux-ci. Nous commencerons par
donner en préliminaire, comme dans [MSWO02], ces outils généraux qui relevent de
I’analyse harmonique classique. Ensuite, la démarche consistera a décomposer les
opérateurs A, suivant les idées de la méthode du cercle de Hardy et Littlewood, puis
a approcher les opérateurs apparaissant dans cette décomposition par des opérateurs

de convolution par les mesures uniformes sur les spheres de R?.
1 1]d

Notations 5.2.3. — Dans la suite de cette section on notera Q le cube | — 503

domaine fondamental de Z¢ dans R%. On utilisera le méme symbole " pour les trans-

)

formées de Fourier des mesures et fonctions sur R? et celles des fonctions sur Z¢.
Ainsi, on écrira 7, (§) = [pa e~ 2™*¢do, () pour la transformée de Fourier de la prob-
abilité uniforme sur la sphére de R? de rayon r et, pour une fonction f € ¢(Z¢), on
aura f(£) = > neza f(n)e 2™ E ; cette derniére fonction pourra étre vue suivant les
cas comme une fonction sur @ ou comme une fonction Z%périodique sur R?.

5.2.1. Opérateurs de convolution sur R? et Z¢. — Nous allons définir deux
opérations, sur les fonctions et sur les opérateurs de convolution, permettant les pas-
sages entre Z% et R?. Nous nous placerons dans le cadre des fonctions & valeurs
vectorielles qui sera nécessaire pour la démonstration du théoreme maximal.

5.2.1.1. Extension de fonctions de Z% ¢ R*. — On définit d’abord un opérateur stan-
dard de prolongement des fonctions de ¢5(Z?), (a valeurs dans un espace de Banach
B), en fonctions définies sur R?, par convolution avec un bon noyau. Considérons

pour cela la fonction A définie, pour tout z = (x1,...,24) € RY, par
4 rsinmr\2
Ax) = l)
@ =11

et dont la transformée de Fourier

A =T[a-1ah*

i=1
a son support dans le cube 2Q). La décroissance & l'infini de la fonction A permet de
trouver une constante A; pour laquelle on a

A(x)dx < Ay et sup Z Az —n) < A;.
R4 zeR4 nezd
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D’autre part, fixons pour toute la suite une fonction D sur R? dont la transformée de
Fourier D est de classe C*°, & support compact et égale a 1 sur le cube 2Q), de telle
sorte qu’on ait 1’égalité DA = A et done D x A = A. Soit A, une constante pour
laquelle on a

/ |D(z)|de < As et sup Z |D(z —n)| < As.
IRd

xeRdnezd
A toute fonction f € £5(Z4) on associe son prolongement & R? défini par

fém; j{: f I‘*7U

nezZd

On voit aisément dans ces conditions que I’on a, pour tout n € Z%,

fcxt(n) = f(n)v

/{R o@D - )z = Y fom) [ Alw - m)D(n - )

meZa

= ) f(m)A(n— m)
mezd
= f(n)
et, pour tout & € R,

Jour(€) = FOA(©).

On a alors

Lemme 5.2.4. — Soit f € (5,(Z%)), avec 1 < p < co. Alors fex, € Ly(R?) et

A7 fller, < fextllzy, < Allfllez,

avec A = max (A, As).

Démonstration. — L’inégalité || fexc||r, < A1 flle, est immédiate pour p = co. Pour
p < 00, elle se déduit, par intégration, de I'inégalité de Holder

p—1
[fet @ < | Y 1fM)PA@—n) | [ D Az —n)
nezd nezd
De la méme maniere, a partir de la relation f(n f[Rd fext(®)D(n — x)dz, on obtient

I'inégalité inverse. O
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5.2.1.2. Discrétisation d’opérateurs de convolution. — Inversement, nous associons
maintenant & certains opérateurs de convolution sur R? un discrétisé, c’est-a-dire un
opérateur de convolution sur Z¢ qui est en quelque sorte sa restriction. Soient Bj et
By deux espaces normés de dimension finie et B ’espace des applications linéaires de
By dans Bs. Soit T' un opérateur de convolution de L%, (R?) dans LY, (R?) défini par
un noyau K (& valeurs dans B) tel que la transformée de Fourier m = K soit une
fonction bornée et & support dans le cube ). Comme K est & support compact, K est
de classe C*®°. D’autre part, les valeurs prises par K aux points de Z% sont égales aux
coefficients de Fourier de la fonction Z%périodique qui coincide avec K sur Q. Ces
valeurs déterminent donc completement K. On appellera discrétisé d'un opérateur
T vérifiant les conditions précédentes, I'opérateur de convolution de 51;31 (z%) dans
05, (Z%), noté Tyis, dont le noyau est la restriction de K & Z%. Ainsi, si f € 3 (Z4),

-

Tais(F)(€) est la fonction Z%-périodique qui coincide avec m(€) - f(€) sur Q, cest-
a-dire le produit (au sens de laction des applications linéaires m(§)) de f par la
Z4-périodisée mper(€) = 3, cza m(€ — n) de m. On a alors

Proposition 5.2.5. — Soient 1 < p < 0o, By et By des espaces normés de dimen-
sion finie. Si T est un opérateur borné de LY (R?) dans LY (R?) comme ci-dessus,
alors Tyis est borné de E%I(Zd) dans 6%2(2‘1) et on a linégalité de normes

[ Taisller, —en, < CallTllLy, —rz,

ot la constante Cq ne dépend ni de p, ni de By, ni de Bs.

Démonstration. — Posons

mE) =Y, mE+0)

£e{—1,0,1}4

qui a son support dans le cube

3= |J @+

£e{-1,0,1}¢

Soit T I'opérateur de convolution sur R? dont le multiplicateur de Fourier est m. Il
est clair que, pour tout g € L |

gy, <3%ITglus,.
D’autre part, on a I’égalité

T(fext) = (Tdis(f))exta

comme on le vérifie en prenant la transformée de Fourier des deux membres : pour
toute fonction f € (% (2%),

((Tais (f))ext) (€) = A(E) (Tais () (€) = A(€) mper(£) - F(£)
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et, d'un autre coté,

(T(fext)) (&) = m(€) - (A(E) f(&)) = A©) m(€) - (€)
ce qui donne bien la méme valeur puisque mpe, = M sur le support 2Q) de A. En
utilisant cette égalité et le lemme 5.2.4, on obtient

||TdiS(f)||€§’32 < A”(TdiS(f))extHL%2 = AHCZ?(fext)||L‘];2

< AT (fuxt) s,
< 3dAHT||L’;31—>L%2 ||fcxt||szBl
<

d
3142\ Tll s, —ns, 1]y,
D’ou
| Taisller, —en, < 3*A%T g, 1,
ce qui acheve la démonstration avec une constante Cy = 3942 qui ne dépend que du
choix des fonctions A et D. O

Nous aurons besoin d’une version en quelque sorte “localisée” de la proposition
précédente. Pour cela, considérons un entier ¢ > 1, un opérateur T' défini comme
précédemment mais supposons cette fois que le support du multiplicateur associé m
est contenu dans le cube Q/¢g. On définit

mlq)er(g) = Z m(€ - E/Q)
Lezd

et on note T, 'opérateur de convolution sur Z¢ associé au multiplicateur mie,. On
a alors la majoration suivante :

Proposition 5.2.6. — Pour un opérateur de convolution vérifiant la condition précé-
dente, on a

|1 T&llep, —en, < CallTllzy, —rp,

ot la constante Cyq ne dépend pas de p, By, By et pas non plus de q.

Démonstration. — Posons
K(z) = / X Em (€)d€.
Q/q

Considérons les opérateurs suivants :

— T : opérateur de convolution sur R?, associé au multiplicateur m, de noyau
x— K(x).

— Tyis ¢ opérateur de convolution sur Z%, de noyau n — K (n).

— U : opérateur de convolution sur R, associé au multiplicateur m(&/q). Il a pour
noyau z — H(z) = q?K(qx).

— Uyjs : opérateur de convolution sur Z¢, “discrétisé” de U, de noyaun — H(n) =
¢ K (qn).
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— T4 : opérateur de convolution sur Z%, de noyau
ne Kyln) = [ i (€t

Remarquons en premier lieu que ce dernier noyau est porté par le sous-groupe qZ¢ :
Ky (n) =q*K(n) sin € qZ¢ et 0 sinon. On a en effet

Jemmemta@ie = 3 [ emrim—tape

Lezd

_ Z eZﬂ'in-Z/q/ e27rin~nm(n)dn

tezd Q+L/q

Z 627rin-€/q / 627rin-77m(77)dn

1€79NqQ Q/q

puisque m est & support dans /q. On obtient la valeur annoncée de K,(n) en
remarquant que la somme Z_q/2<€<q/2 e2™3t/4 yaut ¢ ou vaut 0 selon que n; est ou
n’est pas un multiple de ¢. Cela étant, on a

1Tl ze, ®)—rt, &%) = Ul (®R0)—L8, (R

En effet, si on note 0p, I'isométrie de L%i([Rd) sur lui-méme définie par 0p, f(z) =
q~ P f(2/q), on vérifie que 'on a Op,U = TOp,. De méme, on a

||Tgis||€%l(ld)—>€%2(zd) = assller, @4)—ez, ze)-

Pour le montrer, considérons, pour tout a € Z¢N¢Q (autrement dit, pour a décrivant
un ensemble de représentants des classes de Z¢ modulo qu), le sous-espace EZ) B, (Zd)
de E%i(Zd) constitué des fonctions & support dans a + ¢Z%. Alors, toute fonction f
de £, (Z%) se décompose sous la forme f = Y fa, avec fo € £ 5 (Z%) et |||} =
Yo Il fallb. On vérifie facilement que T laisse invariants les sous-espaces £, 5, (Z%)
et que (T§f)a = T fa- Notons 0, p, Visométrie de £}, (Z9) sur £% 5 (Z%) définie par
(0o, f)(a+gm) = f(m), m € Z%. On vérifie que 0, p,Udgis = Th 04,5, Alors, dans
un sens, pour f € (4, (Z%),

Z \|9a,B2Ud159;}31faH§

a

-1
Z HUdisnigl_J%Q ||0a,Bl fa”g

a
p
||Udis||zlé1*)g%2 ||f||g

TS AL = D TS fall?

IA

IA
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Dans l'autre sens

1Uais flly = 1160,, Uais f1I7 IT5is00.5, f1};
||T§is||§%l —)Z%Z H907B1f”£

1Tdisllzy e, IFI15-

IN

IN

La proposition 5.2.5 appliquée a U permet d’écrire d’autre part
Waisller, @—ep,, @) < CallUlly, ®a)—rz, re)-

Ceci acheve la démonstration de la proposition 5.2.6. O

Enfin, nous aurons besoin, dans la démonstration du lemme 5.2.17, du résultat
supplémentaire suivant.

Lemme 5.2.7. — On considére un opérateur de convolution T sur Z% dont le mul-
tiplicateur de Fourier est de la forme

m&) =Y P —1/q)
ez
avec les hypotheéses :

(a) U est une fonction C*° a support dans Q/q, dont le développement en série de

Fourier \I/(f) = Zmeld d)(m)ei%ﬁmf Uériﬁe ZmEZd Wj(m)' S A
(b) (Ye)eeza est une famille gZ%-périodique.

On note

S — ,Ays — § eZﬂiSAE/q,W
Lezd /qzd

la transformée de Fourier de vy en tant que fonction définie sur le groupe Z%/qZ°.
Sous ces hypotheses, pour 1 < p <2, on a

2-2/p 2/p-1
nﬂm@@m@%<A@(ngO (wM%O .

Démonstration. — Pour p = 2, les termes de la somme ), ,q 7 V({ —[/q) étant a
supports deux a deux disjoints, on a

sup [m(€)] < sup [W(E)| sup [ye| < (Y [1b(m)]) sup |re| < Asup |-
£ER £ER Lezd mezd Lezd Lezd

Donc

I T\l e2(zay—e2(za) < A sup [7el.
Leza
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Pour p = 1, on calcule la norme dans ¢!(Z¢) du noyau K de I'opérateur 7. On a

K(n) = /Q (Do (e —/g) ermimeag

= ) [ S e = ().

Lezd/qze
Donc
Tl 2y zey = Y 1K (n)] < Asup 4.
nezd "
Le résultat pour 1 < p < 2 s’en déduit par le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz.
O
5.2.2. Décomposition de ’opérateur A,.. — Dans toute la suite de cette sec-

tion et sans que ce soit toujours rappelé, le parametre réel positif r sera astreint a
appartenir 3 I’ensemble A, c’est-a-dire sera tel que r2 est entier.

Le multiplicateur de Fourier associé & 'opérateur de convolution A,., défini par la
série de Fourier

1 Tin-
ar(f):m Z e e R

nezd,|n|=r

1 Tin: ! mi(|n|?—r?
ar(§) = rd—2 Z ¢’ 5/0 el dt.

peut s’écrire

nezd
Pour & > 0 (qui sera choisi plus tard) on peut introduire un facteur de régularisation
et écrire
1 e 2 .2 L . 2.2
a)r(f) — — Z eQTmn Ee 2re(|n|*—r )/ e27'r1(\n| ™ )tdt
r 0
nezd

1 ! 2m(e—it)|n|? 2min it)r?

_ — — -£ 27 (e—it)r d

= e e e t.
rd—2 / Z

nezd

L’opérateur A, est ainsi représenté par l'intégrale sur [0,1] ~ R/Z

I :
(521) A, = T / 6271—(57“)”’1} e
r 0

ou (1) est la famille d’opérateurs de convolution par les fonctions n — e=2m(e=it)n|?,

Dans une premiere étape, étant donné un entier R, on étudiera I’opérateur maximal
partiel f — Supp<,<op|Arf|. On obtiendra ainsi le premier résultat de Magyar
(Théoreme 5.2.10).

En tout dernier lieu (section 5.2.8), en donnant & R les valeurs 28, k > 0 et en
recollant les estimations relatives aux intervalles 2%, 2¥+1] on obtiendra le résultat
global du théoreme 5.2.1.
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Un entier R étant donc fixé, 'application de la méthode du cercle s’appuiera sur la
décomposition de I'intégrale sur [0, 1] de I'expression (5.2.1) en une somme d’intégrales
prises chacune sur un des intervalles associés aux nombres de Farey d’ordre inférieur
a R (cf. [HW'T9, chap. III | ou [Gro85, chap. 12]).

Précisons les notations nécessaires. Soit Fr ’ensemble des nombres de Farey
d’ordre inférieur & R, c’est-a-dire ’ensemble des fractions irréductibles s/q, avec
1<g< Ret0<s<gq Si % < g < Z; sont trois termes consécutifs de cet en-

semble, on sait que sk —qh = h'q — sk’ = 1. On introduit les nombres de Farey
hts ot s+h’
k+q q+k’
g + k' sont compris entre R et 2R. On obtient

h h+s s s+h N

< < < — < =
E " k+q q q+k K
et on définit U'intervalle I(s/q), pour 1 < s < g, par

intermédiaires

qui sont d’ordre supérieur a R, ce qui fait que ¢ + k et

h+s s+h
s/q+ I(s = ,
Ja+ 1600 = s S
Pour s = ¢ =1, on prend I(1/1) = [—%H7 %ﬂ] qui est égal a [0, %H] Ul— %ﬂ, 1],
modulo 1. Il vient alors :
1 1 1 1
-, —| CI Cl-——, —|.
[ 2qR QqR} (s/9) [ qR qR]
Compte tenu des notations ainsi introduites, on peut donc écrire
_ 1 —27(e—it)|n|? 2min-€ 27 (e—it)r?
ar(ﬁ)—rd,Q Z Z // , Ze e e dt
1<q<R 1<s<q s/q+1(s/q) nezd
(s,9)=1
1 —27n(e—iT—is/q)|n|? 2mwin-& 2m(e—iT—is/q)r?
=73 2 > e e e vrdr.
1SOSR 1zese I(s/a) \ peza
5,0)=

On voit ainsi apparaitre dans le développement de a, 'expression F(e —iT—is/q, &)
ou F(z,£) est la fonction analytique dans le demi-plan Rz > 0 :

F(z,8) = Z e~ 2minl?z g2min g
nezd

Il s’agit d’une fonction théta qui, classiquement, peut étre transformée par la formule
sommatoire de Poisson comme I'indique le lemme suivant.

Lemme 5.2.8. — Pour toute fraction irréductible s/q de |0,1], on a la relation

F(z—is/a,&) = Y Gls/q.0) (22;/26—“—2/#/(2@

Lezd




122 CHAPITRE 5. MOYENNES SPHERIQUES

ot G(s/q,0) est la somme de Gauss normalisée

1 _ _
G(S/Q7£) = Z 627r7,\m|25/q 6217rm-£/q ]

meZ/qz4
Démonstration. — Notons Df]l I'ensemble {(n1,...,n4) € Z%;0 < n; < ¢}. On a
alors
F(Z _ is/q,f) — Z Z e—27rz|m+qk\2eQiTr\m|2s/q62i7r(m+qk)~§.
meDd kezd
On applique alors la formule sommatoire de Poisson sur R? & la fonction

f(x) — e—2ﬂz|m+qm\2€2iﬂ(m+qm)~f
dont la transformée de Fourier est

fg) =

2immey/q,—nly/q—&|*/(22)
et |

On trouve

Z 6727rz|m+qk:\262i7r(m+qk)~§ _ id 1 Z 627L7rm-£/q6777|€/q7§\2/(22)

q (2Z)d/2

kezd Lezd

qui donne, en remplacant, le résultat du lemme. O

Au bout du compte, pour un entier R fixé et pour la dissection de Farey associée,
on obtient la représentation suivante du multiplicateur a,. :
e XY

1<q<R 1<s<q
(s,9)=1

ot1, pour tout & € R,

ai/‘](g) _ d172 / e—27r(a—i7——is/q)|n\2€27rin~£ eQTr(fs—i'r)rze—27ri'r'23/da7
r I(s/q) \ pezd
qui s’écrit aussi
5 —2mir?s
a/9(§) = e PN " Gls/q,0)Tn(5/9,€ — 1/q)
Lezd

avec

1 mr(e—ir . — —_rlel? c—iT
Jr(s/q,ﬁ)rH/j(S/q)e2 (e=i7) (2(e — i)~ Y2 TIER/Rle=im) 4

Rappelons enfin la majoration classique des sommes de Gauss, qui joue ici un role
essentiel (cf. [Gro85] ou [Wal57, p. 17]).

Théoréme 5.2.9. — Il existe une constante Cy telle que

(5.2.2) G(s/q,0)| < Cag™/?

pour toute fraction irréductible s/q et tout £ € Z%.
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5.2.3. Inégalité maximale partielle. — Les premieres inégalités maximales qui
ont été obtenues sur ces moyennes sphériques ’ont été pour des opérateurs maximaux
partiels, relatifs & des tranches [R, 2R] de valeurs du rayon r. Elles sont données par
le théoréme suivant [Mag97] :

Théoréme 5.2.10. — Pourd > 5 et p > -4 il existe une constante Cyy, telle que,
pour tout R > 0 et toute f € (P(Z),
sup [A-(N) || < Capllfller -
R<r<2R op

Pour 7 € I(s/q) et ¢ = R~2, notons S, 1'opérateur de convolution par la fonction
n i e~2r(e=ir=is/aIn® O pourra ainsi écrire la formule (5.2.1) sous la forme

Ar = rd% Z 62ﬂ(€7i7—7i8/q)r257 dr.
1<q<R 1=s<q 71(s/0)
(s,9)=1
Lemme 5.2.11. — Avwec les notations précédentes, on a

1S lle2— ez < Cag™%? min(R?, |7|~4/3).

Démonstration. — Le multiplicateur de Fourier associé a S, s’écrit, d’apres le lem-
me 5.2.8,
Sr(g) — Z e—Qﬂ(s—iT—is/q)|n\2e27rin<§
nezd
1 —rle—t/al? Cir
= > Gls/g0) eI i),
rezd (2(e - ZT))
D’ou, en appliquant 'inégalité (5.2.2),
s7(§)] < qufdﬂ; Z o~ TlEa—t%e/ (2¢% (2 +77))

2 2\d/4
(2 + 72) =

Sous les conditions 1 < ¢ < R, e = gz et 7 € I(s/q), (donc || < (%R)7 on obtient

nleqg—£]2e mleg—¢|2R"2 rleq—e|2

Z 6_242(12+72) < Z efzqz(Rgz;Jrqusz) < Z 6_% <y

ez ez ltezd
Donc

1

sup |s <Cuqg ¥ — < CyqY? min(RY, 7|2

56"51‘ T(g)‘ — aq (R74+T2)d/4 - aq ( 7| | )7
ce qui fournit la majoration de la norme de S, comme opérateur sur £2(Z9). O
Démonstration du théoréme 5.2.10. — Gardons les notations du lemme. Sur ¢1(Z9),
on a

I8 e < 37 Jem2rlemimis/alinl’] = §7 2entinl

nezd nezd
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En appliquant la formule de Poisson, on obtient immédiatement
Z e—sz*2|n\2 — Rio—d/2 Z e—gRﬂmP < Rio—d/2 Z e—g\mF
nezd mezZd meZd

et donc

[1S- ]l < C4RY.
Pour 1 < p < 2, soit « tel que % =5+ (1 - a), cest-a-dire a =

d’interpolation de Marcinkiewicz appliqué a I'opérateur S, donne

1Sz ller—er < Cagq™*/? R min(1L, (|7| R?)~4*/%),

2e=1) 1,6 théoreme

la majoration

R™2 “+o0
Caq~"/*R* (/ d7+/ (|T|R2)da/2d7'>
0 R-2

< qu—doc/QRd—2.

d’ou on tire, pour d > - P

/ ||S7—||[p—>ép dT
1(s/q)

IN

Or, pour R <r < 2R et e = R™2, l'opérateur A, peut s’écrire

Z Z / (e—iT—is/q)r? S. dr.

1<q<R 1<s<q S/q)
(s,q)=1

Pour toute fonction f de £?(Z%) on a donc

o 41| < car ST [ el dr | 161,
R<r<2R v 1S4SR isesa I(s/q)
(s,9)=
< Ca Yo a7 Sl
1<q<R
< Cay d | flp
q>1
Donc
sup A, f| < Cap ||f||p
R<r<2R p
pour 1 —da/2 < —1, c’est-a-dire p > 5%. Ceci acheve la démonstration du théoreme
5.2.10, le cas p > 2 se déduisant par 1nterpolat10n entre l'inégalité obtenue dans le
lemme 5.2.11 pour p = 2 et 'inégalité triviale en norme infinie. O
5.2.4. Approximations des opérateurs de convolution Aﬁ/ 7, — Revenons &

la décomposition des opérateurs A,, pour un entier R donné, en la somme

> Y

1<q<R 1<:<q
(s,9)=1
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On va effectuer successivement deux approximations des opérateurs A,S»/ % en controlant
& chaque fois la norme ¢2 — £2 des termes d’erreur des opérateurs maximaux partiels
associés. Pour la premiere de ces approximations, on fixe une fonction ®, de classe
C> sur RY, & valeurs dans [0, 1], & support dans Q/2 (Q est toujours le cube | — %, %]d)
et valant 1 sur Q/4. Pour tout entier ¢ > 1 et tout £ € R?, on pose ®,(¢) = ®(gé). A

partir du multiplicateur de Fourier

ai/q(é) _ o—2mir?s/q Z G(s/q,0)J.(s/q, € —1/q) ,

Lezd

on définit le multiplicateur localisé

)
b/ 9(&) = eI N " G5/, 0)@(€ — /q) o (/€ — 1/q)
Lez?
La seconde approximation consiste a étendre a la droite R toute entiere les intégrales
J,, c’est-a-dire & approcher J,.(s/q, &) par

1

“+oo
(5.2.3) I(¢) = Trz/ 21 (e=i7) (9 _ 7))~/ 2= /2e=im) g
—00

Comme on le verra plus loin (Proposition 5.2.15), I,.(£) ne dépend pas de € et c’est, a
un facteur constant pres, la transformée de Fourier de la mesure superficielle o, de la

sphere de R? de rayon r. On pourra ainsi appliquer le théoréme maximal connu pour
les moyennes sur les spheres de R?. On définit donc le multiplicateur

(5.2.4) cs/1(€) = e NT G5 /q, )y (€ — £/q) I (€~ 1/q).

Lezd

. S S ’ . .
On note respectivement Br/ ) C,»/ % les opérateurs de convolution agissant sur les

fonctions sur Z¢, définis par les multiplicateurs de Fourier b2/? et ¢i/?. On pose

naturellement aussi B, = Z Z B/l et C, = Z Z C#/7. On montre

1<q<R 1<s<q 1<q<R 1<s<q
(s,q)=1 (s,q)=1
alors la majoration suivante.

Proposition 5.2.12. — Pourd >5 et f € (2(Z%) on a, pour tout R > 0,

sup |(A7 - CT)f|

R<r<2R

< CaR*2||f | .
Z2

Cette inégalité va résulter des deux lemmes suivants.

Lemme 5.2.13. — On a

2. X

1<qg<R 1<s<q
(s,9)=1

sup [(A3/1 — By/9) |
R<r<2R

< CaR*™ | fll 2.
52
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Démonstration. — On pose, pour 7 € I(s/q),
pr(€) = D (1= @4(& — £/q)) e ™A/ CETT G(s /g, 0).
ez

Le terme d’indice ¢ de cette somme est porté par Uensemble {&;|& — ¢/q| > 1/8q}
puisque ®, vaut 1 sur la boule de centre 0 et de rayon 1/8¢g. Sur cet ensemble, pour

la constante ¢ = on a

556"
T T
s _€2>7 _g?
5|96 — 07 = lag =" +c
et donc

o~ TE—t/al?/(2(e—i)) | _ —mlat—t%e/ (247 (2 +7%))

< =/ (@ +7) —ml€a—01%e/(4g> (*+72))

Sous les conditions 1 < ¢ < R, ¢ = 45 et 7 € I(s/q), (donc || < q%)v on obtient
comme on I'a vu plus haut, 7, 54 elea—t1*e/ (44’ (€ +7%) < . Comme G(s/q,0) <

C'q=%?2, on a finalement

sup |/~L'r(£)| < Cy qid/2 efca/(q2(52+_’_2)).
E€Rd

Soit f € £2(Z%) et, pour tout 7 € I(s/q), soit F; la fonction de £2(Z?) de transformée
de Fourier p,f. On a
|Frllez < Ca g/ e/ @D | £

Alors,

2mer?

- / =277 (9(c — i7))~Y2FLdr.
I(s/q)

(A3/1— By/1)f = e 2mirtsla

r

Pourez#etRSrSQR,

5/4 s/d eSm2m 4/ —4, _2\—d/4
O i B BN R
s/q

sup [(43/7 — B/ |
R<r<2R

< CuR—+2 / (R + 72) 4| F, || adr
02 I(s/q)

< qufd/2R7d+2 /( / )(R74 +T2)7d/4 675R—2/(q2(R—4+7—2)) dr ||f||€2
I(s/q

En utilisant une majoration de la forme e™* < C u=%4 il reste donc

sup (A7~ BY") |

R<r<2R

< CaR*= 2 |I(s/q)| || le=
02
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d’oli, puisque les intervalles I(s/q) convenablement translatés forment une partition
de [0, 1], inégalité cherchée

2. 2

1<g<R 1<s<q

sup [(A3/7 — By/9) |
R<r<2R

< CaR*™ | fll 2.
42

(s,q)=1
O
Lemme 5.2.14. — On a
Z Z sup ‘(B:/q _ C:/Q)f‘ < CuR> || f| .
1<q<R 1<s<q [BST<2RE p
(s,9)=1
Démonstration. — Le raisonnement est analogue au précédent. On pose, pour 7 €

R\ I(s/q),
V(€)= Y By(€ —£/q) e AT G(s /g, 0).

Lezd

Cette somme est en fait réduite & un seul terme et on a immédiatement

sup |v-(€)| < Cag™ 2.
ceRe

Pour f € (2(Z%) la fonction G, de £2(Z%) de transformée de Fourier v, f vérifie donc

IG+llez < Cag™ 2| flle2-

Alors
.2
s/q _ s/q __—2mir’s/q e’ —2mir?T . —d/2
(B; C/Nf=e p— e (2(e —iT)) G.dr.
r R\I(s/q)
Et,pourez#etRSrSZR,
87r2fd/2
(By/1—cy/nf < 6T/ (R™* 4+ 7)Y G, | dr
T R\I(s/q)
871'2—d/2
< eﬁ/ (R_4+T2)_d/4‘GT‘ dr.
T [T|>1/2qR
Par conséquent
sup [(B/-cp/ns|| < Car [ () G dr
R<r<2R 02 |T|>1/2qR
dr
< R [ e
ir1>1/2qR (R™4 4 72)d/4
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qui est majoré par CqR*=%2¢~Y||f|ls2, si ¢ < R. En sommant ces majorations, on
obtient donc

SO | s |mre-cng|| < car LSS 0t e
1<q<R 1<s<q BSTS2R e 1<q<R1<r<q
(s,q)=1
< CaR2|fe.
O
Démonstration de la proposition 5.2.12. — Soit f € £*(Z). On a
sup [(A, —Cp)(f)l < sup [(A — Br)(f)+ sup [(Br — Cp)(f)]
R<r<2R R<r<2R R<r<2R
donc
sup [(Ar = CH)(NI|| < || sup (A = Br)(N)l]| +|| sup  [(Br—Cy)(f)]
R<r<2R 2 R<r<2R 2 ||[R<r<2R P

et il ne reste qu'a majorer chaque terme du second membre par CyR>~%2||f||;2 en
vertu des résultats des deux lemmes précédents. O

5.2.5. Une expression de la tranformée de Fourier 6 de la mesure super-
ficielle d’une sphére. — Remarquons d’abord que 'intégrale I,.(£) définie par la
formule (5.2.3) ne dépend pas de € (appliquer le théoréme des résidus aux chemins de
la forme 7 + ¢ —i7). En prenant ¢ = r~2 puis en faisant le changement de variable
T = r~2t on obtient la nouvelle expression

+oo ] ‘
I.(§) :/ 27 (1=it) (9(1 — jt)) =42 g=mrPIE/(20-in) g,

—0o0

Or on a le résultat suivant :

Proposition 5.2.15. — Pour tout réel r, la transformée de Fourier o, de la pro-
babilité uniforme o, sur la sphére de rayon r de R% admet lexpression

7o(E) = ['(d/2) /HO (2R(1=it) (9(1 _ j))=4/2 =t IE?/201=it) gy — Mh(ﬁ)-

/2 /2
Démonstration. — Pour appliquer les formules d’inversion de Fourier on introduit
dans l'intégrale I,.(§) un facteur de régularisation e~ ot on pose

+o0 . ‘
If(g) = / e2r(1—it) (201 - it))_d/2 e_ﬂr2|5|2/(2(1_lt)) e_m”z gt

Il est clair que limg_.q If = I,.. Deux calculs successifs de transformée de Fourier
de gaussiennes donnent la transformée de Fourier inverse de I? :

+oo
/ </ e2mikw p2m(1—it) (2(1 —it))’d/z efﬂT2|§|2/(2(17it)) efmsﬁ dtde¢
R4 —o0
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“+o0
_ / r—de—27r(1—it)\x|2/r2 e27r(1—it)e—7r6t2dt

— 00

= r—d(s—l/?ezﬂ(l—|m|2/7’2)6_%(1_|m|2/7,2)2 = s ().

La fonction s ainsi définie est positive, intégrable, radiale. Lorsque § tend vers 0,
s tend vers 0, uniformément sur le complémentaire de tout voisinage de la spheére
de rayon r et son intégrale tend vers I,.(0).

La fonction t — (1 — it)~%? est la transformée de Fourier inverse de la fonction
frax— @M —1td/20-2m [yoy

T(d/2)
e 2m(1—it) d/2 d/2 2 /2
1.(0) = TETR —at)" Y dt =27 Tf(1) = .
(= [ et - i) ) = F
Par conséquent Ffr‘;lf )¢5 tend faiblement vers o, et I° tend vers FT(“Z;ZQ)&. O
5.2.6. Le terme principal du multiplicateur a,. — Revenons a 'opérateur

de convolution G, = 37, cpD_ 1<0<q Cf/q, partie principale de I'opérateur A,. Il
- (s,9)=1

résulte de la proposition précédente que le multiplicateur de Fourier de C’f/ 7 défini
par (5.2.4) peut s’écrire

e/ 1(€) = cae™?™TN" Gs/q,0)@g(€ — 0/q)Tr(E — 1/q).

Lez?

Proposition 5.2.16. — Sid >5 et 3% <p <2, on a pour f € 7(29),

sup |Cr(f)]

0<r<oo

< Capll fllgo-
¢r

Démonstration. — Comme

sup \C’,-(f)|SZ Z sup |C2/9(f),

0<r<oo g=1 1<s<q 0<r<oo
(s,9)=1

la proposition résulte du lemme suivant. O

Lemme 5.2.17. — Sid>3 et ﬁ <p<2, onapour fcr(Z7%),

sup |/

< Cap qid(pil)/puf”ep-
0<r<oo

/P

Démonstration. — Soit ®'(€) une fonction de classe C*°, & support dans Q et valant
L sur Q/2, ce qui fait que ®’® = . On pose ¥, (&) = ¢'(¢€). L'opérateur ce/ est,
a un facteur constant pres, le produit de deux opérateurs de convolution M; et M,
de multiplicateurs respectifs

mi(€) = > G(s/q, )& —t/q)

Lezd
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et
mp(€) = D Bq(€—~1/0)7:(6 ~ /q).
ez

A lopérateur M7 on applique le lemme 5.2.7 avec pour 7, la somme de Gauss nor-
malisée G(s/q,£) et pour ¥ la fonction ®;. La transformée de Fourier ' est A
décroissance rapide, donc

D@l <q Y [@nfo) < Cq Y (1t n/gl*) < A

nezd nezd nezd
avec une constante A indépendante de ¢. Par ailleurs, pour v, = G(s/q, £), la majora-
tion fondamentale (5.2.2) des sommes de Gauss entraine que supyeza [7¢| < Cag™%2.
Comme 4, = e27In*s/4_donc sup,, [9»] <1, on a finalement

[ M1l er(z)—ep(za) < Caq™WPE=2/P) < Cyq=te=D/p

Soit d’autre part un entier N > 0, Ey l’ensemble fini des réels r de carré entier
vérifiant 0 < r < N et By l'espace normé ¢*°(Ey). On peut considérer la famille
d’opérateurs de convolution (Ma,,)rcg, comme un opérateur de convolution agissant
sur ’espace (%N(Zd). Mais, d’une part, il résulte de I'inégalité maximale pour les
spheres de R? que, pour p > %’ Popérateur (o,),c g, est un opérateur de convolution
de LP(R%) dans LY, (R?) uniformément borné en N. D’autre part, ®,(€) est & support
dans Q/q et c’est le multiplicateur de Fourier d’un opérateur de LP(R?) dans LP(R%)
de norme ||<i>q|| 11 indépendante de q. On peut donc appliquer la proposition 5.2.6

au multiplicateur m = (¢40,) : il existe une constante Cy ) telle que, pour tout

reEn
q>1, tout N > 0 et toute f € (P(Z9),
sup Moy fl|| < Capllfller-
0<r<N ¢p
En faisant tendre N vers l'infini et en utilisant le résultat obtenu sur M; on obtient
I'inégalité voulue. U
5.2.7. Démonstration du théoréme principal 5.2.1. — Commencons par réu-

nir les résultats obtenus, toujours en dimension d > 5. En norme ¢2, la proposition
5.2.12 nous dit que, pour tout f € £2(Z9),

< CaR* 2| f]l¢2.
€2
Pour % <p<2et fecP(Z% on a d'une part

sup (A, — Cr)f]

R<r<2R

sup |A,f]
R<r<2R

< Capllfller

op
d’apres le théoreme 5.2.10 de Magyar et, d’autre part,

sup |crf|] < Caplfller
R<r<2R w
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comme conséquence de la proposition 5.2.16. En ajoutant, on a donc

sup [(A, — Cp)f]

R<r<2R

< Capllfller-

o
Soit alors #12 < p < 2. On peut choisir p’ tel que J%Q < p’ < p < 2. Par interpolation
entre p’ et 2 on voit qu’il existe un réel £(p) > 0 tel que

sup (A, = C)fI| < CapR*P||f|ler.

R<r<2R

P
Comme
sup [(A, —Cr)f| < Z sup  [(Ar — C)f]
1<r<oo =0 2F <r<2ktt

et > >0 2-¢(P)k < 50, on obtient

sup |(Ar — C)f|

1<r<oco

d
<p<2.
B p

< Capll fller, pour tout p vérifiant y
op

D’ou, en écrivant
sup | A, f| < sup [(Ar — C;) f| +sup [C, f]
1<r 1<r 1<r

et en utilisant a nouveau la proposition 5.2.16, il vient

d
<p<2
B b

sup |4, f|

< Capll fller, pour tout p vérifiant
1<r<oco d

o

L’inégalité maximale dans le cas p > 2 s’obtient par interpolation entre cette inégalité
pour p = 2 et I'inégalité triviale en norme infinie. Ceci achéve la démonstration du
théoreme 5.2.1. 0

5.2.8. Le théoreme ergodique pour les spheres discretes. — Un théoreme
ergodique pour les moyennes sphériques pour une action de Z¢ a été établi par A. Mag-
yar dans [Mag02]. C’est le théoréme ergodique naturellement associé au théoréme
maximal 5.2.1. Pour éviter une obstruction de nature arithmétique a la convergence
des moyennes ergodiques, il est toutefois nécessaire d’ajouter une hypothese spectrale.

Soit (T;)seza une action du groupe Z¢ sur un espace probabilisé (X, B,m), avec
préservation de la mesure. Sir est un réel de carré entier I'opérateur de moyenne sur
la sphere de rayon r s’écrit, pour une fonction f définie sur X,

1
Anf(@) = 5o %f(m).

Soit ¢ € L?(X,m). On dit que g est une fonction propre associée au spectre
rationnel s’il existe § € Q% tel que, pour tout £ € Z%¢, go T, = €*™%g. On note R
la sous-tribu de B engendrée par les fonctions propres associées au spectre rationnel.
Pour tout f € L?(X,m), on note vy la mesure spectrale de f pour 'action unitaire
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de Z? sur I'espace de Hilbert L?(X,m), induite par I’action ponctuelle (7). 1l y a
équivalence entre les trois propriétés suivantes :

— Pour tout 0 € Q%, v (6) = 0.

— Toute fonction propre g associée au spectre rationnel est orthogonale & f.

~ E(fIR) = 0.

Le théoreme ergodique s’écrit comme suit.

Théoréme 5.2.18. — Soient d > 5 et p > ;4. Si f € LP(X,m) et E(f|R) = 0,
alors lim, o A, f =0 dans LP(m) et m-presque partout.

(La convergence en moyenne s’étend & tous les espaces LP, pour p > 1.)

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théoreme. Les arguments utilisés
par A. Magyar prolongent directement ceux utilisés pour établir les inégalités maxi-
males. Il s’agit d’obtenir de bonnes estimations, transférables, de

max  |A.f|

e <r<riti

2

pour une suite (ry) croissant trés rapidement vers 'infini.

Notice bibliographique. — En dehors des références des résultats données dans le
cours du texte, on pourra consulter les prolongements suivants.

Le théoreme 5.1.2 a été étendu & de nombreuses autres hypersurfaces que les
spheres, et méme a des opérateurs de moyenne sur des familles d’hypersurfaces qui
ne se déduisent pas forcément d’une hypersurface donnée par dilatation-translation.
On doit alors imposer une borne inférieure sur la courbure de la variété en chaque
point. Nous renvoyons pour cette étude au chapitre XI du livre [Ste93], a I'article de
E. M. Stein et S. Wainger [SWT78] et aux références qui y sont données. Une autre
direction d’étude consiste & ne regarder la fonction maximale sphérique que sur une
famille lacunaire de rayons. Des résultats récents ont été obtenus par A. Seeger, T.
Tao et J. Wright [STWO03].

L’étude d’inégalités maximales sphériques sur des espaces LP a poids a été initiée
par J. L. Rubio de Francia, et on pourra consulter les résultats récents de M. Cowling,
Gunaman et J. Garcid-Cuerva [CGCGO02] ou l'on trouvera d’autres références.

Notons enfin qu’il y a deux autres démonstrations du théoreme maximal de Bour-
gain. La premiere, due & G. Mockenhaupt, A. Seeger et C. D. Sogge [MSS92], utilise
des arguments de régularisation locale, la seconde, due & W. Schlag [Sch98], utilise
des arguments géométriques et combinatoires.

L’extension de ces travaux au cas du groupe de Heisenberg de dimension 2d + 1
a été d’abord étudiée par A. Nevo et S. Thangavelu dans [NT97]. Ils ont obtenu
le théoréme maximal sphérique de type fort (p,p) et le théoreme ergodique ponctuel
associé pour d > 2 et p > (2d—1)/(2d—2). Plus tard, D. Miiller et A. Seeger [MS04],
ainsi que E. Narayanan et S. Thangavelu [NT04], ont démontré que, pour d > 2, le
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théoreme maximal de type fort (p,p) est satisfait si et seulement si p > 2d/(2d — 1).
Ceci entraine le théoreme ergodique ponctuel pour ces valeurs de p et d.

Le théoreme maximal et le théoreme ergodique pour les moyennes sur les spheres
de Z? ont aussi été étendus dans diverses directions.

Dans [Mag02], A. Magyar étudie les moyennes ergodiques sur les “hypersur-
faces discrétes” de Z? définies par une équation Q(ni,na,...,ng) = A, out Q est
un polynéome homogene a coefficients entiers et ou le parametre A varie parmi les
valeurs admissibles. Dans ce cadre, qui généralise largement le cas des spheres, A.
Magyar obtient les théoremes maximaux et les théoremes ergodiques attendus. La
démonstration fait appel a des résultats difficiles de théorie des nombres.

Dans [Ion04], A. Tonescu met un point final & la recherche des meilleurs espaces
fonctionnels dans lesquels 'inégalité maximale pour les moyennes sphériques discretes
est satisfaite. Les espaces de Lorentz (qui sont des espaces d’interpolation entre les
L?) sont considérés.






CHAPITRE 6

THEOREMES ERGODIQUES POUR UNE ACTION D’UN
GROUPE LIBRE

Dans ce chapitre nous considérons le groupe libre [ ; engendré par un ensemble A de
d > 2 générateurs libres. On pose S = AU A~!. Rappelons que Fy est I’ensemble des
mots réduits utilisant alphabet S (une lettre n’est jamais suivie par son inverse) ; le
produit correspond a la juxtaposition des mots suivie des simplifications appropriées.
La longueur |w| d’un élément w € F4 est le nombre de lettres (distinctes ou non)
appartenant a S nécessaires pour écrire w sous forme réduite. Le groupe Fy est un
espace métrique pour la distance définie par la longueur des mots : la distance de v
A w est [v~twl|.

Les théoremes ergodiques pour des moyennes de nature géométrique sur le groupe
[F 4 sont remarquables, car ce groupe n’est pas moyennable. Ils sont établis a partir de
I’observation fondamentale suivante, initialement due & V. I. Arnold et A. L. Krylov :
I’algeébre de convolution engendrée par les mesures de probabilité uniformes o, sur les
spheres de rayon n (autrement dit Palgebre £}, (F4) des fonctions radiales sommables)
est commutative et admet une théorie spectrale explicite. Cette algebre est utilisée
dans [AK63] afin d’obtenir un théoreme d’équidistribution pour certaines actions
par isométries de Fo sur la sphere euclidienne de rayon 1 dans R3. Dans [Gui69], Y.
Guivarc’h a ensuite développé 1’étude du théoreme ergodique sur l'espace L? relatif
aux moyennes sphériques o,.

Les techniques conduisant aux théoremes ergodiques ponctuels pour les actions sur
(X, m) préservant la mesure finie m utilisent ici, et dans le chapitre 7, la méthode
générale suivante :

1) on établit le théoréme ergodique en moyenne dans L?(X,m) & I'aide de la théorie
spectrale ;

2) on établit I'inégalité maximale de type fort (2,2) ainsi que la convergence
ponctuelle pour les fonctions d'une partie dense dans L?(X,m) ;

3) par interpolation, on passe ensuite au cas LP en utilisant une inégalité maximale
(p,p), qu'on a souvent pu démontrer en méme temps que I'inégalité (2, 2).
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Apres avoir donné dans la premiére section la démonstration tres simple du théo-
reme d’équidistribution de V. I. Arnold et A. L. Krylov, nous analysons dans la
deuxiéme section la théorie spectrale de £} _,(F4) et nous en déduisons des théoremes
ergodiques en moyenne dans L?. Les résultats concernent les moyennes relatives aux
suites (o2y,), (Ba2n) et (vn), ou 3, est la mesure de probabilité uniforme sur la boule
de rayon n et v, = n%rl ZZ:O ok est la moyenne de Cesaro des oy. Les moyennes
relatives aux suites (02,41) et (B2n41) se comportent comme leurs analogues d’indice
pair, mais avec des limites différentes en général.

Dans la section 3, les théoremes ergodiques ponctuels dans L? sont établis en suiv-
ant Particle [Nev94a] de A. Nevo. Bien que les théorémes maximaux dont on a
besoin se trouvent aussi dans la section suivante, on présente ici une démonstration
spécifique au cas L2. En utilisant la sous-additivité de la suite de moyennes relatives
aux mesures v, A. Nevo obtient d’abord que 'opérateur maximal f +— f) corre-
spondant est borné dans L2. A D'aide de la méthode de Littlewood-Paley-Stein déja
rencontrée dans le chapitre précédent, il en déduit ensuite la méme propriété pour
I'opérateur maximal correspondant a o,. L’analyse spectrale de g}zad(l}_d) intervient
a nouveau ici, ainsi que dans I’étude de la convergence ponctuelle pour les fonctions
appartenant & une partie dense de L?(X,m).

La section 4 est consacrée a 1’étude des résultats correspondants dans LP, dus a
A. Nevo et E. M. Stein [NS94]. On démontre directement, a I’aide de I'inégalité
maximale de Hopf-Dunford-Schwartz que l'opérateur maximal f — f relatif a (v,)
est de type faible (1,1). On rappelle ensuite les techniques d’interpolation complexe
permettant d’établir que 'opérateur maximal pour les moyennes sphériques est de
type fort (p,p) pour p > 1. On en déduit le théoreme de Nevo-Stein démontrant
la convergence presque partout de la suite (o, - f) des moyennes sur les sphéres de
rayon pair pour f € LP(X,m) et p > 1.

Les techniques décrites dans ce chapitre ont une portée tres générale. Elles s’adap-
tent & de nombreuses situations comme par exemple le cas des moyennes radiales
pour les actions de groupes semi-simples. On les verra a ’ceuvre pour le groupe des
isométries de ’espace hyperbolique réel de dimension d dans le chapitre suivant.

Nous terminons ce chapitre par une approche entierement différente du théoreme
de Nevo-Stein, due a A. I. Bufetov. Pour I’étude de la convergence presque partout
de la suite (o2, - f), la méthode de Bufetov est notablement plus simple et permet
d’atteindre le cas ou f appartient a la classe Llog L. En outre cette méthode est bien
adaptée au cas des actions de semi-groupes libres. L’idée de la démonstration consiste
a relier les opérateurs de moyenne sur les spheres de rayon pair aux puissances d’un
méme opérateur de Markov pour lequel on applique le théoréeme de convergence de
Rota rappelé dans I'appendice C.
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6.1. Actions par isométries sur un espace métrique compact

Dans cette section nous présentons la démonstration due a Y. Guivarc’h du théoreme
d’équidistribution d’Arnold-Krylov. Les résultats sont a comparer avec ceux obtenus
pour les actions de groupes moyennables dans le théoreme 2.2.8, dont nous gardons
les notations.

Soient X un espace métrique compact et Iso(X) le groupe compact (pour la topolo-
gie de la convergence uniforme sur X) de ses isométries. Ce groupe agit par isométries
sur l'espace C(X) : pour g € Iso(X) et f € C(X), on pose Ty f = fog. Silaction de
Iso(X) sur X est transitive, elle laisse invariante une unique mesure de probabilité,
qui sera notée m (voir Remarque 2.2.9). Dans ce cas, 'opérateur T, se prolonge
en un opérateur unitaire de L?(X,m), et nous conservons la méme notation pour le
prolongement.

Soient a, b deux isométries de X et soit G le sous-groupe de Iso(X) qu’elles engen-
drent. Observons que si l'action de G sur X est topologiquement transitive, c’est-a-dire
s'il existe zg € X tel que lorbite Gzg soit dense dans X, alors Iso(X) agit transitive-
ment sur X.

Pour tout entier n > 1, nous notons M,, le sous-ensemble de G formé des isométries
de la forme aPb9 ...aP*b%% avec k > 1, p;,q; € N et Zle(pi + ¢;) = n (mots en
a et b de longueur n). Enfin, G désigne le sous-groupe de G formé des isométries
aPrb?t ... aPrb® avec k > 1, p;,q; € Z et Zle(pi +¢;) = 0 (mots de degré total nul).

Théoréme 6.1.1 (Guivarc’h [Gui69]). — Sil’action de Gy sur X est topologique-
ment transitive, alors pour toute fonction continue f sur X, on a

lim (M)nf:/xfdm

n— o0 2

uniformément sur X.

Ta + Tb

Démonstration. — Posons T = La fonction T™f est une moyenne de 2™

fonctions de la forme f o g avec g € Iso(X). Par conséquent 'ensemble {T"f; n €
N} est équicontinu. Etant borné, il est relativement compact, d’apres le théoréme
d’Ascoli. Soit alors (IT™* f)r>1 une suite extraite de (T f),>1, qui converge vers un
élément fy de C(X). Le point crucial de la démonstration est la vérification que fy
est Gp-invariante. Admettons ce point pour le moment. Comme 'action de Gy est
topologiquement transitive, on en déduit que fy est constante, et la Gg-invariance
de m entraine aussitot que cette constante vaut [ + Jdm. Enfin, comme la limite ne
dépend pas du choix de la suite extraite, on conclut que (7" f) converge vers [ f dm.

Vérifions donc la Go-invariance de fy. Remarquons d’abord que (T f)g>1 con-
verge aussi vers fy dans L?(X,m). Fixons un entier r > 0. Quitte & remplacer
(T”kf)kzl par une sous-suite, on peut supposer que niy; — ng > r pour tout k.
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Puisque T est une contraction de L?(X,m), on a
[folla = lim [T+ flly < Lim [[T"T™ fllz = [T" foll2 < || foll2-
k—oo k—oo

Observons que 1" fy est une combinaison convexe des éléments T}, fo, ou g décrit M,.,
tous de norme L? égale & ||fol2. En utilisant la convexité stricte de L?(X,m), nous
obtenons Ty, fo = T, fo pour tous g1, g2 € M,.

Ainsi, fo est invariante par les éléments de J,, M, M, *. Pour conclure, nous mon-
trons que Gy est contenu dans 'adhérence de |J,, M, M, . Soit g = aP*b% ...aP b
avecr > 1, p;,q; € Z et Y., (pi + ¢;) = 0. Puisque Iso(X) est un groupe compact,
nous pouvons choisir des suites d’entiers (my,) et (ny) qui tendent vers +o0, telles que
les suites (a™*) et (b™*) convergent dans Iso(X) vers 1’élément neutre. On a alors

g= klingo aP TR pOANE Pt e T (g k)T

11 suffit maintenant d’observer que pour k assez grand, aP*tmrpdrtne - gPrtms et
et (a™+b"™)" appartiennent a My, 4n,)- O

Indiquons maintenant comment le résultat d’équidistribution de V. I. Arnold et A.
L. Krylov se déduit du théoreme précédent.

Théoréme 6.1.2 (|[Gui69]). — Soient a et b deuz rotations dans SO(3). On sup-
pose que le sous-groupe de SO(3) qu’elles engendrent a une orbite dense dans la sphére
euclidienne unité S de R3. Alors, pour tout x € 52, les Myx s’équirépartissent
suivant la probabilité de Lebesque m sur S%. Plus précisément, pour toute fonction
continue f sur S% on a
lim (M)n f= fdm

2 52

n—oo

uniformément sur G2

Démonstration. — Notons toujours G le sous-groupe de SO(3) engendré par les
isométries a et b. Il suffit de vérifier que si I'action de G sur S? est topologique-
ment transitive, il en est de méme pour ’action de Gj.

Si H est un sous-groupe de G et si € $2, observons d’abord que Hx = Hz, car
I'adhérence H de H dans SO(3) est compacte et Hx est donc fermé. L’action de H
sur S2 est donc topologiquement transitive si et seulement si celle de H est transitive.

Puisque les éléments de la forme g1929; ! gy 1 avec g1,92 € G sont contenus dans
Go, le sous-groupe G’ qu’ils engendrent, ¢’est-a-dire le sous-groupe dérivé de G, est
contenu dans Gy.

Le groupe G agit transitivement sur $2. Comme SO(3) n’a pas d’autre sous-groupe
fermé que lui-méme agissant transitivement sur 2, on voit que G = SO(3). Le groupe
G’ est donc dense dans le sous-groupe dérivé de SO(3), qui n’est autre que SO(3).
Par conséquent, I'action de G’ sur 52 est topologiquement transitive, et celle de Gy
aussi. O
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Remarque 6.1.3. — Conservons les notations et les hypotheéses du théoreme 6.1.1.
Le groupe Fo agit par isométries sur X, puisqu’il s’envoie naturellement sur G. Pour
tout n entier, S;" désigne le sous-ensemble de F5 formé des mots de longueur n, ou
n’interviennent que des puissances positives des deux générateurs. Si f € C(X) et
w € Fy, on pose comme d’habitude w- f(x) = f(wz). Le théoréme 6.1.1 énonce que

nllngo% > w-f:/dem
wes;h
uniformément sur X. Ce résultat d’unique ergodicité s’étend bien str au cas de tout
groupe libre F4 a d > 2 générateurs.

Le théoreme 6.1.2 s’interprete de la maniere suivante. Supposons que [’action de
Fo sur $% engendrée par a et b soit topologiquement transitive. Si B est une partie
borélienne de S* de frontiére négligeable et si x € S2, la proportion de points w de S,
tels que wx € B tend vers la mesure de Lebesque de B lorsque n tend vers l'infini.

6.2. Théorémes ergodiques en moyenne dans L?

Nous étudions maintenant les théorémes ergodiques dans Iespace L? (ou plus
généralement dans un espace hilbertien H) pour les moyennes sur les boules ou sur
les spheres de Fg.

6.2.1. Enoncé du théoréme. Application a I’équidistribution. — Précisons
d’abord les notations utilisées. Tout élément p € ¢(F,) peut étre vu comme une
mesure bornée : =3 . p1(w)dy, ot &, est la mesure de Dirac en w. Pour sim-
plifier, nous utiliserons en général I'écriture p =), . p(w)w. Si xz € Fq4, rappelons
que |z| désigne la longueur du mot x. Si E est une partie de Fy4, on note comme
d’habitude |F| son cardinal.

Posons S, = {x € Fy4; || =n} et B, = {x € Fy; |x| < n}. Pour n > 0, 'ensemble
S, contient (¢ + 1)¢"~! éléments ot ¢ = 2d — 1. Pour n € N, nous considérerons les
mesures de probabilité suivantes

_ 1 ; i sphe .
On = 75,7 2wes, W (mesure uniforme sur la sphere de rayon n) ;

oy, %(Jn +ont1);

_ 1 H .
Bn = 187 > wep, W (mesure uniforme sur la boule de rayon n) ;

1 n 3 .
Vn = 737 2_k—0 Ok, (moyenne de Cesaro des ;).

Soit 7 une représentation unitaire du groupe F4 dans un espace hilbertien H, que
P’on prolonge en une représentation 7 de £'(F4) en posant m(u) = >, cp. p(w)m(w) si
1= er, H(w)w. Nous notons F; le projecteur orthogonal sur le noyau de 7(oy) —1
et E_; celui sur le noyau de m(o1) 4+ I. Gréace a la stricte convexité de la boule unité
de H, nous voyons que E; (respectivement E_;) est le projecteur orthogonal sur le
sous-espace des vecteurs v de H tels que 7(w)v = v (resp. m(w)v = —v) pour tout
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w € S. Observons que ces deux projecteurs sont orthogonaux et que Fp projette sur
le sous-espace des vecteurs Fg—invariants.
Les résultats de convergence en moyenne s’énoncent ainsi :

Théoréme 6.2.1 (Guivarc’h [Gui69], Nevo [Nev94al)
Soit m une représentation unitaire du groupe [ 4.

(i) La suite (m(02,)) converge fortement vers le projecteur Ey + E_y et la suite
(W(02n+1)) converge fortement vers l'opérateur B4 — E_1.
(i) Les suites (m(vn)) et (m(ol,)) convergent fortement vers Ej.

iii) La suite (w(B2y)) converge fortement vers l'opérateur Ei + EE,l et la suite
q+1

(71—(/82”+1)) converge fortement vers l'opérateur Eq — Z_%E_l.

Remarque 6.2.2. — Comme Ker (7(o1) —I) ®Ker (7(01) + 1) = Ker (7(01)? — 1),
on voit, en utilisant la stricte convexité de H, que FE; + E_; est le projecteur sur le
sous-espace des vecteurs invariants par le sous-groupe [F((f) de Fy4 formé des mots de
longueur paire.

Avant de passer a la démonstration du théoréme 6.2.1, donnons tout de suite
I’application suivante, obtenue par Y. Guivarc’h.

Théoréme 6.2.3 (Guivarc’h [Gui69]). — Soit X un espace métrique compact sur
lequel F 4 agit par isométries. On suppose que le sous-groupe [F{(f) de F 4 formé des mots
de longueur paire agit topologiquement transitivement sur X. Si m désigne unique
mesure de probabilité sur X invariante par Fq, pour tout f € C(X) on a

lim W(Jn)f:/xfdm

n—oo

uniformément sur X.

Démonstration. — Soit G (resp. G)) Pimage de Fy (resp. [F((f)) dans le groupe com-
pact Iso(X) des isométries de X. L’action de G?) étant topologiquement transitive,
celle de Iso(X) est transitive, et m est 'unique mesure de probabilité sur X invariante
par Iso(X) (voir Remarque 2.2.9). Nous notons 7 la représentation unitaire de Iso(X)
dans L2(X,m) associée, ainsi que celle de [F.

Si f appartient a 'espace F1 (L2 (X, m)) des éléments G-invariants de L?(X,m), on
a(g)f = f pour tout g € G, car g — 7(g)f est continue de Iso(X) dans L?(X,m).
En utilisant la transitivité topologique de Iaction de G(?), on voit que f est constante.

Si maintenant f appartient au sous-espace E,l(Lz(X , m)) des fonctions h trans-
formées en —h par les générateurs de Fy, on voit que f est G®-invariante et donc
constante. Mais cette constante est nulle puisque 7(w)f = —f pour tout générateur
w. Ainsi E_; = 0.

1l résulte du théoreme 6.2.1 que lim, .o (o) f = [y fdm dans L?(X, m), pour
tout f € L?(X,m). L utilisation du théoréme d’Ascoli, comme dans la démonstration
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du théoreme 6.1.1, montre alors que pour tout f € C'(X) la convergence a lieu uni-
formément sur X. O

Remarque 6.2.4. — Lorsque X est connexe, la transitivité topologique de l'action
de F4 sur X entraine celle de [FEIZ). En effet, avec les notations de la démonstration
précédente, G /G?) est isomorphe & un quotient de F 4/ [FEZQ), donc fini. Sous I’hypothese
X = Gz, on voit que X est réunion d’un nombre fini d’orbites de W, d’ou la con-

clusion.

Pour la démonstration du théoréme 6.2.1, nous suivons larticle [Nev94a] d’A.
Nevo. Toutes les mesures considérées ci-dessus sont radiales, c’est-a-dire qu’elles ne
dépendent que de la longueur des mots. On note Crqq[F 4] 'algébre involutive formée
des fonctions radiales a valeurs complexes & support fini et é}hd(ﬂ_d) son adhérence
dans (*(Fy).

Tout élément f de Crqq[Fq] s’écrit de fagon unique f = > ., cn0y, avec une
somme finie, et en outre on a || f|l1 = >_,,5¢|¢nl -

Le fait crucial est la commutativité de Palgdbre ¢k (F ;) démontrée dans le lemme
6.2.5 ci-dessous. Nous aurons a estimer la norme d’éléments auto-adjoints de ’algebre
involutive ﬂ((}%ad(ﬂ_d)) et pour cela nous allons déterminer les caracteres auto-adjoints
de I'algebre de Banach involutive et commutative (%, (F4) (voir B.2.5 dans 'appendice
B).

6.2.2. Détermination des caractéres auto-adjoints de (% ,(F;). — Nous rap-
pelons ci-dessous les points essentiels. Nous renvoyons par exemple & [FTP83, Chap.
3] pour une étude plus détaillée et & appendice B pour les généralités concernant la
théorie spectrale.

Lemme 6.2.5. — L’algébre Craq[F 4] est commutative avec unité. Elle est engendrée
par og = 0. et o1. Plus précisément, pour tout n > 1, on a, en posant ¢ = 2d — 1,

1 q
n—1 + ———On+1.

6.2.1 KOy = ——
( ) oLra qul(7 qg+1

1
o on(wz). De plus, si w € S et
q
weS

on(wz) # 0, alors ou bien |z| = n+1, ou bien || =n—1. Si|z| =n+1,iy
a un seul mot wx de longueur n avec w € S et si || =n—1, il y a exactement ¢ mots
de longueur n de la forme wz avec w € S. On en déduit la formule (6.2.1). O

Démonstration. — On a o1 % o, (x) =

Nous utilisons la relation de récurrence (6.2.1) pour étudier les caracteres de
CradlFa], c’est-a-dire les homomorphismes non nuls ¢ de lalgebre Cgrqq[Fg] dans
lalgebre C. Soit ¢ un caractére de Crqq[Fg]. Comme o est I'unité de cette algebre,
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nous avons ¢(op) = 1. De plus, en appliquant ¢ a 1’égalité (6.2.1), nous obtenons

q
méﬁ(an—l) + m¢(0n+l)-

Par conséquent, ¢ est entiérement déterminé par la valeur de ¢(o1). En posant
©(0n) = A, nous avons donc & déterminer les suites (A,,) satisfaisant a la relation de

(6.2.2) p(o1)p(on) =

récurrence
1 1
(6.2.3) Aer = L5500 = Say,
q q
qz +q1—z
avec \g = 1 et \y = A. Il est pratique de poser A = v(z) avec y(z) = R
q

z _ =z 2
z € C, de sorte que le discriminant de la relation est égal a (u) . Les racines
q

du trindéme associé sont ¢~ % et ¢'7%.
Lemme 6.2.6. — Pour tout z € C, il existe un et un seul caractére @, tel que
¢z(01) =7(2). De plus

(i) ou bien ¢**~1 # 1 et alors

(6.2.4) @ (on) = c(2)g7™ +c(1 — 2)g " pour n >0,
avec ¢(z) = A
(¢+1)(g= —¢1) -
. : 22—1 S et AT Loagr .
(ii) ou bien ¢**~' =1, c’est-a-dire z = = + ——, j € Z, et alors
2 loggq
(6.2.5) pe(o) = (-1 (14D )gr2
2. 2(on ) .
Démonstration. — Supposons ¢?*~1 = 1. Alors (¢7"*)n>0 et (q*”(lfz))nzo sont
deux suites indépendantes satisfaisant & la relation de récurrence
1 q
DA = ——Ap1+ —— At
=) qg+1 ! g+1 1

On a donc @, (0,) = ag~"* + bg~"1 =) pour tout n. Les conditions ¢, (o) = 1 et
v.(01) = v(2) donnent a = ¢(z) et b = ¢(1 — 2).

Le cas (ii) se traite de fagon analogue & partir des solutions indépendantes (¢~"%),,>0
—TLZ)

et (ng n>0- O

Remarquons maintenant qu'un caractére ¢ de Crqq[F 4] est continu pour la norme
Ill1 si et seulement si la suite (p(0y))nen est bornée. Les caractéres continus de
CRradlF4) sont donc exactement les ¢, avec 0 < Rz < 1. De plus, ils s’identifient
a ceux (automatiquement continus) de l'algebre de Banach commutative ¢k, ,(Fq).
Comme cette derniére est engendrée par son unité et par oy, Papplication ¢ — ¢(o1)
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est une bijection de l'ensemble des caracteres de £k, ,(F,) sur le spectre de oy dans
0%,.4(Fa). Ce dernier est donc égal & {7(z); 0 < Rz < 1}. Cest le domaine elliptique
) +1
{z+iy; 2® + (3_71)%2 <1}
Puisque o1 = o7, un caractére ¢, de ¢, ,(F4) est auto-adjoint si et seulement si
v(2) = p.(01) € R. Pour z = x+iy, cette condition est réalisée si et seulement si 'une
des deux conditions suivantes l'est : soit = 1/2 avec y arbitraire, soit —1 <z <1

0
Toed’ k € Z. Posons ( = @. Compte tenu des périodicités et des symétries
0gq

de la fonction v, en limitant z au sous-ensemble
{12+t t € 0, U{t+ijC; ¢ €[0,1/2],5 = 0,1}

de C, on trouve tous les caractéres auto-adjoints de ¢}, ,(Fq), sans répétition. Notons
Spr(01) cette partie de C plutot que Spy, (¢, 4(Fa)). L’application z — ¢, (01) = v(z)
I'identifie & lintervalle [—1, 1]. Plus précisément, v induit une bijection de U'intervalle
{1/2 4+ it;t € [0,¢]} sur lintervalle [—2¢'/%(q + 1)~',2¢"/%(¢ + 1)~!], une bijec-
tion de [0,1/2] sur [2¢/%(q + 1)~%, 1], et une bijection de {t +i(; t € [0,1/2]} sur
[—1,—2¢"/?(g+1)"1]. Ainsi Spg(o1) s’identifie & la partie réelle du spectre de o dans
g%%ad(l}_d)'
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avecy =

7(%“‘()9 v(.%) 1 =~(0)

=1 =(i¢)

z = (2)

=

FIGURE 7. Spg(o1)

Enfin, remarquons pour la suite que g est le caractere trivial associant 1 a tous
les 0, et que ;¢ est le caractere alterné € : o, — (—1)".

Remarque 6.2.7. — Si f est une fonction a valeurs complexes définie sur [ 4, posons
Lf =01 % f— f, cest-a-dire
1
Lf(z) = —— > (f(wz) — f(x)).
q+ 1 weS

L’opérateur L est appelé le laplacien combinatoire sur F 4. Si f est une fonction radiale
sur F4, on notera f(n) sa valeur commune sur les mots de longueur n. Alors Lf est
aussi une fonction radiale et
LI) = =7 f= 1)+~ 0+ 1) = S (o)
Identifions tout caractére ¢ sur Crqq[F4] & la fonction radiale valant ¢(o,) sur les
mots de longueur n. L’équation (6.2.2) exprime alors que les caractéres de CprqqlF 4]



144 CHAPITRE 6. THEOREMES ERGODIQUES POUR LE GROUPE LIBRE

coincident avec les fonctions radiales sur Fy4 qui sont valeurs propres du laplacien
et valent 1 en e. Ce sont les fonctions sphériques sur F,4. Les caractéres bornés a
valeur réelle en o1 sont les fonctions sphériques de type positif. Les représentations
de Fy quelles définissent sont irréductibles (voir [FTP83, Théoreme 3.9, Chap. 5]).
La série principale est formée des représentations associées aux @, avec z € {1/2 +
it; t € [0,¢]} ; la série complémentaire est formée de celles associées aux ¢, avec
ze{t+ij¢;t€)0,1/2[,5 =0,1}.

6.2.3. Estimation des caractéres. — Le lemme ci-dessous montre que les ca-
ractéres auto-adjoints, sauf le caractere trivial (défini par ¢g) et le caractere alterné
(défini par ¢;¢), admettent une majoration uniforme par une quantité décroissant
exponentiellement vers 0. Ce fait va intervenir de fagon cruciale dans la démonstration
des théoremes ergodiques par la méthode spectrale.

Lemme 6.2.8. — Il existe une constante positive C' = C; telle que pour tout z €
Spgr(o1) et tout entier n on ait

(6.2.6) [pz(on)| <Cln+1)g™™
ot s = RNz.
Démonstration. — Si z = % +1j¢ avec j =0oul, ona

-1 —-n —-n
fos(on)l = (14 ni g Ja™/ < (k1) /2

Siz=1+it, t€]0,([, on écrit

— 1) cost' sin nt')

ws(on) = 2%(0(2)‘1_ (cosm‘ + -|- 1) sin t/

innt’

si
avec t' = tlogq. En utilisant I’égalité ‘
sin

lp=(0n)] < (n+ l)q_n/2~

Supposons maintenant que z = s +ij¢ avec 0 < s < 1/2 et j = 0 ou 1. En posant
s =(1/2—-s)logg, on a

1—s s—1 s’ —s’

o gy gt —e
0= D —¢ )~ (gt Dehe”
c(1—s—ij¢) = - S L

(g+1)(¢*~t —q) (¢ + 1)shs’’
d’ou
(=1)ing—"/2 { Lo C }
(g + 1)shs’
_ (=1)m2¢7 2 [gsh((n+1)s")  sh((n—1)s)
B g+1 [ shs’ shs’ } ’

Pz (Un) =
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Pour conclure, on utilise les inégalités

Sh(n + 1)5/ n£l)s’
O
6.2.4. Démonstration du théoréme 6.2.1. — Soit 7 une représentation unitaire

du groupe F; dans un espace hilbertien H. Commengons par une observation, qui
s’adapte aussi au cas des théoremes ergodiques ponctuels.

Remarque 6.2.9. — Pour démontrer le théoreme 6.2.1, il suffit en fait de s’assurer
que la suite (ﬂ(agn)) converge fortement vers F1 + F_1.

En effet, on déduit alors de (6.2.1) que, pour tout v = (o )z appartenant a I'image
Im7(o1) de w(o1) , on a

lim 7(o2nt1)v = EB1x 4+ E_jx.
n—oo

Comme F1v = Eyn(o1)x = n(o1)Erx = Eyx et, de méme, E_jv = —E_;x, on voit
que lim, o0 (02 11)v = E1v — E_q0.

Cette égalité est valable aussi pour tout v dans I'orthogonal Ker 7(o1) de Im (o).
En effet, on déduit par récurrence de la formule (6.2.1) que Ker w(o1) C Ker m(02p41)
pour tout n > 0, d’olt lim,,—, 4 0o T(02,,41)v = 0, ce qui permet de conclure car on a
Eyv=0= E_jv. La convergence forte de (m(c2,41)) est ainsi établie.

L’assertion (ii) du théoréme 6.2.1 se déduit immédiatement de (i). Pour démontrer
(iii), on remarque d’abord que, d’apres (i), on a lim, 4 7(8n)v = 0 si v est ortho-
gonal & F1(H)® E_1(H). Siv € E1(H), on a bien sir lim,,_, o 7(8y)v = v. Il reste
a considérer le cas ot v € E_1(H). En observant que

By = |B|§:WH%a

pour tout entier p, on obtient dans ce cas

w6 = (57 |Z\Sk|< 1) )v.

Comme Y % _o [Sk|(=1)F = (—q)P et |B,| =1+ (¢ + 1) , on voit que
1 =1 _ g1
o (oo =22 e nffw”(ﬁ%ﬂ)” =

Pour démontrer le théoreme 6.2.1 il reste donc a étudier le comportement de la
suite (7T(O'2n)) et pour cela nous utilisons la théorie spectrale. Notons B la fermeture
de 7((},4(Fa)) dans B(H). C’est une C*-algebre commutative, et par conséquent
tous ses caractéres sont auto-adjoints. Notons Sp(B) l'ensemble de ces caracteres.
L’application x +— x o 7 est une injection de Sp(B) dans l'ensemble des caractéres
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auto-adjoints de €}2ad(l}_d). On peut aussi la voir comme une injection du spec-
tre Sp(m(o1)) = {x o m(o1); x € Sp(B)} de 'opérateur auto-adjoint 7(c1) € B, &
valeurs dans la partie réelle Spg(o1) du spectre de o1 € (},,,(Fy). En effet, comme
la C*-algebre B est engendrée par lidentité et m(oq), application x +— x o 7 est un
homéomorphisme de Sp(B) sur Sp(7(01)), ce qui permet d’identifier ces deux espaces.

Soient v un vecteur de H et m, la mesure spectrale associée. D’apres ce qui est
rappelé dans I'appendice B, nous avons

(6.2.7) e (2n)u]]? = /S o JesomP dm(2)

L’estimation (6.2.6) entraine que lim,,_ 1 o |¢,(025)| = 0 pour tout z dans Spg(o1)
sauf aux extrémités z = 0 et z = i¢ ou la limite est 1. Le théoreme de convergence
dominée de Lebesgue donne alors

lim |7 (20 )v]|* = mo ({0, iC}).

n—-+

De plus, on a m,,({0,iC}) = ||E1v + E_1v||* d’aprés le lemme B.2.3. Par conséquent,
si v est orthogonal & E1 (H)@® E_;(H) nous voyons que lim,,_, ;o ||7(02,)v|| = 0. Pour
conclure que lim,,— 4o 7(02,) = E71 + E_1, il suffit de remarquer que m(o9,)v = v
pour tout v € E1(H) ® E_1(H). O

6.3. Inégalités maximales et théorémes ergodiques ponctuels dans L?

Dans cette section, nous nous donnons un espace mesuré (X B, m) oll m est une
mesure de probabilité. Nous supposons que F, agit sur (X, 8,m) en préservant m et
nous considérons la représentation unitaire associée m de Fy dans L?(X,m). Toutes
les mesures considérées ici sont symétriques (i.e. u = f1). Rappelons que pour une
telle mesure p € ¢1(F,), nous avons 7(u)f = p- f pour tout f € L*(X,m).

Nous allons établir le théoréeme suivant, dit & A. Nevo.

Théoréme 6.3.1 ([Nev94al). — Soit f € L*(X,m).

(i) La suite (W(Ugn)f) converge presque partout vers lespérance conditionnelle E( f|Z),
ou I désigne la tribu des invariants sous l’action de [F((f).
(ii) Les suites (m(vn)f) et (mw(o},)f) convergent presque partout vers Ey f = E(f|T),
ou I désigne la tribu des invariants sous l'action de [Fg4.
(iii) La suite (ﬂ(ﬂgn)f) converge presque partout vers Eqf + Z;_&E,lf,
Remarque 6.3.2. — On en déduit que la suite (7T(O'2n+1) f ) converge presque partout
vers E1f — E_1f et que la suite (77(62n+1)f) converge presque partout vers Fyf —
olp f+ On voit en particulier que la suite (ﬂ(an) f) converge presque partout si

q+1
et seulement si F_; f = 0.
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Suivant la démarche classique, nous allons établir des inégalités maximales (voir
Théoreme 6.3.8). Indiquons d’abord comment nous les utilisons pour démontrer le
théoreme ci-dessus.

Pour toute partie borélienne U de R, nous désignons par E(U) le projecteur spectral
de 7(0y) associé. Etant donné e > 0, nous posons U, = {y(z); e < Rz < 1/2}, et
H. = E(U.)H ou H = L*(X,m). Le lemme suivant nous permettra de conclure
facilement.

Lemme 6.3.3. — Soit f € H.. On a Y% ||m(0n)fI3 < +o0, et par conséquent
limy, oo (o) f(z) = 0 pour presque tout x € X.

Démonstration. — En notant my¢ la mesure spectrale associée & f et a l'opérateur
auto-adjoint 7(o1), on a

+oo “+o0
S lrlenslB=3" [ leslon)dmy (o).
n=0 n=0 S

pr(01)

Sie <Rz <1/2, Pestimation (6.2.6) donne |, (0,,)] < Cy(n+1)g~ "¢, d’ou

+oo +oo
3 () I3 < 23 (n+ 127 < 40
n=0 n=0

1l en vésulte que 3720 |7(c,) f(x)|? est presque partout convergente. On a donc
lim,,— oo (o) f(z) = 0 pour presque tout = € X. O

Démonstration du théoréme 6.3.1. — Comme on 'a déja vu dans la remarque 6.2.9
pour les théoremes ergodiques en moyenne, il suffit de considérer le cas de la suite
(m(02n)). Rappelons (voir Appendice B) que

H=F\(H)®E_(H)®U.oH..

Pour f € E1(H)® E_1(H), on a f = w(0o2,)f. Il résulte alors du lemme 6.3.3 que
pour f € Ey(H)+ E_1(H) 4+ UesoHe, la suite (ﬂ'(O'an) converge presque partout.
D’apres le théoreme 1.2.1. et le théoreme maximal 6.3.8, elle converge presque partout
pour tout f € L?(X,m). Enfin, le théoréme 6.2.1 (i) et la remarque 6.2.2 entrainent
que E(f|Z2) est la limite de cette suite. O

Nous allons en fait donner deux facons différentes d’établir les inégalités maximales,
ce qui sera ’occasion de présenter diverses techniques classiques. La premiere méthode
concerne uniquement le cas L?. Elle utilise la sous-additivité de la suite (v,) et
I'inégalité maximale sous-additive générale. Elle présente I’avantage de s’étendre a des
groupes discrets autres que les groupes libres, notamment les groupes hyperboliques.

Nous allons ensuite établir les théoremes maximaux LP a ’aide d’autres outils,
comme l'inégalité maximale de Hopf-Dunford-Schwartz et l'interpolation complexe
pour une famille analytique d’opérateurs.
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6.3.1. Inégalité maximale sous-additive. — Soit (7},) une suite d’opérateurs de
L?(X,m). Si f € L?>(X,m), on pose f*(x) = sup,,>q [Tn f()].

Définition 6.3.4. — Une suite sous-additive d’opérateurs de Markov auto-adjoints
est une suite (7},) d’opérateurs sur L%(X,m) telle que
(i) T, =T et | T,|| < 1 pour tout n ;
(i) Thl=1et T,f >0si f>0;
(iii) il existe une constante C' > 0 et un entier k > 1 tels que pour toute fonction
f > 0 appartenant & L?(X,m) et tous n,p € N, on ait

T, Ty f(x) < C(Tinf(x) + Tipf(x)) presque partout.

Exemple 6.3.5. — A coté de lexemple de la suite (v,) que nous utiliserons ci-
dessous, notons que d’autres exemples de suites sous-additives d’opérateurs de Markov
auto-adjoints ont déja été rencontrés dans le chapitre 3. En effet, soit G un groupe
localement compact unimodulaire agissant sur (X, m) en préservant la mesure de pro-
babilité m. Considérons une suite croissante (F,,) de parties mesurables symétriques
dans G avec 0 < |F,,| < 400. On suppose en outre que pour tous n,p on a

Fan C FQmax(n,p) et |F2n| < C|Fn|

On note T;, I'opérateur de L?(X,m) défini par
1
T.()) = oy [ Hlon)do).
\Enl JF,

On a alors, pour tous n,p et pour toute fonction positive f dans L?(X,m),

T, T, f(z) < ¢(Tonf(x) + Topf(z)) presque partout.

Théoréme 6.3.6 ([Bar93|,[Nev94al). — Soit (T},) une suite sous-additive d’opé-
rateurs de Markov auto-adjoints. Alors pour tout f € L*(X,m), on a ||f*[2 <
2C|fll2, ot C est la constante qui intervient dans la définition 6.3.4.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas ot f est positive et bornée. Pour
tout entier N, posons fx = Jmax T, f et notons M (f, N) la fonction mesurable qui
_n_

prend en x la plus petite valeur n telle que le maximum OLHHEE{N T, f(x) est atteint.
Alors f, s’écrit aussi Thy(s,n)f olt, pour toute fonction mesurable M a valeurs dans
{0,1,--- N} et pour g € L?>(X,m), on pose
N
TMg = Z 1{M:n}Tng~

n=0
Ici, 1{p7—n} est la fonction indicatrice de 'ensemble {z € X; M (x) = n}. Si¢, désigne
le projecteur g + 1yps—pyg défini sur L?(X,m), on voit que Ty = Zivzo enoT, et
que Padjoint de Thy s’écrit T, = ZTJLO T, © €pn.
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La principale étape de la démonstration consiste a établir I'inégalité
(6.3.1) IT3r9l3 < 2C(g", 9),

pour toute fonction mesurable positive bornée g définie sur X. Le fait que la constante
ne dépend pas du choix de M est crucial. Cette inégalité s’obtient de la fagon suivante,
en utilisant la sous-additivité de la suite (T3,) :

N N
| T59l13 = (TuThrg.g) =D Y (en 0 Tno T, 0 epg,g)
n=0p=0

N N
< C Z Z<€n o (Tkn + Tkp) © epg7g>

n=0 p=0

N N N N
< Cz<en OTkn(ZEpg)7g> +CZ<T]€p06pg7Z€ng>
n=0 p=0 p=0 n=0

N N
< OZ<Tkn97€n9> + CZ<€pgkap9> <2C(g".9).

n=0 p=0

On déduit de (6.3.1) que
* 2 * *
(9. 13)% = (0. Tna(s.m) f)” < I Tip 931 F113 < 2C(0™ 9 FII3,

d’ou
(g, 1) < 20(g*, 9)II £]13,

en prenant la borne supérieure dans le membre de gauche.
On a en particulier (f, f*) < 2C||f||3 et donc, grace & (6.3.1),

1T fllz < 2C11 F1l2

pour toute fonction positive bornée f.
Cette inégalité, appliquée avec f* au lieu de f et avec M(f, N), donne

0 < T FIBIF NS < ACE 113115
et donc [| f*[2 < 2C] f]2- O

6.3.2. Sous-addititivité de la suite (v,,). — Dauns le lemme suivant, ’espace des
fonctions & valeurs réelles définies sur F4 est muni de 'ordre usuel.

Lemme 6.3.7. — On a

S

(i) op 05 < Zq7p0t+s_2p pour s,t entiers avec s <t ;

p=0
n 1 n+2m
(ii) E Omai * 05 < 1_(}7_1/2 E oL pour n, m et s entiers avec s < m ;
i=0 k=0

4
(iil) vy * vy < m(mn + vom) quels que soient les entiers n et m.
—q
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Démonstration. — (i) Pour tout mot w, on a
oy xos(w) = Y oy(u)oy(v).
Uv=w
Soient u,v des mots réduits tels que |u| = t et |v] = s, et soit p le nombre de

simplifications intervenant dans le mot uv. On a 0 <p < s et |uv| =t + s —2p. La
fonction radiale oy * 05 est donc une combinaison de termes de la forme o442, avec
0 < p < s. Estimons alors le coefficient de 044s_2,. Le nombre de facons d’écrire un
mot de longueur ¢ + s — 2p sous la forme wv avec |u| =t et |v] = s est majoré par le
nombre de mots de longueur p. Il en résulte que le coeflicient de oy ys_2, est majoré
|St+sf2p‘|5p|
P s

(ii) Fixons un entier [ avec 0 < I < n + 2m et estimons le coefficient de o; dans
le développement de Z?:o Om+i * 0s. D’apres (i), si 0y a un coefficient non nul dans
Om+i*0s, alors l = m+s+1i—2p avec 0 < p < s, et le coefficient est majoré par ¢~ P.
En posant j = s +m+ 14— on voit donc que le coefficient de o; dans Y ;- Gpnti * 0
est majoré par Z?S:o q7/? et donc par (1 — ¢~ 1/?)~1

(iii) Supposons n > m. Ecrivons

1 n m m—1 m
Unp * VUm = m+D)m+1) (;nak) * (];J‘Tk) +( kz:;) k) * (kZ:OUk)
Gréce a (ii), on obtient
n m m n—m m+1 2n
(Zak)*(Zak):Z am+i*ak< 1/220k
k=m k=0 k=0 i=0

De méme, on trouve

Z opx 0 < 2 Z at*ag_ _1/220%7

0<s,t<m 0<s<t<m

d’ol, en regroupant les deux estimations,

Up * Uy, < i _1/2 RS (Zak—FQZUk)

4
< W(Vgn + ng).

1—
O
6.3.3. Inégalités maximales L?. — Soit f € L?(X,m). Nous poserons comme
d’habitude ) N
fo(x) = sup o - f(2)],  fr(x) = sup vn - f(2)],

fo(@) =suploy, - f(x)], f5(x) =sup|B, - f(2)].
n>0

n>0
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Théoréme 6.3.8 (Nevo, [Nev94a]). — Les opérateurs mazimaux associés auz suites
(vn), (al), (on) et (Bn) sont bornés dans L?(X,m).

Démonstration. — L’assertion relative a la suite (v,,) résulte du lemme 6.3.7 et du
théoreme 6.3.6.

Pour la suite (07,), on utilise une méthode due & E. M. Stein [Ste61]. C’est une
version discrete de la méthode de Littlewood-Paley-Stein déja rencontrée dans la
section 5.1.2. On compare la fonction maximale relative & la suite (o7,) et la fonction

1 n
maximale relative aux moyennes de Cesaro v, = ] ZO’;Q. La transformation
n
k=0
d’Abel donne
IR IR
n = k= ZH%‘%-Q-

En prenant les racines carrées, on en déduit que

for(e) < sup vy - f(@)| + R(f)()

. 2
o (R(f)(x))" = 3325 kl(o}, — of_y) - f(@)]%.
Puisque v}, < 2v,11, on voit que

1forllz < 20f7 M2 + 1R l2-

En faisant intervenir la mesure spectrale my associée & f et m(o1), on trouve

+oo
IR(NIE =D _kll(ok — k1) - 113
k=1
+o00

- / Skl (0}) — 92 (o) P dmy(2).
Spr(01)

=1

Pour conclure, il suffit de montrer que la fonction ¢ définie sur Spg(o1) par
+oo
Y(z) = Z klp (o) — @Z(U;c—l)|2
k=1

est bornée. En effet, on aura alors |[|R(f)]|2 < ||w||<1>42||fH2, d’ott

15112 < 12Nz + 120 -
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Le fait que I'opérateur maximal f — f* est borné dans L?(X,m) implique alors la
meéme propriété pour f — f2,.
Pour démontrer que 1 est bornée sur Spg(o1) nous observons d’abord que
13X
(6.3.2) Y(z) = 1 Z: kloz(ok1) = wz(on-1) [
Aux extrémités z = 0 et z = i(, on voit que ¥(z) = 0.
Sil/4 <Rz=s<1/2 ona dapres (6.3.2) et (6.2.6),

“+oo

1
U(z) = > k(= (ors1)] + |z (ok-1)])
k=1
+oo
<C2Y (k4 1) * D2 < oo,
k=1

Enfin, supposons que z = s + ij(, avec s €]0,1/4[ et 5 = 0 ou 1. En utilisant
I’égalité

Gorigc(on) = (~1)7" (els +1jQ)a ™™ + o1 = s = ij¢)g "),

on obtient
2
() = ; Zk\ c(s +ijO)a° =)™ +e(l =5 —ijQ) (g7 = g17)g M)
2 too 2
< G(Z) > oH @ =@+ g+ gt
k=1
ou

a(g) = max{|c(s +ijQ)[, [e(1 — s —ijC)|; s € [0,1/4],j = 0,1}
Comme s € [0,1/4], on majore ¢~ *(1=%) par ¢=3%/4 d’ott

w( )1/2 a‘ [ Zk 2 72195)1/2 (q+1)(+§kq73k/2)1/2

k=1

grace & 'inégalité triangulaire /2. En remarquant que (¢° — ¢~ Z kqg=2k* =1, on

conclut que ¥ est bornée sur {s +ij(; s € [0,1/4],5 =0,1} et donc sur Spg(o1) tout
entier.

Finalement, on déduit que f — f2 est borné dans L?(X,m), & partir de I'inégalité
on < 20), et de ce qui précede. Pour traiter le cas de f +— /4 on remarque que pour
tout f € L3(X,m), on a

B - f(2)] < sup ok - f(2)].
0<k<n
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6.4. Inégalités maximales et théorémes ergodiques dans L?.

Nous conservons les notations de la section 6.3. Soit f € LP(X,m). Nous notons
encore

fo(@) =suploy - f(x)]  fi(x) = sup vy, - f(2)].

n>0 n>0
Notre but est de démontrer les deux théorémes suivants :

Théoréme 6.4.1 (Nevo-Stein, [NS94]). — L’opérateur mazimal f — [} est de
type faible (1,1). Autrement dit, il existe une constante C > 0 (dépendant de d) telle
que, pour tout f € L*(X,m) et tout a > 0, on ait

C
m({z € X5 fi(z) > a}) < —|flh-
Par suite, pour tout p > 1, cet opérateur maximal est de type fort (p,p).

Théoréme 6.4.2 (Nevo-Stein, [NS94]). — Pour tout p > 1, Uopérateur mazimal
[ fr est de type fort (p,p). Autrement dit, il existe une constante C > 0 (dépendant
de p et de d) telle que, pour tout f € LP(X,m), on ait l’inégalité

(6.4.1) 1151l < CllFllp-

Remarque 6.4.3. — Par interpolation avec le cas évident p = 400, les résultats
ci-dessus se déduisent du théoreme 6.3.8 lorsque p > 2. Toutefois, nous établissons
maintenant directement les inégalités maximales pour tout p > 1.

L’existence d’une inégalité L' faible pour la fonction maximale relative aux sphéres
est un probleme ouvert.

Suivant la méthode usuelle, utilisant les inégalités maximales et les résultats de
convergence ponctuelle démontrés dans la section précédente pour les éléments de
L?(X,m) et donc de la partie L?(X,m) N LP(X,m), dense dans LP(X,m), on en
déduit le théoreme ci-dessous.

Théoréme 6.4.4 (Nevo-Stein, [NS94]). — Soit f € LP(X,m). Sip > 1, la suite
(vn - f) converge presque partout vers E(f|Z). Sip > 1, la suite (o2, - f) converge
presque partout vers E(f|Z2).

Comme dans le cas L?, on a aussi la convergence ponctuelle de la suite (02,41« f)
avec, en général, une limite différente de celle de la suite (o2, - f). Rappelons par
ailleurs que les résultats de convergence en moyenne L? établis dans le théoréme 6.2.1
entrainent la convergence dans L? pour tout p € [1,4+o00[ (voir Remarque 1.3.5).

Les sections suivantes vont étre consacrées aux démonstrations des théoremes 6.4.1
et 6.4.2. Pour le premier, nous allons utiliser 'inégalité maximale de Hopf-Dunford-
Schwartz (voir Proposition 1.3.4), en majorant la somme des oy - f, pour k < n,
par une somme de puissances de l'opérateur de convolution par o1 appliqué a f. Le
second théoreme découlera d’une méthode d’interpolation complexe pour une famille
analytique d’opérateurs.
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6.4.1. Majoration des moyennes de Cesaro.— L’objet de cette section est de
démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.4.5. — 1l existe une constante C' telle que, pour tout entier positif n, on
ait l'inégalité

Z o, <C Z O‘ikk,

k<n k<2n

ol Ui‘k désigne la puissance k-ieme de convolution de la mesure o .
Admettons un instant le lemme, et montrons le théoréme 6.4.1.

Démonstration du théoréme 6.4.1. — Notons T Popérateur défini sur L'(X,m) par
Tf = oy - f. Puisque 7 est une représentation sur L!(X,m), la puissance k-ieme de
T est donnée par une puissance k-ieme de convolution :

T"f=0ot"- f.
D’autre part, il résulte du lemme que, si f est une fonction positive,

1 20
n+1zg’“'f§2n+1 > T

k<n k<2n

Le théoreme maximal pour les moyennes de Cesaro découle alors directement de
I'inégalité maximale faible (1,1) pour T O

Démonstration du lemme 6.4.5. — Notons, comme précédemment, ¢ = 2d — 1. Nous
allons utiliser I'identité (6.2.1) donnée dans le lemme 6.2.5, qui est valable pour n > 1,

q
01 % 0p = n—11+ ——=0On+1-

—0.
qg+1 qg+1

Il en découle, par récurrence, que o;* s’écrit sous la forme

k
oi" =Y arlj)oy,
j=0

formule dans laquelle les coefficients ax(j) sont tous positifs ou nuls et s’obtiennent
par récurrence a partir des trois regles suivantes

1
ak(O) = q—i—lak_l(l)
1
ak(l) = e 1ak_1(2) + ak_1(0)
. 1 . q . .
= _ 1 _ —1 2<3<k
ax(j) q+1ak 17 + )+q+1ak 17— 1), SJSK

de la valeur initiale ag(0) = 1 et, pour tout k > 0, de la condition ax(j) =0si j > k.

Comme
2n 2n

2n
fo{kzz Zak(j) aj,
k=0

i=0 \k=j
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il suffit de montrer I’existence d’une constante C' > 0 telle que, pour tout entier positif
2n

n et tout j < n, on ait Zak(j) >C.
Py

On reconnait dans la rjelation de récurrence qui donne la suite ap a partir de la
suite ag_1 la relation qui, pour une marche aléatoire de Bernoulli asymétrique sur N
avec réflexion en 0, donne la probabilité d’étre au point j a 'instant k. Pour d’autres
conditions initiales cette relation permet le calcul d’autres probabilités classiques (cf.
[Fel68, XIV.4]). Cela incite & minorer les coefficients a(j) par les nombres by (j),
d’expression connue, définis par récurrence par les regles

b(0) = 0, pour tout k > 0,
1 q
br(4) = b—1(J+1)+
k(J) q+1k1(3 ) q+1
par la valeur initiale b;(1) = ¢/(¢ + 1) et par la condition by(j) = 0si j > k. On
retrouve aisément par récurrence qu'on a bi(j) = 0 si k et j ne sont pas de méme

parité et, dans le cas contraire,

br—1(j —1), pour 1<j <k,

k+J k—j

w85 ()

Les nombres ag(j), pour 0 < j < k, sont strictement positifs. Pour achever la
démonstration du lemme 6.4.5 il suffit de montrer qu’il existe un indice jo > 0 et
une constante C' > 0 tels qu’on ait Ziij bi(j) > C pour tout j > jp et tout n > j.
Posons 7 = %' Pour j assez grand et n > j on a [1j —/j,7j] C [j,2n]. 1l suffit

donc d’établir une minoration de la forme

Z be(j) = C.
kG[ij\/j,Tj]

Une telle minoration résulte du lemme suivant :

Lemme 6.4.6. — Il existe une constante strictement positive c telle que, pour tout
couple (j, k) d’entiers de méme parité ot k appartient & Uintervalle [Tj —+\/j,77], on
ait linégalité

c

br(j) > —=-

Vi
Démonstration. — On peut écrire les entiers k de lintervalle [7j — \/j,7j] sous la
forme k = 7j(1—a) avec 0 < a < ﬁlﬁ Quand j tend vers 'infini, on a, uniformément

k—j
2
formule de Stirling (z! ~ z%e~*v/27a) donne alors, pour j tendant vers linfini, k

dans [1j —+/j,7j] et de méme parité que j,

par rapport & un entier k appartenant a [rj — \/j,7j], k ~ ij ~ ~ j. La

k+j k—j

L clT) q 2k )2( 1 2k )2
b ~—= , >0,
+0) \/f(q+lxk+j g+1 " k= elr)
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29 _ 741 2 _ 1—1
ou encore, en remarquant que P = et que ol T

k+j kE—j

~ocln) l—a \ > l—a \ °
bk(f)”\/j<1_;+1a> (1—31a> '

Un développement limité par rapport a U'infiniment petit o donne :
k+j k—j

l-«a : 11—« 7
e |\ T == 1- Toa
B T

_J _ e VT e
_2(7—1—1 Ta)log< —Ta>+2(T 1 Ta)log<1_7a>
J

2

1- - e
Dans I'équivalent de by (j), le facteur (a) <a> est donc

) T

minoré par une constante strictement positive. Cela fournit la minoration de b(35)
cherchée. 0
Ceci termine la démonstration du lemme 6.4.5, et donc du théoreme 6.4.1. O

Remarquons que nous ne nous sommes pas servis des résultats L? de la section 6.3.
Nous allons toutefois utiliser maintenant la méthode L? pour démontrer le théoréme
6.4.2.

6.4.2. Le théoréme d’interpolation pour une famille analytique d’opéra-
teurs. — La démonstration du théoréme 6.4.2 repose sur le théoreme d’interpolation
pour une famille analytique d’opérateurs T'(A) (voir [SWT71, chapitre V] par exemple).
Rappelons d’abord la version de ce résultat dont nous aurons besoin.

Soient 1 < pg, p1 < 400 deux nombres réels et pj, pj les exposants conjugués. Pour
chaque A\ dans une bande du plan complexe ag < RA < a1, on se donne un opérateur
T(A\) qui est borné dans LP(X, m), pour pp < p < p;. On suppose également que,
pour tous f € LPo(X,m) N LP* (X, m) et g € LPo(X,m) N LP1(X,m),

)\»—>/ flgdm

est une fonction holomorphe dans la bande ag < R\ < a1, continue jusqu’au bord de
la bande.
Le théoréeme suivant donne une estimation des normes d’opérateurs dans la bande.

Théoréme 6.4.7. — On suppose de plus qu’il existe des constantes C,k > 0 telles
que pour tout B € R,

i 32 . <32
1T (ao +Zﬁ)||LPO>—>LPO <Ce 7 et 1T (a1 +’ﬁ)”LmHLP1 <Ce b
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Soit t €]0,1[. Il existe une constante C’, indépendante de T, telle que si p; est défini
par

Dt Po P1

11—t ¢
= +

)

alors

IT((X = t)ao + tar)ll oo < €.

Nous allons utiliser ce théoreme d’interpolation pour 'opérateur maximal f +— f
de la facon suivante. Pour des raisons qui seront expliquées a la fin de la sous-section
6.4.5, nous étudions plutdt 'opérateur f — sup,, |02, - f|. Comme, pour f >0, on a

01 f L 0om1- f+qooni1- [ = (q+1)oa.(01- f),
pour démontrer le théoreme 6.4.2, il suffit en fait de savoir qu’il existe une constante
C > 0, indépendante de N, telle que [|f5[|, < C| ]|, pour tout f € LP(X,m), ot
N = glgai[( lo2n - fl.

Reprenant une idée déja apparue dans la démonstration du théoreme 6.3.6, il suffit
méme de majorer uniformément ’application qui & f fait correspondre

1
T Ogn(z) - f(T) = m Z f(wz),
n(x )

|lw|=2n(z
ou = — n(x) est n’importe quelle application mesurable de X dans {0,1,...,N}.
Pour f donné, cela s’appliquera en particulier & une fonction x — n(z) telle que

ma o £(2)| = ) 10

Ayant fixé une telle application mesurable, nous allons insérer I’application linéaire
qui associe a f la fonction  — 0,,() - f(x) dans une famille analytique d’opérateurs
de moyennes.

6.4.3. Les sommes de Cesaro de paramétre complexe. — Pour A € C, on
définit les sommes de Cesaro complexes par

n (A1) (An) .
== sin #£0
Sn = ZA;:—JCU%, avec AN = nl | # ,
k=0 1 sin=0
et on leur associe les opérateurs maximaux
S* = su 75)\ . ]
M nzli (n+ 1)M17" f

Ces sommes de Cesaro ont été introduites depuis longtemps pour étudier la somma-
bilité des séries de Fourier (voir par exemple [Zyg02, Chapitre III]). L’observation
fondamentale pour nous est que S, ! = o3, et SO = ZZ:O o9k. Ayant fixé un entier



158 CHAPITRE 6. THEOREMES ERGODIQUES POUR LE GROUPE LIBRE

m et un réel ¢ > 1, on va voir —1 comme barycentre de —m et de 0. On établira une
estimation L? pour R\ = —m :

(6.4.3) 5% msigfll, < Crnc® 11 £ 11
et une estimation L? pour RA =0 :
(6.4.4) 1555511, < Cae® 11,

ou les constante C,,, et C; ne dépendent que de m et g respectivement.
Le théoreme d’interpolation 6.4.7 va alors étre appliqué a la famille analytique
d’opérateurs T'(\) avec

TNf(z) = (n(x) + 1) " S, - fl@).

I1 est clair que 'opérateur T'(A\) est borné dans tout LP (avec une borne dépendant a
priori de max{n(x),x € X} < N). Les inégalités (6.4.3) et (6.4.4) donnent respec-
tivement

—2—1

. 2 . 2
IT(=m+iB)arre < Cmge™ et [IT(iB)ll o pa < Crmge™ -

En écrivant ensuite —1 = A = —m(1 — ¢) + Ot et % = L= 4 2, le théoreme
6.4.7 montre qu’il existe une constante C,’n’q, ne dépendant que de m et g, telle que
IT(=Dllpr o < Ch gy d0

* _ —1 !
1931, = | 2 182711 < Chualsly

pour tout f € LP(X). Comme m peut étre pris arbitrairement grand et ¢ peut étre
pris arbitrairement proche de 1, p est aussi proche de 1 qu’on le souhaite.

Avant de passer a la démonstration des inégalités (6.4.3) et (6.4.4), rappelons
quelques formules classiques. On a S} = d. pour tout A € C et, pour tout n > 1,

(6.4.5) AN — AN =AM et SH—-S) =51

Par ailleurs, en remarquant que

oo

(1—z) 1= Z Apat,

k=0

on obtient immédiatement la formule de convolution
n
(6.4.6) AT =N AN A
k=0

qui entraine

(6.4.7) YN =3"AY S
k=0
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Pour établir 'inégalité (6.4.4), observons d’abord que

ﬁ2 52 2
(6.4.8) yAlﬁ| 1+ﬁ2)( 57\t < efP,
avec C = Z = % < 4. 1l en résulte que
k>1

1 1 <« -
ey Er <n+1202k'|f|> <2215,
k=0

L’inégalité (6.4.4) découle donc du théoréme 6.4.1.
L’inégalité (6.4.3) est plus difficile & établir. On réduit son étude a celle de la
proposition 6.4.8, comme nous allons I’expliquer maintenant.

6.4.4. Réduction du probléme. — A partir de (6.4.7) on commence par écrire
n
m+zﬁ ZAMikS—m 1 ZAlﬁ S m— 1_|_ Z A;ﬁ,ksk_m_l
k=n’+1

ou n' est la partie entiere de n/2. Pour la seconde somme, on déduit de I’estimation

‘AZ@ < e28° que
(TL + l)mfl Z A;ﬁ_ksk—m—l . f < 2m6252 sup (k} + l)m’Sk_m_l . f|
k=n’/+1 n’+1<k<n
(6.4.9) <2me?™ (s, /]

puisque (n 4+ 1)™ < 2™(k+1)" pour n' + 1 < k < n.
Pour la premiere somme, on utilise I'identité

’
n

ZAn kSkuAjL AR R L
k=0

obtenue grace a (6.4.5) et & une transformation d’Abel. On répete cette identité
jusqu’a obtenir la somme

’
n

m—1
st =S s S
k=0 j=

Pour 0 < j < ¢, en écrivant a I'aide de la définition de A?‘,
yitis _ qip (FIH1+6) - (@B)
¢ l—G+1)---0 7
on obtient, grace a l'inégalité (6.4.8), la majoration

< 2o W —UH1B) 1Bl _ a2 (+181)
=g+t = (t—=j+1)7

—j+iB
4
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Par conséquent, il existe d’une constante C'(j) telle que pour tout 3 € R et tout entier
{ > j, on ait

—j+1i8

(C+1y < C(j)e¥

Quitte & modifier la constante C'(j), on peut supposer que cette majoration est valable
aussi pour 0 </ < j.
On en déduit la majoration

’

sup(n+ 1)m,—1 ZA;:rLk-i-iﬁS];l . f
n

k=0 5
: 1
< C(m)e?’ﬁz 31711p (n+1)m1! Z m—ktD)m X HSilsz
(6.4.10) < C'(m)e™ |S%, £,
Par ailleurs, on a
sup n+1 ZA,LJ,E?'BlSJ "ef
:() 2
— i)
E% R ey
C// Z sup )j mtl
7=0
m—1
(6.4.11) < C"(m Z 1S5 1l

On déduit alors des estimations (6.4.9), (6.4.10) et (6.4.11) que l'inégalité maximale

(6.4.3) pour S* ¥ mtip Tésulte de I'inégalité maximale L? pour S*,,, avec m > 1.

—m?

6.4.5. La fonction de Littlewood-Paley et la théorie L?. — Il nous reste donc
a établir la proposition suivante.

Proposition 6.4.8. — Quel que soit 'entier m > 1, il existe une constante C(m)
telle que, pour toute fonction f € L?(X),

1SZm 1l < Cm)lIflly-

Nous allons montrer que la fonction maximale est dominée par une fonction de
Littlewood-Paley pour laquelle on pourra utiliser la théorie L2. Pour cela, on écrit &
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laide de (6.4.5),

M=

(TL+ 1)mS;m f _ ((]+1)m5’;mf—]m5;ﬂff)

<.
3
o

7=0

On en déduit la majoration

(6.412) (n+)"|S. - f| <m 3G+ 0" S S DG+ DS
7=0

Jj=0
Posons
1/2
+oo 5
Rpf =Y (G+1>" st |
=0

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité Z(] +1) < (n+1)? donnent

=0
1/2 1/2
SOMEFE N0 DRSVES P orC BISY Dor e
RIS o
w1 e Y HJ —j+1) T \Zi+l

On déduit alors de (6.4.12) que
§* o f <Ry f + Rt

Il reste donc & établir une majoration de || R, f||,. Remarquons qu'une variante d'une
telle majoration a été obtenue dans la démonstration du théoreme 6.3.8 pour m = 1.
La méthode employée ici est semblable et repose sur le théoréeme spectral qui permet
d’écrire
“+o0
1R 13 =326+ 12 [ |57 g am

j=0
00 9
=[G )
Spg(o1) j=0

ol my est la mesure spectrale associée a f. Il s’agit alors de majorer uniformément
Iintégrant. C’est ici qu’est utilisé le fait que seules les mesures oy, avec k pair
apparaissent dans la définition des S;. En effet, comme cela a déja été remarqué
dans la démonstration des théorémes ergodiques L2, pour f € L?(X) orthogonale
aux sous-espaces Ker(oq + I) et Ker(o1 — I), les caracteres ¢ et ¢;¢ de I'algebre des
fonctions radiales ¢} ,(F4) n’interviennent pas. On obtient une majoration uniforme
en z de ;fg(j +1)2m g, (Sj*mfl) |2 sur Spr(o1) \ {0,i¢} en utilisant notamment
Pestimation (6.2.6). Pour les détails nous renvoyons & article [NS94]. Si f appartient
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a Ker(oq+ 1) ou a Ker(o; —I), on a o - f = f pour tout k, et dans ce cas on obtient
directement l’inégalité maximale pour S* , f.

6.5. Le théoréme de Bufetov

L’approche du théoréme de Nevo-Stein, due & Bufetov [Buf02], consiste a relier
I’étude de la suite des opérateurs de moyenne 7 (o9, ) & celle des puissances d’un unique
opérateur de Markov auxquelles s’applique le théoreme de convergence de G.-C. Rota.
(Une démonstration de ce théoréme est rappelée dans Pappendice C).

Le théoreme de A. I. Bufetov s’énonce ainsi.

Théoréme 6.5.1. — Soit (X,B,m) un espace probabilisé sur lequel F 4 agit en pré-
servant la mesure m. Pour toute fonction f € L*(X,m) la suite o2, - f converge dans
LY(X,m) vers E(f|Z2), ou I est la tribu des invariants de X sous l’action de [F( )

Si de plus f € Llog L(X, m), alors la convergence a lieu m-presque partout.

Démonstration. — Rappelons que S = AU A~! désigne le systéme générateur de [y
et s'identifie & la spheére unité de Fy4. En particulier pour une fonction f € L*(X,m),
on a

o1 - Z f(sx)

q + 1 seS

ol ¢ = 2d — 1. A. L. Bufetov introduit alors I'espace auxiliaire (X, B,7m) olt X est
I’espace produit X x S, muni de la tribu produit et de la mesure m = m ® p, ou p
est la mesure de probabilité uniforme sur S. Il considére ensuite 'opérateur P sur
(X,m) défini, pour toute fonction F' de X dans R, par

PF(z,s) = ! Z F(sz,s').

q s'€8S;s's#e

Cet opérateur, qui préserve la mesure m, définit un opérateur de Markov sur
Ll(f(, m), au sens de la définition C.1.8 de "appendice C. Le lien entre 'opérateur P
et les opérateurs de moyenne sphérique o, est réalisé par le résultat suivant : si on
associe & chaque fonction f : X — R la fonction f définie sur X par f(x, s) = f(x),
alors

. Pf(
o1 q—i—lz f(z,s).

ses
De plus, l'itération de P conduit &

P"F(z,s) = L Z Z F(wz,s'),

qn
WESy; wy=s s'E€S; s'wiFe



6.5. LE THEOREME DE BUFETOV 163

ou le mot w est écrit w = wy ---w, en fonction de 'alphabet S. On en déduit la
relation, pour f(z,s) = f(z),

O'n'.f(x)_ﬁ Pnf( )
ses

Si f € LlogL(X,m), la fonction f appartient & Llog L(X,m). Létude de la
convergence de la suite o9, - f se rameéne donc a celle de la suite P2 F pour une
fonction F' de Llog L(X m). Or, le théoréeme de Rota C.1.9 montre que, si P* désigne
I'opérateur de Ll(X m) adjoint de P, alors, pour toute fonction F € LY(X,m), la
suite de fonctions (P*)"P"F converge dans L'. De plus, la convergence a aussi lieu
presque surement lorsque F' € Llog L(f( ,m). Silopérateur P était auto-adjoint, on
aurait la convergence souhaitée. Ce n’est pas le cas, mais nous allons voir qu’il existe
une relation simple entre P* et P. Notons tout d’abord que Popérateur P*, adjoint
de P vérifie, pour tout F € Ll(f(, m),

~ 1
P*F(x,s) =~ Z F(s'ta,s).
q s’€S; s's#e

Soit U l'opérateur défini par
UF(x,s) = F(sx,s1).
Alors U? = Id et on vérifie que U conjugue P & P* :
P=UP*U.
Lemme 6.5.2. — On a de plus la relation :
pP=91"typy Id
q
Démonstration. — En effet, on a d’'une part

UPF(z,s) = PF(sx,s ! ZFxs
s's

et d’autre part,

P*PF(z,s) =

3 PR )
"ste
> Y e

s ES’ s's#e s'"€S; s's!"F#e
1
= Z z,s")+ =F(z,s).
”#9 q

»Q »QM‘,_.'QH—‘
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En utilisant ce lemme et la relation de conjugaison, on obtient alors par récurrence

sur n,
D*\N PN q— Lo n— 1 p*\n—1 pn—
(PP = Upnt 4 Z(pryn-iprl

Q

soit encore
p2n—1 _ LU(F*)TLP” _ LU(P*)n—lpn—l.
q—1 q—1
Ainsi, la convergence de P2"F est une conséquence du théoréme de Rota.
L’invariance de la limite par ’action de []7&2) résulte du théoreme 6.2.1 et de la
remarque 6.2.2, ce qui conclut la démonstration du théoréeme de Bufetov. O

Notice bibliographique. — Comme cela a déja été dit, les résultats exposés dans
ce chapitre sont essentiellement dus & Nevo [Nev94a] et Nevo et Stein [NS94].
L’approche proposée par Bufetov se situe dans le prolongement de travaux de Gri-
gorchuk [Gri99, Gri00] et trouve ses racines dans la démonstration du théoreme
ergodique aléatoire de Kakutani [Kak51].

La méthode de Bufetov est tres simple et s’adapte bien au cas des actions de
semi-groupes libres (et plus généralement de semi-groupes strictement markoviens
[Buf00)).

En revanche, 'approche de Nevo et Stein présente ’avantage d’établir des inégalités
maximales. De plus I'inégalité maximale sous-additive énoncée dans le théoréeme 6.3.6
s’applique aux groupes hyperboliques de Gromov. A coté des groupes libres, on
trouve dans cette classe les groupes fondamentaux de variétés compactes a courbure
strictement négative et les réseaux uniformes de groupes de Lie simples de rang 1. La
géomeétrie des groupes hyperboliques est suffisament proche de celle des groupes libres
pour que soit conservée ’inégalité maximale L? relative aux moyennes de Cesaro v,
sur les spheres. Cependant les inégalités maximales pour les moyennes sur les spheres
ou les boules, ainsi que les théoremes ergodiques en moyenne ou ponctuels établis dans
ce chapitre pour les groupes libres, requierent une connaissance précise de la théorie
spectrale de I'algebre des fonctions radiales du groupe considéré. Elles ne s’étendent
pas facilement aux groupes hyperboliques.

L’existence en toute généralité de théoremes ergodiques en moyenne et ponctuels
pour ces groupes est largement ouvert. Pour des résultats partiels nous renvoyons
aux travaux de Fujiwara et Nevo [FN98] et de Nevo [Nev98]. Dans ce dernier
article, un principe de transfert spectral [Cow79], combiné & des estimations de
norme d’opérateurs de convolution [Jol90] permet notamment d’obtenir un théoréme
ergodique ponctuel avec vitesse de décroissance exponentielle pour les actions des
réseaux uniformes du groupe Sp(n,1), n > 2.



CHAPITRE 7

THEOREMES ERGODIQUES POUR 50°(d,1).

Le chapitre 6 était consacré a un exemple typique de structure hyperbolique discrete :
le groupe libre F4 a d>1 générateurs, qui s’identifie & I’arbre homogene T, & ¢+1=24d
arétes.

Dans le présent chapitre, nous considérons un exemple typique de structure hy-
perbolique continue: 1'espace hyperbolique réel H? de dimension d > 1, sur lequel
opere le groupe de Lorentz, plus précisément sa composante connexe G = SO°(d, 1).
Nous avons rassemblé dans appendice D des informations sur H? et sur G et nous
ne mentionnerons ici que la réalisation de H? comme espace homogene G/K avec
K = S0(d).

La parenté entre le cadre discret du chapitre 6 et le cadre continu du chapitre 7 est
bien connue. Tout d’abord, il s’agit de structures hyperboliques au sens de Gromov
(voir par exemple [Gro87], [GAIH90], [BH99]). Mais leurs liens sont plus étroits.
D’un point de vue géométrique, les arbres (semi-)homogenes sont les immeubles affines
de rang 1 tandis que les espaces hyperboliques (réels, complexes, quaternioniens, oc-
tonien) sont les espaces symétriques riemanniens de type non compact et de rang 1.
D’un point de vue algébrique, T, = PGL(2,Q,)/PGL(2,Z,) si g est un nombre pre-
mier tandis que H? = PGL(2,R)/PO(2). D'un point de vue analytique, la réalisation
de ces espaces comme quotients G/K de paires de Gelfand (G, K) explique la commu-
tativité du produit de convolution pour les fonctions (et les mesures ...) radiales. De
plus, les analyses de Fourier radiales qui en résultent sont des cas limites d’'une méme
théorie quantique de fonctions spéciales, élaborée par Cherednik et liée aux algebres
de Hecke affines doubles de rang 1 (voir par exemple [Che05, chap. 2], [Mac03]).

Si les arguments sont similaires a ceux du chapitre 6, les aspects techniques different
suffisamment pour mériter un nouveau chapitre. En particulier, aux problémes ana-
lytiques globaux s’ajoutent maintenant des probléemes analytiques locaux semblables
a ceux du cas euclidien traité au chapitre 5.
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Dans la suite, G = S0O°(d,1) et K = SO(d). Un peu abusivement, nous ap-
pellerons spheres et boules centrées a ’origine e dans G les ensembles bi—K—invariants
correspondant aux spheres et boules géodésiques centrées a 'origine 0 = eK dans
HY = G/K. Plus précisément, si A = {a;; t€R} est un groupe & un parametre dans
G tel que t — a; K soit une géodésique dans G/K alors, pour ¢ > 0, la sphere S; de
G, de rayon t centrée en e, est

St=KaK ={geG;deK,gK) =1},
et la boule B; de rayon ¢ centrée en e est
Bi=K{as;0<s<t}K={geG;deK,gK)<t},

oit d est la distance riemannienne dans H%. La sphere S; porte la mesure de probabilité
o, définie par

Ot = Mg * 4, * MK,

ou mg est la mesure de Haar de K, et §,, la masse de Dirac au point a;. La boule
B porte la mesure de probabilité 3; correspondant au volume riemannien normalisé :

t

By = C—d/ (shr)4lo, dr,
1Bt| Jo

ol ¢g = 2742 /T(d/2) et |By| = cq fot (shr)4=1tdr. Nous introduisons également les

moyennes vy = % fot ordr. Ces trois familles sont analogues aux suites de mesures

On, On €t v, considérées au chapitre 6.

Dans ce chapitre, nous établissons plusieurs théorémes ergodiques pour les moyennes
sphériques en suivant les articles [Nev94b], [Nev97] de Nevo et [NS97] de Nevo-
Stein.

L’algebre M(G, K) des mesures complexes bi-K-invariantes sur G, de variation
totale finie, est engendrée par les mesures de probabilité o;. Elle est 'analogue pour
S50°(d, 1), de l'algebre 1!, ,(F;) des fonctions radiales. Comme cette derniere, c’est
une algebre de Banach involutive commutative ce qui rend possible 'utilisation de
méthodes spectrales.

Nous établissons d’abord (section 7.1) le théoréme ergodique en moyenne L? di
a Howe-Moore [HMT9], en suivant [Nev94b], pour les moyennes sur les spheres de
S0°(d, 1), d > 2. L’évaluation de normes L? & 'aide du théoréme spectral nécessite
la détermination des caracteéres auto-adjoints de M(G, K). Ils sont donnés par des
fonctions sphériques dont le comportement & ’infini permet de conclure.

Dans la section 7.2, nous établissons le théoreme ergodique ponctuel L? de Nevo
[Nev94b] pour les moyennes sur les spheres de SO°(d, 1), lorsque d > 3. Comme
dans le chapitre précédent, la méthode de Littlewood-Paley-Stein sert, avec la théorie
spectrale, & démontrer ’inégalité maximale L?. Ici, on a besoin d’estimer la décrois-
sance de la premiére dérivée des fonctions sphériques. L’analyse spectrale de M(G, K)
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sert également pour démontrer que la convergence ponctuelle a lieu sur un sous-espace
dense de L?(X,m).

La section 7.3 est consacrée aux théoremes ergodiques dans LP. 11 suffit de démon-
trer l'inégalité maximale. Elle est vraie dans LP pour tout d > 3 avec p > d%‘ll.
Sous cette forme optimale, elle est due & Nevo-Stein [NS97]. Nous nous limitons aux
cas obtenus par Nevo dans [Nev97] : p > ﬁfl lorsque la dimension d est impaire
et p > % lorsque d est paire. La démonstration utilise la méthode d’interpolation
complexe vue au chapitre 6 et l'intégration fractionnaire de Riemann-Liouville, qui
est a rapprocher de 'utilisation des moyennes de Cesaro complexes de ce chapitre 6.
Des estimations suffisamment précises et uniformes du comportement des fonctions
sphériques et de leurs dérivées sont nécessaires.

Ces fonctions sphériques sont les fonctions propres radiales du laplacien sur H?.
Nous terminons ce chapitre par un paragraphe technique (section 7.4), ott nous don-
nons les estimations de ces fonctions propres et de leurs dérivées utilisées pour établir
les théoremes ergodiques. C’est 'une des difficultés des travaux de Nevo et Nevo-
Stein, pour lesquels les estimations classiques d’Harish-Chandra sont insuffisantes.
Nous démontrons ces estimations uniquement en dimension d = 3, ou elles sont
élémentaires.

7.1. Théoréme ergodique en moyenne dans L?

7.1.1. Enoncé. — Comme nous l’avons déja fait dans la section 6.2, nous traitons
plus généralement le cas d’une représentation unitaire 7 de G dans un espace hilbertien
H. Cette représentation se prolonge en une représentation de ’algebre de Banach
involutive M(G) des mesures bornées sur G en posant 7(u) = [, m(g)du(g) pour
tout u € M(G) (voir Appendice A). Nous notons F1 € B(H) le projecteur orthogonal
sur 'espace des vecteurs G-invariants de H.

Le théoréme suivant est démontré dans [Nev94b]. Il peut aussi se déduire du
théoreme de Howe-Moore [HMT79] relatif au comportement asymptotique des coeffi-
cients de 7.

Théoréme 7.1.1. — Soit w une représentation unitaire de G = S0O°(d,1), d > 2.
Alors w(o) converge fortement vers le projecteur By quand t tend vers +oo.

La démonstration de ce théoreme est analogue a celle du théoreme 6.2.1. Elle
repose sur I’étude des caractéres auto-adjoints de la sous-algébre M (G, K) de M(G)
formée des mesures bi- K -invariantes, i.e. invariantes par les actions par multiplication
a gauche et a droite de K sur GG. Nous verrons que ces caracteres s’expriment en termes
de certaines fonctions propres sphériques du laplacien sur I'espace hyperbolique H?.
Le théoreme ergodique en moyenne découle d’une application du théoréeme spectral
et des propriétés de décroissance de ces fonctions radiales. Notons que ce théoréme
est valable pour tout d > 2.
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7.1.2. Détermination des caractéres auto-adjoints de I’algébre M (G, K) des
mesures bi-K-invariantes sur G. — Concernant 1’algébre M(G) nous adoptons
les notations introduites dans 'appendice A.

Lemme 7.1.2. — L’algébre M(G, K) est une algébre de Banach commutative. FElle
admet og = myg comme unité.

Démonstration. — Soit D : G — R, Dapplication distance a l’origine définie par
D(g) = d(o0,go). Alors toute mesure p de M(G,K) sécrit p = [ ¢ d(Dyp)(2).
Autrement dit, les mesures de M(G, K) sont exactement les moyennes des mesures
o¢. Comme o, * 09 = 0 * 04, on en déduit que g est 'unité de M(G, K).

Pour montrer que M(G, K) est une algébre commutative, il suffit de vérifier que
les mesures oy, pour t > 0, commutent entre elles. Or l'involution p +— p* fixe
chaque o;. Sa restriction & M(G, K) est donc I'involution complexe y — f. Comme
(oyxop)* = o} *0f, on en déduit que T, * oy = G %0y = oy * 0y, d’OU oy %0y = oy %0y
pour tous ¢, > 0. L’algebre M(G, K) est donc bien commutative. O

Nous aurons besoin de la propriété suivante [Nev94b, lemma 2] :

Lemme 7.1.83. — Soientt ett’ deux nombres réels strictement positifs. Alors oyxoy
est une mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure de Haar
sur G et elle a un support d’intérieur non vide.

Nous allons maintenant déterminer les caracteres auto-adjoints de M(G, K). Rap-
pelons qu’ils sont automatiquement continus et de norme 1 (voir Appendice B). Le
groupe G n’ayant pas la combinatoire simple du groupe F4, on ne peut pas procéder
“a la main” comme au chapitre 6. Suivant la méthode évoquée dans la remarque
6.2.7, I’étude se ramene a celle des fonctions propres du laplacien hyperbolique sur
H<. Nous suivrons [Hel84, p. 399 et seq.].

Soit L'(G, K) la sous-algebre de Banach involutive de L'(G) formée des fonc-
tions & valeurs complexes intégrables pour la mesure de Haar et bi-K-invariantes.
L’application f — fdg, ou dg désigne la mesure de Haar de G, définit un homomor-
phisme isométrique de L'(G, K) dans M(G, K).

Tout caractere x de M(G, K) se restreint donc naturellement en un caractere de
LY(G, K). De plus, s'il existe t > 0 tel que x(0y) # 0, on a alors x(oy *0;) = x(04)? #
0, et le lemme 7.1.3 assure que la restriction de y & L*(G, K) est une forme linéaire
non nulle et de norme inférieure ou égale a 1.

Définissons le projecteur de moyennisation f+— f* de L*(G) dans L'(G, K) par

g = //K . f(k1gks)dk;dks.

Il est de norme inférieure ou égale a 1. A partir de la restriction de x & L'(G, K),
nous pouvons définir une forme linéaire continue L, de norme inférieure ou égale & 1

sur LY(G) par Ly (f) = x(f*).
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Lemme 7.1.4. — Soit x un caractére auto-adjoint de M(G, K) dont la restriction
a LY(G,K) est non nulle. Alors la forme linéaire L, associée sur L*(G) s’écrit
L.(f)= fG f(9)¥(g)dg, ot ¢ € L>®°(G) est une fonction a valeurs réelles, de norme
inférieure ou égale a 1, bi-K -invariante, qui vérifie pour presque tous x,y € G,

(7.1.1) Ble)(y) = /K P(aky) dk.

Démonstration. — Comme la forme linéaire L, est continue et de norme < 1, il existe
¢ € L=(G) telle que [[¢]loe < 1 et Ly(f) = [, f(z)¢(x)dz pour tout f € LY(G).
L’application L, est bi-K-invariante, donc ¢ I'est aussi. Par ailleurs, 1) est a valeurs
réelles car x est auto-adjoint.

Enfin, pour f et h dans L'(G) on vérifie que (f# x h)f = ffx h¥, d'ott

(@) Jte) e = Ly (1) = (7 ) = X (A) = L 1)

Or le terme de gauche vaut

/ F@)h(u)( / (eky) dk)dady,
GxG K

et celui de droite
[ r@mwu@iasy.
GxG

Donc 1 vérifie (7.1.1) pour presque tous z et y. O

Lemme 7.1.5. — (a) Soit ¢ € L>®(G) une fonction non nulle vérifiant (7.1.1).
Alors il existe une fonction propre K -invariante du laplacien sur H%, notée h, telle
que ¥(g) = h(gK) presque partout.

(b) Réciproquement, si h est une fonction propre K-invariante du laplacien sur HY
qui vaut 1 en o, alors la fonction v définie sur G par ¢(g) = h(gK) est K-invariante
et vérifie (7.1.1) pour tous x, y de G.

Démonstration. — (a) L’équation (7.1.1) montre tout d’abord que 1 coincide presque
partout avec une fonction C*°. En effet, choisissons une fonction p : G — R, de classe
C®, a support compact, telle que fG p(y)¥(y) dy # 0. Alors, pour presque tout = € G,
on a

() /G $()ply) dy = /G () /K (eky) dk) dy = /K ( /G p(k 2 2)(2)dz) dk.

Le terme de droite est bien C* en z, et donc v ’est aussi.

L’équation (7.1.1) montre aussi que v est bi-K-invariante. Donc la fonction définie
sur G/K par h(yK) = 9(y) est C* et K-invariante. Le laplacien A de l'espace hy-
perbolique H? ~ G/ K est un opérateur invariant par I’action & gauche par isométries
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de G sur G/K : pour tout g € G, on a Ah(gyK) = A(ho g)(yK). En appliquant A
aux deux membres de (7.1.1) considérés comme fonctions de y, il vient

h(xK)Ah(yK):/KAh(xkyK)dk,

d’ott h(xK)Ah(o) = Ah(zK) en prenant y = e. Donc h est une fonction propre de A
pour la valeur propre Ah(o).

(b) Soit h une fonction propre K-invariante du laplacien sur H? pour la valeur
propre A, telle que h(o) = 1. Comme nous le rappelons dans la section 7.4, il existe
une unique fonction h avec ces propriétés.

Soit ¢ la fonction définie sur G par ¥(g) = h(gK). La fonction y — fK Y(xky)dk
est bi-K-invariante. De plus, c’est une moyenne de fonctions propres pour la valeur
propre A ; elle induit donc une fonction K-invariante sur H¢ qui est propre pour la
valeur propre A, et qui vaut ¢¥(x) = h(zK) en y = e. Par unicité de h, on en déduit
que pour tout y € G, on a Y(x)(y) = [, Y(xky)dk. O

En restriction & L!(G, K), un caracteére de M(G, K) s’écrit donc

X fex(f /f h(gK)dyg,

ou h est soit la fonction nulle, soit une fonction propre du laplacien, K-invariante,
bornée, a valeurs réelles et telle que h(o) = 1. Nous verrons dans la section 7.4 que
pour A € C fixé, il existe une unique fonction K-invariante, propre pour la valeur
propre A, qui vaut 1 & lorigine o: c’est la fonction A\-propre sphérique, notée hy avec
A=s(s—d+ 1) On a hs = hg_1_s. De plus la fonction h, est réelle si et seulement si
s€RoufRs =
7.4.3) .

L’ensemble S = [0, 452]U {45t +it; ¢ > 0} parametre donc exactement 'ensemble
des fonctions sphériques bornées réelles.

En résumé, la restriction & L'(G, K) de tout caractere de l'algébre M(G, K) non
identiquement nul sur les o, t > 0, s’écrit sous la forme

/ hs(gK) f(g)dg,

avec s € S. Notons que hg est la fonction constante égale a 1 ; par conséquent yg est
le caractere trivial f — [, f(g)dyg.

9=1 et elle est bornée si et seulement si Rs € [0, d— 1] (voir proposition

Lemme 7.1.6. — Soient x un camctére de ./\/l(G7 K) non identiguement nul sur les
o1, t>0, et s €S tel que x(f) = fG (9) dg, pour f € LY(G,K). Alors, pour
toute mesure pp € M(G,K), on a x(p fG (9K) du(g).
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Démonstration. — Commengons par remarquer que }in(l) X(o¢) = 1. En effet, d’apres

le lemme 7.1.3, la mesure o; * 0 * 04 est absolument continue, donc

Ot 3= Or %0t % 0¢) = s ¢ Ot Ot
(x(00))? = x( ) /G /G /G ha(ghkK) doy (g) doy (k) do (k)

tend vers 1 quand ¢t — 0. On a la méme chose avec le carré (x(o;))?, d’ot le résultat
pour x(o¢).

Ensuite, du lemme 7.1.3 et du fait que toute mesure  dans M(G, K) s’écrit comme
une intégrale des o, on déduit que pour tout u € M(G, K) tel que u(K) = 0 et pour
tout ¢t > 0 la mesure p * o, est absolument continue. On a donc dans ce cas

x()x(0) = x(* 00) = / / ha(ghE) dpa(g) doy (h)

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient x (1) = [ hs(9K)du(g) -
Dans le cas général, il suffit de décomposer w en la somme d’une mesure nulle sur
K et d’un multiple de g = mg. O

Il existe en outre un seul caractere auto-adjoint de lalgebre M(G, K) qui est
identiquement nul sur les oy, pour ¢ > 0. Il est défini par xoo(u) = p(K) d’ou
Xoo(00) = 1 et xoo(or) = 0 sit > 0. Le spectre auto-adjoint Sp;, de M(G, K)
s’identifie donc & S U {xoo} : d’apreés le lemme 7.1.6, & tout s € S est associé le
caracteére auto-adjoint x, sur M(G, K) défini par la formule xs(p) = [~ h o hs(gK) du(g).
En particulier, xs(o:) = hs(t), on t > 0 est la distance a lorlglne 0 dans He. La
topologie spectrale (i.e. la topologie faible) sur 'ensemble Sp,, des caractéres est la
compactification de la topologie usuelle sur S (d’apres la continuité de la fonction
s — hs et son comportement a l'infini étudié dans la section 7.4).

7.1.3. Démonstration du théoréme ergodique en moyenne. — Soit 7™ une
représentation unitaire de G sur un espace hilbertien H.

Comme dans le cas du groupe libre, pour démontrer le théoreme ergodique en
moyenne, nous appliquerons a 'algebre M(G, K) les résultats de théorie spectrale
rappelés dans I'appendice B. Or ces résultats ne sont valides que si ’élément unité o
est envoyé par 7 sur 1’élément unité de l'algébre B(H) des opérateurs bornés sur H.
Ceci n’est pas le cas ici, et nous considérerons donc plutot I'espace HX = m(0)H =
w(mg)H des éléments K-invariants de H.

Remarquons d’ailleurs que I'orthogonal de HX ne joue aucun réle dans les théore-
mes ergodiques : en effet, d’'une part 7(p)v = 0 pour toute mesure p bi- K-invariante
et tout vecteur v orthogonal & H¥ et d’autre part l'espace E;(H) des vecteurs G-
invariants est bien siir contenu dans H¥. Notons aussi que yo n’intervient pas car
le projecteur spectral F({xoo}) est nul : si v est dans son image, on a 7(f)v = 0
pour tout f € L'(G, K) d’apres le lemme B.2.3, d’ot1 v = 0. Ces observations seront
souvent utilisées implicitement dans la suite.
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Outre la théorie spectrale rappelée dans ’appendice B, la démonstration ci-dessous
utilise des résultats sur les fonctions propres sphériques du laplacien qui sont présentés
dans la section 7.4.

Notons B l'adhérence de l'algebre m(M (G, K)) dans l'algebre B(HX) pour la
topologie de la norme d’opérateurs. C’est une C*-algebre commutative avec unité et
par conséquent tous ses caracteres sont auto-adjoints (voir appendice B.1). Le spectre
de B s’injecte donc continliment dans le spectre auto-adjoint Sp, de M(G, K) par
I’application x — x o7 ; on identifiera ainsi ce spectre avec un sous-ensemble de
Pespace compact Spy, = S U {oc0}.

Nous procédons comme dans la démonstration du théoreme 6.2.1. Soit v un vecteur
de HX | et m, la mesure spectrale associée sur Sp;,- D’apres 'appendice B, et puisque
Xoo €st de mesure spectrale nulle, nous avons

Im(on)ell? = /S o (£)2 i ().

Le corollaire 7.4.6 de la section 7.4 assure que lim;_, ;o hs(t) = 0 pour tout s € S\{0}.
Le théoreme de convergence dominée donne alors

Jim 7 (o)v]|* = my ({0}) = [|E1(v)]*.

On en déduit immédiatement le théoreme ergodique en moyenne. O

7.2. Inégalités maximales et théoréme ergodique ponctuel dans L?

7.2.1. Enoncé. — Nous considérons une action de G = SO°(d, 1) sur un espace
mesuré (X, B, m), ou m est une mesure de probabilité G-invariante. Maintenant 7
désigne la représentation unitaire associée de G dans L?(X,m). Rappelons que si p
est une mesure bornée symétrique sur G on a 7(u)f = p-f pour tout f € L2(X,m).

Théoréme 7.2.1 ([Nev94b]). — On supposed > 3. Alors, pour tout f € L?(X,m),
ona, lir+n o f = B f = E(f|T), ot la convergence a lieu presque partout et dans L>

et T est la tribu des invariants.

Pour démontrer ce théoreme nous utiliserons la méthode désormais classique : nous
montrerons une inégalité maximale dans L?(X,m) (théoreme 7.2.2) pour les moyennes
sur les spheéres de G, puis nous exhiberons (paragraphe 7.2.3) un sous-espace dense
D’ de fonctions de L?(X,m) qui vérifient le théoréme ergodique ponctuel. Ceci suffira
d’apres le théoreme 1.2.1 du chapitre 1.

7.2.2. Inégalité maximale L?. — Nous avons besoin dans ce paragraphe de la
famille des mesures v; = % fot o, dr. Nous considérons seulement les fonctions maxi-
males a grande échelle fX(x) = sup,sq |0 f(x)| et fi(z) = sup,>q |v-f(x)| pour
f € L3(X,m). Leur étude suffit pouriétablir des théoremes ergodiaues. Le cas des
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fonctions maximales locales est évoqué dans la remarque 7.3.9 (1). La fonction maxi-
male f* est bien définie et mesurable pour toute fonction f € L?(X,m). Mais les
mesures oy €tant singulieres, la fonction maximale f; n’a aucune raison en général
d’étre définie (et encore moins mesurable). En pratique, on étudie cette fonction
maximale pour un ensemble D de fonctions f régulieres et on démontre I'inégalité
maximale du théoréme 7.2.2 ci-dessous pour ces fonctions. Cette inégalité maximale
permet alors de montrer que la fonction maximale fZ est bien définie et mesurable
pour tout f € L%(X,m), et quelle vérifie 'inégalité maximale. Nous renvoyons
a 'appendice A.2 pour des précisions sur cette question de la mesurabilité de f
lorsque f € L?(X,m) (voir en particulier la proposition A.2.2, le théoréme A.2.4 et
la remarque A.2.3).

Théoréme 7.2.2. — Soit d > 3 et soit G = SO°(d,1) agissant sur (X,B,m). Il
existe C > 0 tel que pour toute fonction f € L*(X,m) on ait ||f]l2 < C| f|l2-

Pour démontrer ce théoreme, nous établissons d’abord une inégalité maximale dans
L? p > 1, pour la famille {1;}. Ce résultat découle de I'inégalité maximale LP pour
une action de R :

Proposition 7.2.3. — Soient p > 1 et d > 2. Il existe C, > 0 tel que pour toute
fonction f € LP(X,m) on ait | £]l, < Cyll Il

. . t - .
Démonstration. — Posons M; = % fo 0q, ds. Rappelons que 7 désigne la représenta-
tion de G associée a son action sur X. Par définition, on a

t
ut:f/ osds = mpg * My x mg,
0

N

d’ou
|sup (v¢-f(2)) | < w(mx) (Supﬂ(Mt) (m(mx)|f1) ($)> :
t>1 t>1
Comme [[r(m)ll, < 1, on voit que [|£;l, < |[sup7(My) (x(mic)| 1) - Le groupe
t>1
A = {as,s € R} étant isomorphe & R, le théoréeme maximal de Hardy-Littlewood
s’applique (voir section 3.1). Il existe donc C), > 0 tel que

Fsup (M) (7 () | f1) llp < Cpllm(mac) £l
Puisque |7 (mk)|f|ll, < || fllp, la proposition 7.2.3 est démontrée. O

Nous allons maintenant comparer les deux fonctions maximales f; et fJ, en uti-
lisant comme au chapitre précédent la méthode de Littlewood-Paley-Stein. Nous au-
rons besoin d’une majoration précise de la premiere dérivée des fonctions sphériques.
Cette estimation découle de la proposition 7.4.10, qui permet de conclure seulement
lorsque d > 3.
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Rappelons (théoréeme A.2.4) qu’on peut supposer que X est un espace métrique
compact, ’action de G étant continue. Cela a donc un sens de considérer des fonctions
continues sur X. Soit D ’ensemble des fonctions sur X de la forme

@) = e(hyu(o) = [ hla)uts™)dg
ol u est une fonction continue sur X et h une fonction C* a support compact sur G.
L’ensemble D est inclus et dense dans C(X), et donc dans L?(X). De plus, si f € D,
la fonction g — 7(g)f est C> de G dans C(X), et donc dans L?(X).

Si f = w(h)u € D, alors t — oy-f est C* de Ry dans C(X) (et donc dans
L?(X,m)). En effet, puisque mg * h est une fonction C> & support compact sur G,
onam(mg)f € D ; ainsi Papplication ¢ — w(a¢) (m(mg)f) est C* et par composition
avec 7(mg) il en est donc de méme pour ¢ — o;- f. On notera éi—; oy f sa dérivée
d’ordre k£ au point t.

Plus généralement, si f € L?(X,m) est un vecteur C* pour la représentation
unitaire de G dans L?(X,m) (voir Appendice A), la fonction t +— o4 f est C*° de R
dans L?(X,m).

D’apres la proposition A.2.2 et la remarque A.2.3, le théoreme 7.2.2 résulte de la
proposition suivante.

Proposition 7.2.4. — Soit d > 3. Il existe C' > 0 tel que pour tout f € D, on ait
1f5ll2 < Cllfll2-

Démonstration. — Nous reprenons des idées déja utilisées dans le chapitre 5 (lemme
5.1.6). Sachant que t — oy f est C*° de R4 dans C'(X), une intégration par parties
donne, pour tout » > 1 et tout z € X,

/ t—at flz dt:rar'f(x)—Ul'f(x)—/rat~f(x)dt

1

d’olt

1 /" d 1 1
f/ t—o¢-f(x)dt = o f(z) — ;ayf(a:) — v f(z) + ;Vyf((ﬂ) .
Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
1" d S AL " 1d
- t—oy- dt| < — tdt t|—oy-
r/l at’t 1) — 2 (/1 > (/1 ‘dtgt /(@)
v f(2)] < [vr- f(2)| + 9(F) (@) + |or-f(@)| + - f ()],
ou g(f) est la fonction de Littlewood-Paley associée a f définie par

dt
2
dt>.
Donc,siz € X et r>1,0n a
o) = ([ sl ar)
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La majoration ci-dessus implique que pour tout z € X, on a

[f5 @) < 21f7 (@) + 9(f) (@) + |o1- f(2)].

La proposition 7.2.4 découle alors des propositions 7.2.3 et 7.2.5 et de ce que f — o1-f
est une contraction L2 O

Proposition 7.2.5. — Soit d > 3. Il existe C > 0 tel que ||g(f)ll2 < C|f|l2 pour
tout f € D.

Démonstration. — On a

g = [ ([ dlgors] at) amea
/Oot (/ ‘(Rat~f(x)‘2dm(x)> at
[l oo

Cette quantité se calcule en utilisant la théorie spectrale. Nous conservons les nota-
tions de la section 7.1.3 avec maintenant H = L?(X,m). Ainsi HX = 7(00)L*(X,m)
est ’espace des fonctions K-invariantes et B désigne ’adhérence en norme de 'image
de M(G, K) par 7 dans I'algebre B(HX). Rappelons que le spectre de B est naturelle-
ment contenu dans le spectre auto-adjoint Sp;, = S U {x} de l'algébre M(G, K).

Nous n’utilisons ici le lemme suivant que pour k£ = 1, mais nous aurons besoin du
cas k > 1 dans la démonstration du théoréme ergodique ponctuel dans LP (section
7.3).

Lemme 7.2.6 (Nevo [Nev94b],[Nev97]). — Soit k > 1. Si f € L?>(X,m) est un
vecteur C*>, pour toutt > 0, on a

| oo - [ i Pam

On rappelle que hy est la fonction propre sphérique du laplacien définie au para-
graphe 7.1.2.

Démonstration. — Observons que c’est seulement la projection orthogonale de f sur
HX qui intervient. On peut donc supposer que f appartient & H¥. Pour ¢ > 0,
posons Uy = [e, 452] U {952 +ir; 0 < 7 < 1} et notons P. = E(U.) le projecteur
spectral correspondant. Rappelons que P. commute avec B et que la mesure spectrale
du vecteur P, f est la restriction de my a U..

Considérons d’abord le cas k = 1. Soit § > 0. D’apres le théoreme spectral, pour
t >0, 0n a

1 1
FilP st o fE = g5 [ e+ ) = hu(o)f am (o)
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Puisque f est un vecteur C*, le terme de gauche tend vers || P-(5o¢- f)|3, lorsque
6 — 0.

Pour tout s € Uy, la quantité §|hs(t + &) — hy(t)| tend vers |h}(t)| quand § — 0.
Comme s varie dans U, son module |s| est borné (par une constante dépendant de
€), et le corollaire 7.4.9 donne lexistence d’une constante C. 4 ne dépendant que de
€ et de d telle que pour tout ¢ > 0,

7 (8)] < Ceae™" < Cea.
Ceci permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée, qui donne
’ P (ia .f)H2 - / 1L(8)]* dmg (s)
€ dt t 2 - U. s f .
Le résultat pour k = 1 s’obtient en faisant tendre € vers 0. On a en effet

hmP( Lo f) = (S\{U}) o] = O't f= E({O})*Ut f

et
({0}) ovf = EQ0Noyf = povE({0})f =

puisque E({0})f est G—mvarlante.
Lorsque k£ > 1, la démonstration est analogue. On écrit

2
k

s RJ}%(—Ukﬁ(i>aijf) 5%1/ (}: ( ) he(t +50)] dmg(s)

j=

Quand ¢ tend vers 0, le terme de gauche tend vers |\Pg(§—;0t~f)||§, et on a

lim MZ $ (1) e+ o) = 1100

Le corollaire 7.4.9 assure qu’il existe une constante C. 4 telle que pour tout s € U,
et tout ¢ > 0,

A (1) | < Ceape < Ceap.
Le théoréeme de convergence dominée s’applique donc, et le terme de droite tend donc
vers [, | hP) (1) |2 dms(s). On en déduit le résultat en faisant tendre & vers 0. O

Revenons a la démonstration de la proposition 7.2.5. On déduit en particulier du
lemme ci-dessus que

lo(f ||2—/ ¢ [ 0Py (s)ae = /(/1oot\h’5(t)]2dt> dm (s).

Comme my(S) = [|f|13, il suffit donc de vérifier que la fonction s — [ ¢|h.(¢)[>dt
est bornée sur S. Pour cela nous utilisons le corollaire 7.4.12 qui donne

|
1

2 d—1
%@‘agcu+m%“ﬁi
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Le terme de droite est borné sur S si et seulement si d > 3. Ceci permet donc de
conclure la démonstration la proposition 7.2.5 seulement dans ce cas. O

7.2.3. Démonstration du théoréme ergodique ponctuel dans L?. — Comme
conséquence du théoreme 7.2.2, il suffit, d’apres le principe de Banach, de trouver un
sous-ensemble dense dans L?(X,m) formé de fonctions qui vérifient le théoréme 7.2.1.
Nous avons déja remarqué qu’il suffit de se placer dans I'espace HX = 7(0¢)L2(X, m)
des fonctions K-invariantes. Notons D. C P.(H) I’ensemble des vecteurs K-invariants
C*> de L?(X,m) dont la mesure spectrale est & support dans I’ensemble U, = [, %]U
d—gl +iT;0<7< %} Voici le dernier point crucial :

Lemme 7.2.7. — Soit f € D.. Alors limy_, 01 - f(x) = 0 pour presque tout
rzeX.

Démonstration. — Si f € D, alors f est un vecteur C*> pour la représentation de G
dans L?(X,m), donc I'application t + ;- f est dérivable. Pour presque tout x € X,
et pour tous réels t’ > ¢, on a alors

/tt, %au-f(x) du| < /too ‘%auf(x)‘du

Soit § > 0. La mesure de I'ensemble des z € X tels que [ |0y, f(x)|du > § est

L bl avin < [ o]

d ? d 2
Souf| = | |5hew)| dmy(s).
gaoet] = [ gar] amste
D’apres le corollaire 7.4.9, comme le module de s est borné sur U, il existe une
constante C; telle que si s € U, et u > 0, alors |8%hs(u)| < Cee %, d’ou

o f(2) —ou-f(2)] =

majorée par

De plus, le lemme 7.2.6 donne

< 08675u||fH2-

2

d
[t

On en déduit aisément que pour presque tout x € X, I'intégrale ftoo |iau~ f(@)|du
tend vers 0 quand ¢ — 4o00. Ceci implique alors que pour presque tout z, o;- f(z) a
une limite lorsque ¢ — +o00. D’apres le théoreme ergodique en moyenne, cette limite
est égale & E1f = E({0})f. Comme f € D, et comme 0 n’appartient pas & U, on
voit que F1f = 0. O

Posons D' = U.+¢D. @ E1L*(X,m) C HX. Cet ensemble est dense dans H¥ et
comme lim; . o, 0¢-f = E1f presque partout pour tout f € D', la démonstration du
théoreme 7.2.1 est terminée.
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7.3. Inégalités maximales et théorémes ergodiques dans L?

Nous supposons toujours que G = SO°(d, 1) agit sur (X, m) en laissant la mesure
de probabilité m invariante. Nous étendons ici le théoreme ergodique 7.2.1 au cas des
espaces LP. Ce résultat est dit & Nevo [Nev97] pour certaines valeurs de p, et & Nevo
et Stein [NS97] en toute généralité.

Théoréme 7.3.1 (Théoréme ergodique ponctuel L?, [Nev97] [NS97])
Soient un entier d > 3 et un réel p > ﬁ. Alors, pour tout f € LP(X,m), on a
. ligrn o f = E(f|T), ot la convergence a lieu presque partout et dans LP et T est la

tribu des invariants.

A nouveau, la démonstration suit la méthode usuelle : comme on a convergence
ponctuelle sur le sous-espace dense L%(X,m) N LP(X,m) de LP(X,m), le théoreme
ergodique ponctuel LP découle de I'inégalité maximale suivante.

Théoréme 7.3.2 (Inégalité maximale pour les fonctions L?, [Nev97] [NS97])
Soient un entier d > 3 et un réel p > ﬁ.

Jfonction f € LP(X), on ait || /5], < Cpl| flp-

1l eziste Cp, > 0 tel que pour toute

Dans cette section, f — fZ reste 'opérateur maximal relatif aux grandes spheres
introduit dans la section 7.2. Nous ne présentons que la démonstration de Nevo
[Nev97] qui donne le résultat pour tout p > % quand d > 3 est impair et pour tout

p> % quand d > 4 est pair. Nous renvoyons & [NS97] pour le cas ol d est pair et
ﬁ <p< %.

L’idée de la démonstration est, comme dans le chapitre précédent, de faire inter-
venir une famille d’opérateurs qui dépendent analytiquement d’un parametre com-
plexe et d’utiliser le théoreme d’interpolation de Stein. Le role des moyennes de
Cesaro fractionnaires est maintenant joué par les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville. Leur définition est rappelée dans le paragraphe suivant, dans lequel on fixe

les notations utilisées.

7.3.1. Intégration fractionnaire de Riemann-Liouville. — Soit I’ une fonc-
tion sur Ry, de classe C°°, nulle dans un voisinage de 0 (plus tard, ce sera le produit
de la fonction ¢t — o« f(x) et d’une fonction “cut-off” en t).

L’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre v est défini, pour o = a+1ib, a > 0,
t > 0, par

°F(t) = I‘(loz)/o (t — ) F(u) du.

L’opérateur normalisé d’intégration fractionnaire d’ordre o est

_I°F() 1

- m/0 (1 — ) L F(ut) du.

MOF(t)
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C’est une fonction analytique de o dans le demi-plan R« > 0. Une intégration par
parties permet d’écrire, du fait que la fonction a intégrer est identiquement nulle au
voisinage de 0, que

MOF(t) = ﬁ/@ (1 — ) F' (ut) du.

Il en résulte que MYF(t) = tM*T1F’(t). Par récurrence, on en déduit que M F(t)
est, comme fonction de «, analytique dans tout le plan complexe. Remarquons que
I°F = F et que I "*F = F®*) pour k € N*. On vérifie que la dérivée d’ordre k de
I*F vaut F, ce qui justifie, pour 1%, I'appellation d’intégrale fractionnaire d’ordre c.
Plus généralement, 118 = %o I8 : on le vérifie aisément pour R > 0 et R3 > 0,

et on étend le résultat & tout « et tout S dans C par prolongement analytique (voir
aussi [Ste70Db)).

Comme dans la sous-section 7.2.2, nous supposons que X est un espace métrique
compact et que l'action est continue. Rappelons que D est 'ensemble des fonctions
sur X de la forme z — [, h(g)u(g~'x)dg, ott u est une fonction continue sur X et h
une fonction C*° & support compact sur G. Dans la suite, pour z € X fixé, on prendra
F.(t) =n(t)os- f(x), avec f € D et pour n une fonction de classe C* sur R, & valeurs
dans [0,1], telle que n(t) = 0si t < + et n(t) = 1sit > 1 (fonction “cut-off”). Posons

Sof(x) = sup [M“Fy(t)|.
t>1

Lorsque av = 0 il est clair que cette fonction est égale a la fonction fZ qui est notre
objet d’étude. Lorsque a = 1, elle est majorée par |f]%.

7.3.2. Inégalités maximales pour les opérateurs S). — Pour utiliser le théo-
reme d’interpolation de Stein, nous démontrons une inégalité maximale L9, ¢ > 1,
pour l'opérateur S7_;, (lemme 7.3.4), et une inégalité maximale L? pour l'opérateur
Sy > avec a bien choisi (proposition 7.3.5).

Les calculs nécessitent a plusieurs reprises I’estimation suivante.

Lemme 7.3.3. — Soit a € R. 1l existe une constante C, > 0 telle que pour tout
beR on ait
1
7.3.1 —— < C,exp(m|b]) .
(7:3.1) T < Ceemlalb)

Démonstration. — La formule de Stirling donne, pour tout a réel, |T'(a+ ib)| ~
\/ﬂe_%lbubrl_% quand || — +oo (voir [EMOTS81] par exemple). Comme ﬁ
est une fonction continue sur C, cela permet d’obtenir, pour tout a € R, 'inégalité
voulue. O

Lemme 7.3.4. — Pour tout réel ¢ > 1, il existe Cq > 0 tel que pour toute fonction
f €D, on ait |57, 41|, < Cyexp(alb)II 1],
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Démonstration. — On a

10 vz
ME = f@] = 1| [ ) = Do F@du] < el a).

pour tout ¢t > 1.
On déduit de la proposition 7.2.3 que S7 est continu dans L9 pour tout ¢ > 1.
C’est le lemme 7.3.4 lorsque b = 0. Pour b différent de 0, on utilise les inégalités

Sitinf () Stlfl(x),

1
P —
— |T(1 +4b)]

et (7.3.1). Le résultat du lemme découle alors du cas b = 0. O
Nous nous intéressons maintenant & I'inégalité maximale L2.

Proposition 7.3.5. — Soient des entiers m > 1 et d > 2m + 1. Soit a = a + b,
avec —m —l—% < a. Il existe C, > 0 tel que, pour toute fonction f € D, on ait

155 fll2 < Ca exp(x[b])[| 12

Nous établissons d’abord cette proposition dans le cas ot « est le nombre entier
—k+1avec 1 <k < m (lemme 7.3.8). Pour cela, nous utilisons encore la méthode
de Littlewood-Paley-Stein. Si f € D, et k > 1, nous considérons la fonction

01 () () = ( [T e dt)1/2 |

Lemme 7.3.6. — Soientd >2m+1 et 1 < k < m. Il existe Cy, > 0 tel que pour
tout f €D on ait [|gr(f)|l2 < Ck|l f[l2-

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la proposition 7.2.5, on montre,
grace au lemme 7.2.6, que

e = [ [ OO drdm, o).
On utilise le corollaire 7.4.12 et le fait que m¢(S) = || f||3 pour conclure. O

Remarque 7.3.7. — Remarquons que la méthode précédente permet de méme d’obte-
oo 1/2
nir la continuité L? de I'application f — G (f)(x) = (/ =1 ER) (4))2 dt) sur
0

D.
On a en effet

(6n)@) = (wtn@) = [ / PR ED () b,

et on montre que la racine carrée de cette quantité est bornée dans L? en utilisant les
mémes estimées.
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Nous énongons le lemme suivant avec I'opérateur maximal global f +— M, f(z) =
SUp,sq |MFFTLE,(t)], car cette étape est nécessaire pour traiter ensuite le cas des opéra-
teurs Sy.

Lemme 7.3.8. — Soitd>2m+12>3 et1 <k <m. Il existe Cy, > 0 tel que pour
tout f € D, on ait [|[M*, , fll2 < Ck| fll2, dot aussi [[S*; ,; fll2 < Ck| fll2-

Démonstration. — Si k = 1, comme M°F,(t) = n(t)o,- f(z), on a |Mf(x)| <
sup;>1/4 ¢/ f|(x) et le résultat se déduit de la proposition 7.2.4 dont la démonstration
s’adapte facilement pour traiter le cas de sup,>q/40¢-|f[(z) au lieu de |f[}(z) =
sup;>; 0¢-|f|(x). Sik > 2, on utilise que, pour ¢t > 0 et z € X,

1 t
M™HE(@) = ¢ TEED@0) = / (W FED () du
0
LR R A R
= 5 ; uF (u)du—&-z ; u T F T (u) du.

Apres application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que pour ¢ > 0,
[MMUE ()] < Gr(f) (@) + kGr—a (f) () .-

d’ou [M*,  f| < Gi(f) + kGr—1(f). On conclut grace a la remarque 7.3.7. O

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 7.3.5.

Démonstration de la proposition 7.3.5. — Pour ®a > —m on a
1 ! )
MO = o / (1 — )™= 1m FOm () du
3
1
1 3
0
1 1
(7.3.3) - m/ (1 —w)otm=Lm ) (yt) du

Le terme (7.3.3) est estimé en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz. L’hypotheése
a > —m—i—% intervient ici pour assurer la convergence de 'intégrale fll (1—u)2(“+m*1) du.
2

Plus précisément, on a
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1
‘/ (1 — w)o+m=Lgm p(m) (1) du’
2

1 % 1
( / (1= w2t au) / 2 B (ut)]? )
} }

: i
[ e e )R a)

t
2

[N

IN

gCﬁZ(

1

s [T Em@R ) = Cen ),

en tenant compte du fait que u > 1/2 pour la deuxiéme inégalité.
Pour le terme (7.3.2), une suite d’intégrations par parties donne

_ : 1 tm=lym plm) (1) d L 1 'F d
o atm—1lym p(m t — _ o= " t
a0 e = g [ 0wt ) du
m 1 (k=1)

T F T (3)

24 5a¥ =TT (o + )

_|_

On observe que

] < (70w au) sup | F )] = 0% ().
0 0

v>0

Le deuxieme terme est majoré en module par

zm: [M 1y (3)) i My, f()
2 3TN a+ k)] = 2= 2R [T(a + k)|
On voit donc que
) / * m M* "
sup |Ma+szI(t)| < CVa]\40 f(LL') Z 7k+1f('r) Ca Gm(f)(x)

>0 |T(a + ib)] 20tk=1T(q + k +4b)|  |T(a+m+ib)|’

k=1
La proposition 7.3.5 découle maintenant du lemme 7.3.8, de la remarque 7.3.7 et de
I'inégalité (7.3.1).

Observons qu’on a en fait obtenu le résultat pour I'opérateur maximal global M ;.
O

7.3.3. Démonstration de ’inégalité maximale L?. — On applique comme dans

le cas du groupe libre le théoreme d’interpolation de Stein 6.4.7 pour les familles
1
29

0=ta+(1—t)et % = %—l—%, avec ¢ > 1. Ceci donne pour tout p > 1+ 5 I'existence
d’une constante C,, > 0 telle que pour tout f € LP(X), on ait ||S§fll, < Cpl fllp. La

condition d > 2m+1 donne la restriction p > % lorsque d est impair et la restriction

p> % lorsque d est pair.

analytiques d’opérateurs linéaires. Dans notre cas, on a ag = a > —m + 5, a; = 1,
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Il y a deux différences entre les hypotheses habituelles du théoréme d’interpolation
6.4.7 et nos données. D’abord, les opérateurs d’intégration fractionnaire M ne sont
définis que pour les fonctions de D, et non sur les fonctions simples, c’est-a-dire les
combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables. D’autre
part, les S ne sont pas des opérateurs linéaires, mais des opérateurs maximaux. Pour
les détails de la méthode utilisée pour surmonter ces difficultés, nous renvoyons a
[Nev97, p. 254]

Remarques 7.3.9. — (1) Les fonctions maximales locales
ff(m) = sup |oy f(2)]
0<t<1

sont étudiées dans [Nev97]. Nevo y démontre I'inégalité

1721, < Coll 1,

pour tout f € LP(X,m), tout d > 2 et tout p > d/(d — 1) (comme dans les cas
euclidien). Notons que ce résultat, ainsi que l'inégalité maximale du théoreme 7.3.2,
pour d > 3, sont optimaux (voir [Nev97, 5.4]).

(2) Dans [Nev94b, Appendix B], Nevo donne un exemple d’action de PSLs(R) ~
S0°(2,1) pour laquelle 'inégalité maximale L? est fausse. Dans ce cas d = 2, on ne
sait pas si l'inégalité maximale a grande échelle et le théoreme ergodique ponctuel
sont vrais dans LP pour p > 2.

(3) L’analogue du théoreme de Wiener 3.1.3, c’est-a-~dire le cas des moyennes sur
les boules de SO°(d, 1) est étudié dans [NS97]. Soit B; = {g € G; d(o0,g0) < t}
la boule du groupe SO°(d, 1), centrée en identité, de rayon ¢ > 0. Nous notons
0 la restriction a B; de la mesure de Haar de SO°(d, 1), normalisée en une mesure
de probabilité. La mesure (; est un barycentre des mesures sur les spheres o, pour
0 < r <t. Plus précisément, le lemme D.1.1 donne

_ fot(sh r)i-lo, dr

o fot(sh ryd-tdr

Nevo et Stein démontrent, avec les techniques exposées dans ce chapitre, que pour
d > 2 et p> 1, 'inégalité maximale et le théoreme ergodique ponctuel sont vrais dans
LP. Ainsi, pour f € LP(X,m), on a

. ligl Be-f =E(f|Z), presque partout.

Le cas p = 1 est ouvert.

On notera la différence de comportement avec le cas discret traité dans le chapitre
précédent, o1 on a vu que les moyennes d’indice pair et celles d’indice impair conver-
gent séparément.
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7.4. Estimations des fonctions sphériques

La plupart des inégalités établies dans ce chapitre reposent sur le comportement
des fonctions sphériques. Nous rassemblons dans ce paragraphe des information utiles
a leur sujet, qui sont extraites ou déduites de [Koo84| par exemple.

Entre autres caractérisations, les fonctions sphériques de la paire de Gelfand (G, K)
= (SO°(d,1),S0(d)) sont les fonctions propres h du laplacien A sur Pespace hyper-
bolique H? ~ G/K qui sont K-invariantes, i.e. radiales, et qui valent 1 & lorigine
o = eK. En coordonnés polaires, on aboutit ainsi a ’équation différentielle suivante
sur [0, +ool:

0?h oh
oz —l—(d—l)cothrg =Ah, avec h(0)=1,

qui possede exactement une solution, pour tout A € C.
Passons & lexpression intégrale des fonctions sphériques (due a Harish-Chandra
dans le cas général d’un espace symétrique riemannien). Dans le modele du demi-

(7.4.1)

espace, on vérifie facilement que es(x) = zJ est une fonction propre du laplacien

d ) )
0 Y () = 0 = =
]:1 8 (9£Ed
pour la valeur propre A\ = s(s — d + 1). En utilisant 'invariance du laplacien par
isométries, on voit que la moyenne

ZM@:AQ%Q%

de e, sur les spheres centrées a l'origine est une fonction sphérique pour la valeur
propre A = s(s —d+ 1). En introduisant des coordonnées adéquates, on aboutit a
I’expression explicite

1 ™
(7.4.2) hs(r) = a/ (chr —shrcosf)~* (sinf)?~2d6,
oll g = [ (sinf)?=2df = VaD(451) /T (£) est une constante de normalisation. En
résumé, on a la résultat suivant.

Proposition 7.4.1. — (a) Les fonction sphériques sur H? sont données par (7.4.2),
ot s est un parametre complexe (et r est la distance & lorigine).
(b) On a hs = hg—1—s et c’est le seul cas d’égalité.

Remarques 7.4.2. — (1) Dans le modele de la boule, P(z, &) = (chr—shrcosf)!~¢
est le noyau de Poisson, pour le probleme de Dirichlet hyperbolique. Ici x est un point
intérieur, a distance hyperbolique r de l'origine, et £ est un point frontiere, faisant un
angle 6 avec x, vu de lorigine. En général h, est une transformée de Poisson, pour
la valeur propre A = s (s —d + 1), de la fonction égale a 1 au bord.
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(2) D’apres la théorie générale, les fonctions sphériques sont élémentaires pour les
espaces symétriques G/ K avec G complexe, ce qui est le cas de H® ~ SL(2,C)/SU(2).
En dimension d = 3, Pexpression (7.4.2) se réduit effectivement &
sh(s—1)r

7.4.3 hs(r) = ————.
( ) ) (s—1)shr

(3) Plus généralement, on a

0= Fia o iy (am) | (=)

en dimension d impaire. Cette expression est également valable en dimension d

paire, moyennant la définition suivante de la dérivée fractionnaire :

0 3 1 chr ds
() F0) = = [ 7).
d(2chr) V2m Jo Vchr —chs
(4) D’autre part, en effectuant le changement de variables z =— sh?r, Déquation

(7.4.1) devient

d2h+<1 d(l ))dh A

— —z—=-(1-2

dz2 2 2

Ceci conduit a une autre expression des fonctions sphériques, au moyen de la fonction
hypergéométrique de Gauss:

s d—1—s d
hs(r) = 2F1(§,72 ;5;—sh2r).

Le reste de ce paragraphe est consacré a 1’étude du comportement des fonctions

z(1—2)

sphériques. Nous énoncerons les résultats en dimension d quelconque, mais nous ne
les démontrerons qu’en dimension d = 3, ou l'expression des fonctions sphériques
est la plus simple. Le cas général n’est qu’'une affaire de technique. Commengons
par quelques propriétés générales, qui se déduisent facilement de (7.4.3) en dimension
d=3.

Proposition 7.4.3. — (1) hs(r) est une fonction holomorphe en s € C et analytique
enr € R, avec les symétries hs(r) = ha—1-5(r) et hs(r) = hs(—r).

(2) hs est réelle si et seulement si s € RU (%—&—i [R).

(3) hs >0 si et seulement si s € R. Dans ce cas, on a en fait hy > 0.

(4) hs est bornée si et seulement si Rs € [0,d — 1]. Dans ce cas, on a en fait |hs| < 1.

Passons au comportement asymptotique des fonctions sphériques.

Proposition 7.4.4. — Fizons s € C avec Rs < % et faisons tendre r vers 4+o00.
Alors
c(s —d+1)els—dtbr si Rs < L
hs(r) ~ { c(s—d+1)e=HDr 4 ¢(—s)e " si se€ 5 4R

d—1 . —
core =z " si s:%
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N _ T(d—1) D(s+%5Y) _ _ o I(d=1)
ou c(s) = N(TI) T(srdD) et co =2 Res,_ a1 c(s)=2 (i1 -
Démonstration. — En dimension d = 3, cet énoncé se réduit au comportement sui-

vant, qui se déduit facilement de (7.4.3):

ﬁ els=2)r si Rs< 1,
ho(r) ~ {0 Lrels=2r — Le=sm i sel1+iR",
2re " si o s=1. O

Les fonctions sphériques peuvent étre estimées globalement comme suit.
Proposition 7.4.5. — Pour tout r > 0 et pour tout s € C avec Rs < %, on a
[ ho(r) | < hapo(7) < haca () 55 BT < (1) e
Démonstration. — En dimension d = 3, la premiere inégalité se réduit a

sh(z + iy) < shz

. pour tout z +iy € C,
T +1y T

shx
T

la

qui résulte de I'inégalité élémentaire % <1< Comme h%(r) =

_r
shr?
seconde inégalité se réduit a ShTC” < e* pour tout x > 0. On conclut a l'aide de

lestimation - =< (1+7)e™". O

On en déduit 'estimation suivante de h, dans la bande verticale 0 < s < % .
Corollaire 7.4.6. — Pour tout 0 < € < % , il existe C > 0 tel que, pour tout
r>0,

Ce e si Rs € [e, 451,
| h‘S (T) | S —Rsr ; [ ]
Ce si Rse[0,e].

Ces estimations sont suffisantes pour nos besoins, mais elles ne sont pas optimales.
En particulier, elles ne font pas apparaitre la décroissance polynomiale en s que laisse
escompter la proposition 7.4.4. A défaut d’un énoncé général, mentionnons le résultat
particulier suivant, qui est une conséquence immédiate de (7.4.3) en dimension d = 3.

Proposition 7.4.7. — Pour tout € > 0, il existe C > 0 tel que, pour tout r > ¢
et pour tout s € % 4+ iR avec Ims > ¢,

d—1

|hs(r)| < Cls|=“F e~ T,

Les estimations précédentes des fonctions sphériques se transmettent a leurs dérivées
a l’aide de la formule de Cauchy. Plus précisément, on utilise ’expression
k! hs(z)
7.4.4 A (r) = —— / 2 dz
( ) () 270 Js(rg) (2 —1)FF1
avec S(rg) = {z eC } |z —ro| = m} et [r—rof < m' On
obtient ainsi les résultats suivants.
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Proposition 7.4.8. — Pour tout k € N, il existe C > 0 tel que, pour tout r > 0
et pour tout s € C avec RNs < % ,
hP ()] < C (L4 |s|)* by (r) -
Corollaire 7.4.9. — Pour tout k € N et pour tout 0 < € < % , il existe C >0
tel que, pour tout r > 0,
k ,—er ; d—1
|hgk)(r)|§ C’(l+\s\)ke§R 5? Rs € [e, 5],
C(1+|s])Fe =" si Rse[0,e].

Ces estimations sont insuffisantes pour nos besoins. D’une part, la croissance
polynomiale en s y est trop élevée. D’autre part, elles ne rendent pas compte de
I’annulation des dérivées de hg = 1. Voici deux résultats plus précis pour s € %4—2’ R
grand et pour s > 0 petit.

Proposition 7.4.10. — Pour tout k € N et pour tout € > 0, il existe C' > 0 tel
que, pour tout T > ¢ et pour tout s € % + iR avec |Ims| > e,
d—

| ()| < Cls|*F e T,

Démonstration. — A Taide de la formule de Cauchy (7.4.4), on peut déduire cette
estimation de la proposition 7.4.7 étendue au voisinage de la droite Rs = % . En
dimension d = 3, on peut aussi 'établir & partir de (7.4.3), aprés Pavoir mise sous

la forme suivante :

+o0
1 . . )

hs(T') = - (ezlmsr o elemsr) Z ef(2j+1)r.

i Ims = 0

Proposition 7.4.11. — Pour tout k € N* et € >0, il existe C; >0 et Cy >0

tels que, pour tout s € [0, %] et pour tout r > ¢,

‘hgk)(r” < Oysfe™ "+ Che 5.

Démonstration. — En dimension d = 3, on obtient ce résultat en dérivant I’ expres-
sion (7.4.3), apres ’avoir mise sous la forme suivante :
—+oo
1

hs(T) — — e 5" (1 o 672(175)r) Z efzjr )
j=0 0

En combinant les estimations ponctuelles précédentes, on obtient finalement 1’estimation
intégrale suivante, qui est cruciale pour l'inégalité maximale. Rappelons que S =
[0, 41U (%51 +iRy).

Corollaire 7.4.12. — Pour tout k € N*, il existe C > 0 tel que, pour tout s € S,

o0 1
([ 1w P ) < carlsnt
1 r
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Démonstration. — Pour s € % +¢R4 grand, on utilise la proposition 7.4.10. Pour
s voisin de 0, on utilise la proposition 7.4.11. Le corollaire 7.4.9 permet de traiter
facilement les s restants. O

Notice bibliographique. — Les résultats exposés dans ce chapitre sont extraits des
articles [Nev94b, Nev97, NS97]. Dans [NS97], 'étude est étendue au cas de paires
de Gelfand (G, K) ou G est un groupe de Lie connexe simple, de centre fini, de rang
réel 1, et K est un sous-groupe compact maximal de G. L’espace hyperbolique réel
H¢ est remplacé par I'espace homogene G/ K, muni de sa métrique riemannienne G-
invariante naturelle. Les résultats pour les moyennes sphériques sont exactement les
mémes que pour (G, K) = (50°(d,1),50(d)), out maintenant d > 3 est la dimension
de espace symétrique G/K. Le cas d = 2, qui concerne SO°(2,1) et ses revétements
de centre fini, reste exclu de 1’étude.

Margulis, Nevo et Stein [MINSO00] ont par la suite considéré le cas général d’un
groupe de Lie connexe semi-simple, de centre fini, sans facteur compact. A nouveau,
K est un sous-groupe compact maximal et G/K est muni de sa métrique riemanni-
enne canonique. Ici, les analogues du théoreme ergodique ponctuel de Wiener et de
I'inégalité maximale LP, p > 1, sont établis pour les moyennes uniformes sur les boules
By ={g€G;g(K,gK) <t} de G. Mais alors que le théoréme ergodique ponctuel
de Wiener sur les boules de R? est également vrai pour p = 1, le cas p = 1 reste
ouvert pour les groupes semi-simples. Notons que dans le cas particulier de ’action
de G sur G/K, I'inégalité maximale LP, p > 1, avait été obtenue par Clerc et Stein
[CST4], puis ensuite améliorée en une inégalité de type faible (1,1) par Stromberg.
La démonstration de Margulis, Nevo et Stein utilise d’une part les inégalités maxi-
males établies dans [NS97] pour les groupes de rang 1 et, d’autre part, le fait que les
groupes de Lie simples de rang supérieur posseédent la propriété (T') de Kazhdan.

En ce qui concerne les moyennes sphériques, a part le cas des groupes de rang 1 men-
tionné plus haut et celui des groupes de Lie connexes, complexes, semi-simples (voir
[CNO01]), la question générale des théorémes ergodiques pour les moyennes sphériques
sur les groupes de Lie semi-simples n’est pas résolue.
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Cet ouvrage ne traite que certains aspects de la théorie ergodique des actions de
groupes. Nous avons principalement considéré des moyennes relatives aux boules et
spheres associées a des exemples particuliers (bien que fondamentaux) de distances in-
variantes & gauche sur des groupes moyennables, libres ou semi-simples (spécialement
S0°(d,1)).

Rappelons ainsi quelques-uns des résultats présentés dans ce livre, en ce qui con-
cerne les boules. Pour la métrique définie par le choix d’un voisinage compact de
Pélément neutre qui engendre le groupe (métrique des mots), nous avons vu au
chapitre 3 que le théoréme ergodique ponctuel dans L' est vrai lorsque le groupe est
a croissance polynomiale et que ’'on effectue les moyennes uniformes sur les boules.
Pour les groupes moyennables a croissance exponentielle, ce probleme est entierement
ouvert, méme pour les boules hyperboliques du groupe des affinités du chapitre 4.

Sur un groupe de Lie G semi-simple connexe, sans facteur compact, de centre
fini, nous n’avons considéré que la métrique provenant de la distance riemannienne
naturelle sur l'espace symétrique G/K associé. Dans ce cas, le théoréme ergodique
ponctuel est vrai dans LP pour p > 1, le cas p = 1 étant ouvert (voir la notice du
chapitre 7).

Or, on peut s’intéresser a d’autres classes de groupes, par exemples les groupes
algébriques semi-simples sur des corps locaux arbitraires et leurs réseaux. On peut
aussi s’intéresser a des moyennes sur des boules ou spheres relatives a différents types
de distances invariantes, ou méme sur des familles de domaines plus généraux, dont
les couronnes.

En outre, la question tres importante de ’estimation de la vitesse de convergence
des limites dans les théoremes ergodiques n’a pas été abordée dans ce livre. Sur ce
sujet, tout un ensemble de résultats remarquables, liés a la notion de trou spectral,
a été obtenu (voir [Nev98, MINS00, GNre]). On dit qu'une action ergodique d’un
groupe localement compact G sur un espace de probabilité (X, m), qui préserve m,
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a un trou spectral si la représentation unitaire correspondante 7y de G dans le sous-
espace LZ(X,m) des fonctions de carré intégrable orthogonales aux fonctions con-
stantes, présente un trou spectral. Cela signifie que pour toute mesure de probabilité
1 absolument continue et symétrique sur G, dont le support engendre un sous-groupe
dense dans G, on a ||mo(u)|| < 1 (voir la définition 2.1.10). C’est un phénomene qui
ne se produit jamais pour les groupes moyennables. En revanche, toutes les actions
ergodiques des groupes ayant la propriété (T) de Kazhdan ont un trou spectral, et
dans ce cas on a méme une estimation uniforme de ||mo(u)|| par un réel § < 1 qui ne
dépend que de p, et non pas de 'action (voir la proposition 2.1.13). Rappelons enfin
que les groupes de Lie semi-simples connexes, de centre fini, sans facteur de rang 1,
ont la propriété (T).

Dans [Nev98] et [MNSO00], Margulis, Nevo et Stein ont tiré parti de ce phénomene
de trou spectral pour obtenir des vitesses de convergence exponentielles. En parti-
culier, la méthode de transfert spectral est un moyen tres élégant d’estimer ||7(p)||
pour une représentation unitaire m qui posséde un trou spectral. Ce principe de
transfert s’appuie notamment sur des travaux de Cowling [Cow79] et Howe-Moore
[HM79]. Nevo en déduit par exemple que si G est un groupe de Lie simple, connexe,
non compact, de centre fini, alors pour toute représentation unitaire 7 de GG présentant
un trou spectral et pour toute mesure de probabilité u sur G, on a

7 ()]l < N Areg ()M,

ou n est un entier ne dépendant que de 7, et ou A4 est la représentation réguliere a
gauche de G. Dans les cas considérés, en notant B; la boule riemannienne de rayon
t centrée en I'élément neutre de G et (; la mesure de probabilité uniforme sur B,
il existe ¢ > 0 tel que [|[Areg(B:)]| < exp(—ct) pour ¢ > 0. On obtient donc ainsi la
décroissance exponentiellement rapide de ¢ +— [|7(5;)]|.

Voici un exemple typique de résultat qui découle de ces estimations en norme, a
décroissance exponentiellement rapide.

Théoréme. — Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, sans facteur compact,
de centre fini, dont Uaction ergodique sur l’espace de probabilité (X, m) a un trou
spectral. Alors pour tout f € LP(X,m), p > 1 et pour presque tout x € X, on a

gif(w) = [ faa

ot 0, est un réel > 0 qui dépend de p et de l’action.

< By(f, ) exp(—b,t)

Nous renvoyons & [Nev98], [MINSO00] et a Particle d’exposition [Nev06] pour les
détails et de nombreux commentaires.

La monographie récente de Gorodnik et Nevo [GNre] étudie de fagon exhaustive
les théoremes ergodiques ponctuels et en moyenne pour des familles générales de
moyennes uniformes sur les groupes algébriques semi-simples et leurs réseaux. Pour
connaitre ’essentiel sur les questions résolues et sur les problémes ouverts dans le
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domaine de la théorie ergodique des actions de groupe, cet ouvrage [GNre] ainsi que
Particle d’exposition [Nev06] sont des lectures indispensables. On y trouve quantité
d’informations et de résultats non présentés ici. Nous mentionnons en particulier
les applications des théoremes ergodiques a 1’étude de 1’équidistribution des orbites
des actions isométriques ainsi qu’a l’estimation asymptotique de la proportion de
points d’un réseau qui appartiennent & des domaines suffisamment réguliers du groupe
ambiant, les boules par exemple, problemes fondamentaux auxquels des solutions
completes sont apportées dans [GNre].






APPENDICE A

REGULARITE DES REPRESENTATIONS ET
MESURABILITE DES FONCTIONS MAXIMALES

Pour éviter des complications inutiles, notre étude se place dans le cadre suivant
(suffisamment général en pratique) :

— (X, B) est toujours un espace mesurable standard, c’est-a-dire isomorphe & un
borélien d’un espace métrique complet a base dénombrable d’ouverts, muni de
la structure borélienne induite ;

— m est une mesure o-finie sur (X, B) ;

— (@ est un groupe localement compact a base dénombrable d’ouverts. On le munit
de sa mesure de Haar a gauche, notée A ou dg.

On suppose que ce groupe agit & gauche sur X de sorte que I’application (g,z) —
gz soit mesurable de G x X dans X (on dit que (X, B) est un G-espace mesurable
(standard)). De plus, on suppose toujours que G préserve la mesure m : pour tout
g€ Get E€Bonam(gE)=m(E). Sous ces hypotheses, on dira que (X, B, m) est
un G-espace mesuré (standard).

Nous introduisons d’abord la représentation de G dans LP(X,m) associée a cette
action et nous en donnons quelques propriétés.

Comme nous 'avons remarqué dans les chapitres précédents, I’étude des fonctions
maximales sur X définies par des familles non dénombrables de mesures de probabilité
sur G pose des problémes de mesurabilité. Dans la deuxieme section de cet appendice,
nous donnons quelques éléments permettant de répondre a ces questions.

A.1. Représentations de G et de M(G)

Soient f une fonction mesurable sur X et ¢ € G. On note 7(g)f la fonction
mesurable définie sur X par x — f(g~'2) . L’application 7(g) induit une isométrie
linéaire de LP(X,m), 1 < p < co. On définit ainsi une représentation © : g — 7(g)
de G dans LP(X,m). Autrement dit, 7 est un homomorphisme du groupe G dans le
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groupe des automorphismes isométriques de LP (X, m). Sip < oo, cet homomorphisme
est fortement continu comme le montre le lemme suivant.

Lemme A.1.1. — Soit 1 < p < 0o. Alors w est une représentation continue de G
dans LP(X,m) : pour tout f € LP(X,m), Uapplication g — 7(g)f est continue de G
dans LP(X,m).

Démonstration. — Nous admettrons la mesurabilité de la fonction g — w(g)f a
valeurs dans l'espace de Banach LP(X,m) (voir [DS88, Lemma II1.11.16 (b)]). Pour
la continuité, il suffit de la montrer en 1’élément neutre e de G. Fixons un compact
K de G de mesure de Haar |K| > 0, ainsi qu'un voisinage compact V' de e. On écrit,
pour g € G,

1 _ _
7@ = flp =7 [ ln(t19)f = m(h )5 .
K| Jx
Soit £ > 0 donné. Comme g — 7m(g)f est mesurable bornée, il existe une fonction
continue ¢ de (VK)~! dans LP (X, m) telle que / |w(h~ 1) f—p(h ™|, dh <e. En
VK
outre, comme 1) est uniformément continue sur (VK )_1, on peut trouver un voisinage
symétrique W de e, contenu dans V, tel que ||[¢(h~tg)—y(h~1)||, < e pour tout h € K

et geW.
Enfin, en utilisant I'invariance a gauche de la mesure de Haar, on voit que

[t s = v g)lhdn < [ s - v dn <,
K

VK
si g € W. On en déduit immédiatement que ||7(g)f—f|l, < (1+2/|K|)esige W. O

Nous allons maintenant étendre m aux mesures bornées sur G. Notons M(G)
lespace de Banach formé des mesures complexes p sur G de variation totale |[u]/1
finie. On munit M(G) du produit de convolution défini par

pa * pi2(p) = /G ; ¢(g192)dp (g1)dp2(g2)

pour toute fonction ¢ : G — C continue a support compact sur G, et de I'involution
définie par

15 () = /G 2D du(g).

Ces opérations font de M(G) une algebre de Banach involutive.

La représentation 7 se prolonge en un homomorphisme de I'algebre M(G) dans
Palgebre B(LP(X,m)) des opérateurs bornés de LP(X,m). Ce prolongement est défini
de la maniére suivante. Soient u € M(G), f € LP(X,m), f1 € LI(X,m) avec
1/p+1/q =1. On observe que

/X . |[f(g™ @)l fr(@)] dm(z)dlul(9) < Fllpll fillgllulle < +oo.
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Alors, grace au théoreme de Fubini, on voit que pour m-presque tout x, la fonction
g — f(g~'x) est p-intégrable. On pose alors 7(u) f(x) = [ f(g'z)du(g) et on déduit
aisément de ce qui précede que w(p)f € LP(X,m) avec ||7(w) fllp < llplla]l fllp-
Lorsque p admet la densité ¢ par rapport & la mesure de Haar, on écrira 7(p) au
lieu de 7(u).
Un calcul simple montre que 7(p * v) = w(p)w(v) si g, v € M(G). Enfin, si p = 2,
on vérifie que w(g~1) = m(g)* et que w(u*) = 7(p)*, ot 7(-)* désigne 'adjoint de 7 (-).

Notations A.1.2. — Dans les théoremes ergodiques on introduit plutot 'antirepré-
sentation g — T'(g) = w(g~") (aussi notée T,). En intégrant par rapport a p € M(G)
on obtient 'opérateur T'(x) = 7(j1) ou ji est la mesure E — pu(E~1). Pour alléger les
notations, on écrit souvent p - f & la place de T'(u) f, si f € LP(X, m). Ainsi on a

jo ) = /G Flgz)dulg).

Tout ceci peut s’étendre a d’autres situations. Ainsi par exemple, une représentation
unitaire continue de G dans un espace de Hilbert H est un homomorphisme 7 du
groupe G dans le groupe unitaire de H tel que pour tout v € H, I'application
g — m(g)v soit continue. Pour u € M(G), on définit 7(n) € B(H) par la formule
m(p)v = [, m(g)vdu(g). Comme précédemment, 7 est un homomorphisme continu
(préservant l'involution) de l’algebre involutive M(G) dans B(H).

Si G est un groupe de Lie, il est souvent utile de travailler avec des vecteurs v € H
tels que la fonction g — m(g)v soit de classe C*°. De tels v sont dits de classe C*
(par rapport & 7). Rappelons le lemme classique suivant di & Garding.

Lemme A.1.3. — Soit m une représentation unitaire continue d’un groupe de Lie
G dans un espace hilbertien H .

(i) Si ¢ est une fonction de classe C*° a& support compact sur G et si v € H, alors
le vecteur w(p)v est de classe C*.

(ii) Uensemble D(H) des vecteurs de la forme w(p)v, ou v décrit H et ¢ l’espace
des fonctions C*° a support compact, est dense dans H.

Démonstration. — Pour démontrer (i), on remarque d’abord qu’il suffit de vérifier
que, pour tout w € H, la fonction g — (n(g)m(p)v, w) est de classe C* (voir [God03,
Chap. XII, Théoreme 40]). Mais

(m(g)m (), w) = / (g~ h) (m (v, w)dh,

G
et on conclut en dérivant sous le signe intégrale.

Pour démontrer (ii), donnons-nous v € H et € > 0. On choisit un voisinage V' de e
tel que ||7(g)v —v|| < e pour tout g € V. Soit alors ¢ une fonction positive, de classe
C* sur G, d’intégrale 1, a support compact dans V. On vérifie immédiatement que
7 (p)o —vf| <e. O
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A.2. Mesurabilité des fonctions maximales

On revient & la donnée générale du G-espace (X,B,m). On considére en outre
une famille continue & un paramétre (y,)r>o de mesures de probabilité sur G. La
continuité signifie ici que pour toute fonction ¢ continue bornée sur G, la fonction r —
tr () est continue. Comme on travaille avec des mesures qui peuvent étre singulieres
(comme par exemple les mesures sur les sphéres de R?) et avec des fonctions définies
presque partout, ’étude des fonctions maximales f; souléve quelques difficultés.

Pour éviter les ambiguités, introduisons I'espace L£P (X, m) des fonctions mesurables
sur X, de puissance p-iéme intégrable (ou, contrairement & LP(X,m), les fonctions
égales presque partout ne sont pas identifiées).

Observons d’abord que si f est une fonction mesurable positive sur X, alors u,- f ()
est bien défini pour tout x € X, puisque la fonction g — f(gz) est borélienne positive.
Ainsi f};(z) = sup,~o ftr - f(¥) a un sens en tout point z, mais il n’est pas évident que
fyi soit mesurable. Si maintenant f € LP(X,m), on a déja remarqué que, pour tout
r >0, pu, - f(z) est défini m-presque partout, mais il n’est pas clair qu’il existe un
ensemble F C X négligeable tel que si z ¢ E, p, - f(z) soit définie pour tout r > 0.
C’est le premier obstacle a la définition dans ce cas de f}; par la formule

fi(@) = sup|p, - f(z)].
r>0

En outre, pour obtenir f +— f; en tant qu'opérateur sur LP(X,m), il faudra s’assurer
que la classe de f;; ne dépend que de celle de f. Nous allons voir comment ces
questions peuvent étre résolues si I'on dispose a priori d’une inégalité maximale sur
une partie dense convenable de L?(X,m). Les idées des démontrations qui suivent
sont essentiellement dues & Stein et Wainger [SWT78, Section 8] (voir aussi [Ste93,
Chap. XI, Section 5]).

Commencgons par un résultat facile.

Lemme A.2.1. — Soit (u,.) une famille continue ¢ un paramétre de mesures de
probabilité sur G. Soit f une fonction sur X qui est la limite simple d’une suite crois-
sante (fn)n>1 de fonctions mesurables positives pour lesquelles 'opérateur mazimal
donne une fonction mesurable. Alors :

(i) f; =1lim,(fn);, et donc f} est mesurable;

o

(ii) sip € [1,+o0[ et s'il existe C > 0 tel que ||(fa);llp < Cllfullp pour tout n, on a
1fillp < Cllfllp-

Démonstration. — On a bien str (f,);, < f; pour tout n, d’ott lim,(fs);, < f;-

D’autre part, grace au théoreme de Beppo Levi, on a u, - f = lim, . - f,, pour
tout r > 0. Comme (fyn);, > pr - fn, on voit alors que lim,(f,);, > pr - f, d’ot
lim,, (f.);, > f.

Ainsi, on a f; = lim,(f,)},- Ceci prouve la mesurabilité de f;;. L’assertion (ii)
résulte alors facilement du théoreme de Beppo Levi. O
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On suppose dans la proposition suivante que X est un espace métrique localement
compact sur lequel G agit continliment (i.e., application (g,z) — gz est continue
de G x Xdans X). De plus, m est ici une mesure de Radon préservée par 'action de
G. Dans ce cas, si f est continue et bornée sur X, la définition de f; ne pose pas de
probléeme. En effet, pour tout € X, la fonction g — f(gx) est continue et bornée
sur G et donc p,-intégrable quel que soit » > 0. De plus, puisque r — pu, - f(x) est
continue, la fonction f; est mesurable car

ful@) = sup |p, - f(z)].

reQt

Proposition A.2.2. — Gardons les hypotheses ci-dessus et soit 1 < p < co. On
suppose l'existence d'une constante C' > 0 telle que || f}[|, < C||fl|, pour toute fonction
f continue a support compact sur X. Soit f € LP(X,m). Il existe un ensemble
E C X, négligeable, tel que six ¢ E :

(i) pour tout r > 0, la fonction g — f(gz) est ur-intégrable sur G ;
(ii) la fonction r — p, - f(x) = [5 f(g9)dur(g) est continue sur RY .

De plus, en posant f;(z) = sup,q|pr - f(z)| si ¢ E et fi(xr) = 0 sinon, la
fonction f; est mesurable et vérifie la méme inégalité mazimale || f;ll, < C||fll,. En
particulier, la classe de f}; ne dépend que de celle de f.

Démonstration. — Pour simplifier, on se limite au cas ou X est compact. On va
procéder en trois étapes.

Etape 1. Cest la clé de la démonstration. Si B C X est un ensemble négligeable,
on montre U'existence d’un ensemble négligeable E C X tel que si « ¢ E, 'ensemble
B, ={g € G: gz € B} est p,-négligeable pour tout r > 0.

Tout d’abord, si U est un ouvert de X, la fonction caractéristique 1y est la limite
de la suite croissante (f,,)n>1 ol f,,(z) = d(z, X \ U)Y/™ (en choisissant la distance d
telle que le diametre de X soit plus petit que 1). Donc (1)}, est mesurable et vérifie
I'inégalité maximale par le lemme A.2.1.

Maintenant, puisque B est négligeable, il existe une suite décroissante d’ouverts
U, contenant B, tels que lim, m(U,) = 0. On a (1p);, < lim,(1y, )}, et

tim (10, )l < lim (15, )5, < Clim 1, [, = 0.

d’ott il résulte que (15)}, est négligeable ; c’est le résultat clé annoncé.

Etape 2. On considere le cas ou f est mesurable positive et bornée. On choisit une
suite bornée (f,)n>1 de fonctions continues qui tend vers f presque partout et dans
LP(X,m).

D’apres l'étape 1, il existe un ensemble négligeable £ C X tel que, si x ¢ E et pour
tout > 0, la suite des fonctions g — f,,(gz) converge vers la fonction g — f(gx) pour
ur--presque tout g € G. Grace au théoreme de convergence dominée, on en déduit
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alors que, pour r > 0 et x ¢ E,

nlingo pr - fn(2) = pir - f(2).
Par ailleurs, on peut supposer que ||fnt1 — fullp < 27" pour n > 1. On en déduit,
en utilisant l'inégalité maximale, que ) [|(fat1 — fu))llp < 400, et donc aussi que
Yo (g1 — fn); est finie presque partout. Par conséquent, on peut choisir E tel que
si x ¢ E, la convergence de p, - fn(x) vers u, - f(x) soit uniforme en r sur ]0, 4+o0l.
Comme 7 +— g, - fr () est continue pour tout z, on voit que r — p,- f(x) est continue
siz ¢ E. 1l en résulte que fp est mesurable. L’inégalité f; < liminf,(f,);, et le
lemme de Fatou montrent 'inégalité maximale pour f.

Etape 3. Si f est une fonction positive dans £P(X,m), on I'approche par une
suite croissante (fy,) de fonctions mesurables positives bornées. On conclut a I’aide
de l'étape 2 et du lemme A.2.1. Enfin, pour tout f € LP(X,m), on utilise la
décomposition classique de f comme différence de fonctions positives. O

Remarque A.2.3. — En adaptant la démonstration de la proposition précédente,
on voit que celle-ci reste vraie avec des inégalités maximales faibles.

Elle reste également vraie si on dispose seulement des inégalités maximales pour
les fonctions appartenant & une partie D de I'ensemble C.(X) des fonctions continues
a support compact, dense dans C.(X) pour la topologie de la convergence uniforme.
En effet, si f € C.(X) et si (fn)n>1 est une suite d’éléments de D qui converge
uniformément vers f, on a immédiatement f; < liminf, (f,)}, et le lemme de Fatou
montre que I'inégalité maximale s’étend a f.

En général, (X, B, m) est seulement un espace mesuré standard sur lequel G agit
mesurablement. Dans le cas ou m est une mesure finie, on se ramene au cas de la
proposition précédente a I’aide du théoréeme suivant.

Théoréme A.2.4 (Theorem 5.7, [Var85]). — Soit G un groupe localement com-
pact et (X, B) un G-espace mesurable standard. Il existe un espace métriqgue compact
Y, une action continue de G sur Y, un borélien G-invariant X' C Y et un iso-
morphisme G-équivariant ® du G-espace mesurable X sur le G-espace mesurable X',
muni de la tribu borélienne induite.

Si m est une mesure finie G-invariante sur X, il reviendra alors au méme de tra-
vailler sur Y muni de la mesure de probabilité image de m par ®.

Observons que lorsque m n’est pas finie, cet argument ne permet pas de se ramener
a la situation considérée dans la proposition A.2.2 car I'image de m par ® n’est pas
une mesure de Radon. Il ne semble pas exister de méthode générale pour traiter ce
cas.



APPENDICE B

ELEMENTS DE THEORIE SPECTRALE

Nous rassemblons ici les principaux résultats nécessaires dans I’approche spectrale
des théorémes ergodiques. Pour plus de détails nous renvoyons aux ouvrages [Arv02]
et [Rud91, Chap. 11].

On sait que toute matrice carrée M a coefficients complexes qui commute avec sa
matrice adjointe M* est diagonalisable. Plus précisément, si A1, ..., \; sont les valeurs
propres de M (sans répétition), et si E1, ..., Ej sont les projecteurs orthogonaux sur
les sous-espaces propres correspondants, on sait que ces projecteurs commutent deux
a deux (autrement dit, les sous-espaces propres sont deux & deux orthogonaux), que
Zle E; =1cet que M = Zle M E;. Dans cet appendice, nous allons voir que
ce résultat s’étend a toute famille d’opérateurs qui commutent entre eux et avec les
adjoints des opérateurs de la famille. Le bon cadre pour énoncer le théoréeme spectral
est celui des C*-algebres commutatives.

B.1. C*-algébres commutatives

Rappelons d’abord qu’une involution sur une algebre complexe A est une applica-
tion a + a* telle que (a*)* = a, (a+b)* = a* +b*, (ab)* = b*a* et (Aa)* = \a* quels
que soient a,b € A, A € C. Une algebre de Banach complexe A est dite involutive si
elle est munie d’une involution telle que ||a*|| = ||a|| pour tout a € A. Si de plus on a
la*al| = ||a||? pour tout a € A, on dit que A est une C*-algébre. Si H est un espace de
Hilbert et si B(H) désigne 'algebre des opérateurs bornés sur H, observons que pour
tout T € B(H) on a | T*T|| = ||T||*>. Par conséquent, toute sous-algebre de B(H),
fermée en norme et stable par passage a ’adjoint, est une C*-algebre. Un théoreme
fondamental de Gelfand-Naimark établit que toute C*-algebre peut étre représentée
de cette facon comme algebre d’opérateurs.

L’algebre de Banach C'(X) des fonctions continues complexes sur un espace com-
pact X, munie de la norme de la convergence uniforme et de I'involution f — f, est



200 APPENDICE B. ELEMENTS DE THEORIE SPECTRALE

bien str une C*-algebre commutative. Un autre théoreme fondamental de Gelfand
dit que toutes les C*-algebres commutatives avec unité sont de ce type. L’énoncé
précis nécessite 'introduction de la transformation de Gelfand que nous définissons
maintenant.

Soit A une algebre de Banach complexe commutative avec unité. Un caractére de
A est un homomorphisme non nul de A dans C. Si a € A, rappelons que le spectre
de a (c’est-a-dire 'ensemble des A € C tels que a — Al ne soit pas inversible) est
égal a l’ensemble des x(a) ou x décrit 'ensemble Sp(A) des caractéres de A (voir
[Rud91, Theorem 11.5]). On a donc |x(a)| < ||a|| pour tout x. Un caractere est donc
automatiquement continu et de norme 1. De plus Sp(A) est fermé dans la boule unité
du dual topologique de A, munie la topologie x-faible, et la topologie induite fait de
Sp(A) un espace compact, appelé spectre de Gelfand de A. En particulier, pour tout
a € A la fonction @ : x — a(x) = x(a) est continue sur Sp(A). La transformation de
Gelfand est 'homomorphisme de A dans l'algebre C(Sp(A)) des fonctions continues
complexes sur Sp(A4) qui associe & a la fonction a. En général cette transformation
n’est ni injective ni surjective, mais on a :

Théoréme B.1.1. — Soit A une C*-algébre commutative avec unité. La trans-
formation de Gelfand est un *x-isomorphisme isométrique de A sur la C*-algébre

C(Sp(A4)).

Pour la démonstration, on pourra se reporter & [Rud91, Theorem 11.20]. L’un
des ingrédients essentiels est que tout caractere x d’une C*-algebre commutative
est auto-adjoint, c’est-a-dire que m = x(a*) pour tout a € A. Le théoreme de
Stone-Weierstrass entraine alors la densité de I'image de A dans C(Sp(4)) par la

transformation de Gelfand. L’identité |la*a| = ||a||* assure que la transformation de
Gelfand est isométrique.

B.2. Le théoréme spectral

Définition B.2.1. — Une résolution de lidentité (aussi appelée mesure spectrale)

sur un espace compact X est une fonction F sur les boréliens de X, a valeurs dans
I’ensemble des projecteurs auto-adjoints d’un espace hilbertien H, telle que :
(i) B() =0,
(ii) E(X) = Id,
(iii) pour tous v,v’ € H, et toute suite (C,,) de boréliens deux & deux disjoints, la
série Y (E(Cy)v,v") est convergente et sa somme vaut (E(UC, )v,v').

Ainsi, pour tous v, v’ € H, 'application C — (E(C)v,v’) est une mesure complexe.
11 résulte facilement de la définition que E(Cy N Cy) = E(C1)E(Cs2) quels que
soient les boréliens C; et Co. D’abord, si C7 C Ca, c’est évident car E(Cq) < E(Cs).
Ensuite, si C; et C5 sont disjoints, on a E(C3)E(C1) = 0. Pour le voir, on observe que
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E(C1UCy) = E(C1)+E(Cs), dout E(Cy)E(C7) = 0 apres multiplication & gauche par
E(C5). Enfin, dans le cas général on obtient E(Cy N Cy) = E(C1)E(C2) & partir de
Pégalité E(C1\ C2)E(C2\C1) = 0, en remplacant E(C;\ Cz) par E(Cy)— E(C1NC3)
et E(C2 \ 01) par E(Cg) — E(Cl n Cg)

Dans la suite nous considérons une sous-C*-algebre commutative B de l'algebre
B(H) des opérateurs bornés d'un espace de Hilbert H, et nous supposons que B
contient I'opérateur identité Id de H. Fixons v,v’ € H. L’application b — (bv,v’)
est une forme linéaire continue sur C'(Sp(B)) de norme inférieure ou égale a ||v]|||v']|.
Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe une mesure complexe m,, ,» sur
Sp(B) et une seule telle que pour tout b € B on ait

(B21) <bU,U/> :/Bdmv,v’ :/X(b)dmv,v’(X)

Cette mesure est appelée la mesure spectrale associée a (v,v’). On notera m, la
mesure positive my, 5.

Clairement, pour v’ fixé, 'application v +— m, v est linéaire. De méme les pro-
priétés suivantes se déduisent immédiatement de la définition : quels que soient
v, € Hetbe Bona

[mwwlls < [0l Mo =Ty et My = bmg,.

Ici, My, est la mesure complexe conjuguée de my ., et pour f € C(Sp(B)), fmu,.r
est la mesure de densité f par rapport a 1m, ..
Enfin, si T € B(H) commute avec B, on a, pour tous v,v’ € H,

(B22) MTyv = My, T*o’ -

Théoréme B.2.2. — Avec les notations précédentes, il existe une résolution de
Videntité sur Sp(B) et une seule telle pour tous v,v' € H et tout borélien C on
ast

(E(C)v,v") = /10 dmy, .

Démonstration. — L’unicité de E est évidente. Démontrons l'existence. Soit C' un
borélien de Sp(B). L’application (v,v’) — [ 1¢dm, s est une forme sesquilinéaire
continue sur H, de sorte qu’il existe un unique opérateur E(C) tel que

(E(C)v,v") Z/lc dmy o

pour tous v,v’ € H. Montrons que E est une mesure spectrale sur Sp(B). Les
conditions (i), (ii) et (iil) de la définition B.2.1 sont évidemment réalisées. Il reste &
vérifier que pour tout borélien C, I'opérateur E(C') est un projecteur auto-adjoint.
Légalité E(C)* = E(C) résulte du fait que pour v,v" € H, on a

(B(C)v, o) = / Lo dmy.y = / Lo dmy., = (B(C), ).
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Assurons-nous aussi que E(C)? = E(C). D’abord, pour tout b € B, on voit que

/bd 1¢ m'uv /blCdmv v = /1C dmbv,’u’
= (E(C)bv,v') = (bv, E(C)V') = /Edmw(c)v/7

d’olt 1oy o = My, (o) - Finalement, pour tous v,v' € H, on obtient
(B(CYo,0') =(B(C)o. EC)') = [ 1o dm, sy

= /10 dmy = <E(O)val>'

Une conséquence importante de (B.2.1) est que

]2 = / X ®)2dm, (x)

pour tout b € B et tout v € H. 1l suffit en effet de remarquer que x(b*b) = |x(b)|?.
Les résultats ci-dessous sont aussi utilisés a plusieurs reprises dans les chapitres
précédents.

Lemme B.2.3. — Gardons les notations ci-dessus.

(i) Si T € B(H) commute avec B, il commute avec tous les projecteurs E(C').
(ii) Soit C un borélien de Sp(B). Alors v € E(C)H si et seulement si

m, (Sp(B) \ C) = 0.
En particulier, si x' € Sp(B), on a
E({xX'))H ={v e H; bv=x'(bv,Vb € B}.

(iil) Soit (Cy,) une suite croissante de boréliens dont la réunion vaut C. Alors la
suite de projecteurs (E(C,)) converge fortement vers le projecteur E(C). En
particulier on a

E(C)H = U,E(C,)H.

Démonstration. — (i) est une conséquence immédiate de (B.2.2).

Pour (ii), il suffit de remarquer que E(C)v = v si et seulement si (E(C)v,v) =
(v,v), c’est-a-dire si et seulement si [ 1¢dm, = [ dm,.

Supposons maintenant que C' = {x’}. Si bv = x/(b)v pour tout b € B, alors
[bdm, = x'(b)||v]|? et la mesure m,, est évidemment égale & |[v]|23,. Réciproquement,
si cette condition est réalisée, comme

o — X (B)u]? = / X(®) — X () Pdma (),

on voit que bv = x’(b)v pour tout b € B.
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L’assertion (iii) résulte immédiatement de 1’égalité
1B~ BCIE = [ f1e - 1c, Pdm,
et du théoreme de convergence dominée. O

Exemple B.2.4. — Soit M € M, (C) une matrice qui commute avec son adjointe,
et soit B C M,(C) la sous-algébre engendrée par M, M* et la matrice identité I.
L’application x — x(M) permet d’identifier Sp(B) avec le spectre {A1,..., A} de
M. Dans ce cas la résolution de l'identité est E : C' — Zle E;6x,(C), ou E; est le
projecteur spectral relatif a A;.

Exemple B.2.5. — Pour terminer, explicitons la situation particuliere rencontrée
dans 'approche spectrale des théoremes ergodiques. Soient G un groupe localement
compact et M(G) lalgebre de convolution formée par les mesures complexes p sur
G, de variation totale ||u||; finie. Notons p* la mesure C' +— u(C—1), o C~! désigne
I'image du borélien C' de G par l'application ¢ — ¢g~!. L’application pu — p* est
une involution qui fait de l’algebre normée (M(G),|| - ||1) une algébre de Banach
involutive. Nous avons déja remarqué dans l'appendice A que toute représentation
7w : g — 7(g) dans les opérateurs unitaires d’un espace hilbertien H se prolonge en
une représentation de M(G) dans B(H).

Considérons alors une sous-algebre involutive commutative A de M(G), avec unité
et fermée en norme. L’adhérence B de m(A) dans B(H) est une C*-algebre commuta-
tive. Si x est un caractere de B, alors y o7 est un caracteére auto-adjoint de A, et on
définit ainsi un homomorphisme injectif de Sp(B) dans I’espace compact Sp;, (A) des
caracteres auto-adjoints de A. La résolution de l'identité F associée a B s’étend en
une résolution de I'identité sur Spy,(A4), nulle en dehors de Sp(B). Pour tout v € H,
la mesure C' — m,(C) = (E(C)v,v) sera aussi vue comme une mesure sur Spy,(A4),
ce qui permet d’écrire, pour u € A,

(B.2.3) (m (v, v) = / ) dma ().

Sp,(4)
et

(B.2.4) Im()ell? = /Sp L W)

On dit que m,, est la mesure spectrale associée ¢ v et m (ou 7(a) si A est engendré
par 1’élément auto-adjoint a).

Dans certains cas l’espace des vecteurs G-invariants, c¢’est-a-dire des vecteurs v € H
tels que 7(g)v = v pour tout g € G, peut étre déterminé grace au lemme suivant.

Lemme B.2.6. — Soient v € M(G) une mesure de probabilité, v € H et A\ un
nombre complexe de module 1 tels que w(v)v = Av. Alors pour tout g dans le support
de v, on a 7(g)v = lv.
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Démonstration. — On a en particulier [|v]|? = [(7(g)v, Av)dv(g), d’ott

[ (1012 = Rewtgho xa))avt) o,

puisque v est une mesure réelle. Comme ||v||? > R(m(g)v, \v), grace & la positivité de
v on voit que ouvert {g € G : ||[v]|> > R(w(g)v, \v)} ne rencontre pas le support de
v. La fonction g — R(m(g)v, \v) est donc constante égale & |[v||? sur le support de v
et par conséquent 7(g)v = v sur cet ensemble. O

Corollaire B.2.7. — Supposons [’existence d’une mesure positive v € A telle que le
sous-groupe fermé engendré par son support soit G tout entier. Soit xo € Sp;,(A) le
caractére trivial p— p(G). Alors E({xo})H est l’espace des vecteurs G-invariants.

Démonstration. — D’apres le lemme B.2.3, on a
E({xoHH ={v e H : m(p)v = p(G)v,Vp € A}.
Si v est un vecteur G-invariant et si 4 € A, on a bien str

wmwz/ﬂmmmm=umm

Réciproquement, soit v € E({xo})H. Gréace au lemme précédent on obtient
m(g)v = v si g appartient au support de v. Pour conclure il suffit de remarquer
que ’ensemble des g tels que 7(g)v = v est un sous groupe fermé de G. O



APPENDICE C

THEOREME DE ROTA POUR UNE SUITE
D’OPERATEURS DE MARKOV

Soit (X, B,m) un espace mesuré standard, avec m(X) = 1.

Définition C.1.8. — On dit qu'un opérateur P : L' (X, m) — L(X,m)

(a) est une contraction L' — L> g'il préserve L>(X,m) avec ||[P|1i_p1 < 1 et
1Pl pe < 1
est positif 8'il préserve le cone des fonctions positives;
b) est itif 'l pré le cone des foncti iti
c) préserve m si m= m pour tout ¢ € ,m).
2 i [ Plp)d + pd tout ¢ € LY(X

Dans cet appendice, un opérateur possédant ces trois propriétés sera appelé opéra-
teur de Markowv.

Un tel opérateur P étant une contraction positive de L (X, m) vérifie P(1x) > 0
et [P(1x)| <1, ce qui, avec la condition (c), entraine I’égalité P(1x) = 1x. On
voit aisément que opérateur adjoint P* : L (X, m) — L (X, m) est une contraction
positive de L (X, m) qui laisse fixe la fonction 1x. De plus, P* se prolonge en une
contraction positive de L!(X,m). Ce prolongement, qu'on notera encore P*, est a
son tour un opérateur de Markov et on a 1'égalité P** = P.

Rappelons aussi qu’on peut associer a un opérateur de Markov P un noyau marko-
vien, c’est-a-dire une application (z, B) — N(x, B) de X x B dans [0, 1] telle que pour
tout © € X, N(z,-) est une probabilité et, pour tout B € B, N(-, B) est une fonction
mesurable, de telle sorte qu'on a

P(f)(x) = /X F)N(z,dy)

m-presque stirement pour tout f € L(X, m) (voir [Nev70, Section V.4]).

Nous allons voir que pour toute fonction f € Llog L(X,m), la suite P"P*" con-
verge m-presque surement. C’est un cas particulier du théoréeme suivant, du a Rota
[Rot62] :
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Théoréme C.1.9. — Soit (P,)n>1 une suite d’opérateurs de Markov sur (X, B, m)
Alors pour toute fonction f € LY(X,m), la suite Py ... P,Px... P} f converge dans
LY(X,m). Si de plus f € Llog L(X,m), alors elle converge presque sirement.

Démonstration. — On considere I'espace produit 2 = X™ muni de la tribu produit
BY, et on note X, : 2 — X les applications coordonnées. Pour tout n > 0, on note
B, = c(Xo,...,Xn) la tribu des événements antérieurs a n et C,, = o(Xp, Xpt1,.-.)
la tribu des événements postérieurs a n.

La donnée de la mesure m sur X et de la suite (P,) permet de construire une
probabilité P sur €2 vérifiant, pour toute fonction B,-mesurable F', la relation

[ PP@) = [ Flaoai. .. o) dmlao) Vi (o, den) Voo, dea) -+ N1, d2,),

ot (Np)n>1 est la suite des noyaux associés aux opérateurs P,. Sous la probabilité
P, le processus (X,,) est une chaine de Markov, inhomogeéne en temps.

Si on associe & toute fonction mesurable f définie sur X la variable aléatoire f
définie sur 2 par

f(3307$173€2,~~):f($0)

on définit un isomorphisme de L'(X,B,m) sur L*(, By, P) qui permet d’identifier

'opérateur d’espérance conditionnelle F50 avec un opérateur de L'(Q,BN,P) sur

LY(X,B,m). Nous noterons E® cet opérateur. Nous noterons aussi, pour alléger

Vécriture, E,, I'opérateur d’espérance conditionnelle ES» par rapport & la tribu C,,.
Le point de départ de la démonstration est 1’égalité

(C.1.1) Py...P, P ... Pif=EPE,f.
n 1

On montrera ensuite que que [EB[Enf converge m-p.p. pour tout f € Llog L(X,m)
en utilisant le théoreme de convergence des martingales inverses.
Commengons par montrer (C.1.1), ce qui se fera en deux temps.

Lemme C.1.10. — Pour f € L'(X,m) et n € N*, on a
Enf=(P...Pf)oX,.

Démonstration. — Puisque la variable aléatoire (P} ... Py f) o X,, est C,, mesurable,
il suffit de démontrer qu’on a

/ fd[P:/(P:;...Pff)oXndP
A A
pour tout événement A de la forme

A= {Xn € BnaXn+1 € Bn+17 s 7Xn+p € Bn+p}

avec p > 1 et des ensembles B,,, ..., B,, appartenant a .
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Par définition de P, on a
/ F@)dPw) = / F@o) L, @) 1p, s (@nrr) o 1p . (@nsp)dP(20s- o ..
A 9]
f(z) (P1 . Pu(1p, Pupi(1p,,, .. .PWlBW))) (z) dm(z)
X

= /X (Py...P{f)(x) (1B, Pos1(1B, ;s - Pagplp,,,))(x) dm(z).

L’invariance de la mesure m sous l'action des opérateurs P, permet de remplacer
cette derniere intégrale par

/X P...P, ((P;  PFf)1p, Poiil.. .)) (z)dm(z) .

En écrivant chacun des opérateurs P, ..., P54, sous la forme d’une intégrale a noyau
cette intégrale devient

/Xn+1 (Pr... Pl*f)(xn)(lgnPnH(. . ))(;vn)dm(x)Nl (z,dz1) ... Np(zp—1,dzy)

= / (P ... P f)(xn)dm(z)Ny(x,dz1) . .. Npgp(@nsp—1,dTntp)
X" XBpX--XBnip

:/(P;:...Pl*f)oXnd[P. O
A

Dans un deuxieme temps, on vérifie le résultat suivant :

Lemme C.1.11. — Pour une fonction H € L' (0, P) de la forme H = ho X,, avec
he LY(X,m), ona EBH =P, ... P,h.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que pour tout événement B de By, on a
/ (Py...Ph)dP = / ho X,dP
B B
ce qui résulte de la définition méme de P. O

Ces deux lemmes démontrent donc 1'égalité (C.1.1). Observons maintenant que la
suite de tribus C,, est décroissante, ce qui permet d’utiliser le théoreme de convergence
des martingales inverses. Pour sa démonstration nous renvoyons & [Nev72, page 119].

Théoréme C.1.12 (Convergence des martingales inverses)

Soit (Cpym > 0) une suite décroissante de sous-tribus dans un espace probabilisé
(Q,AP). Si FeLYQ,P), la suite B (F) converge P-p.p. et dans L' vers E¢>(F)
ot Cop = ﬂfbozl Cn.

Puisque I'opérateur EZ est une contraction de L*(£2,P) dans L'(X,m), on déduit
du théoréme C.1.12 que si f est intégrable, la suite EBE, f converge dans LY(Q,P).
Pour obtenir la convergence presque sire il suffit, puisque 'opérateur EZ est positif,
de pouvoir dominer la suite E, f par une variable aléatoire intégrable. C’est ici que
Ihypothese plus forte f € Llog L(X,m) est utile. Elle assure que la variable aléatoire
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Zo = Eof = f appartient & Llog L(,P), et donc que sup,, |[Enf| est intégrable, grace
au résultat suivant :

Proposition C.1.13. — Pour toute martingale inverse (Zy,)nen vérifiant la condi-
tion E(|Zo|log™ | Zo|) < 00, la variable aléatoire réelle sup,,cy |Zy| est intégrable.

Ce dernier fait permet donc de déduire la convergence presque siire de la suite
EBE, f de la convergence presque stire de la suite E,, f et de conclure ainsi la démon-
stration du théoreme de Rota. O

Démonstration de la proposition C.1.13. — Rappelons tout d’abord qu’une martin-
gale (M,,) vérifie I'inégalité maximale de Doob

a P(sup |M,y,| > a) < / | M, |dP
msn {squgn [ M |>a}
pour tout n € N et tout a € Ry.
On montre alors le résultat suivant ([Nev72, pp 70-71]).

Proposition C.1.14 (Inégalité maximale LlogL). — Soit (M,,) une martingale.
Alors, pour tout p > 1 et tout n >0

1
(1= 2)E(sup [Mp]) <1+ E(|My) log™ |Mal).

m<n

Démonstration. — Partons de la majoration

E(sup | M) :/ P(sup |M;,| > a)da <1 +/ P(sup | M| > a)da.
0 1

m<n m<n m<n

L’inégalité maximale de Doob implique alors

o0 o da/
/ P(sup | M| > a)da §/ —/ | M, |dP
1 m<n 1 a {sup,, <y [Mm|>a}

Or
< d
[ M, [P
1 a {sup,<n | Mm[>a}

grace a I'inégalité élémentaire alog™ b < alog™ a+g vérifiée pour a et b dans R;.. On
trouve donc

[E[|Mn| 10g+(supm§n |Mm|)]

IN

E(|My|log™ [ M) + tE(supp,<p, [Minl),

1
E(sup [Mp|) < 1+ E(|M;|log™ [ M) + SE(sup | M),

m<n m<n

ce qui donne l'inégalité annoncée. O

Voyons maintenant comment la proposition C.1.13 s’en déduit. 11 suffit d’observer
que si (Z,,Cp)nen est une martingale inverse, pour tout n > 0, le processus M défini
par

(Mo, My, ..., My, Mpi1,...) = (Zn, Zn-1,---+20, 20, %0 - )
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est une martingale relativement & la filtration C,, C C,_1 C -+ C Cy C Cy C ---.
Puisque sup,,,<,, |Mu| = sup,,,<,, |Zm| et que M,, = Zy, I'inégalité maximale Llog L
pour la martiﬂgale (M,,) nous donne
(1= DE(sup |Z]) < 1+ E(|Zo]log™ 1))
€ m<n
Ceci étant vrai pour tout n > 0, la variable sup,,~ |Zm| est intégrable, ce qui montre
la proposition C.1.13. - O

Remarque C.1.15. — Pour un opérateur de Markov auto-adjoint P agissant sur
L'(X,m), le théoréme de Rota donne la convergence presque sire de la suite P?" f
pour toute fonction f € Llog L(X,m). Pour f € LP(X,m), p > 1, ce dernier résultat
a été démontré par Stein dans [Ste61]. Un contre-exemple dii & Ornstein montre
que le théoréme de Stein n’est pas vrai en général pour des fonctions f € LY(X,m)
[Orné69).






APPENDICE D

L’ESPACE HYPERBOLIQUE

1l existe (& isométrie preés) une unique variété riemannienne compléte, connexe,
simplement connexe, de dimension d + 1 et de courbure sectionnelle constante égale
a —1. C’est le revetement universel de toutes les variétés riemanniennes connexes de
dimension d + 1 et de courbure sectionnelle constante égale & —1. On appelle espace
hyperbolique de dimension d 4+ 1 n’importe lequel de ses modeles.

Dans cette annexe, nous allons en présenter différentes descriptions, puis nous
décrirons son groupe d’isométries et nous finirons par des énoncés utiles dans les
chapitres 4 et 7.

Pour plus de détails sur les résultats de cet appendice, nous renvoyons [Rat94],
ou 'on trouvera aussi de nombreuses références ainsi que des notes historiques.

D.1. Les différents modeéles

La référence de cette section est [Rat94, chap. 3 et 4]. Les deux premiers modeles
ont été étudiés indépendamment par Beltrami (1868) et Poincaré (1882), et sont
souvent attribués a ce dernier. Le modéle du demi-espace de ’espace hyperbolique
de dimension d + 1 (d > 1) est Pensemble H¥*! = R? x R%. muni de la métrique

dz? + dy?
ds? = — Y
métrique est hyperbolique, i.e. de courbure sectionnelle constante égale a —1. Si v
est un vecteur tangent & HY*! au point z = (x,y), nous noterons |[v||, sa norme

, oit I'on note z = (z,y) € R? x R} un élément de HT!. Cette

e v iy
hyperbolique, et |v| sa norme euclidienne. Alors on a ||v|, = —. Cette métrique

permet de calculer la longueur d’un chemin ¢ : [a,b] — H?*! de classe C! par

b
L(e) = / el de.



212 APPENDICE D. L’ESPACE HYPERBOLIQUE

On définit alors une distance d sur H¥+! en posant, pour tous points z et 2z’ de Hot1,
d(z,2') =inf L(c),

oll ¢ parcourt ’ensemble des courbes de classe C! joignant z & z’.

Rappelons que 1'inversion par rapport & la sphere S(a,r), a € R4t r > 0, de R4*!
est I'application de R*t! dans R4t! définie par

,,,2

reRM™ —q+

T—aP (z —a).

Introduisons le point o € H%*! de coordonnées (Oga, 1). La composée de la symétrie
par rapport & 'hyperplan (de R?*1) d’équation 2441 = 0 et de I'inversion par rapport
4 la sphere S(0,+/2) induit un difféomorphisme de H?*! sur la boule unité B4*! de

dx?

(1—|z[?)?
plus une isométrie, et on parlera du modéle de la boule unité de I’espace hyperbolique.
Dans Bt!, nous noterons encore o le centre de la boule, qui est I'image du point
0 = (Oga, 1) € H¥*! par 'application ci-dessus.

R4, Si BH! est munie de la métrique ds? = 4 , ce difféomorphisme est de

Pour finir, le modéle de Minkowski, ou modéle de I’hyperboloide de ’espace hyper-
bolique le décrit comme ’ensemble

H = {(x0,...,mas1) € R g(z) = =1 et wo > 0},

ol ¢ est la forme quadratique définie par q(x) = —a§ 4«7 +--- 4+ 23,,. La métrique
riemannienne est alors donnée par la restriction de ¢ & l'espace tangent de HeH!, et
le point o est le point de coordonnées (1,0,...0) € HIHL.

<~ - RA+2

[Hd+1 [Bd+1 Hd+1

FIGURE 8. Les différents modeles de I’espace hyperbolique

Nous avons besoin de la forme explicite du volume riemannien dans ’espace hy-
perbolique (voir chapitre 4). La métrique g au point = (z1,...,2441) est donnée
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par une matrice g(x) = (g;5(x)) L’élément de volume riemannien est alors

défini par

1<4,5<d+1"

dvol(z) = /det g(z)dz .

Dans le modele du demi-espace, la matrice g(z,y) au point (z,y) € RY x R%. est

1
donnée par g(z,y) = —lat1, de sorte que I’élément de volume hyperbolique vaut
dvol(z,y) = —5dzdy. Dans le modeéle de la boule unité, la matrice g(z) au point
Y

4
5 Lat1, et I'élément de volume hyperbolique vaut

(1 —1z[?)

dvol(z) = 24+1

x € B! est g(z) =

dzx
(1— [z2)d+T
Intuitivement, cette formule correspond au fait suivant: 1’élément de longueur dans

la direction de la i-eme coordonnée vaut et quand on fait le produit des d+ 1

T
1= faf?’
éléments de longueur, on retrouve le volume ci-dessus.

Lemme D.1.1. — Dans B!, I’élément de volume en coordonnées polaires vaut
(D.1.1) dvol(p, ) = (sh p)¢dpda(),

oufeS? pe R est la distance (hyperbolique) a lorigine o, et do désigne ’élément
de surface sur la sphére unité de Rt1.

Démonstration. — Notons r = |z| la distance euclidienne de = & lorigine, et p =
d(o, ) la distance hyperbolique de z & lorigine. Par définition de la distance hyper-

bolique, on a
)
= —dt.
g / 1)

d’ott r = th £, par un calcul élémentaire.
D’autre part, en coordonnées polaires (r, #), le volume euclidien s’écrit dzy ... dagi1 =
rddrdo(f). L’élément de volume hyperbolique s’écrit donc

24+1pd dr do ()
dVOl('r, 9) = W
Le résultat voulu s’obtient en remplagant r par th g O

D.2. Isométries de H*1

La référence de ce paragraphe est [Rat94, chap. 4 et 5|. Toute isométrie de
H9*+1 s’obtient comme extension de Poincaré d'une transformation conforme de RY.
Rappelons que le groupe des transformations conformes de R? est engendré par les
réflexions par rapport aux hyperplans de R? et les inversions par rapport aux spheéres
de R%.
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Identifions maintenant R? & R? x {0} dans R4*!. L’extension de Poincaré d'une
réflexion par rapport & un hyperplan P de R? est la réflexion de R%*! par rapport a
hyperplan vertical P de R%+! dont D'intersection avec R? est P.

Si a € R?, notons @ = (a,0) € R4+, L’extension de Poincaré & R?*! de I'inversion
I, de R? est linversion I , de R4*! par rapport & la sphere S(a,r). Une vérification
immédiate montre que I’extension de Poincaré d’une transformation conforme de R%
préserve le demi-espace H9t!. Par restriction & H9*!, on obtient ainsi toutes les
isométries de cet espace:

Lemme D.2.1. — Le groupe G des isométries de lespace hyperbolique Ht! est le
groupe des extensions de Poincaré des transformations conformes de R?.

Notons G le sous-groupe des isométries directes de H?T!. Avec la description
géométrique ci-dessus des isométries, on démontre le résultat suivant :

Lemme D.2.2. — Le groupe G agit transitivement sur H*!, ¢’est-a-dire que pour
tous x,y € HYHL, il existe g € G, tel que gr = y. De plus, il agit simplement
transitivement sur le fibré unitaire tangent T'HITY, i.e. pour tous v,w de T HI*H!,
il existe un unique g € G tel que gv = w.

Dans le modele de Minkowski de l’espace hyperbolique, on voit immédiatement
que le groupe G s'identifie au sous-groupe (d’indice 2) de O(d 4 1,1) formé des
isométries qui laissent stable la nappe supérieure H%! de I’hyperboloide & deux
nappes d’équation g(x) = —1, ot O(d + 1,1) est le groupe des transformations
préservant la forme quadratique gq. Le groupe G des isométries qui préservent 1’orien-
tation de H9*! s’identifie & la composante connexe SO°(d + 1,1) de I'identité dans
SO(d+1,1).

Le modele du demi-espace est toutefois plus agréable pour obtenir la décomposition
d’'Twasawa de G ~ SO°(d + 1,1). Le stabilisateur de o dans G est K ~ SO(d + 1).
Remarquons aussi que G contient le groupe affine Sq = {(b,a) € R? x R} (introduit
au chapitre 4), qui agit simplement transitivement sur H*! par

(b,a)(z,y) = (az + b, ay).
On a donc
H*! ~ G/K ~ S40

Soient N = {(b,0); b € R%} et A = {(0,a); a € R%.}. Le groupe affine est le produit
semi-direct Sy = N x A. Pour tout g € G, il existe donc un unique élément na € NA
tel que go = (na)o, d’ou g = nak avec k € K. On obtient ainsi la décomposition
d’Iwasawa G ~ N x A x K .
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D.3. Quelques formules

Le résultat ci-dessous (voir [Rat94, Th. 4.6.1]) donne une formule explicite pour
la distance entre deux points z et z’ de Hé+1.

Proposition D.3.1. — Pour tous points z = (x,y) et 2’ = (2',y") dans H1, on a
z— 2|2
chd(z,2') =1+ lz= =7
2yy’
Démonstration. — En faisant agir les isométries de H%*!, on se ramene facilement

a la situation ot z = z’. En utilisant la définition de la métrique hyperbolique
et le fait que les demi-droites verticales sont des géodésiques de H?*!, on obtient

!
immédiatement d(z,z’) = In (y) D’autre part, on a |z — 2| = |y — ¢/| d’olt
Y
712 2 12 /
- 1
(D.3.1) 1—|—|Z 2l e o LS =chd(z,2").
2yy’ 2yy’ 2\Y vy
Ceci conclut la démonstration. O

Nous en déduisons le résultat suivant, également utilisé au chapitre 4.

Proposition D.3.2. — Soit g une isométrie de H™! de la forme g = ain,, ou
a; = (0,¢et) et n, = (z,1) avec x € R%. On a alors

¢
(D.3.2) chd(o,go) = cht+ %|x|3,
ot |z|q désigne la norme euclidienne de x dans RZ.

Démonstration. — Le point go a pour coordonnées go = (e'x, e') dans HA+! = RY x
R . On en déduit que le carré de la distance euclidienne entre o et go vaut |o— go|* =
(e'|z]q)* + (€' — 1)2. Le résultat voulu découle alors de la proposition D.3.1. O
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A : sous-groupe des homothéties, 76

A* : opérateur maximal, 16, 43, 47

A** : opérateur maximal non centré, 47

C*-algebre, 199

G-espace mesuré, 193

G-espace mesurable, 193

M?* : opérateur maximal pour les moyennes
sur les translatés a gauche, 82

N : sous-groupe des translations, 76

NAK : décomposition d’Iwasawa, 78, 214

Sq @ groupe des affinités, 76, 214

T(p) : opérateur de convolution par fi, 34,
195

Ty : opérateur de translation, 34, 195

A : fonction modulaire d’un groupe, 31

E(f1Z) : espérance conditionnelle de f
sachant 7, 14

F4 : groupe libre a d générateurs, 135

H9+1 . espace hyperbolique, 77, 211

|E| : mesure de Haar de E, 28

|w| : longueur du mot w € Fq, 135

|| : norme euclidienne de z € R?, 86, 101

Br : probabilité uniforme sur la boule centrée
en l'identité, de rayon r, 44, 139, 166

T : tribu des invariants, 13

Sp(A) : spectre de I’algebre A, 200

Sp;,(A) : espace des caractéres auto-adjoints
de A, 203

dg : mesure de Haar invariante & gauche, 28

A @ mesure de Haar invariante a gauche, 28

Agq : mesure de Haar invariante a droite, 29

w* f : produit de convolution de p par f, 34

£ 2 symétrique de la mesure p, 195

- f : produit de convolution de ji par f, 34,
195
p* : adjoint de la mesure p, 194
m(p) : opérateur de convolution par p, 195
8d4-1 : sphere unité de R%, 100
or : probabilité uniforme sur la sphére centrée
en l'identité, de rayon r, 139, 166
f1 < f2 : rapport fi1/f2 borné, 84
g(p) : fonction de Littlewood-Paley associée
a p, 103
M(G) : espace des mesures bornées sur G,
194
M(G, K) : espace des mesures bornées bi-K-
invariantes sur G, 166
action
ergodique, 37
topologiquement transitive, 38, 137
uniquement ergodique, 38
algeébre de Banach involutive, 199
boule hyperbolique, 78
caractere
auto-adjoint, 200
d’une algebre commutative, 200
condition de Tempel’'man, 57
contraction L' — L, 20, 205
croissance
exponentielle, 31
polynomiale, 31
sous-exponentielle, 31
équidistribution des orbites, 38, 138
espace hyperbolique
modele de la boule unité, 212
modele de Minkowski, 212
modele du demi-espace, 211
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espace mesurable standard, 193
famille continue & un parametre de mesures
de probabilité, 40, 196
fonction de Littlewood-Paley, 101, 102
fonction maximale, 44
fonction maximale dyadique, 54
fonction maximale non centrée, 46
fonctions sphériques, 144, 184
groupe moyennable, 29
groupe unimodulaire, 31
inégalité faible, 17
inégalité forte, 17
inégalité maximale sous-additive, 148
lemme de recouvrement de Besicovitch, 48
lemme de recouvrement de Vitali, 45
lemme maximal de Doob, 55
métrique hyperbolique, 77, 211
mesure spectrale associée a un vecteur, 201
moyennes de Birkhoff, 11
opérateur
borné dans LP, 17
de type faible (p,p), 17
de type fort (p,p), 17
opérateur de Markov, 20, 205
opérateur maximal, 16, 43

opérateur semi-local, 42
opérateur sous-additif, 17
phénomene de Kunze-Stein, 85
posséder presque des vecteurs invariants, 32
principe de Banach, 16
propriété (T) de Kazhdan, 33
propriété de doublement de volume, 48
résolution de l’identité, 200
représentation unitaire continue, 195
suite asymptotiquement invariante, 28
suite de Fglner, 28

a droite, 29

a gauche, 28

uniforme, 29
suite sous-additive d’opérateurs de Markov,

148

suite tempérée, 60
transformation

ergodique, 24

uniquement ergodique, 24
transformation de Gelfand, 200
tribu des invariants, 13
trou spectral, 33
vecteurs de classe C*°, 195



