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1 Dérivées (Révision)

A - Dérivée en un point

Dans ce paragraphe f : D — R est une application d’une partie D de R vers R, et a est un point
de D tel qu’il existe un intervalle I non réduit au point a avec a € I C D.

Définition 1.1. On dit que f est dérivable en a si la fonction 7, définie sur D \ {a} par 7,(x) =
J) - /(@)
r—a

Cette limite est alors notée f’(a) et appelée dérivée de f en a.

admet une limite finie en a.

Remarque. Il est équivalent de dire que la fonction A définie sur {h | h # 0, (a + h) € D} par
NIEE
h
Interprétation graphique
Soit C'la courbe représentative de f dans un repere du plan. Si f est dérivable en a alors C'admet
une tangente en a d’équation y = f(a) + (z — a)f'(a).

admet une limite finie en 0.

A

FIGURE 1.1 — Représentation graphique d’une dérivée

Propriété 1.2. f est dérivable en a si et seulement si il existe une fonction € : D — R telle que pour
tout x € D :
f(x) = f(a) + (x —a)f'(a) + (x — a)e(z) avec lim e(z) =0

Ou, de fagon équivalente, il existe une fonction ;1 telle que pour tout (a +h) € D :

fla+h) = f(a) +hf'(a) + her(h) avec llzii%gl(h) =0

Cette écriture est appelée développement limité a l'ordre 1 de f en a.

Cette formule s’interprete de la fagon suivante, si f est dérivable en a de dérivée f’(a), alors autour
de a, f s’approche par une fonction affine

fla+h) = f(a) + hf'(a) + reste

On peut utiliser cette formule pour calculer des valeurs approchées de f. Par exemple si f est la
fonction “racine carrée” f(a) = v/a alors, pour a > 0, f'(a) = 1/2v/a. En particulier, pour a = 1,
f(1)y=1et f/(1) =1/2 donc

h h
\/1—|—h:1—|—§—|—7’68t821+§.

Par exemple v1.1 = /14 0.1 ~140.1/2 = 1.05 ce qui fait une erreur < 0.002.



Propriété 1.3. Une fonction numérique dérivable en a est continue en a.
La réciproque de cette proposition est fausse.

Définition 1.4.

1. f est dérivable a droite en a si lim flat+h) - fla)
h—0+ h

notée fj(a) et appelée dérivée de f & droite en a.

h) —
2. f est dérivable a gauche en a si lim fla+h) - f(a)
h—0— h

notée fy(a) et appelée dérivée de f a gauche en a.

existe et est finie; cette limite est alors

existe et est finie; cette limite est alors

3. La fonction f est dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b| si elle est dérivable en tout point de cet
intervalle.

4. La fonction f est dérivable sur l'intervalle fermé [a, 8] si elle est dérivable sur 'intervalle ouvert
Ja, b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b

Exemple. x — |z| est dérivable sur | — 00, 0] et sur [0, +o00[ mais elle n’est pas dérivable sur R.

B - Opérations sur les dérivées

Propriété 1.5.
1. Si f et g sont dérivables en xq alors f + g est dérivable en xq et :
(f +9)'(z0) = f'(z0) + g’ (o).
2. Si f et g sont dérivables en xg alors fg est dérivable en xq et :

(f9) (z0) = f'(z0)g(w0) + f(x0)g' (20).

1
3. Si f est dérivable en xg et f(xg) # 0 alors — est dérivable en xq et :

f
1 / f/(:EO)
(7) @ =~y
4. Si f et g sont dérivables en xq et g(xo) # 0 alors g est dérivable en x¢ et
IAY _ f(xo)g(xo) — f(x0)g (20)
(mo) = 3 .
g 9%(x0)
5. Si f est dérivable en xq et g est dérivable en yo = f(xo) alors go f est dérivable en xq et

(90 f)' (o) = ¢'(f(20)) f'(20)-

En utilisant les développements limités, ces formules sont faciles & établir, du moins si on abandonne
un peu de rigueur mathématique :

flzo+h) = f(xg) + hf'(xo) +reste et g(xo+ h) = g(xo) + hg'(x0) + reste
donc, en additionnant les deux :

(f+9)(@xo+h) = flxzo+h)+g(xzo+h)= f(zo) + hf (z0) + reste + g(xo) + hg'(xo) + reste
= f(xo) + g(x0) + h(f'(z0) + ¢'(20)) + reste
en utilisant le fait que la somme de deux restes est un reste. On a donc écrit le développement limité
a lordre 1 de f + g, le coefficient de h est, par définition, la dérivée de f + g en xq¢ : (f + g)' (7o) =
f'(@o) + ¢'(z0).
En faisant le produit des deux développements limités :
(f xg)(xo+h) = flxo+h)xg(zo+h)=(f(xo)+ hf'(x0) + reste)(g(xo) + hg'(zo) + reste)
= f(z0)g(wo) + h(f'(x0)g(wo) + f(x0)g' (x0)) + h* f'(w0)g' (x0) + reste



ol on a utilisé le fait qu'un reste fois une fonction bornée — f(xg + h) ou g(xg + h)— est un reste et
que la somme de ces deux restes est un reste. Il suffit d’écrire

h?f'(z0)g (x0) = hhf'(z0)g' (o) = he(h)
—_———

—0

pour voir qu ce terme aussi est un reste.

Théoréme 1.6. Soient I un intervalle de R, xg € I et f : I — R une application continue, strictement
monotone, dérivable en xq et telle que f'(xo) # 0. Alors Uapplication réciproque de f, f~1: f(I) = R

est dérivable en f(xo) et .
1 / -
(1) o)) = (1)

Cette derniére formule est facile & retrouver : par définition, f~'o f (z) = x. On dérive la fonction

/
x — 1o f(z). En utilisant la propriété 5, on trouve (f_l) (f(z)) f'(x) alors qu’en utilisant le fait

/
que c’est la fonction z — x, on trouve 1. Par suite, (ffl) (f(z)) f'(x) = 1 qui conduit directement &

(1.1).

C - Dérivées des fonctions usuelles
Fonctions Dérivées Intervalles

" nelZ* na" ! R sin > 0;R* sinon
¢ a€eR” az®™! 10, +o00]
e’ e’ R

1
In ’3}‘| ; ]07+OO[) ] _0070[
CoS T —sinx R
sinx CcosS T R

1 ™
t 1+ tan® = R\{ = +7Z
an + tan . \{24—77 }
cosh x sinh x R
sinh z cosh x R
1

tanh x 1 — tanh? = 5 R

1 cosh” x
Arcsin x — | -1,1]

V1— 22
A ! |- 1,1
I'CCOS T —_—— —
V1—2z2 ’

1

Arctanz R
1 —|—1 22
Arcsinh z R — R
val ii— 2
Arccosh T 11, 400]
l‘ —

1

Arctanh x 1.2 | —1,1]
-




D - Dérivées successives

Définition 1.7. Soit f: D — R une application.

1. Si f est dérivable sur D on appelle fonction dérivée (d’ordre 1) de f sur D 'application, notée
f’, définie sur D par
f:D—=R
x — f'(x)

2. Pour n € N, on définit par récurrence la dérivée d’ordre n+ 1 de f sur D, que ’on note f (”+1),
/
comme la dérivée, si elle existe, de f ™) sur D : f("‘H) = ( f (")) . Par convention f ©) = f-

3. Si f admet une dérivée d’ordre n continue sur D, ont dit que f est de classe C ™ sur D. Si
f admet une dérivée & tous les ordres sur D on dit que f est de classe C *° sur D. On écrit
f € C™(D) (respectivement f € C*°(D) ).

Remarque : f est de classe C* signifie que f est continue , f est de classe C! signifie que f est
dérivable et f’ est continue.
f:a— xcosz est de classe O sur R, f: 2 — z|z| est de classe C' sur R

Propriété 1.8. (Reégle de Leibniz)
Si f et g sont deux fonctions définies sur un domaine D et soit xqg € D. Si f et g admettent une
dérivée d’ordre n en xg, alors la fonction f X g admet une dérivée d’ordre n en xq et

n ~ (n -
(F 9™ (xo) = 3 <k>f(k)(wo)g( ¥ (o)
k=0
Cette formule est a rapprocher de celle du bindme de Newton :
(a+0b)" Z (Z) akpnk,
k=0

|
Rappelons que (Z) = ﬁ se calcule a laide du triangle de Pascal (cette formule étant
'(n —k)!

inutilisable dés que n est grand). On a,

(n) _q (n) . <n> _ n(n —1) (n) _ n(n—1)(n —2)
0 ’ 1 ’ 2 2 ’ 2 6

On retrouve en particulier (fg) (zo) = f'(z0)g(z0) + f(x0)g (z0)-




E - Exercices

Exercice corrigé (page suivante)

1. Calculer la dérivée de x — f(z) = |z|sinz.

2. Calculer la dérivée de ©z — ¢(x) = In(1 + €%).

3. Calculez les dérivées n-ieme de ¢(z) = z%€”

Calcul de dérivée

1. Soient n,p deux entiers. Calculer la dérivée de f(z) =sin" x. cos? x
2. Calculer la dérivée de z — f(z) = V7.

3. En appliquant le théoréme sur la dérivée de la fonction réciproque, montrer que pour tout réel

x, Argsh'(z) = ——.
) =
Calculer la dérivée de f(z) = In(x + v22 + 1). Que peut-on en conclure.
Calcul de dérivées successives
1. Soit n > 1 un entier. Déterminer la dérivée d’ordre k de f : z — .

2. Déterminer la dérivée d’ordre n de f : z — **

1
3. Déterminer la dérivée d’ordre n de f :z — 1 etde f:2x —
T

1—2
4. Déterminer la dérivée d’ordre n de f: z — In(1 + x).

T
5. Montrer que la dérivée d’ordre n de x — sinx est x — sin(z + ni)

Formule de Leibniz

3de f:xz — z3sinz.
2de f:x— (22 + 1)
4)

1. Calculer la dérivée d’ordre n >
2. Calculer la dérivée d’ordre n >

3. On note P un polynéme. Calculer (P(:U)e%)

10



F - Solution de l’exercice D -

rsinx siz >0
1) On remarque que f(z) =<0 si z = 0. Ainsi, pour z > 0 et pour x < 0, il suffit d’utiliser
—zxsinx siz <0

sinz — xcosz six>0 . .
. Pour x = 0, il faut revenir

la formule de dérivation du produit, f'(z) = ) _
—sinr +xcosr six <

a la définition :

f(z) — f(0) {sinx si:z:>0_>{0 six—>0+.

x—0 —sinz sixz <0 0 siz—0"
Lo . : . f(z) — f(0) o
La limite a droite et a gauche en 0 existent et coincident, donc Er— — 0 quand = — 0. Ainsi
x —_—
f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. En résumé
sinx — xcosx siz>0
f'(z)y=<0 siz=0.

—sinx+xcosx siz <0

On peut remarquer que f’ est continue, donc que f est de classe C'.

et ¢'(x) = € et enfin

2) ¢ = fogavec f(t) = In(1 +1¢) et g(x) = €. Donc f'(t) =

T

1+t
e

o l4er
% g v f(0) =2 ot (o) =
— 2, f'(x) = 2 et f¥)(a) =
otequeg( Y= —eTet ¢"(z) =
—g(x) = —e™" et ainsi ¢ (z) = (=1)Fe®.

En utllisant la formule de Leibnitz, on obtient donc

P"@) = i(’;)ﬂ“(m)g(“—k)@)

—27

=0 pour k> 3.
= g(z) donc g (2) = g(z) = e et g (z) =

I ©=%=5
B
:j\/

- X (”)f“ﬂ (2)(~1)"*g™" R (z)  puisque fF(z) = 0 pour k >3

- <0>x2(_1)n€_:¢ + <1>2$(—1)”‘1e‘$ + <2>2(—1)"‘26—x

= (=1)"(z* = 2nx +n(n—1))e "

11



2 Extrema - Accroissements finis - Formules de taylor

La notation [a,b] sous-entend a < b.
Dans les exemples de ce chapitre nous considérerons f : x — In(14x) qui appartient ¢ C*°(]—1, 4+o00]).

A - Révision : Fonctions continues sur un intervalle

Théoréme 2.1 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction continue sur un intervalle
I de R et x1,2z deux éléments de I. Alors pour tout réel y compris entre f(x1) et f(xa) il existe un
réel xo compris entre x1 et xo tel que f(x9) = y.

Note que y n’est pas nécessairement unique.
Corollaire 2.2. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme 2.3 (Image d’un segment). L’image d’un intervalle fermé borné de R (segment) par une
application continue est un intervalle fermé borné.

Corollaire 2.4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b]. Alors il existe deux réels m, M
tels que f([a,b]) = [m, M].

a T1 XQ To b

FiGURE 2.1 — Illustration du théoréme des valeurs intermédiaires et du corollaire 2.4

Théoréeme 2.5. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction strictement monotone sur
Uintervalle I.

1. f réalise une bijection de I sur J = f(I) et sa bijection réciproque, Y J = I aleméme
sens de monotonie que celui de f. Dans un repére orthonormé du plan, les représentations
graphiques de f et f~1 sont symétriques par rapport d la premiére bissectrice.

2. St de plus f est continue sur I alors J est un intervalle dont les bornes sont les limites de f
auz bornes de I et f~1 est continue sur J.
B - Le théoréeme des accroissements finis

Définition 2.6. SSoit I un intervalle de R et fI — R et g € I.

1. On dit que f a un maximum local en xg s’il existe un intevalle ouvert J contenant xq tel que,
pour tout z € INJ, f(x) < f(xo).

12



2. On dit que f a un maximum global en xq si, pour tout x € I NJ, f(x) < f(xo).

3. On dit que f a un minimum local en xg s’il existe un intevalle ouvert J contenant zq tel que,
pour tout x € I'NJ, f(x) > f(zo).

4. On dit que f a un minimum global en xg si, pour tout x € I NJ, f(z) = f(xzo).

5. On dit que f a un extremum local (resp. global) en zp si f a un maximum ou un minimum
local (resp. global) en xy.

Le corollaire 2.4 montre qu’une fonction continue sur un intervalle fermé borné atteint son maxi-
mum global M et son minimum global : f : [a,b] — R continue, il existe z,, et xp; dans [a, b] tel que,

pour tout x € [a,b], f(xm) < f(z) < f(xm).

Théoréme 2.7 (Théoréme de Fermat). Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un
intervalle ouvert I. Si f admet en to € I un extremum relatif alors f'(to) = 0.

Rappelons que f'(tg) = 0 signifie que le graphe de f a une tangeante horizontale au point (o, f(to)).
Ce théoreme se comprend bien graphiquement : si la tangeante n’est pas horizontale, alors le graphe
suit une pente autour de ¢y et f prend donc des valeurs inférieures et supérieures a f(fp) autour de
to. (Faire un dessin).

Un point ty tel que f/'(tg) = 0 est appelé un point critique de f. Un point critique n’est pas
forcément un extremum. Par exemple, si f(t) = t3 alors f'(t) = 3t* donc f'(0) = 0. Mais f n’a pas
d’extremum local en 0 puisque f(t) < 0sit < 0 et f(t) > 0si ¢t > 0. L’hypotheése que U'intervalle
est ouvert est elle aussi cruciale. Par exemple, si on consideére la fonction f : [-1,1] — R définie par
f(t) =t3 alors f atteint son maximum (global) en 1 et son minimum (global) en —1.

Théoréme 2.8 (Théoreme de Rolle). Soit f une application continue de l’intervalle [a,b] dans R et
dérivable sur Uintervalle ouvert |a,b[. Si f(a) = f(b) alors il existe un réel ¢ €]a,b| tel que f'(c) =0
et f présente un extremum en c.

En général ¢ n’est pas unique.

a Co c3 b
FIGURE 2.2 — Points critiques et extrema : cq, co, c3 sont des points critiques, a, co, b sont des maxima
locaux, c1, co sont des minima locaux, co est un maximum global et ¢; un minimum global

Théoréme 2.9 (Théoreme des accroissements finis). Soit f une application continue de lintervalle
[a,b] dans R et dérivable sur lintervalle ouvert |a,b[. Il existe un réel ¢ €]a,b[ tel que f(b) — f(a) =
(b—a)f'(c) ou, de fagon équivalente

—a

L’interprétation graphique est assez simple : le segment qui relie les points (a, f(a)) et (b, f(b)) et
la tangeante au graphe de f au point (c, f(c)) sont paralleles. C’est en fait une rotation (élongation)
du théoreme de Rolle. .

Soit f une continue sur [a,b] et F(z) = / f(t)dt sa primitive qui s’annule en a. Alors, en

a
appliquant le théoréme des accroissements finis & F', on obtient :

13



FIGURE 2.3 — 1) Théoreme de Rolle e 2) Théoreme des accroissements finis

Théoréme 2.10 (Théoreme de la moyenne). Soit f une continue sur [a,b], alors il existe ¢ € [a,b]
tel que

b
el LG

La quantité

1 b
5 / f(t)dt est la moyenne de f sur [a,b]. Ce théoreme affirme donc qu’il existe
—al,

une valeur ¢ pour laquel f(c) est la moyenne de f.
Dans la pratique on utilise souvent le théoréme des accroissements finis sous la forme :

Soit f une application continue de I'intervalle [a, b] dans R et dérivable sur l'intervalle ouvert ]a, b].
Soit zg € [a,b]. Quel que soit = € [a,b], il existe un réel ¢, strictement compris entre x et xg, tel que
f(@) = f(zo0) = (z — z0) f'(ca)-

Exemple : On prend f(z) = In(14+x) et z9 = 0. Quel que soit x €] —1, +o0] il existe ¢, strictement
compris entre x et 0 tel que : In(l+z)=In(1+0)+=x

14c,

Corollaire 2.11. (Inégalités des accroissements finis) Soit f une application continue de l'in-
tervalle [a,b] dans R, dérivable sur lintervalle ouvert |a,b[ et dont la dérivée est bornée. Si M est un
réel tel que pour tout x € I on a |f'(x)| < M, alors |f(b) — f(b)| < M|(b— a)|.

C - Caractérisation des fonctions constantes, monotones et stric-
tement monotones.

Théoréme 2.12. Soit I = [a,b] un intervalle de R, J =]a,b[ et une application f : I — R continue
sur I et dérivable sur J.

i. f est croissante (resp. strictement croissante) sur I si et seulement si sa dérivée est positive
sur J (resp. positive et les zéros de la dérivée sont isolés).

ii. f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I si et seulement si sa dérivée est négative
sur J (resp. négative et les zéros de la dérivée sont isolés).

1ii. [ est constante sur I si et seulement si sa dérivée est nulle sur J.

D - Les formules de Taylor

Rappelons que, si f est de classe C! sur [a, b] alors, le “théoréeme fondamental de ’analyse” donne

b
F0) = @+ [ Fya. (2.1)
D’apres le théoreme de la moyenne, il existe ¢ € (a,b) tel que
fb) = f(a) + (b—a)f'(c). (2.2)
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On retrouve ainsi le théoreme des accroissements finis.

Supposons maintenant que f soit de classe C2. Si on écrit f'(t) = 1 x f'(t) et qu'on fait une
intégration par parties dans (2.1) en posant u(t) = f'(t) v(t) =t — b donc u/(t) = f"(t) et V'(t) = 1
on trouve

b b b
O = f@)+ [t =07 0] - [0 wd=f@+ b-af@+ [ b-ned
En utilisant une version plus élaborée du théoréme de la moyenne, il existe ¢ € [a, ] tel que

—a 2
0= prie) (2.3)

Pour comprendre l'intérét de cette formule, prenons b = a + h avec h petit. Dans (2.3), comme
¢ € [a,a+h] et f de classe C' donc f’ continue, f'(c) = f'(a)+¢1 donc f(a+h) = f(a) +hf'(a)+ he;.
(e1 dépend de h et e1(h) — 0 quand h — 0). Le méme raisonnement pour (??) donne f(a + h) =

f(b) = fla) + (b= a)f'(a) +

f(a) + hf'(a) + f” (a) + h%ey. Comme h? est négligeable devant h quand h — 0, cette formule

est plus précise que la précédente. Prenons a nouveau I'exemple du calcul de V1.1 donc f(z) = V/x,

1 ~1/2 2—3/2

fl(z) = NG =5 donc pour @ = 1 et h = 0.1, f(1) =1, f/(1) = 1/2 et
x

f"(1) = —1/4. On trouve donc

1 1(0.1)2
\/1.1:1+7><0.1——( )

=1.04
5 1 2 04875

et on commet une erreur < 6.107° contre 2.10™3 précédemment.
On peut continuer le raisonnement en poursuivant les intégrations par parties et on trouve :

Théoréme 2.13 (Formule de Taylor a 'odre n — 1 avec reste intégral). Soient n > 1 un entier, f
une fonction de classe C" sur I et a,b deux points de I. Alors :

(b—a)

10 = @)+ o) @+ Lo )4+ O e [POZOCE oy (2.0

—a n—1
f(z)(a) 4+ .+ (b(n_)l)'f("_l)(a)

/01(1 — )" L™ (0 + (b — a)t) dt.

On en déduit

Corollaire 2.14 (Formule de Taylor-Lagrange a 'odre n— 1). Soient n > 1 un entier, f une fonction
de classe C™ sur I et a,b deux points de I. Alors il existe un réel c strictement compris entre a et b
tel que :

(b—a)" ! (b—a)”

@)+ -+ ——— " Y(a) +

(b—a)?
2! (n—1)!

F™e)  (2.6)

Example 2.15. Taylor-Lagrange a l'ordre 2 avec a = 0. Quel que soit b €] — 1, +o0], il existe ¢
strictement compris entre b et 0 tel que :

1 v -1 b2 v 2
In(1+ b) = In(1 b - > SN ,
n(l+0) =+ + =5+ g or T 3T ) SRETN R

Corollaire 2.16 (Inégalité de Taylor). On reprend les hypothéses de la Formule de Taylor. Si | f™)(t)] <
M pour tout réel t compris entre a et b alors

b—al"

n!

<M (2.7)

—a)? a1
‘f(b) - (f(a) Fo-af @+ O @ 4t “’(n_)l)!ﬂ"“(a))
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Un certain nombre de re-formulations de la formule de Taylor-Lagrange sont utiles

Corollaire 2.17.
1. on écrit b= a+ h alors si c € (a,b), il existe un réel 0 €]0,1[ tel que c = a+ 0h. La formule de
Taylor Lagrange a l'odre n — 1 (2.6) s’écrit :
pn—1
(n—1)!

fla+h)=f(a)+hf'(a)+ o fP(a) + -+ FD(a) + % M a+0n)  (28)

2. Pour a =0 et h =z, on obtient la formule de Mac-Laurin a l'odre n — 1 :

x? "
f(@) = £(0) +2f'(0) + 5 f2(0) + - + fURO) + o f0 ) (29)

(n—1)!

ou 0 €0, 1].
3. En remarquant que f™(a + 0h) = f™(a) + £(h) on obtien la Formule de Taylor-Young a
lordre n
pn—1
(n—1)!

F V() + % £ (a) + h(h) (2.10)

fla+h) = fla)+hf'(a)+ o D)+ +

ot lim e(h) = 0.
h—0

Ces formules permettent donc d’approcher une fonction par un polynéme + reste. L’ordre de la
formule est le degré du polynéme.

Example 2.18. Taylor avec reste intégral & 'ordre 2 avec a = 0. Pour tout b €] — 1,4+00[, on a :

b? b(b—t)2 2
In(1+b)=b——+ ( )

dt.
2 ")y 2l (141)3

Taylor-Young a l'ordre 2 avec a = 0. Il existe une fonction ¢ telle que :

h2
In(1+h) = h — — + h%e(h), avec lim £(h) = 0.
2 h—0
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E - Exercices

E -1 Exercice corrigé

1. Déterminez les extrema de la fonction f : [0, +o00) — R définie par f(x) = \/564552_53“.

2. En appliquant le théoreme des accroissements finis, montrez que por tout x > 0, arctanz >
x

1+ a2
3. Montrez & I’aide de la formule de Taylor que pour x > 0
2 3 2 3
r x r x
1+ -+ (1+2)? < V1 1+2 -+,
+2 8+12( + ) <Vlt+z< +2 8+12

Soit f définie sur [0, 27| par f(z) = z — 2sin(x). Déterminer les extrema de f sur [0, 27].

[6]

On tire un objet de poids P sur un plan horizontal a l'aide d’une corde a laquelle est appliquée
une force. Si 6 désigne I’angle que fait la corde avec le plan, alors, a la limite de glissement, I'intensité

de la force est donnée par
uP

B psin @ + cos 6

ol i est une constante positive appelée cefficient de friction et ou 0 < 0 < /2. Démontrer que F' est
minimale lorsque tan 6 = pu.

E -2 Théoréme des accroissements finis

Le compteur d’une voiture indique a 14h, 30 km/h. Dix minutes plus tard il indique 50 km/h.
Démontrer qu’a un certain moment entre ces deux mesures 'accélération est exactement de 120 km/h?.

Montrer que pour tout réel x > —1 : In(1 +2) <z

[9]

Montrer que pour tout réel z : e* > 1+

Montrer que pour tout réel z > 0 : sin(z) < x

Montrer que pour tout réel x > 0 :

Encadrer v/ 105 a ’aide du théoréme des accroissements finis.
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E -3 Formules de Taylor

Montrer que pour tout réel x :

|cosaz—1|<§ ,

1. Ecrire la formule de Taylor au point 0 et & 'ordre 9 pour la fonction sinus.

2 xd a2l

72

Montrer que si 'on a 0 < z < % alors P(x) <sinz < P(x) + o
3. Trouver un nombre a > 0 tel que |sinz — P(x)| < 10™° pour tout réel z € [0, al.

4. Soit 6 un angle dans [0,5°]. Quelle est 'erreur maximale commise quand on dit : sinf ~ 6 ?

Soit un réel x € [0, 1]. Estimer l'erreur de I'approximation de v/1 + = par : 1+ g

1. Approximer la fonction z1/3 par un polynoéme de Taylor de degré 2 en a = 8.
2. Quelle est la précision de cette approximation lorsque 7 < x < 9

Ecrire P(z) = 1 4 3z + 52% — 223 sous la forme d’une somme de puissances de (z + 1).

Etablir les inégalitées suivantes :
2 3 2 3

éln(1+x)<x—x—+$—.

o
1. 2 9 P
Ve >0, x + 5 3

2 ' 3(1+x)3
x? "
2. \V/$>0,V’I’LEN*’ €$21+"L’+?+"'+7‘~
mn.

Déterminer un polynéme P de R[X] de degré n > 0 tel que :
P@2)=P2)=-=P"(2) =5
Montrer que ce polyndéme n’a pas de racine dans [2, +00].

1
1. Soit u, = Z(—l)kH%. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction
k=1
x — In(1 + x), montrer que u,, converge vers In 2.

n

n k

T
2. Soit x € R. Déterminer la limite de la suite v,, = Z o
k=0 "

18



E -4 Solution des exercices

1) f est dérivable sur (0,400) et sa dérivée vaut

1

1627 — 1 1
f'@) = 5= ﬁe““w 4 Va8 — 5)etet-oe = 1077~ 10r 4] 5 \/g” T gae? 50,
1 -1 —1/2
Les racines de 162® — 10z + 1 sont 1/8 et 1/2 donc f'(z) = 6l éi&%x / )64"’”2*5”“" donc
x

z |0 1/8 1/2 +o0 |

fllx) ||| + 0 — 0 +
o—9/16 o372

xz) |0 —_— — +00

@ |0 /S N e

donc f a un minimum global en 0, un minimum local non global en 1/2, un maximum local non
global en 1/8.

2) Définissons f sur [0, +oo par f(z) = arctanz de sorte que f'(x)

D’apres le théoreme

T 1422
des accroissements finis, pour tout z > 0, il existe ¢ € (0,z) tel que f(z) = f(0) + zf'(c) donc
arctanx = _r Comme 0 < ¢ < z, 1 + ¢ < 1+ z? et on obtient bien arctanz > _r
1+¢2 1+ 22

3) On pose f(z) = Vi+z = (1 + )2 donc f'(z) = %(1 +2) Y2 ) = —i(l +2)73/% et

3
O (z) = §(1 + )72, D’aprés Mc Laurin & Pordre 2, il existe 0 < ¢ < x tel que

3 2 3
g o) =14 m T T (1)

Atz — 11/2+}1—1/2$_£2}1—3/2+ x
2 2 8 12

2 4 318
3 3 3
Mais, comme 0 < ¢ < z, %(1 +2)7%? < %(1 +0)7%? < %
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3 Développements limités

A - Notion de développement limité

Définition 3.1. Soient n > 0 un entier, I un intervalle ouvert, xg € I et f une fonction définie sur I
. On dit que f admet un développement limité a I’ordre n en xg si il existe des réels ag, ai,...a,
tels que

f(zo+h) = ap + arh + ash®* + - - + a,h™ + h"e(h)  avec lime(h) =0 (3.1)

h—0

Remarques :

n
1. Le polynome P(h) = Z arh® s’appelle la partie réguliere du développement limité.
k=0

2. On dit que la fonction h — h"e(h) est négligeable devant h" et on écrit parfois a la place de
h"e(h), o(h™) (lire : petit o de h").

3. Lorsque zg = 0 et h = = le développement limité & l'ordre n en 0 de f s’écrit

f(x) = ap + a1z + agx® + - + apa™ + 2"e(2) avec lig%) e(x) =0 (3.2)
x

4. Si f admet une dérivée d’ordre n en xg la formule de Taylor Young :

h2 hnfl R
J(@o+h) = f(wo) + hf'(wo) + 5 [P (wo) + -+ e fO 7D (o) + 5 1 (o) + h"e(h)
2! (n—1)! n! (3.3)
ou lime(h) =0.
h—0
. . o F®) ()
fournit le développement limité de f en zg. On a ax = g pour k=0,...,n.
Exemple : En appliquant la formule de Taylor Young en xg =0a f: z +— Tz on obtient :
1
T =l-az+a? -2+ +(=1)"2"+2"(x)=1-z+2°> -2+ -+ (=1)"2" + o(z")
x

B - Propriétés

Théoréeme 3.2. Si la fonction f posséde un développement limité a [’ordre n au point xg, ce dévelop-
pement est unique.

Corollaire : Si la fonction f admet un développement limité & ’ordre n en 0

flz) = i apz® 4+ 2"e(x) (3.4)
k=0

n
alors sa partie réguliere P(z) = Z arz® est un polyndme pair (impair) si f est une fonction paire
k=0
(respectivement impaire).
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Propriété 3.3. Soient I un intervalle ouvert, xg € I et f une fonction définie sur I.

1. La fonction f est continue en xq si et seulement si elle posséde un développement limité a ’ordre
0 en ce point. Dans ce cas le développement limité est

f(zo+h) = f(xo) +(h) avec lime(h) =0 (3.5)

h—0
Application : Prolongement par continuité d’une application non définie en xgy. Voir Ezercice 35.

2. La fonction f est dérivable en xqy si et seulement si elle possede un développement limité a
l’ordre 1 en ce point. Dans ce cas le développement limité est

f(zo+h) = f(zo) + hf'(z0) + he(h) avec %1_% e(h)=0 (3.6)

Théoréme 3.4. Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction continue sur I et F' une primitive
de f sur 1. Si f admet au point xqo le développement limité

f(zo+h) = ap + arh + agh® + - -- + a,h™ + h"e(h)  avec lim £(h) = 0 (3.7)

alors F' admet au point xg le développement limité

2 hn+1

h
F =F 4. "
(xo+ h) (x0)+aoh+a12+ +a n 1

+ A" ey (h) avec limey(h) =0 (3.8)
h—0

Exemple : f: z+— est continue sur I =] — 1,1[ et F': =+ In(1 + z) est une primitive de f

1+
sur 1. On déduit du développement limité de f en 0 a ’ordre n celui de F en 0 & 'ordre n + 1 :
L z n il n+1 x2 $3 nxn+1 n+1
In(1 =In(140 — (-1 —r— 42 4(—1
n(l4+z) =In(14+0)+z 5 T3t +(-1) n+1+0(a: )==x 2+3+( ) n+1+0(az )

Théoréme 3.5. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe C" sur I. Si f admet
au point xg le développement limité

f(zo + h) = ap + arh + ash® + - - - + a,h™ + h"e(h) avec lime(h) =0 (3.9)

h—0

alors f' admet au point xq le développement limité

f'(zo + h) = a1 + 2azh + 3azh® + - - - + na k™t + " ey (h) avec %{)I%) e1(h) =0 (3.10)

1
Exemple : f: z+— T est de classe C" sur I =] — 1, 1[. On déduit du développement limité de f
T
en 0 & I'ordre n celui de f' en 0 & ordre n — 1 :

1
f(z) = “Ara2 = 1422 —-32° 4+ (=1)"nz""1 +o(z")
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C - Développements limités des fonctions usuelles en 0.

2 n
- Tyt n
e TR T +n!+0(a:)
.%'2 l’4 2n )
j— PR — DR n
ch(z) =1+ o1 + 1 +-+ (2n)! + o(z"")
.TS x2n+1
— R (2n+1)
sh(z) =2 + TR Gn 1) + o(x )
e a2 o
cos(m)zl—g—i-ﬁ—i--'wi-(—l) (2n)!—|—0($ )
; ( ) a’ + +( 1)n p?n + ( (2n+1))
sin(z) =2 — — 4+ (-1)"—— + o(x
3! (2n+1)!
-1 -1)...(a«— 1
(1+x)°‘:1+ax+a(a2' )x2+---+a(a ) '(a nt )x”—i-o(x")
! n!

1
1_x=1+x+x2+--~+x”+0(x")

1 2 3 n,n n
1+x:1—m+x —z7+ -+ (=1)"2" + o(z")

2 n

ln(l—x):—x—%—"‘—%—ko(:c")
In(l+2) o — 2+ 2 g (<11 ofan)

n r)=r— —+—+ -+ (- — +o(x

2 3 n
D - Opérations sur les développements limités

Soient f, g deux fonctions qui admettent en 0 les développements limités a l'ordre n suivants

f(@) = ap + a1z + azaz® + - + a,2" + o(2")
g(x) = by + by + boa® 4 - + by + o(z")

On note P(z) = ag + a1z + asx® + - - - + anz™ et Q(x) = by + by + box® + - - - + by

e f 4+ g admet en 0 un développement limité & I'ordre n donné par :

(f +9)(x) = f(2) + g(x) = P(z) + Q) + o(z")

e fg admet en 0 un développement limité a ’ordre n donné par :

(f-9)(x) = f(z).9(x) = R(x) + o(z")

ot R(x) s’obtient en développant le produit des polynémes P(x).Q(z) et en ne gardant que les termes

de degré inférieur ou égaux a n.

e Si by # 0 alors i admet en 0 un développement limité a ’ordre n que I'on obtient en effectuant
g

la division suivant les puissances croissantes de z jusqu’a Uordre n de ag + a1z + asz® + - - - + a,xz™ par
0 n

bo + b1z + box? + -+ + by

e Si by =0 alors f o g admet en 0 un développement limité a l’ordre n. On a :

(fo9)(z) = ao + a1[Q(@)] + a2[Q*(x)] + -+ + an[Q" (2)] + o(a™)

ot [Q%(z)] désigne le polynoéme obtenu en développant le produit Q*(z) et en ne gardant que les

termes de degré inférieur ou égaux a n.
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Exemple :

On note P(z) =1+

flz) =

g(z

x
,+—+

1!
2

1‘2

x
-ﬂ+1+—+—+—+—+d

xS

Développements limités en 0 & 'ordre 5 :

3

T 4

T 5

3! ")

5

51

X

)=sinz =z — = + = + o(z")

2 583
TR

ZC5

4

4

oc” —1—sm1:—1—|—2:n—{—x——|—x——|—2——|—0(

ec’sinz

o(exp o sin)z

Exemple :

croissantes de = jusqu’a ’ordre 5 de x —

D’ou :

4!

X (11‘2

TR
25
3! T 5

x—l—x +§:v

eSln$
SES
TR}

.7}5

5

e 5'

1+

1
T

6

2

73

3

3
T

T
[B-g‘f‘

1
1+ [

1
l1+2+ -z

51

3 4

T T

3! 5!
3

T
3|

L 5
3090 +0( )

+x |x —

+o(a®)

75

T

1
2

4

3 0

51

1

5

+5|
2_ .4

8

1
15

3!

MR

3!
5

+x—etQ

51

%)

.CE5
TR B ey

[x

x2

+7

3

x———i—

3!

X

3!

5

x T
——l——parl

5!

3
T— o+

51

(x) =

3

— 2% + o(z”)

Obtention du développement limité a ’ordre 5 de tan x par division suivant les puissances

.T2 .’E4 0.
Stat

2 2t

1—- =+
2 "4

+x3+2x
42
3 15

i NN
anxr = —_— -
15
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E - Exercices

E -1 Exercices corrigés

14 22
1. DL | .
3(0)(16 n<1+$>

2

z 1
. DLg(0 de/
6() x \/1—|—t2

3. DL4(0) de 1/ cosx.
4. DL,(0) de arctan x.

5. Déterminez lim (1 — 22 + sin x arctan z)
z—0t

[\)

dt.

1/x*

E -2 Calcul de développements limités

a. Ecrire le développement limité de v/1 + x a 'ordre 3 au point 0

b. Ecrire le développement limité de In(z) a 'ordre 3 au point 1 puis au point 5.

Ecrire le développement limité de exp(z — 1) & lordre 3 au point 0. En déduire le développement
limité de exp(z) a 'ordre 3 au point -1.

1
Ecrire le dévelopement limité de m a lordre 3 au point 0. En déduire le développement
x
limité de 1/x & l'ordre 3 au point 2.

Ecrire le dévelopement limité de In(1 + (z/e)) a ordre 2 au point 0. En déduire le développement
limité de Inx & l'ordre 2 au point e.

Pour tout réel x on pose f(z) = In (:c + Va2 + 1). Calculer f'(x). En déduire le développement
limité de la fonction f a l’ordre 5 au point 0.

0 St x>0
Soit f : R — R définie par f(x) =

e /e st x>0
a. Montrer par récurrence qu’il existe un polynéme P,(x) tel que pour z > 0 , F) (x) =
Pn(l') e—l/x

xQn

b. Calculer lim+ £ (). En déduire que f est de classe C* sur R et que pour tout n, £ (0) =0.
z—0

c. Ecrire la formule de Mac-Laurin de f a l'ordre n en 0. Que peut-on dire du développement
limité de f en 07
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Déterminer le développement limité en xy a 'ordre n des fonctions :

x— e’ (zg=1); x — cos(z) (xg=m/4).

Montrer que la partie réguliere d’'un développement limité en 0 d’une fonction paire ne contient
que des termes de degré pair.

Ecrire le développement limité en 0 a l'ordre indiqué entre parentheses des fonctions suivantes :

x — e* +cosz (4); r — (2z + 1)sh(z) (6); x—e“ln(l+z) (3);

x — tanz (5); lnil_—xzc) (4); $_>1+131+:E2 (5);
x — In(cos(z)) (4); z — ST (4); x — y/cosz (4)
x — (1+1$)4 (n); x — arctan(z) (n); z — In(—2® 4+ 2 + 6) (6)

Déterminer le développement asymptotique en 0 a l'ordre 3 de :

1 cosx

W =gz ¢+ PO gas

1
Déterminer le développement limité en +o0o0 jusqu’au terme en — de :

23
5 z? + 2 z? — 227 + 2z + 2
filz) =V1+a?; foz) = ; fa(z) =
r—1 rz—1
E -3 Applications
Calculer les limites suivantes :
2o / o —z2
1. lim w ; 2. lim (z—2?In(1+1/2)); 3. lim VBT S ;
=0z — sinx z—+00 a—0  (sinx)?
2(ch —2 * 1 1
4.l 2h)cosz =2 0 = o).
20 xt z—0'sinz 2 =z

Soit f la fonction définie par f(z) = In(z? 4 2z + 2).

Etudier la fonction f au voisinage de 0 en précisant bien la tangente a la courbe en ce point, ainsi
que la position de la courbe par rapport a cette tangente.
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1 1
Soit f la fonction définie par f(z) = — — .
r tanz

1. Montrer que I'on peut prolonger f en 0 par continuité.

2. Montrer que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0 et préciser
la position de la courbe par rapport a cette tangente.

Soit f la fonction définie par f(x) = Inz.

Montrer que la courbe de f admet au point d’abscisse 1 une tangente que I’on déterminera. Préciser
la position de la courbe par rapport a cette tangente.

Etudier les branches infinies des courbes d’équation :

— 2 -t . _ 1 .
=z+Va*t—1; y—1+61/r, y=e% Jx(x+2);

DS 2007

On se propose de trouver un développement asymptotique & deux termes en 07 de

fa) = !

(tan (z))%sin (x)

1. Trouver la limite de f(x) et de 23 f(z) en OV,
2. Trouver le développement limité de z°f(z) & 'ordre 2 en 0.
3. En déduire le développement asymptotique & deux termes de f(x) en ot.

E - 4 Exercices avec des équations différentielles

DS 2007

On se propose de trouver le développement limité a 'ordre 9 en 0 de la fonction dérivable tangente
hyperbolique tanh(x) exclusivement par la méthode de ’équation différentielle.
1. Montrer que tanh vérifie I’équation différentielle

2. Donner les raisons pour lesquelles tanh admet un développement limité de la forme
tanh(z) = = + az® 4 ba® + ca” + dz® + 2% (z)

ou a, b c et d sont des constantes réelles et £1 est une fonction nulle et continue en 0.
3. Donner les raisons pour lesquelles (tanh)’ admet un développement limité de la forme

tanh’(z) = 1 4 3az?® + 5ba? + Tea® + 9da® 4 2% (x)

ou €9 est une fonction nulle et continue en 0.
4. Trouver le développement limité & 'ordre 9 en 0 de tanh(z).

On considere la fonction f : R — R donnée par

(@) = Argshz

V1422

1. Montrer que f satisfait I’équation différentielle

(x2 + 1) v (z) +zy(z) =1.

2. En déduire le développement limité a l'ordre 7 de f en 0.
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E-5 Solutions des exercices
3

1+ a2 3
1) On écrite In ( 1—:2 > =In(1+42%) —In(1+2z)= -z + 51’2 — % + o(z?).
1 2 3t v 1 z® 3P
2 =1+ V=1 — 4o d01rlc/7dt:x——+—+om6 et
)1+t2( ) 2 8 ) 0o V1+1t2 6 a0 T
| | | R
dt:/ dt—/ dt = —z 42"+ — — — —— + —— + o(z").
/x V14t 0o V1+1t2 0 V14t 6 6 40 @ 40 (@)
2 4 2 4
1
3)Cosx:1—%+%+o(:v4),mzl—t+t2+o(t2).Onposet:—%+%+o(:c4)eton
trouve )
1 T 5 4 4
=14+ —4+ = .
CoS T + 2 +24ac + o)
4) arctan’(z) = ! =1—a? 42"+ -+ (=1)"2® + o(2®) donc arctan(m):x—x—?)—i—xj—i—
1+ 22 3 5
p2n+ -
(1) .
+ ( )2n+1+0(:c ) 2 3
In(1 — i t
5) (1 — 2% + sinz arctan )'/*" = exp n(l—a”+ s14nxarc an:p). Mais sinz = = — % +o(z?) et
x
3
arctanaz:::c—%+o(x4) donc
3 3 4
—2? 4 sinz arctan z = <:c— %) (a:— x3> — 22 +o(z?) = —%
In(1 — 22 +si t 1 1
puis In(1 +¢) =t + o(t) donc n(l-e —l—slnxarc an z) =3 +o(1) — 5 et
x

1zt _ el/2 — Ve.

lim (1 — 2% 4 sin z arctan x)
z—07t
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4 Fonctions vectorielles

A - L’espace vectoriel normé R"

A -1 Espace vectoriel

Soit n > 2, on note R™ I’ensemble R x R x ... R (n facteurs).

On définit sur R"™ deux opérations : une addition et une multiplication par un scalaire.
e [’addition :

Pour (x1,x2,...,2,) € R" et (y1,y2,-..,Yyn) € R" on pose

(IlaJ:Zu” . ,CCn) + (yl,y27~-,?/n) - (1:1 ‘|‘3/17332 +y2a" < In +yn)
On vérifie que cette addition est commutative et associative, admet 1’élément neutre
0=(0,0,...,0) et que chaque élément (z1,z2,...,z,) admet un opposé (—x1, —x2,..., —Tp).
e La multiplication par un scalaire :
Pour A € R et (21, z2,...,2,) € R" on pose

Mz, x, ... xn) = (Ax1, Aza, ..., Axy)

qu’on note aussi \.(x1,Z2,...,Tp).

On vérifie que si A, p sont des réels et @, ¥ des éléments de R™, alors

a. AU+ 7) =\ + AU

b. (A4 p)d = i + pa

c. (AU = A(ui)

d. 1.4 =4.

e R™ muni de ces deux lois s’appelle un espace vectoriel sur R. Les éléments de R" s’appellent des
vecteurs et ceux de R des scalaires.

A -2 Bases
Définition 4.1. Soient m vecteurs €i, €3,..., €, de R™. (€1,€3,--- ,epm,) est :
m
i. un systeme libre si pour x1, ..., x,;, des réels, ine} = 0 implique 1 = ... = .
=1
m
ii. un systéme générateur si pour tout 4 € R", il existe x1,...,x,, des réels, tels que Z i€ = 1.
i=1

iii. une base de R" si, et seulement si, tout vecteur @ € R" peut s’écrire de fagon unique sous la
n

forme 4 = E z;€; ou les x; sont des réels.
i=1
On peut vérifier que (€1, €3, - - , en,) est libre si tout vecteur @ € R™ qui peut s’écrire sous la forme
) ) )
n

U= g x;€; s’écrit de facon unique sous cette forme. Ainsi, une base est un systeme libre et générateur

i=1
Proposition 4.2.

i. Un systéme libre de R™ a au plus n vecteurs et s’il a exactement n vecteur, c¢’est une base.

1. Un systéeme générateur de R a au moins n vecteurs et s’il a exactement n vecteur, c’est une
base.

Dans R?, on a de fagon équivalente : Soient i = (a,b), ¥ = (¢, d) deux vecteurs de R?. (i, ¥) est
une base de R? si, et seulement si,

det(u, 7) = =ad—bc#0.

a ¢
b d
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A -3 Norme, Produit scalaire, Produit vectoriel

Quelques rappels de définitions :
e Pour @ = (x1,...,2,) € R" on pose

l@ll = /a? + 23+ +a?

L’application 4 — ||| s’appelle la norme euclidienne sur R™.

o Pour @ = (z1,...,2,) € R" et ¥ = (2,...,2) € R" le produit scalaire usuel sur R” est défini
par :

n
e dd / / /
UV = E 1T + x2xy + -+ - + TpT,
1

1l vérifie : ||@|| = Vi.d
e le produit vectoriel des vecteurs U et U de R? est défini par le vecteur :
— — —
UNY =Wz —29) 0 + (22 —22) ] + (2 —ya') K.

A -4 Plan et repeéere

Un repére du plan est la donnée d’un point O (origine), et d’une base (;, 5) de R?. Etant donné un
point M quelconque du plan, on appelle coordonnées de M dans le repére (O,f, J), les coordonnées

du vecteur OM dans la base (;, j)

Un élément (z,y) de R? peut donc étre vu, soit comme les coordonnées d’un point du plan, soit
comme les coordonnées d’un vecteur de R2.

B - Fonctions vectorielles

Définition 4.3. On appelle fonction vectorielle d’une variable réelle une application F d’une partie
I de R dans R"

F:I—R"
t— (f1(t), f2(t), -, fu(1))
Les fonctions numériques f1, fo, ..., fn définies sur I C R, s’appellent les fonctions coordonnées de F

dans la base canonique de R".

Remarque : Dans les exercices I sera un intervalle non réduit & un point ou une réunion finie
d’intervalles non réduits & un point et n =2 ou n = 3.

On peut aussi définir les fonctions coordonnées de F dans une autre base de R™ que la base
canonique.

Exemple: F: R — R? Onaalors fi: R —R Jet fo: R —R
t — (e, sint) t — e t —sint
F peut s’interpréter comme une fonction qui associe a tout temps ¢ un point M; du plan d’abscisse
el et d’ordonnée sin t.
F peut aussi s’interpréter comme une fonction qui représente au cours du temps les variations du
vent a Bordeaux.

B-1 Définitions

On peut définir les notions de limite, continuité et dérivabilité comme cela a peut-étre été fait au
semestre 1 pour les fonctions de R dans R.
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Définition 4.4. Soient ty € R et F : I —s R” une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg
sauf, peut-étre, en ¢y et L € R™.
On dit que F' a pour limite L en ty et on écrit li L F(t)= L, si
0

o
Ve>0, Ip>0:ve el (|t—to| <n=|F(t)- L] <e)
Définition 4.5. Soient tg € R et F : I — R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg
On dit que F est continue en tg si tlir? F(t) = F(to).
—to

Autrement dit F est continue en to si

Ve>0, In>0:vt el (|t—to] <n=|F(t) — Flto)] <e)

Définition 4.6. Soient tg € R et F : T —s R” une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg
et L € R"™. On dit que F est dérivable en ¢y, de dérivée L si

—

F(t) — F(to) 7
t—to t— to

Le vecteur L se note F/(t).

Définition 4.7. Soit F : I — R"™ une fonction vectorielle. On dit que F est dérivable sur I si F

admet une dérivée en tout point de ty € I. La fonction Fit— F (t) s’appelle la fonction dérivée de
F.

B - 2 Définitions équivalentes

Théoréme 4.8. Soient to € R et F : I — R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg

sauf, peut-étre, en tg. On note f1, fa,..., fn les fonctions coordonnées de F dans une base de R™ et
L € R"™ de coordonnées (l1,...,l,) dans cette base.
Alors lim F(t) = L si et seulement si lim f;(t) =1; pouri=1,...,n.
t—to t—to

Théoréme 4.9. Soient F : I —> R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg et
f1, fo, ..., fn les fonctions coordonnées de F'. La fonction vectorielle F' est continue en ty si et seule-
ment si chacune de ses fonctions coordonnées est continue en tg.

Théoréme 4.10. Soient F : I — R" une fonction wvectorielle définie sur un voisinage de ty et
f1, fo, ..., fn les fonctions coordonnées de F. La fonction vectorielle F est dérivable en ty si et seule-
ment si chacune de ses fonctions coordonnées est dérivable en tg.

Si F est dérivable en to alors, F'(to) = (fi(to), ..., f.(t0)).

Exemple : f] et fo sont dérivables sur R, donc F est dérivable sur R, et on a :
Vvt €R, F/(t) = (e, cost)

Théoréme 4.11. Soient F : I — R™ et G : [ — R deux fonctions vectorielles dérivables et A € R
un scalaire. ,

— F + G est dérivable et (F—i— G) =F +G

— AF est dérivable et (/\ ﬁ), = \F

— F.G est dérivable et (ﬁ@), —F.G+F.G

— — — =\ / —

— F A G est dérivable et (F/\G) =F' NG+

Théoréme 4.12. Soient F : [ — R™ et @ : I — R deux fonctions dérivables.
- =\ / — -
p F est dérivable et (go F) = F+pF
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C - La formule de Taylor-Young.

Définition 4.13. Soit F' : I — R" une fonction vectorielle dérivable sur I. Si la fonction vectorielle
F" est dérivable sa dérivée se note F” ou encore FPet on I'appelle la dérivée seconde de F.Si F
admet une dérivée d’ordre n, ]3("), qui est dérivable on note sa dérivée Ftl)

Si F'=(f1,...,fs) admet une dérivée d’ordre n, alors F"") = (fl(n), o

F est de classe C™ sur I si elle admet une dérivée d’ordre n sur I et que celle-ci est continue sur 1.

Théoréme 4.14. Soient a un réel et F : I — R™ une fonction vectorielle définie sur un intervalle
ouvert I contenant a et qui admet une dérivée d’ordre n en a alors

2 n—1
F(a+h) = F(a) + hF'(a) + h—F(z)(a) +- 4 (:_ ol

B hn
(n=1) ey 2l nz
51 F (a) + py F\"(a) + h"e(h)

Exemple : f) et f; sont de classe C™ sur R, donc F € C*°(R), et on a :
VneN, VteR, F®(t)= (e, sin(t+ %))

D’otu la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 en O :

2
F(h) =F(0) +hF'(0) +h—F<2>(0) +h2%(h) ou lim &(h) = 0.

2! h—0
1 1 2|1 9.

On obtient la méme formule en utilisant les développements limités en 0 & U'ordre 2 de f; et fo.

31



D - Exercices

- —
Le plan vectoriel R? est muni de la base canonique (

L’espace vectoriel R? est muni de la base canonique (i,7,

(Exercice corrigé) Donnez le DL3(0) de la fonction F : R — R® donnée par F(z) =
( (1 + a:2> 1 )
In , ,arctanz |.
1+ CoS T

Dans R? on considére les vecteurs @ = (1,2) , ¥ = (2,3).

1. Montrer que (#, %) est une base de R?.

2. Dessiner un exemple de point M tel que, dans le repeére (O, @, ¥), son abscisse soit positive, et
son ordonnée négative.

3. On note A le point de coordonnées (3,—1) dans le repere (O, i, ;) Dessiner un exemple de
point M tel que, dans le repére (A, @, ¥), son abscisse et son ordonnée soient positives.

Soient F et G deux fonctions vectorielles de R dans R® définies par
o — - = - — — —
F(t) =costi +sintj +tk , G(t) =costi —sintj — 2tk
Déterminer F + G, 3F, F.G, |F+G|, FAnAG.

sint

Soit F : t — (cost, T,te%).

1. Montrer que F admet une limite en 0.
2. Montrer que F' est dérivable sur R* et calculer F'.
3. Exprimer les coordonnées de F dans la base (7 = (1,1,0),7 = (0,1,1),% = (1,0,1)) de R>.

Déterminer la limite de la fonction vectorielle

- cost sint cht
F(t) = (=222 222 =2°
*) (sht7 sht’sht)

lorsque t tend vers +oc.

Soient ¢, un réel et F une fonction vectorielle de R dans R? définie par
= — s
F(t) =costi +sint j
1. Démontrer que F'(t) est un vecteur de norme 1, orthogonal a F(ty).

2. Déterminer les dérivées successives de F'.

Soient F(t) =t7 — 27, Gt)=>17 + =

T
Q

Déterminer sur R* les dérivées des fonctions F' + G, | E||.
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47]

ﬂ 1
%mmﬂw:??—gj, k(t) = 12.

Déterminer sur R* les dérivées des fonctions kF et F o k.

48]

Ecrire le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de t = 0 de la fonction vectorielle

—

F(t) = (sint,tsin t,12sin t)
Déterminer E(0), F'(0), F(0), F®)(0).
49

Soient I C R un intervalle et F:J —s R2 une fonction vectorielle dérivable sur I.

t— (f1(t), f2(1))
Pour ¢ € I on note g(t) = ||F(t)|%.

1. Montrer que ¢'(t) = 2F"(t).F(t).

2. Si le module du vecteur F(t) est constant que peut-on dire du vecteur F’(t)?

D-1 Solution de ’exercice

On a calculé dans le chapitre précédent

1 2 3
ln< Rk ) :—x+§x2—x—+o(a:3).

1+
1 22 5, 4 x 3
=14 =+ — =1+ = .
p— + 5 +%4x + o(x") + 5 + o(x?)

— arctan(z) = x — 5 + o(z?).

Il en résulte que

F(z) = (1,0,0) + (—1,0,1) + 2%(3/2,1/2,0) + 23(—1/3,0, —1/3) + o(z?).
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5 Arcs plans paramétrés

A - Arcs plans paramétrés

Définition 5.1. On appelle arc paramétré du plan R? tout couple (I, ﬁ) ou I est un intervalle de R
et F une fonction vectorielle continue de I dans R2.

e [’image F (I) C R2, s’appelle le support de larc. Ce support s’appelle aussi une courbe paramé-
trée du plan.
x(t)
y(t)

e Lorsque I = [a,b] est un intervalle fermé borné, on dit que larc (I, ﬁ) est un arc paramétré
compact, ou encore chemin; Les points ﬁ(a) et ﬁ(b) de R? s’appellent origine et Pextrémité du
chemin.

e Lorsque F est de classe C¥, on dit que 'arc paramétré (I, F ) est de classe CF.

Le systeme d’équations : { est appelé une représentation paramétrique de cette courbe.

Définition 5.2. Soient ([, ﬁ) un arc paramétré et M € R? un point de son support S = ﬁ(I) M est
un point multiple il existe au moins 2 éléments distincts ¢ et ' de I tels que F(t) = F(t).

Par exemple un point géométrique M (t1) = (x(t1),y(t1)) est un point double s’il existe une valeur
to # t; telle que M(t1) = M(ts).

x(t1) = x(t2)

x
On cherche donc un point double en résolvant le systéme
{ y(t1) = y(t2)

B - Paramétrage de courbes usuelles

La droite passant par A = (g, o) et dirignée par 4 = (a,b). On peut la paramétrer de la fagon
suivante
x(t) = wo+at

- B L fa()
M—($(t)vy(t))_A+tu_{y(t) = yo+bt

Le cercle de centre C' = (xg,yp) de rayon r. On peut la paramétrer de la fagon suivante

= x9+rcost

M = (x(t),y(t)) = C + r(cost,sint) = {x(t§ et rsint

y(t

o - (z—0)* | (y—wo)? ) z(t) = x4+ rcost
? —
Plus généralement, 'ellipse 2 + 02 = 1 peut se paramétrer par yt) = yotrsint’
L’hyperbole z? — y* = 1. Elle se découpe en deux branches : © > 0 et < 0 qui peuvent se
) : x(t) = cosht xz(t) = —cosht
paramétrer respectivement par {y (1) = sinht {y () = sinht ’ teR.
C - Etude locale en un point

Commencons par tracer ’arc paramétré

{;Eg _ f; te[-1,1]

ou p, q sont des entiers avec p < ¢. Remarquons que x (resp. y) a méme parité que p (resp. q) et
qu’il suffit donc de tracer I’arc pour t € [0, 1]. Mais, quand ¢ > 0, x = t¥ équivaut a t = 2P et donc
0,1 — R

oyl Comme ¢ > p,

y=1t!= 29P. Cette partie de ’arc est donc le graphe de la fonction

34



a) p impair ¢ pair b) p impair ¢ impair

,ox(—t) = —x(t) L x(—t) = —x(t)

Symetrie y(—t) = y(t) symetrie (—t) = —y(t)
partie t € [0,1] : ) p pair ¢ impair d) p pair ¢ pair
graphe de y = 2P/4,
(p/q>1)

ox(—t) = z(t) . x(—t) = x(t)
Symeétrie symétrie
Ty = =y Ty =y

FIGURE 5.1 — Les principales symétries usuelles d’une courbe

q/p > 1 on obtient une courbe “d’aspect parabolique”. La partie ¢t € [—1,0) s’obtient a l'aide des
symétries :

—

Définition 5.3. Soit (I, F') un arc paramétré du plan, tg € I et C sa courbe paramétrée. Pour t € T
on note M(t) le point F(t) . On suppose que pour ¢ proche de to et distinct de to, M(t) # M (to).

M (to) M (t
1M (0) M (5]
on dit que C admet en M (tJ) (resp. M(t;)) une demi- tangente qui est la demi-droite d’origine M (t)
et de vecteur directeur cette limite.

e Si ces limites sont égales ou opposées, on dit que C' admet en M (tp) une tangente qui est la
droite portant les deux demi-tangentes.

e Si le vecteur unitaire admet une limite lorque ¢ tend vers tar (respectivement ¢ ),

Théoréme 5.4. Si F est dérivable en to et ﬁ'(to) % 0 alors la courbe admet en ty une tangente de
a'(to)
y'(to)

vecteur directeur F'(tg) . L’équation de la tangente d la courbe en M (ty) est

(y — y(to))a' (to) = (x — z(t0))y'(to)

Lorsque F'(tg) # 0, le point M (ty) est dit régulier. Lorsque F'(to) = 0, le point M(to) est dit
stngulier ou stationnaire.

Propriété 5.5. Soit (I, ﬁ) un arc paramétré du plan de classe CF, to € I et C sa courbe paramétrée.
Si un au moins des vecteurs dérivés successifs F'(to), E"(to), ..., F®) (o) est non nul alors C admet
en M(ty) une tangente dirigée par le premier vecteur dérivé successif qui soit non nul.

En notant p le plus petit entier > 1 tel que F®) (to) # 0 Uéquation de la tangente d la courbe en M (to)
est donc

(y = y(t0)2® (to) = (z — z(to))y ™ (to)

Théoréme 5.6. Soit (I, 13) un arc paramétré du plan de classe suffisante, to € I et C sa courbe
paramétrée ; soit

e p le plus petit entier > 1 tel que F®) (to) #0

e g le plus petit entier > p tel que (ﬁ(p) (to),ﬁ(q) (to)) soit une famille libre.
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Si on note (X(t),Y(t)) les coordonnées du point M(t) dans le repére (M(to),ﬁ(p) (to), F® (to))

olors
(t —to)?

p!

(t—to)?

X(t) ~ p

Y (t) ~

Ceci permet de tracer localement (au voisinage de M (tp)) la courbe dans ce repére :

FI\H.’LID..I f'\‘in’l‘ltl:l,l
F
b,
- (8
FIGURE 5.2 — Si p est impair et q est FIGURE 5.3 — Si p est impair et q est
pair M (tg) est un point ordinaire impair M (tp) est un point d’inflexion

F
(ta)
FIGURE 5.4 — Si p est pair et q est im- FIGURE 5.5 — Si p est pair et q est pair
pair M (ty) est un point de rebrous- M (tp) est un point de rebroussement
sement de premiere espece de deuxieme espéce

On peut comparer cette figure a la figure 5.1.

D - Etude des branches infinies

Soit f : I — R? un arc paramétré du plan de fonctions coordonnées z(t) et y(t), C' sa courbe
paramétrée et top un nombre appartenant & I ou une extrémité de I (dans ce cas on peut avoir
to = :EOO).

1. Sil’une au moins des fonctions coordonnées z(¢) ou y(t) ne reste pas bornée lorsque ¢ tend vers
to, on dit que C' présente une branche infinie quand ¢ tend .
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2. Si tligl xz(t) =aoua € R et tlingl y(t) = oo, on dit que C admet pour asymptote la droite
0 —tlo
verticale d’équation z = a. De méme si tlin;l x(t) = £oo et tlir? y(t) =boub € R, alors C' admet
—to —to
pour asymptote la droite horizontale d’équation y = b.

3. Si les fonctions coordonnées z(t) et y(t) tendent vers U'infini lorsque ¢ tend vers ¢y on étudie la

t
limite du rapport & lorsque t — tg
x(t)
t
(a) Si tli_gl yEti = 0 on dit que C' admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.
0ox
t
(b) Si tlingl yét; = 400 on dit que C admet une branche parabolique de direction ’axe des
—to T
ordonnées.
t
(c) Si 1tlinl? ygti = a ou a est un réel non nul on dit que C' admet une direction asymptotique
—to T

de direction la droite d’équation y = ax. On étudie alors tli_glo y(t) — ax(t).

— tli_}r% y(t) — azx(t) = oo, on dit que C' admet une branche parabolique de direction la
droite d’équation y = ax.

— tli_gt y(t) — ax(t) = b, on dit que C' admet pour asymptote la droite d’équation
y = ax + b.Dans ce cas la position de la courbe par rapport & son asymptote est donnée
par I’étude du signe de y(t) — ax(t) — b lorsque ¢ tend vers t.

E - Plan d’étude d’un arc paramétré

T =x(t
On considere C une courbe de représentation paramétrique { Et; ,tel
y=y

E -1 Intervalle d’étude

1. On détermine les domaines de définition qui sont en pratique des intervalles ou des réunions
d’intervalles, et I’ensemble de définition D est l'intersection des domaines de définitions de x
et de y.

2. On recherche si des considérations de parité ou de périodicité permettent de réduire le domaine
d’étude. Par exemple :

— il existe une période commune 7 € R™ & z et & y, la courbe est entiérement décrite par
I’étude sur un intervalle de longueur 7.

— On cherche ensuite des changements de parametre ¢ qui induisent des transformations géomé-
triques simples. Par exemple : o :t+— —t,oup:t—m—t, ou p:t— 7+t etc......

z(p(t)) = z(t) z(p(t)) = —z(t)
y(p(t)) = —y(t) y(e(t)) = y(t)
sym / axe Ox, sym/ axe Oy,
z(p(t)) = —x(t) z(p(t) = y(t)
y(p(t)) = —y(t) y(p(t)) = z(t)
symétrie centrale symétrie par rapport
a la diagonale y = x
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E - 2 Etude des fonctions coordonnées

On étudie les variations des deux fonctions numériques z et y.
Les résultats sont consignés dans un tableau de variation comportant :
— Les valeurs intéressantes de t,
— Le signe de 2/(t), et ses valeurs aux points intéressants ( pour la tangente)
— Le signe de y/(t), et ses valeurs aux points intéressants ( pour la tangente)
— Le sens de variations de z(t), ses limites et ses valeurs aux points intéressants,
— Le sens de variations de y(t), ses limites et ses valeurs aux points intéressants
y'(t)
a'(t)

— Il est parfois utile de considérer , qui est le coefficient directeur de la tangente a la courbe

dans le cas d’un point régulier.

3 Etude de la courbe C.

&=

Détermination des branches infinies et de leur nature.

—

2. Détermination des points singuliers, de leur nature, et de ’allure de la courbe au voisinage de
ces points.

3. On peut étre conduit a rechercher des points d’inflexions ou des points multiples.

4. Allure de la courbe.
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F - Exemple

12
z(t) =
Soit T' la courbe plane définie par la paramétrisation Q l— i . T est définie sur R\ {0,1}.
y(t) =t + n
t |—o0 —2 0 1 2 400
2 (t) + g + 0 — — 0 +
Y (t) + 0 - | — -3 - 0 +
0 +00 +00
1 \ \ /
x(t) —=
/ 3
—0 —00 4
—4 —I-OO\ +00
" / \ ’ T~ /
—00 —00 4

ez’ (2) = 4/(2) = 0, donc My = M(x(2),y(2)) est un point stationnaire.
(

MBM, = (= 2(1,5) + (¢ = 2°(—1,— ) + (ol(t — 2)%), (¢ — 2)%)

— 1
Un vecteur directeur de la tangente a I' au point M (x(2),y(2)) est donc T = (1, 5) : p = 2. Le vecteur

Q(—1, —i) n'est pas colinéaire au vecteur T : ¢ = 3.
My est un point de rebroussement de premiére espece.
or = () est une asymptote.
ey = 5 est une asymptote.

oy . B _ e : o
.tlg:rl:noo o) 1 tl}géoy(t) z(t) = —1. Donc la droite d’équation y = z — 1 est une asymp-
3t—4 1 3

1 3
tote. y(t) — [z(t) — 1] = —— =7 + 0(;). Quand t — —oo le terme n est négatif, dans un

t t—1
voisinage de —oo la courbe est donc en dessous de cette asymptote.

3
Quand t — 400 le terme n est positif, dans un voisinage de 400 la courbe est donc au dessus de cette
asymptote.

Courbe au voisinage de =2
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G - Exercices

1. Soient a, b, ¢, d des réels. Quelle est la nature des courbes définies paramétriquement par :

{x(t):t ' {x(t):at—i—b _ {x(t):mH-b . {:C(t):sint

y(t)=at+b y(t) =t y(t) =ct+0b y(t) =sint + 1

9

2. Donner une représentation paramétrique du segment d’extrémités les points A(1,2) et B(—2, 3).

3. Donner une représentation paramétrique du cercle de centre (g, o) et de rayon R.

Montrer que la courbe définie paramétriquement par

z(t) = 3t34+2° —t+41
y(t) =  3t2+2+1

posséde un point double. Déterminer les deux tangentes correspondantes.

Donner ’allure de la courbe au voisinage du point de parametre ¢ = 0 de la courbe définie para-

métriquement par :

et

t) =
z(t) cost
y(t) = e'sint

Indication : on peut utiliser les développements limités pour déterminer les dérivées successives.

Construire les courbes des arcs suivants au voisinage de t =0 :

y(t) = ° y(t) =t° +1° y(t) = > +1° y(t) =2+1° +¢°

{ w(t) =+t . { x(t) =t . { x(t) = 1° ' { z(t) =t

Déterminer les points singuliers et l'allure de la courbe au voisinage de ces points des arcs
paramétrés suivants :

{x(t):t4+1 ' {:L“(t):et_lt

y(t) = t* — 22

On considere la courbe définie paramétriquement par {

1. Donner le tableau de variation.

2. Etudier les branches infinies.

3. Montrer qu’au point O(0,0) on a une demi tangente.
4. Tracer la courbe.
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On considere la courbe définie paramétriquement par {

1. Que peut-on dire des points M (t) et M (— M(t+2
2. Construire la courbe lorsque t € [0, ] puls pour t 6 R

. s o w(t) = cos’ ¢
On considere la courbe définie paramétriquement par (

y(t) =sin’t
1. Que peut-on dire des points M (t +2x), M(—t), M(m—t), M(g —t) par rapport au point M (¢).

2. Construire la courbe lorsque ¢ € [0, Z] puis pour t € R.

1
On considere la courbe C' définie paramétriquement par t 9
y(t) = 1% - 7

1
1. Calculer z(-) et y(;) En déduire que C' admet un axe de symétrie.
2. Construire C.
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6 Notions sur les formes différentielles de degré 1

A - Révision : Dérivées partielles
On ne définit ci-dessous que les dérivées partielles des fonctions de deux variables. On peut étendre
ces définitions aux fonctions de trois variables (ou plus).

Une partie U € R? s’appelle une partie ouverte de R? si pour tout (a,b) € U il existe un disque
de centre (a,b) et de rayon r > 0 inclus dans U

Dans ce paragraphe U est une partie ouverte de R? et f une application de U dans R.
f:U—R
(xay) — f(xay)
La notion de continuité vue pour les fonctions d’une variable s’étend aux fonctions de plusieurs
variables. L’application f : U C R? — R est continue en (a,b) € U si tout intervalle ouvert de
R contenant f(a,b) contient toutes les valeurs de f(x,y) pour (x,y) assez voisin de (a,b). On peut

exprimer cette notion de continuité avec des quantificateurs comme on I’a fait pour les fonctions d’une
variable.

A -1 Dérivées partielles premiéres

Ce paragraphe a été vu en semestre 1 (MIS 101).

Définition 6.1. Soit f : U € R? = R et (a,b) € U. Pour (z,b) € U on pose g(z) = f(z,b). Sig
admet une dérivée en a cette dérivée s’appelle la dérivée partielle de f par rapport & x en (a,b) et se

note g(a, b) ou parfois f.(a,b).

Ox
Wity =gla) on o) =fb) (6.1
Remarque : On a
9 h,b) — f(a,b
8—0{;(@,1)) = lim flat i)L fa,b) (6.2)

Définition 6.2. Soit f : D C R? — R et (a,b) € D. Pour (a,y) € D on pose G(y) = f(a,y). Si G
admet une dérivée en b cette dérivée s’appelle la dérivée partielle de f par rapport a y en (a,b) et se

of :
note 8—y(a, b) ou parfois f,(a,b).

0
b =0 o Gl = fey) (63
Remarque : On a
0 ,b+h)— f(a,b
SO (R EDENLCL 6.0
Exemple : Soit f(z,y) = cos(z? — zy).
2 ) = —(20 — ) sinla® — ) et G 0,0) = wsinla® )

Remarque : L’existence de dérivées partielles en (a,b) ne garantit pas la continuité de f en (a,b).
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A-2

Dérivées partielles d’ordre supérieur

Si f:U c R? - R admet des dérivées partielles sur U alors ces dérivées partielles sont des

fonctions de deux variables :

of
- R
ox v—

(z,y) — frlz,y),

, g:U—ﬂR
ox

(z,y) — f(z,y)

Définition 6.3. Soit f: U ¢ R? — R une fonction qui admet des dérivées partielles sur U.

Les dérivées partielles des fonctions f. et f{/

secondes de f :

0%f O [of
axay:&:(ay)

s’appellent, si elles existent, les dérivées partielles

82f_8 of
’ 8y2_8y<8y>
0% f 0 (of
8y0$_8y<81:)

Définition 6.4. Soit f : U C R? — R. On dit que f est de classe C' (resp. C*) sur U si les

dérivées partielles d’ordre 1 (resp. k) existent et
f e C*U,R)).

Propriété 6.5. Théoréme de Schwarz

sont continues sur U. On écrit f € CY(U,R) (resp.

2
Soit U C R? un ouvert de R%, f: U — R une fonction qui admet des dérivées partielles aaéf ,
x
02 f 2 2 Y
By sur U et (a,b) € D. Si les fonctions 920y et By sont continues au point (a,b) alors
0% f 0% f
b) = b 6.5
S (b = (@) (65)

Définition-proposition 6.6. eSoient U un ouvert de R, f : U — R de classe C* sur U et (zo,y0) €
U. 1l existe une fonction € tel que pour tout réel h, k suffisamment petit :

(20, 0) + k2L (0, yo) + s W) |, )

Oy

avec

f(xo 4 h,yo + k) :f($0790)+h%

lim  e(h,k)=0
(h,k)—(0,0)
On dit que f admet un développement limité a lordre 1 en (xg,yo).
e L’application
R? — R
0
(h,k) — h 8f

0
76(930»@/0) + k'ai:(xo,yo)

est appelée différentielle de f en (wo,yo) et est notée diy, yo)f 0U df (zg.40)-

Application au calcul d’erreurs : En physique df ;) est utilisée pour estimer la variation de f
au voisinage de (xg,yo) en fonction des variations des variables.
Par exemple considérons I’équation d’état d’un gaz parfait PV = nRT. On en déduit :

B ov ov nR nRT

On a R RT
n n
V(e Pe) = V(Ta, Pa) ~ 5-(Te = Ta) - TA(PC — Py
A A
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B - Formes linéaires sur R>

Définition 6.7. On appelle forme linéaire sur R? toute application
fap : R* —R
(x,y) — ax + by

ou a,b sont deux réels.

e L’ensemble des formes linéaires sur R? s’appelle le dual de R? et se note £(R?) ou (R?)*.

e L’ensemble (R?)* muni de 'addition des fonctions et de la multiplication par un scalaire est un
espace vectoriel sur R.

e on note dx et dy les formes linéaires :

dr : R2—R | dy : R? —R
(x,y) — =z (z,y) —y

Exemple : Si f : U — R est de classe C' sur U et (z0,y0) € U, la différentielle de f en (g, yo) est
une forme linéaire : d(;, o) f € (R?)*. Avec les notations ci dessus on a

of of
A(zoo)f = %(Cﬂoa Yo)dx + Fy(mo, Yo)dy

Remarque : Si au lieu de (z,y) on note (x1,z2) les formes linéaires se notent dz; et dzs.

Si on considére les vecteurs de R?, e; = (1,0) et ey = (0,1), (e1,e2) s’appelle la base canonique
de R? et on note alors dz; et dzy par €} et €. (el,e}) est une base de (R?)* que 'on appelle la base
duale de (eq, e2).

C - Formes différentielles de degré 1

Exemple : Soit f: U — R est de classe C'* sur U. L’application
df : U— (R?)*

0 0
(a0, 0) — 92 (oo, )+ 5L (an, )

s'appelle une forme différentielle de degré 1 sur U : c’est une application de U dans (R?)* (le dual de
R?).

Définition 6.8. Soit U un ouvert de R%. On appelle forme différentielle sur U toute application
w:U — (R?)*

ou P et () sont deux fonctions de U dans R.

e On dit que la forme différentielle w est de classe C* (k > 0), si les fonctions P et ) sont de classe
C*. On note C*(U, (R?)*) I’ensemble des formes différentielles de classe C* sur U.

e Si il existe une application f: U — R telle que

w=df

on dit que la forme différentielle est exacte.

Exemple : Soit wy la forme différentielle définie sur R? par wo(z,y) = 2ydz + (22 + €¥)dy. On
introduit les fonctions P et Q définies sur R? par P(x,y) = 2y et Q(z,y) = 2z + €.

44



il existe f telle que wy = df sur R?, on a gf(x,y) = P(z,y) = 2y. D’ou f(x,y) = 2yx + g(y), ¢
x

étant une fonction dérivable de y. On en déduit gf(x, y) =2z + ¢ (y).
Y

On cherche f telle que ?(m, y) = Q(z,y), soit 2z + ¥ = 2z + ¢'(y). Donc g(y) = €Y + cte.
Y

La fonction f : (z,y) — 2yx + €Y + cte est telle que wy = df. wp est exacte.

Propriété 6.9. Si la forme différentielle de classe C* sur Uowvert U de R?
w: U — (RY)*
(2,y) — P(z,y)dz + Q(z,y)dy

est exacte alors pour tout (z,y) € U : gcj(x, y) = g]yj(gv,y)

Preuve : c’est une conséquence du théoréme de Schwarz.

Définition 6.10. Soit w = Pdz + Qdy une forme différentielle de degré 1 et de classe C! sur un

0 oP
ouvert U de R?. On dit que w est fermée si —Q = —.
Oz y
oP 0
Exemple : Sur R? on a 0 2 et 8—Q = 2. Donc wy est fermée sur R?.
Yy x

D’apres la proposition précédente, toute forme différentielle exacte w € Cl(U, (]RZ)*) est fermée.

La réciproque est fausse en général :
Il existe des formes différentielles fermées qui ne sont pas exactes : il faut des conditions supplémentaires
sur la topologie de U pour que la réciproque soit vraie.

Nous avons besoin de la notion suivante :

Une partie X € R? est étoilée si il existe un point A € U tel que pour tout point M € U le segment
[AM] est inclus dans U.

Un disque est une partie étoilée : il suffit de prendre pour point A le centre du disque.

Un demi-plan est une partie étoilée : il suffit de prendre pour point A l'origine.

Une couronne n’est pas une partie étoilée : quel que soit le point A de la couronne, le point M
diamétralement opposé a A est tel que l'origine appartient au segment [AM] : ce segment n’est donc
pas inclus dans la couronne.

Théoréme 6.11. Théoréme de Poincaré
Soit U un ouvert étoilé de R? et w une forme différentielle de degré 1 et de classe C* sur U. Pour
que w soit exacte il faut et il suffit que w soit fermée sur U.

D - Intégrale curviligne d’une forme différentielle

Définition 6.12. Soit v = ([a,b], F) un arc paramétré compact de classe C' :
F :a,b] — R?
t— (x(t),y(t))

et w = Pdx + Qdy une forme différentielle de degré 1 et de classe C° sur un ouvert U de R? contenant
le support de I’arc paramétré ~. L’intégrale

[ (PGt y0)20) + Qo) ey ) di

est appelée intégrale curviligne de w le long de 'arc ([a, b], ﬁ), on la note /w
v
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Théoréme 6.13. Siw est une forme différentielle exacte et f : U — R vérifie w = df alors

ot A= (z(a),y(a)) et B = (x(b),y(b)) sont les extrémités de l’arc .

E - Circulation d’un champ de vecteurs

e Soient un champ de vecteur
V:R? — R?
(:E7 y) — (P(.f, y)a Q(xv y))
et une courbe paramétrée réguliere v
f:R— R?
(z,y) — (x(t), y(t))

On associe au champ de vecteurs V la forme différentielle

w(z,y) = P(x,y)dr + Q(x, y)dy

qui peut s’interpréter comme le produit scalaire des vecteurs V(:L‘, y,2) et (dx,dy,dz), on lui donne le
nom de travail ou de circulation élémentaire.

/V.d]\_j:/w
¥ ¥

s’appelle la circulation du champ de vecteurs M — V(M) le long de . Elle est indépendante du
paramétrage, elle ne dépend que de la courbe.

Lorsque le champ de vecteurs représente un champ de forces, la circulation représente le travail
total de la force lors de son déplacement le long de ~.

e L’intégrale curviligne

e Un champ V dérive d'un potentiel scalaire f : R? — R si

af of

L —
V=grad f=(5. 5"

)

Si V dérive d’ un potentiel scalaire f, alors le travail de Vle long d’une courbe continue ne dépend
que de l'origine A et de 'extrémité B de cette courbe :

LV.dM - Lw — f(B) - f(4)

46



F - Exercices

F -1 Formes différentielles de degré 1

1. Déterminer la différentielle en A(1,1) de f définie par f(z,y) = \/22 + y>.
Comparer f(1.02,1.01) — f(1,1) et d( 1 £(0.02,0.01).

2. Soit g l'application définie sur U = R x R* par g(z,y) = arctan(%).
Déterminer la différentielle de g en M(z,y) € U.

1. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? par w(z,y) = ydz + xdy est fermée.
Vérifier qu’il existe une fonction f définie sur U dont la différentielle est w.

2. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? par w(z,y) = zdx + ydy est fermée.
Vérifier qu’il existe une fonction f définie sur U dont la différentielle est w.

3. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? par w(z,y) = ydx — xzdy n’est pas
exacte.

xdx + ydy
————e

st
x2 + 92

4. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? — {(0,0)} par w(z,y) =

fermée.
Montrer qu’elle est exacte.

5. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = {(x,y) € R?|y # 0} par
= (302 + yP)yds — 2%
w(z,y) = " (32" + y*)ydz — 22°dy

est fermée. Montrer qu’il existe f telle que w = df.

6. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? — {(0,0)} par

—ydx + xdy

wz,y) = —3 y

est fermée mais qu’ elle n’est pas exacte sur U .

F - 2 Intégrales curvilignes

Calculer l'intégrale curviligne de la forme différentielle

3ydx — 42ydy

sur 7, ou v est la courbe orientée formée des segments qui joignent les points (—1,0) a (0,3), (0,3) a
(3,-3) et (3,-3) a (3,-5).
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Calculer I'intégrale curviligne de la forme différentielle
2xydr + (2 + 3)dy

1. sur v, ou v est la courbe orientée formée des segments qui joignent les points A(—1,0) a
B(0,3), B a C(3,-3).

2. sur vy, ou 7 est la courbe orientée formée des segments qui joignent les points A & B, B a C
et C a A.

1. Calculer I = / (2x — y)dz + (z + y)dy ou C est le cercle de centre O(0,0) de rayon R décrit
C
dans le sens direct a partir du point A(R,0).

2. Calculer I = / (2zy —22)dz+ (z+y%)dy ot C est la courbe constituée des deux arcs de parabole
C

y = z2 et = y? décrite dans le sens direct. On calculera l'intégrale curviligne le long de ces deux arcs
d’extrémités O(0,0) et A(1,1).

3. Calculer I = / In(x + 1)dz 4 y*dy ot C est la courbe d’origine A(0,0), d’extrémité B((1,0) et
(&
d’équation y = (x — 1) In(z + 1).

Calculer D'intégrale curviligne (la circulation) du champ de vecteurs de R? défini par V(x,y) =
(y, —x) sur le cercle trigonométrique parcouru dans le sens direct.
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7 Formulaires

Fonctions Dérivées Intervalles
2" neZr* na" ! R sin > 0;R* sinon
% aeR" az®! 10, +o00]

e’ e’ R
1
In [z| - 10, +-00]
COS T —sinx R
sin x COoS T R
1
tan 1+ tan® = -y R\{Q—HTZ}
cosh x sinh x R
sinh z cosh x R
1
tanh z 1 — tanh? = 5 R
1 cosh
Arcsinx —_— | —1,1]
V1—22
A ! - 11
rccos x - —
V1 — a2 ’
. T
Arctanz R
1 —1—1 2
Arcsinh —_— R
V1 il— 2
Arccosh 11, 4+o00]
x2—1
Arctanh x T2 | —1,1]

50




Fonction Développement limité au voisinage de 0
2 n
T x
e” =1+ =+ =+ -+ —+o(z")
11 2! n!
) . 1.2 e 72n on
ch(z) R IR o TR
23 22t (n+1)
Sh(m) :x+§+~--+m+o(x )
() T LT o
cos(x =1—- =4+ —4+ -+ (- o(x
2 4! (2n)!
in(2) z? e (—1)m gt +of (2n+1))
Sin(x =r — — e _ - o(x
3! (2n +1)!
-1 —1...(a— 1
(14 xz)” :1—1—0&—1—&(&2'):624—'--—1-04(& ) '(a n )a:"—l—o(x")
! n!
1
: =l+z+a*+ - +2"+o(z")
-
1
=1—a+42% -2+ -+ (=1)"2" + o(z")
14z
$2 n
In(1—z) =—z—————+o(z")
2 n
.T2 x3 1 n
In(1+ ) =t o+ o+ +(=1)" - + o(z™)
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8 Annales

Pour tous les sujets : Durée : 1h20 —Documents : Non autorisés. Les exercices d’'un méme sujet
sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

A - Juin 2013 - sujet corrigé

Exercice 1.
1. Donner le développement limité de cos(z 4+ %) au point 0 & 'ordre 4.

2. Donner le développement limité de (x — 1)(2 + In(1 + 2z)) au point 0 & 'ordre 4.

On considére maintenant la courbe paramétrée f(t) = (z(t), y(t)) définie par :

z(t) = cos(t + t?)
y(t) =(t—1)(2+In(1+2xt))

3. Montrer que 0 est un point stationnaire de la courbe paramétrée.
4. Utiliser ce qui précede pour effectuer le tracé de la courbe au voisinage du point ¢ = 0.

Exercice 2.
On considére la courbe paramétrée f(t) = (x(t),y(t)) définie sur R par

z(t) = cos(t) — cos(t)?
y(t) = sin(t)

Question préliminaire : Pour t € [0, 7|, résoudre I'inégalité 2 cos(t) — 1 > 0.

Montrer que 'on peut restreindre l'intervalle d’étude a I'intervalle [0, 7].

Donner le tableau de variations de z(t) et y(¢) pour t € [0, 7].

- W e

Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale et ceux admettant une
tangent verticale.

5. Tracer ’allure de la courbe.

Exercice 3. On considere v la courbe correspondant au quart de cercle de centre 0 et de rayon 2
joignant le point A = (2,0) au point B = (0, 2).
Soient wy et wy les formes différentielles définies sur R? par

wi(z,y) = (2zy + 1)dx + (x2 + 2y)dy,

wo(x,y) = 22dx + 2zydy.

1. Les formes différentielles w; et wo sont-elles fermées sur R? ? sont-elles exactes sur R%? Dans
le cas ou la forme considérée est exacte, donner la fonction dont elle est la différentielle.

2. Calculer l'intégrale curviligne / wa.
v

3. Que vaut /wl?

5
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B - Mars 2008

Baréme indicatif : 5+8+7=20

Exercice 1 On se propose de trouver le développement limité a 'ordre 10 en 0 de la fonction f

Arcsin x
définie par ——— exclusivement par la méthode de I’équation différentielle.
V1—a2
1. Montrer que sur | — 1, 1], f vérifie I'équation différentielle

(1—2%)y (z) =1+ zy().

2. Donner les raisons pour lesquelles f admet un développement limité a I'ordre 10 en 0 de la
forme
f(x) =z + az® + ba® + ca” + da® + 20 ()
ou a, b ¢ et d sont des constantes réelles et £1 est une fonction nulle et continue en 0.

3. Donner les raisons pour lesquelles f' admet un développement limité a I'ordre 9 au voisinage
de 0 de la forme
f(x) = 1+ 3ax? 4 5ba* + Tea® + 9da® + 2%, (x)

ou &9 est une fonction nulle et continue en 0.

4. Trouver le développement limité a 'ordre 10 en 0 de f(x).

Exercice 2 Trouver par la méthode de votre choix le développement limité a ’ordre 12 en 0 de

g(x) := /1 + sin(x?)

Exercice 3 On considere la fonction h définie par

2

h(z):=xe= — 1.
1. Montrer que h admet un développement asymptotique en +o0o et en —oo de la forme :
c 1
h(z) =ax +b+ — + —¢c(x)
r

ou g(x) — 0 lorsque x — +00. Les valeurs numériques des constantes réelles a, b, ¢ doivent étre
données.

2. En déduire que la courbe représentative de h posséde des droites asymptotes en +o0o et en —oo.
Donner leurs équations.

3. Déterminer la position de la courbe par rapport a ces asymptotes.

FIN
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C - Juin 2008

Exercice 1. 1) Donner les développements limités au voisinage de 0 a 'ordre 3 des fonctions sin x
et cosz. En déduire le développement limité au voisinage de 0 a 'ordre 3 de tan .

2) Calculer la limite
. x(l1+4cosz) — 2tanz
lim - .
t—=0 2z —sinz — tanx

2 2

Exercice 2. On considere la forme différentielle w(z,y) = e — (3:2 + 2y> dy
Yy Yy

définie sur U = {(z,y) |y > 0 }.

1) Montrer que w est fermée sur U.

2) La forme w est-elle exacte sur U 7 Justifier la reponse.

3) Trouver une fonction F telle que d F' = w (primitive de w).

4) Calculer / w ou I' est une courbe d’origine (1, 1) et d’extremité (6, 3).

T

Exercice 3. On propose ici d’étudier la courbe I' définie par 1équation

2 1
paramétrique f(t) = (x(t),y(t)) avec z(t) = t* + n et y(t) =t + T
1) Donner le tableau de variations de x(t) et y(t). Précisez bien le domaine de définition de la courbe.
2) Etudier I' au voisinage de t = 1 et t = —2. Déterminer la nature des points f(1) et f(—2).
3) Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale.
4) Montrer que les vecteurs f'(t) et f”(t) sont colinéaires si et seulement si t = 1 ou t = —2.
(Indication : utiliser le fait que deux vecteurs (x1,y1) et (z2,y2) sont colinéaires si et seulement si
1Yo = T2y, puis résoudre une équation en t.) En déduire que I' est réguliere en ¢ si ¢t # 1, —2.
5) Etudier la concavité de I'.

6) Etudier les branches infinies de I' (présence d’asymptotes).

7) Tracer la courbe T'.
FIN
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D - Deuxiéme session 2008

Exercice 1

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis pour une fonction numérique f définie sur un
intervalle [a, b] .

1—
2. S0it 0 <z < g Montrer que : 0 < ST COST <sinz.
T
Exercice 2
Va? + 1
On considere la fonction f définie sur R \ {1} par f(x) = %
x pe—

1. Ecrire le développement limité a ’ordre 2, au voisinage de 0, de v1 + w.
2. Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que

1
flx)=ax+b+ € + —e(x) avec lim e(x) =0
x  x

Tr——+00

3. En déduire que la courbe représentative de f admet au voisinage de +o0o une droite asymptote
dont on donnera I’équation. Préciser la position de la courbe par rapport a cette droite au voisinage
de +o0.

Exercice 3

x(t) = cost

y(#) = sin® ¢ et les points

Soit I" la courbe plane définie par la paramétrisation {

My = (2(0),9(0)) , M= = (2(2),y(%)).

1. Déterminer un vecteur directeur de la tangente a la courbe I' au point My. Méme question pour
le point M z.

2. Donner I’équation de la tangente & la courbe I' au point My et au point M%.

3. Quelle est la nature du point My ? Et celle de M z ?
Exercice 4
Soit w la forme différentielle définie sur R? par w(z,y) = (2 — 2y)dz + (y* — 2x)dy

1. La forme w est-elle fermée sur R? ? Est-elle exacte sur R? ?

2. Trouvez une fonction F telle que dF = w.

FIN
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E - Juin 2009

Exercice 1. |
1. Calculer : lim m
z—0 1 — cos(2z)

2. Faire un développement limité & I'ordre 5 au voisinage de 0 de : eSine

Exercice 2.

Soit I' la courbe plane définie par la paramétrisation

4

t

3. Donner le tableau de variation de z(t) et y(t). Précisez le domaine de définition de la courbe.

4. Donner 'équation de la tangente a I' au point M (z(—1),y(—1)).

5. Déterminer la nature du point M (x(2),y(2)). Préciser un vecteur directeur de la tangente a
I" en ce point. Donner ’allure de la courbe au voisinage de M (x(2),y(2)) dans un repére approprié a
définir.

6. Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale.

7. Etudier les branches infinies de I'. En présence d’asymptote précisez la position de la courbe
par rapport a I’asymptote.

8. Tracer la courbe IT'.

Exercice 3.
Soit w la forme différentielle définie sur R? par :

w(z,y) =2ydx + (2 +€¥) dy

9. La forme w est-elle fermée sur R??
10. La forme w est-elle exacte sur R??

11. On considére la fonction f définie sur R? par :  f(z,y) = 2zy + €.
a. Montrer que w = df sur R2.

b. En déduire I'intégrale curviligne de w sur le segment d’extrémités A(0,1) et B(1,0).

FIN
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F - Juin 2009

Exercice 1
1. Donner le développement limité & 'ordre 2 en 0 de la fonction f définie pour || < 1 par f(z) =

V1— 22

2. En déduire le développement limité a 'ordre 2 en 0 de la fonction g définie pour |z| < 1 par

gla) = V17",

3. En déduire

z—0 :1:2

Exercice 2
On considere la forme différentielle

w = 3(z% — y)dx + 3(y> — x)dy.
1. Montrer que w est fermée sur R2.
2. La forme w est-elle exacte sur R? ? Justifier la réponse.

3. Trouver une primitive F' de w, c’est a dire w = dF.

4. Calculer /w ou 7y est une courbe d’origine (0,0) et d’extrémité (1,1)
g

Exercice 3 Soit I la courbe plane définie par la paramétrisation

1
W) =P+, Yt =

1. Préciser le domaine de définition de la courbe et donner le tableau de variation de x(t) et y(t).
2. Déterminer la nature du point M (z(1), y(1)). Donner l'allure de la courbe au voisinage de ce point.
3. Quels sont les points de la courbe admettant une tangente horisontale ?

4. Montrer que la courbe admet une asymptote quand ¢ — 400 ou t — —oo. Préciser son équation.
Déterminer la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

FIN
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G - Mars 2012 -corrigé

Exercice 1.

1,6—2z

242

On considére la fonction f définie sur [0, 400) par f(z) =
1. Donnez le tableau de variation de f.

2. En déduire les extrema locaux et globaux de f sur [0, +00). (On précisera leur nature)
Exercice 2.

1. Donner I'ensemble de définition puis calculer la dérivée d’ordre n de la fonction

1
J(w) = 1+
2. Soit z > 0, montrer I'inégalité
2 3 at

Indication : On pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange a un ordre bien choisi.

3. A partir de l'inégalité précédente, trouver un réel a (le plus grand possible) tel que I'inégalité
’f(ac) — (1 —z+a? —x?’)‘ <1076

soit satisfaite pour tout z € [0, al.

1. Donner le développement limité de exp(x) au point 0 a l'ordre n.

2. Donner le développement limité de la fonction
f(z) = exp(2 + 2z — x%)

au point 0 a l'ordre 3.

3. Donner I’équation de la tangente et la position de la courbe représentative de f au voisinage
du point z = 0 et représenter sommairement la courbe de f au voisinage de 0.

Exercice 3.

1. Calculer la limite : )
sinx — x cosx
im —.
z—0 xln(l + 1'2)
2. Bonus : Calculer la limite :

. . (1
lim 2°sin ( — 22
xr——+00 x€X

FIN
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H - Juin 2012

Exercice 1.

1. Donner le développement limité de In(1+xz) au point 0 & l'ordre n. En déduire le développement
limité de In(2 + z) au point 0 et a l'ordre n.

2. Donner le développement limité au point 0 a I'ordre 3 de la fonction
flz)=In(1+e").

3. Donner I’équation de la tangente et la position de la courbe représentative de f au voisinage
du point z = 0 et représenter sommairement la courbe de f au voisinage de 0.

Exercice 2.
On considére la courbe paramétrée f(t) = (x(t),y(t)) définie sur R* par

2

M0=t+%
Donner le tableau de variations de z(t) et y(t).
Déterminer les points stationnaires de la courbe.
Réaliser ’étude locale de la courbe en ¢t = 1.

Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale.

ook N

Montrer que quand ¢ tend vers 07 et 07, la courbe admet une asymptote que 1’on précisera.
Préciser aussi la position de la courbe par rapport a I’asymptote.

6. Etudier les branches infinies quand t — +o00 et t — —o0..
7. Tracer 'allure de la courbe.

Exercice 3.

On considére 7 la courbe fermée du plan constituée de I’arc parabole y = 22 et de la portion de
droite d’équation y = x joignant les points O(0,0) et A(1,1) et parcourue dans le sens direct.

Soient w; et wy les formes différentielles définies sur R? par

wi(z,y) = 2zyde + (2x + y2)dy,

wa(z,y) = 2xydr + (22 + 2y)dy.
1. Les formes différentielles w; et wy sont-elles fermées sur R? ? exactes sur R? ?

2. Calculer l'intégrale curviligne / wy.
¥
3. Que vaut /’11}2?
v

FIN
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I- Correction du DS de mars 2012

Solution de ’exercice 1
1. On calcule la dérivée de = x 2% x (2 + z)~! (dérivée d'un produit) :

fll) = e x2+a) "t —2exe @ x2+a)  —zxe®x(2+2)2
(-20)2+2)—x
(2+x)?
=2z z?
(2+x)?

Ainsi, f" est du signe de 1 — 2z — 22 dont les racines sont —1 +v2 > 0 et —1 — v/2 < 0 donc
1-22—2%= —(z4+1+V2)(z+ 1 —V2). Comme on n’étudie f que sur [0,+00), seul le deuxiéme
facteur change de signe, donc

z |0 \/5—1 +00
f + 0 -
f(V2-1)
f e ¢
0 0

2. Ainsi f a un maximum global en V2 — 1 et un minimum global en 0.

Solution de I’exercice 2
1. f est définie tant que 1—i—a: # 0 donc sur R\ {—1}. De plus f(z) = (14+z)~" donc f'(z) = —(142)2
puis () = +2(1+2) %, fP(2) = —2x3(1+2)"* et [T = (=1)"nl(1+2)"".
2. On en déduit que f™(0) = (—1)"n!. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange a Dordre 4, pour tout
x > 0, il existe ¢ € [0, x] tel que
/ " (3) (4)
@) = 10 L0, SO 100 10
= l—z+22 -3+ (1+c¢) 2

Comme 0 < ¢ < z et z* >0, (1+ $)75.T4 < (1+ c)f5x4 < z*. On en déduit bien que
4
1—$+$2—x3+mgf($)<1—$+$2—l‘3+$4.
3. On déduit de cette inégalité que |f(z) — (1 -2+ —23)| < 2, donc |f(z) — (1 —z+2®—23)| <1076
sur [0,a] si a’ < 1070 soit a < 1079/ = 107%/2,

Solution de I’exercice 3

1. D’apres le cours
2

e :1+x+§—i—---+ﬁ+$ e(x)

avec £(x) — 0 quand = — 0.

2. On a exp(2 + 2z — 2%) = e? exp(22 — 2°) = e%e’ avec t = 22 — 22 — 0 quand = — 0. Ainsi
2
exp(2+ 2z — %) = (1 +t + —|— 3'> + o(t?)

1+ 2z —

42 — 43 2343

= <1+2:r—ﬂc + + >+o(:n3)

2 2x3

2
= (1422 +2? —3x3>+0(933).
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3. Ainsi, la tangeante a la courbe représentative de f au voisinage du point z = 0 est la droite
d’équation y = e?(1 + 22) (termes d’ordre < 1 dans le DL) et la courbe est au-dessus de la tangeante
(terme suivant dans le DL : e?z? > 0).

Solution de 1’exercice 4
1. On a une forme indéterminée 0/0, on fait donc des DL au premier ordre non nul :

sin x = x a7 +o(x?)
) !
cos x = 1 —% +o(z?)
! .3
X CoS T = x —or +o(z?)
23
sinz —xcosx = —  +o(a?)
2 o
In(1+ z) = r —— +§ +o(x3)
In(1 + z?) = mg +o(2?)
rln(l+2%) = 3 4o(2?)

Ainsi .
sinz —zcosz & +adei(x)  1/3+e(x)

1
rIn(l+22) 23 +ades(z) 1 +eo() 3

1

puisque €1(x),e(z) — 0 quand x — 0.
2. En posant ¢ = 1/z, on voit qu’on veut la limite quand ¢ — 0" de

1 . 1 sint—t
tfs sint — ? = T
t3 t3
Mais, le développement limité a l'ordre 3 de sint —t =1¢ — 3 t+t3e(t) = —3 + t3¢(t) donc
sint—t 1 1
T == —5 +€(t) — —g.
Ainsi , ;
lim z3sin— —2%2=——
z—+00 T 3!
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J - Correction du DS de juin 2013

Solution de 1’exercice 1
1. D’apres le théoreme de composition des développements limités

1 1
cos(z +2%) =1— E(x +22)2 +o(z®) =1— §x2 — 23 + o(xd).
2. D’apres le théoreme de produit des développements limités
1 1
(z—1)2+In(1+22) = (z—1)(2+42z— 5(2x)2 + §(2x)3) + o(2?)

= 20 +22% 22 —2 - 20 + 227 — ga:?’—l—o(x?’)
= —2442” - 13—4333 + o(z3).
3. D’apres les calculs précédents
(2(t),y(t)) = (1, =2) + (=1/2,4)t* + (=1, —14/3)t> + o(t?). (8.1)

En particulier, 2'(0) = 4'(0) = 0 donc 0 est bien un point stationnaire.
4. D’apres la question 3, on a un point de rebroussement de premiére espece (p = 2, ¢ = 3 dans les
notations du poly).

t>0 (_1/274)

Solution de ’exercice 21. 2cos(t) > 1 si et seulement si cos(t) > 1/2 = cos(w/3). Comme cos est
décroissante sur [0, 7] ceci équivaut & 0 < t < 7/3.2. Comme z(t + 27) = cos(t 4 27) — cos(t + 27)? =
cos(t) — cos(t)? = x(t) et y(t 4 27) = sin(t + 27) = sin(t) = y(t), = et y sont 27w-périodiques . On peut
donc restreindre 1’étude a n’importe quel intervale de longueur 27, disons | — , 7).

Comme z(—t) = cos(—t) —cos(—t)? = cos(t) —cos(t)? = x(t) et y(—t) = sin(—t) = —sin(t) = —y(t)
on peut restreindre 1’étude a [0, 7], le restant de la courbe s’en déduit par une symétrie d’axe Ozx.
3. 2'(t) = —sin(t) + 2 cos(t) sin(t) = sin(t) (2 cos(t) — 1) et sur |0, 7|, sin(t) > 0, on déduit le signe de
2’ de la question 1. Par ailleurs, y/(¢) = cos(t). Le tableau de variation est donc donné par

t |0 /3 /2 v
)]0 + 0 - -1 -0
1
4
x(t) a N0
0 -2
yt) |1 + % + 0 - -1
1
| 2L A
0 0

4. La courbe admet une tangente horizontale si 3/ (t) = 0 et 2/(t) # 0 donc pour t = 7/2 i.e. au point
(0,1). La courbe admet une tangente verticale si 2’(t) = 0 et y'(t) # 0 donc pour t = 0, t = m/3 et
t = 7 soit aux points (0,0), (1/4,v/3/2) et (=2,0).

5. On en déduit la courbe
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Solution de I’exercice 3
1. Ecrivons pour i = 1,2 w;(z,y) = P;(x,y) dx + Q;(x, y) dz avec
Py(z,y)=2ay+1, Qi(z,y)=2"+2y, Po(z,y)=2" et Qax,y)=2ay.
OP; oQ

Comme e 2z = 8—1 wy est fermée. Comme R? est un ouvert étoilé, d’apres le théoréme de
Yy z

Poincaré, w; est exacte sur R2. Vérifions cela directement. On cherche f; : R? — R de classe C' tel

0
que w1 = dfy, c’est-a-dire i(33, y) = 22y + 1. On en déduit qu’il existe une fonction g de classe C!

oz
0
tel que fi(x,y) = 2%y + z + g(y). On veut de plus que a—fl(:v, y) = 2% + 2y soit 2% + ¢'(y) = 2 + 2.
Yy
Ainsi ¢'(y) = 2y et ¢'(y) = y* convient. On vérifie qu'on a bien wy = df; avec fi(z,y) = 2%y + = + 1°.
Par ailleurs, 8—2 =0#2y= 8—2 donc ws n’est pas fermée. A fortiori, elle n’est pas exacte.
Y T

2. La courbe ~ est paramétrée par (x(t),y(t)) = (2cost,2sint), t allant de 0 & 7/2. Donc

/2
/wg = / (2cos?(t) x (—2sin(t)) +8cos(t) sin(t) x 2cos(t) dt
ol 0

—— ~——
o' (t) y'(t)
/2
= 8/ cos?(t) sin(t) dt = —g[cos(t)?’]z)r/2 = ;
0

3. Comme w1 est exacte, wi = dfy, /
.

wl:/df1:fl(O,Q)—f1(2,0)24—2:2.
Rl
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