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Chapitre 1

Séries entieres

Note pour les candidats a 1’agrégation: Le programme

(a) Rayon de convergence. Propriétés de la somme d’une série entiére sur son
disque de convergence : continuité, dérivabilité par rapport a la variable
complexe, primitives.

(b) Exponentielle complexe ; propriétés. Extension des fonctions circulaires au
domaine complexe. Développement en série entiere des fonctions usuelles

Dans ce chapitre, pour zg € C et r > 0, on notera D(zp,7) = {z € C : |z — 2| <7}
le disque ouvert centré en zy et de rayon r et D(zg,7) = {2 € C : |z — 29| <71} le
disque fermé correspondant. On notera D(zp, +00) = D(2g, +00) = C. Les dérivées
sont donc des dérivées complexes.

Nous avons fait le choix de parler de séries entieres de la variable complexe. 1l est
parfois plus pratique de se restreindre a la variable réelle, il faut alors interpréter

D(z0, R) =]z0 — R, z0 + R|. Les dérivées sont alors des dérivées réelles.

1. Les séries entiéres

1.1. Définitions, rayon de convergence.

Definition 1.1 (Rayon de convergence)

Soit (an)n>0 une suite de nombres complexes. La série entiere associée est la série
formelle 3122 a,,2™.

Le rayon de convergence de cette série est

R = sup {7“ >0 : Z lan|r" converge} ,

donc R est soit un nombre positif, soit R = +oo.

Il faut comprendre qu’une série entiere est a priori un objet formel, elle existe donc
toujours, sans qu’on ne se pose a priori la question de sa convergence. La série E:i% anz"
converge évidemment pour z = 0 lorsque seul son premier terme n’est pas 0. Les séries
entieres a rayon de convergence R = 0 n’ont pas grand intérét en tant que série entiere. On
peut évidemment s’intéresser aux séries formelles ou a la sommation des séries divergentes,
mais il s’agit d’autres sujets que celui traité dans ce chapitre. Pour cette raison :

dans la suite, on supposera toujours que R > 0.

Notons que, si |z| < R, alors |a,z"| = |an||z|™ donc > a,2" converge absolument.
Si maintenant il existe zg tel que a,z} — 0, par exemple si ZZE% anzy converge. Alors,

e r\" "
pour r < |zp|, la série géométrique > ( — | converge absolument. Comme |ay|r" =

|o]

n n
lan 2| <|;)> =0 <<\ZT0|> >, par critere de comparaison, la série ) |a,|r"™ converge.

1



2 1. SERIES ENTIERES

Notons que si a,r" ne tend pas vers 0 alors la série ) |a,|r" diverge. Le rayon de conver-
gence s’obtient donc en prenant le sup des r pour lesquels a,r™ — 0. Résumons ces
observations dans le lemme suivant :

Lemme 1.2
Soit (ay) une suite complexe.

(i) Si ) anz" a pour rayon de convergence R > 0 alors, pour tout z € D(0, R),
> anz™ est absolument convergente.

(ii) Sil existe zg # 0 tel que ) anz} converge, alors le rayon de convergence de
la série Y a, 2™ vérifie R > |zp.
(iii) Le rayon de convergence est donné par
R =sup{r >0 : a,r" — 0}.

Soit maintenant 0 < r < Ret |z| < r. Laseconde observation est que sup,¢ p(g - [an2"| =
O(|an|r™), donc la série " a, 2" converge uniformément sur D(0,r). Comme ceci est vrai
pour tout r < R, on peut donc définir une fonction

f D(O,R) — C
oz — :ﬁ% an2™
la fonction somme de la série entiere. Cet objet n’est pas un objet formel. Pour simplifier,
“+o0o
on dira dans la suite, “soit f = Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 07
n=0
+oco
voire “soit f(z) = Zanz" avec rayon de convergence R’ pour désigner la somme de la
n=0
série entiere.
Example 1.3
+oo
(i) La série entiere Z z" a pour rayon de convergence R = 1 et sa somme est
n=0
D(0,1) —»C
la fonction 1 .
z —
1—=z
N 1— ZNJrl
En effet, pour z # 1, on a Z 2" = 4, Lorsque z = r, on en déduit
—z
n=0

que la série Y r™ converge pour r < 1 et diverge pour r > 1 donc le rayon de
convergence est R = 1. De plus, lorsque |z| < 1, 2Nt 5 0 quand N — 400,
on en déduit donc la valeur de la somme.

+oo

1
Z 2" = 1 avec R = 1. Il convient ici d’étre prudent puisque la fonction
n=0 1 -
z — 7 est-elle définie pour tout z # 1 mais pas la somme de la série
entiere.

+oo
.o ’ . -\ z
(ii) La série entiere E — apour rayon de convergence R = +00 et sa somme est
n.

appelée l’eXponethielle. Nous ferons une étude détaillée de cette fonction dans
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la section 2. Pour l'instant, vérifions simplement 'assertion sur le rayon de
n

convergence. Cela se fait aisément avec les criteres usuels. On écrit a, = —

|
n!
et on veut montrer que la série ) ay, converge pour tout r > 0 :
s On+1 Il T -
— avec le critére de d’Alembert : —1% = "'Tf — = — 0 donc la série
ay, (n+1)lr n4+1

est bien convergente ;
r
— ou avec le critere de Cauchy : on a Yo, = W On peut alors utiliser la
n!
formule de Stirling pour voir que ¥/n! — -+00, mais ’argument plus direct
suivant suffit : soit n = 2p ou n = 2p + 1 selon la parité de n
nl=1x2x---xpx(p+1l)x---xn>2px(p+1)x---xn>p’
donc ¥/n! > pP/™ et comme p > (n—1)/2 on obtient bien V/n! — +o0o. Ainsi
/oy, — 0 < 1 donc la série ) oy, converge.

(iii) La série entiere Z:i% nlz™ a pour rayon de convergence R = 0. En effet, pour
tout r > 0, nlr"™ — +o0, donc la série Y nlr™ diverge. Cet objet est donc
un objet formel puisqu’on ne pourra jamais sommer cette série (du moins au
sens usuel).

Les criteres de convergence sont souvent pratiques pour déterminer le rayon de conver-
gence R d’une série ) anz" :

a
(i) Critére de d’Alembert : supposons que pour tout n, a, # 0 et que lim ntll— g
Qnp
1
alors le rayon de convergence de la série Y a,z" est R = 7
. .1 1
Ici nous adoptons la convention — = +o0o et —— = 0.
0 +o00
o a
Soit donc r > 0 et a, = |a,|r™. Alors ntll — |22ty g Dapres le
n G,

critere de d’Alembert :
—8i ¢ = 400, Ir = 400 > 1, la série Y «,, diverge toujours donc R = 0;
—sil=0,0r=0<1,lasérie > «a, converge toujours donc R = +00;

. 1 .
— 81 0 < £ < +o00, alors la série Y a, converge si fr < 1 i.e. sir < — et diverge

14

1 1
sir > 7 donc le rayon de convergence est bien R = 7

(ii) Reégle de Cauchy-Hadamard : soit £ = limsup {/|a,| alors le rayon de convergence

1
de la série Y a,z" est R = 7

11 suffit ici d’observer que {/ay,| = {/|an|r — ¢r et de recommencer le raison-
nement précédent.

_

—+o00
s . RN 2
Montrer que le rayon de convergence de la série entiere g n"z" est R=1.
n=1
Soit (ap)n>0 la n-ieme décimale de 7w, ap = 3, a1 = 1, aa = 4,... Montrer que le
+oo
rayon de convergence de la série entiere E apz" est R=1.

n=1
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Enfin, il convient d’étre prudent sur ce qui se passe quand |z| = R < 4o0.

Example 1.5

(i) La série géométrique >, -, 2" a pour rayon de convergence R = 1 mais
diverge pour tout z avec |z| = 1.
(ii) Avec la régle de d’Alembert, on voit aisément que la série Y, -, 12" a pour

rayon de convergence R = 1. Elle diverge lorsque z = 1 et converge lorsque
|z| =1et z #£ 1.
1

(iii) Avec la reégle de d’Alembert, on voit aisément que la série Zn21 ~32" a pour
rayon de convergence R = 1. Elle converge absolument lorsque z =1 .

Enfin terminons avec le résultat trivial mais important suivant :

Proposition 1.6

+oo +00
Soient f(z) = Z anz" et g(z) = Z bnz" des séries de rayon de convergence respec-
n=0 n=0

+00
tifs Ry, Ry et A\, u € C. Alors A\f 4 pug = Z()\an + pby,)z" avec rayon de convergence

n=0
R > min(Ry¢, Ry). Si de plus A\, p # 0 et Ry # Ry alors R = min(Ry, Ry).

DEMONSTRATION. La série ) a,2" converge si |z| < Ry et diverge si |z| > Ry alors que
la série ) b, 2" converge si |z| < Ry et diverge si |z| > Ry.

Enfin, la somme de deux séries convergentes converge et la somme d’une série conver-
gente et d’une série divergente diverge.

Rappelons que la somme de deux séries divergentes peut converger. |

1.2. Propriétés de la somme. Nous allons maintenant nous intéresser a la propriété
de la somme d’une série.

Pour cela observons que z — a, 2" est continue, la somme de la série est continue sur
D(0,7) et ceci pour tout 7 < R, donc la somme est continue sur D(0, R).

Observons maintenant que la série dérivée (formelle) de :{i% anz" est la série
—+o00 —+00
g na,z" "1 = g (n+ Dayp12"
n=1 n=0

est encore une série entiere. Déterminons son rayon de convergence : soit 0 < r < s < R

alors

1 r\ "+l
[0+ Dansar” = anals™ (4 1) (2)7 = olansa]s™?).

Le théoreme de comparaison des séries entieres nous dit donc que > |(n + 1)any1|r"
+0o0

converge donc la série dérivée Z(n + 1)ap+12" a un rayon de convergence > R. Si on
n=0
prend 7 > R alors |a,1]r" ! < 7|(n+1)an1|r™ et comme > |ay, 11| diverge, Y |(n+
1)ap41|r™ également, donc la série dérivée a un rayon de convergence < R. Ainsi, la
série Z anz" et sa série dérivée Y o, na,z" "1 convergent toutes deux uniformément sur
n>0

D(0,7), la somme f est donc dérivable et sa dérivée est donnée par f/(z) = Z na,z""1.

n=1
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Une récurrence immédiate laissée au lecteur montre que f est de classe C* et que
+oo

k) = Z n(n—1)---(n—k+1)a,z""*. Enfin, en évaluant cette fonction en 0, on voit
n=~k
FUk)(0)

- Résumons cette discussion dans le résultat suivant :
n!

que a, =

Théoréeme 1.7
“+oco

Soit f = Z anz" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Alors f est une
n=0
fonction de classe C*° sur D(0, R) et les dérivées de f sont données par les séries
entieres de méme rayon de convergence R
“+oo +oo n
(k) — —1)--(n— n—k _ " gk
= Zn(n 1)---(n—k+1)apz" " = Z (i k)!anz .
n=~k n==k
F(0)

— ie. la série entiere f est la somme de sa série de Taylor
n!

+oo
fn)(0)

En particulier a,, =

pour |z| < R.
Enfin, la série entiere F(z) = ‘dst Zio% na_i’jlz *1 a également pour rayon de conver-
gence R et F'(z) = f(z).

Insistons sur un point : les dérivées qui apparaissent ici sont des dérivations complexes,
et nécessitent de connaitre le cours sur les fonctions holomorphes. On peut trés bien se
restreindre dans un premier temps au cas de la variable réelle en remplacant D(0, R) par
| — R, R].

DEMONSTRATION. Le seul point qui n’a pas encore été démontré est le dernier. Mais il

découle immédiatement de la partie dérivation du théoréme On introduit simplement la
“+o0o

s . (07 (Lnil
série (formelle pour l'instant) F'(z) = 2t bpz" avec bg =0 et b, =
(formelle D S W P
si n > 1. On note R son rayon de convergence et le theoreme de dérivation nous dit que
+0o0
la série dérivée Z(n + 1)bp412" a méme rayon de convergence. On remarque enfin que
n=0
(n+ 1)by41 = ay, donc la série dérivée est la série entiere f qui a rayon de convergence R.
Ainsi F' = f et Rp = R. [

Notons enfin que, dans la définition d’une série entiere, on a privilégié le point z = 0.
On peut toujours se ramener a ce point en considérant la fonction g donnée par g(z) =
f(z0 + 2). La définition correspondante est la suivante :

Definition 1.8 (Fonction analytique)

Une fonction f est dite analytique au voisinage de zp s'il existe un disque D(zg,r)
et une série entiére > anz" de rayon de convergence R > r tel que, si |z — zo| < r

alors f(z E an(z — 29)"
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Notons que cette définition a parfaitement un sens pour une fonction de la variable
réelle. La série entiere permet alors de prolonger cette fonction a un voisinage complexe
de zg. Notons que ceci est une propriété de f au voisinage de 2z, il est donc un peu abusif
(mais commun) de dire que f est analytique en zg.

™ (2)

n!

de construire une fonction f qui est C°° mais pas analytique. Par exemple, si on définit
0 siz <0

f(z) = 1 .7 = " alors f est de classe C* avec (™ (0) = 0 pour tout n. Ainsi, si f
e VT siz>0

était analytique au voisinage de 0 on aurait f = 0 sur ce voisinage, ce qui n’est clairement

pas le cas.

On sait déja que, nécessairement, f est de classe C* avec a, = . Il est facile

Lemme 1.9

Soit f la somme d’une série entiere (de rayon de convergence non nul), alors f est
analytique au voisinage de tout point de son disque de convergence.

—+00
DEMONSTRATION. Ecrivons f= Zanz” avec rayon de convergence R > (. Soit zg €
n=0
D(0, R) i.e. |z0] < R et soit z € D(zo, R — |20]) de sorte que |z| < |z — 20| + |20| < R.
Posons alors h = z — zg, on a alors

+o0
flz) = Zanz Zan zo+ h)"
7—:-_02 n “+o00 400
= Zanz <Z> zg_khk ZZan ( > lp<nzy™ k(z - zo)k
n=0 k=0 n=0 k=0
= Z (Z 1>k < ) anz(’}_k> (z — zo)k
k=0

avec Fubini. Cela fournit le développement en série entiere de f au point zg, a condition
qu’on montre qu’on peut bien utiliser Fubini, 7.e. que cette série est absolument conver-
gente.

Ici, on utilise qu'une série entieére converge absolument sur son disque de convergence
et on refait le calcul a I'envers en utilisant Fubini-Tonnelli qui nous permet de toujours
intervertir les

“+o00o +o0o

n _ _
3 S ol (3) ezt st = a3 () -t
n=0 k=0 n=0
= Z!anKlZo\ + [A)" < 400
n=0
puisque |zo| + |h| < R. u

1.3. Produit de Cauchy et applications. Nous avons déja vu au moment de
I’introduire que le produit de Cauchy se comprend le mieux lorsqu’on considere des séries
entieres : Soient (ap)n>0, (bn)n>0 alors,

(25) (350) - ()
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oucy = Z amby,. On a de plus vu que si les sommes > a, 2™ et > by, 2™ sont absolument
m+n=~k

convergentes, ce qui est le cas & l'intérieur de leur disque de convergence, alors 3 cj2"

également. On en déduit le résultat suivant :

Lemme 1.10
Soient a = (ap)p>0, b = (bn)n>0 deux suites complexes et R, Ry les rayons de
convergence des séries entiees associées. Soit ¢ = a * b = (cg)r>0 le produit de

Cauchy de a et b. Alors le rayon de convergence R.. de la série entiere 3 ¢;2" vérifie
R. > min(R,, Ry) et, pour |z| < min(R,, Rp),

+o0 +o0o +oo
(Z anz"> (Z bnz”> = Z cpz®.
n=0 m=0

k=0

Example 1.11

+oo a” 190 1m
On a ™ = E —‘x" et e = g —'xm les deux séries ayant un rayon de conver-
n! m!
n=0

=i m=0
gence infini. Leur produit de Cauchy aura également un rayon de convergence infini.

De plus, pour k > 0,

k
arbm o1 . A ,
D i VD DI F T ‘Z@ T =(ath)

m,n >0 m,n >0 7=0
m+n==%k mi+n==k
donc e ebr = latb)z

Le rayon de convergence du produit de Cauchy peut étre plus grand que le minimum
des deux rayons de convergence :

Example 1.12
+oo
1 n .
On a .= Zz pour |z| < 1. Ainsi, en posant a, = 1 pour tout n et by = 1,
n=0
by = —1, b, = 0 pour n > 2, alors la série entiere » _ a,, 2™ a pour rayon de convergence

R, = 1 et la série entiere Y | b, 2" a pour rayon de convergence R, = +o0. Par ailleurs

+oo “+o0o 1 +oo N
(;anz”> (Z bnz"> =7= z(l —z2)=1= chz

m=0 k=0
avec cg = 1 et ¢ = 0 pour k > 1. Il s’ensuit que ¢ = a *x b et que la série entiere
> enz™ a pour rayon de convergence R, = +00 > min(R,, Rp).

Remarque 1.13

Supposons que f soit une fonction développable en série entiere au voisinage de 0
“+o0o
avec f(z) = Zanz” et notons Ry le rayon de convergence de cette série. Alors la

n=0
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+oo n
série entiere Z <Z ak> 2" a un rayon de convergence R > min(Ry¢,1) et pour

n=0 \k=0
f(z)
somme .
1-=2
—+o00
Pour cela, il suffit de remarquer que 7 = Z z" a pour rayon de convergence 1
=0
+o00 n " +oo +o00
et que Z <Z ak> z" est le produit de Cauchy (Z z") (Z anz”>.
n=0 \k=0 n=0 n=0
+oo
De méme, si f(z) = Z(—l)"anz” a pour rayon de convergence R alors la série
n=0

—+o00 n
entiere Z(—l)" (Z ak> 2" a un rayon de convergence R > min(R,1) et pour

On peut ensuite combiner cela avec d’autres opérations (dérivation, intégration...) pour
obtenir une liste interminable de séries calculables. En voici une en exercice :

Exercice 1.14

. T G D L |
Mont la série de t ¢ 1 t
ontrer que la série de terme général -~ 1 kz_[:) ST converge et que
n:0n+1k:02k+1 16
Example 1.15
1 =
Ecrivons & nouveau T = Z 2" pour |z| < 1. En faisant le produit de Cauchy
—z
n=0
de cette série avec elle-méme, on obtient
1 400 k —+o0
_ k _ k
k=0 \j=0 k=0

On retrouve évidemment la méme formule qu’en utilisant
+oo “+oo

1 d 1 d n 1

= — = — 2" = nz"".
(1-2)2 dzl-=2 dzT;) ;

Notez qu’en recommencant, cela devient plus intéressant puisque, par le produit de
Cauchy, on a

+o00 k

(112)322 Z(j+1) 2

k=0 \j=0
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et par dérivation,

2 = -~
[(=SE = Z n(n —1)2""2% = Z(k +1)(k +2)2"
n=2 k=0
Par suite
LA (k+ 1)(k + 2) i k:+1)
;“ +1)= go :

On peut évidemment continuer pour obtenir les sommes ) j

Example 1.16
Une application plus intéressante est la suivante : on a

+oo 1 +oo
— 2k _ 3k
= = F=22
k=0 k=0

donc, par produit de Cauchy
—+00

1
(1_22)(1_23)22 Zl2m+3nk z —ZN23k

k=0 \m,n>0

ot N(2,3;k) est le nombre de solutions de '’équation 2z + 3y = k dans N2. D’autre
part, en ¢érivant j = e27/3, on a la décomposition en éléments simples de la fraction
rationnelle

1 1
(1—2%)(1—2%) (1=2)2(1+2)(—2)(1 - 2) )
11 1/ 1 1 i i
N 6(1—z)2+4<1—z+1+z>+3\/§<1—(5z) 1—(jz)>

+00 00 . “+00
Zk+1 21+(—1)’f i S .

- k= S 4 . 3V3 ;C:O(ijrl B ij)Zk
_l’_

=0

k
_1)k Zsin2(k+1)T
_ Z<k+l+1+( D, 3>zk.

\ 6 4 3

En comparant les deux expressions, on en déduit que
FH1 14 (=D Fpsin2(k +1)§
6 4 3 '

N(2,3;k) =

Par exemple

et plus généralement
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2 o s
1114 (—1)k | =sin2(k+1)%
gl EELLECDR Vs 5 N@3:k)
6 4 3
1 1 1
0 - - = 1
6 2 3
2 1
1 - 0 —= 0
6 3
3 1
2 — — 0 1
6 2
4 1
3 - 0 = 1
6 3
4] 2 1 1 1
6 2 3
5 1 0 0 1
1 1 1
61+~ - - 2
+ 6 2 3
2 1
711+ = 0 —— 1
+ 6 3
Notez que pour k > 6, la formule montre que N(2,3;k) > 1 et que N(2,3;k) ~ %
quand k — +o0.

On peut généraliser cette derniere asymptotique.

Théoréeme 1.17

Soit a1 < --- < a,, des nombres entiers globalement premiers entre eux et soit
N(ai,...,anm; k) le nombre de solutions dans N de I’équation ajx1+- - -+amzy, = k.
Alors, quand k — o0,

1 km—l
a - am (m—1)>"

N(ay,...,am;k) ~

DEMONSTRATION. L’idée est d’écrire la série génératrice de N(ay,...,am; k) comme une
fraction rationnelle a I'aide d’un produit de Cauchy, comme ce que nous avons fait pour
le cas le plus simple N(2,3; k).

On introduit donc, pour |z| < 1,

m m 400
F(ﬂ:’) = H i H Z 7%k — Z Z parkittambm
J=1 ’ J=1k;=0 k1=0 k=0
+00
(1.1) = Z Z 1|z —ZN ai, ... am; k).
k=0 NyennyNyp >0

ainy + -+ amnm =k

On écrit alors formellement le développement en fractions simples de F'. Pour cela,
il faut identifier ses poles. Les racines de 1 — x% sont les a; racines aj-ieme de 1'unité,
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1, 62”/“1', ..., e2imai=1)/aj ot sont toutes simples,
a;—1
2% — 1 = H ((L‘ - e?ikﬂ'/aj).
k=0

On remarque donc que les poles de F' sont listés avec multiplicité par
{e20m/ai)1 5 =1,... omyu{e¥* ™G 41 j=1,...,m, k=1,...a;—1}

donc 1 est un pole d’ordre m de F. Tous les autres poles sont d’ordre < m. En effet, si

w est un pole d’ordre m, alors w est une racine aj-ieme pour j = 1,...,m i.e. w% = 1.
Comme les a; sont premiers entre eux, il existe des entiers k1, ..., ky, tels que Z kja; = 1.
j=1
Mais alors
m m
W= wklal-i-k:mam _ Hwkjaj _ H(waj)kj -1
Jj=1 Jj=1

En écrivant ¢, = e27/% on peut donc écrire
1

makl

l—me H x—Ck)

k=1 j=1

F(x) =

ol les poles CZj sont tous d’ordre au plus m — 1. On en déduit que le développement en
éléments simples de F' est de la forme

m—1 m ar—1m—1 a
k’j’g
_ Z — J
1 )™ ]=1 (1 —z)) k=1 j=1 ¢=1 (Ck — )t

Ici o, aj, a j o sont des nombres complexes. 11 est inutile de tous les déterminer, il suffit de
savoir quel sera le terme dominant dans le développement en série entiere. Si on en juge

@

par exemple de N (2, 3; k), le terme dominant proviendra de W Nous n’avons donc
-z

besoin de déterminer que « (il nous faudrait tous les termes pour une expression exacte).

De plus, en multipliant ’expression (1.2) par (1 —x)™ puis en prenant 2 = 1, on trouve

1
I -6

Enfin, comme z" — 1 = { , la comparaison de ces deux ex-

(¢ = DI (@ — e*mm)

i=1
n—1 n—1 n—1

pressions nous donne H(:L‘ - 62””/") = g z/. En particulier, pour z = 1, on a H(x -
j=1 j=0 j=1

e/ ") = n. En appliquant cela & n = a; pour chaque j et en remplagant cela dans
I’expression de «, on obtient

1
—_—
Hk:1 af

On peut ensuite écrire le développement en série entiere de F'. Pour cela, on rappelle
qu’on peut écrire

(1.3) o=

l—x ZP
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1)--- i—1 m—1
avec Pj(n) = nin + )(j _(;1)!-1-] ) Notons que P, (n) = h +o(n™ 1) et que
Pj(n) = o(n™1) pour j < m. De plus, si |C| =1
1
Pj(n (ot
A Z A

Le point clé ici est qu’a nouveau, si j < m, Pj(n)("* = o(n™~1). En injectant cela dans
le développement en fraction rationnelles de F', on trouve que

Fz) = f (a(gm__i), + o(nm—1)> ",

n=0
En comparant avec (1.1) et en injectant la valeur de o donnée dans (1.3), on trouve bien
1 km—l
n i
[Tx2y ax (m —1)!

comme annonceé. [ |

N(ay,...,am; k) = o(k™ ")

Remarque 1.18

Lorsque les a; ne sont plus globalement premiers entre eux, la fraction rationnelle F’
peut avoir d’autres poles d’ordre m. Par exemple, il est facile de voir que N(2,4;n) =

0 si n est impair et que N(2,4;2n) = N(1,2,n) = LgJ + 1. Cela peut aussi s’obtenir

en écrivant

1
ZN(2,4;n)az” = =0 —a)

n>0
Ensuite, une décomposition en éléments donne
1 B 1 n 1 n 1 n 1 n 1
(1—a2)(1—-2%)  8(1-2)2 4(1—=z) 8(1+x)2 4(1+2x) 4(1+22)
1 1 1

M=) 2022 T+ a2
dans laquelle on a regroupé les poles de signe opposé. En utilisant les développements
en séries entieres usuels de (14 x)~! et (1 — x)~2, on obtient

1 +00 1 +00 1 00
. no _ 24 - i 24 - 1) g%
g N(2,4;n)z" = 4§ x —I—QE (J+ 1Dz +4E (=1

—+00

_ Z(k+1)($4k+x4k+2).

k=0
Par suite N(2,4;2p+1) =0 et N(2,4;4k) = N(2,4;4k + 2) = k + 1. En particulier

n n
N(2,4,2n) ~ 5 alors que la formule précédente aurait donné un équivalent en 1

2. Développements en séries entieres

2.1. Définitions et exemples.

Definition 2.1 (Fonction développable en série entiére)

Soit 2 un ouvert de C, f : Q@ — C et zg € . On dit que f est développable en série
entiere au voisinage de 2 s'il existe une série entiere ) a, 2" de rayon de convergence
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R > 0 telle que, pour r € QN D(zp, R),

+oo
flz) = Z an(z — 29)".
n=0

Si D(z0, R) C 2, on dit que f est développable en série entiere sur D(zg, R).

Notons qu’en évaluant en z = 2y, on trouve ag = f(29). Du théoréme de dérivation
des séries entieres, on déduit immédiatement que

Lemme 2.2

Si f est développable en série entiere sur D(zg, R) alors f est de classe C* et la série
entiere correspondante est la série de Taylor

£ £(n)(,
£ =3 L oy
n=0

Example 2.3
1
Soit a € C, la fonction f définie sur C\ {a} par f(z) = p—

série entiere au voisinage de tout point sauf zy = a.
En effet, on remarque que si 29 € C, zp # 1 et |h| < |a — 2o| alors

+oo n
1 1 1 1 h
f(zo—f_h)_afzofh_afzol—i _az[)z<azo>

est développable en
z

a—z n=0
puisque | _hzo < 1. Ainsi
e
n
vl B ver | ) pour |z — zo| < |20 — a.
a—z 0 (a Zo)n
Example 2.4

Il est important de garder en téte que toutes les fonctions de classe C*° ne sont pas
développables en séries entieres. Un exemple typique est la fonction f définie sur R
par f(z) = 0siz <0 et f(x) = e /% quand = > 0. Cette fonction est de classe
C™ et, pour tout k > 0, f*)(0) = 0. Sa série de Taylor en 0 est donc la série nulle.
Si f était développable en série entiere au voisinage de 0, alors on aurait f = 0 au
voisinage de 0, ce qui n’est clairement pas le cas.

Quitte & considérer g(z) = f(z0 + 2), on se ramene a zp = 0. Dans la suite, tous les
résultats sont donc énoncés au voisinage de 0. La premiere observation est que le fait qu'une
fonction soit développables en série entiere peut se lire directement sur une estimation de
ses dérivées :

Proposition 2.5
Soit f une fonction de classe C*° et
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Alors f est développable en série entiere sur D(0,r) si et seulement si Ry — 0
simplement sur D(0, 7).

Enfin, si f est de classe C* sur D(0,r) et s’il existe p > 0 tel que, pour tout
z € D(0,r) et tout entier n,

2"

o

alors f est développable en série entiere sur D(0,7) N D(0, p).

fM () < M

Fm(0)
n!
pouvant correspondre a f. Mais I'hypothese Ry (z) — 0 pour |z| < r nous dit que cette
série converge pour ces z donc que le rayon de convergence de la série est au moins r et

de plus que sa somme est f.

La réciproque est encore plus directe, si f est développable en série entiere sur D(0, r)
alors f est la somme de sa série de Taylor sur D(0,7) ce qui est la méme chose que
Ry (z) — 0 pour |z| <.

Enfin, si la derniere estimation est vérifiée, alors 'inégalité de Taylor-Lagrange nous
montre que

2" est la seule série entiere

DEMONSTRATION. On sait déja que la série de Taylor >

’z’nJrl

[Rn(2)] < M —0

pn—l—l

quand |z|] < p. On utilise la premiére partie de la proposition pour conclure. |

Example 2.6

Pour ne pas entrer dans des considérations de fonctions holomorphes, cet exemple
est pour 'instant réel. Soit & € R. On considere f :] —1,1[— R donné par f(z) =
(14 z)*. Cette fonction est de classe C*° avec

FW (@) =ala—1)(a—n+ 1)1 +2)*"

Notation 2.7: (Symbole de Pochhammer)

Introduisons le symbole de Pochhammer (ou factorielle descendante), pour
a € C, et n un entier, on pose (a)g =1et (a), =ala—1)---(a —n+1).
I'(a+n)
I'(a)
!

entier positif (a), = ——— lorsque m < a et donc (a)n, = a! et sin > a,

(a), = 0. o=

En particulier, si a n’est pas un entier négatif, (a), = et si a est un

La série de Taylor de f est donc donnée par
“+oo

[ (Oén) n
n=0
Il reste a voir que f est bien égal a sa série de Taylor. Pour cela on utilise alors la
formule de Taylor avec reste intégral pour écrire

n

1 Y
R, (z) := f(z) — Z %xn _ $”+1/0 (1n!t)(04)n+1(1 + )L,

n!
k=0
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On utilise ensuite que, pour —1 <z < 1let 0 <t <1,0<1—-t <1+ xt pour
majorer

1
o) < o 2 g merar
: 0

n
On pose alors 3, = ]:1:\"“(&)”7"!“ et on remarque que
In+1—qf

0< = |g|——— Bn.

_,Bn+1 | | n~+], 5n

In+1—qf
n+1

0 < Bpt1 < pBp, donc 0 < 3, < p"~ "3, — 0 ce qui montre qu’on a bien R, — 0

quand |z| < 1. On a donc

Comme |z| — |z| < 1,il existe 0 < p < 1 et ng tel que, pour tout n > ny,

(1+2)° :Z(C:;)x", avec R = 1.
n=0
Quand « n’est pas un entier positif, le rayon de convergence ne peut étre supérieur
a 1 car la fonction n’est pas C*°. Notez aussi que cela permet de définir (1 + 2)*
quand |z| < 1.

Proposition 2.8

Soit A, u € C et f, g deux fonctions développables en série entiere sur D(zg, ). Alors
N + pg, les dérivées %) et les primitives de f sont également développables en
séries entieres sur D(zp, 7). Plus précisément si

+oo
flz) = Z an(z — 29)".
n=0

alors
400

|
k) (2) = oz — )"
19 =3 o pgonle =)
Enfin, si F' est une primitive de f, alors F' est développable en série entiere avec

+o0o
F(z) = F(z20) + Y
n=0

n

(079 (
%z = Z
+1 0

)n+1‘

En particulier, toute fraction rationnelle est développable en série entiere au voisi-
nage de tout point qui n’est pas un pole.

DEMONSTRATION. La premiere partie découle immédiatement des propriétés générales des
séries entieres.
Soit maintenant f une fraction rationnelle sur C. Aprés décomposition en éléments
: . R : m—1!
simples, on voit que f est combinaison linéaire de fonctions de la forme z — % ou
a—z

(m—1)!

P z)m est

a parcourt I’ensemble (fini) des poles de f. Il suffit donc de voir que z —

développable en série entiere au voisinage de tout zg # a. Pour cela, il suffit de constater

m—1)! 1
% est la dérivée m — 1-ieme de z - —— dont on a vu plus haut qu’elle

que z —

était développable en série entieére au voisinage de tout zg # a. |
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Notons que cette démonstration est constructive, pour peu qu’on sache trouver les
poles de f puisqu’on a montré que

1 2 (mAn—-1\ (z—2)"

Remarque 2.9

Si une série entiere f(z) = ::i% anz™ a un rayon de convergence R, on peut toujours
poser z = () tant que ()] < R et on aura fo¢(¢) = 329 anp(C)™, mais cette

derniére série n’est pas une série entiere en ¢, sauf si p(¢) = a(™ lorsqu’on trouve

“+oo +oo

Fouo(Q) = ana™C™ = b(* ot by = ay,ak/™ si k € mN et by = 0 sinon.
n=0 k=0

On peut montrer que si ¢ est dévelopable en série entiere au voisinage de (y et f

développable en série entiere au voisinage de ¢((y) alors foy est dévelopable en série
entiere au voisinage de (y. Cela nécessite de passer par les fonctions holomorphes.

Example 2.10

Prenons un exemple réel (pour 'instant) en considérant In : In est développable en
série entiere en tout a > 0.

En effet, on commence par a = 1 et on pose f(z) = In(1 + x). On a alors f/(x) =

+oo
1
. On utilise le développement en série entiere de = Z z" dans lequel on
I+ 1—2 n=0
pose z = —x puis on integre pour obtenir
“+oo +0o0o -1
(1" X (D)
In(l1+z) = "t = —t " R=1.
(1+2) 7;) n+1 ; n

Ensuite, on écrit In(a + ) = Ina + In (1 + E) donc, si
a

T
*‘ < 1, on peut remplacer
a

x par z/a dans l'expression précédente et on trouve
+oo (_1)n—1
In(a+z) =Ina+ - g" R=a.
(a+ ) nZl —

Une application simple est la suivante : si 0 < x < 1, la suite <%> est po-
n>1
sitive, décroissante et tend vers 0. D’apres le critére des séries alternées, la série
too (_1)71—1
E ——~——x" converge et on a une estimation du reste
n

n=1
+oo -1 N+1
(=)™ x 1
Rn(x)| = ~ 2 "< < .
|Bn ()] n:Z:NJrl n " N+1~ N+1

Le reste converge donc uniformément vers 0 sur [0,1] ce qui implique que la série

+o00 (_1)71,1

E ~————x" converge uniformément sur [0, 1]. Sa somme est donc continue sur
n

n=1
0,1] tout comme In(1+ z). Or on a vu que, pour —1 < x < 1,

S~ (=)t

>

n=1

2" =1In(l + x)
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donc cette expression est aussi valable en faisant tendre z — 1 ce qui donne

+oo n—1
-1
ST e
n
n=1

. . Z N 2 o\ zn
2.2. La fonction exponentielle. On a déja vu que la série entiere — aun rayon
n!

de convergence infini donc sa somme est définie sur C :

Definition 2.11 (Fonction exponentielle)
La fonction exponentielle, notée exp, est définie sur C comme étant la somme de la
série entiere

+00 p

z
expz = Z —,
n!

n=0

Notons qu’en remplacant z par z, on obtient

ZZ=

Une seconde observation est qu’avec le prodult de Cauchy

+00 a™ +00 pr too m ak bm—k
exp(a) exp(b) = (Z n') (Z n') = Z B =R

+00 7n

exp(z) = ) = &)

n=0

n=0 n=0 m=0 k=0

Mais

Sk LS ey

k! (m—k)!  m! El(m — k)! m!

k=0 k=0

donc
= b
expaexpb == Z u = exp(a + b).
En particulier exp(a)exp(—a) = exp(0) = 1 donc exp ne s’annule pas et exp(—a) =
1

exp(a)’

On remarque ensuite que, si = est réel, exp x est réel. Quand x > 0, clairement exp(x) >

1 (on somme des termes positifs) et donc exp(—z) = 1( ] € (0,1]. On a alors
x
lexp(2)]* = exp(z) exp(2) = exp(z) exp(z)
= exp(z + z) = exp(2R(2))
= (exp 3%(2))2

Comme l'exponentielle est positive, | exp(z)| = exp R(z). Notons que cela implique que si
y € R, |exp(iy)| = exp(0) = 1.
n+1 1
Comme —— = —, la série Z — comc1de avec sa série dérivée. De plus exp(0) = 1
(n+1)! n! —n

donc exp est solution de I’équation différentielle ' = y avec condition initiale y(0) = 1.

+oon

Enfin, si y est une solution de y' = y avec y(0) =1 alors z = Y vérifie
ex

o yexp—yexp’ | yexp—yexp

=0
exp? exp?
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donc z est constante, z(z) = z(0) = 1 soit y(x) = exp(z). L’exponentielle est donc 'unique
solution de 3/ = y avec y(0) = 1.
Ensuite, comme y > 0, 3’ > 0 donc y est strictement croissante. De plus, pour z > 0,

1
exp(z) > x — +oo quand = — +oo donc aussi exp(—z) = @) — 0. En particulier,
exp(x
exp est une bijection de R sur ]0, +00). En particulier |exp(z)| = expR(z) # 1 = exp0 si
R(z) #0.

Résumons cette discussion dans le lemme suivant :

Lemme 2.12
La fonction exp est une fonction de classe C°° qui vérifie les propriétés suivantes
(i) pour tous a,b € C, exp(a + b) = exp(a) exp(b) ;
(ii) pour tout z € C, exp(z) = exp(Zz) et |exp(z)| = exp R(z). De plus |exp(z)| =
1 si et seulement si z = 1y avec y € R.
(iii) exp est une bijection R — R}, strictement croissante telle que
lim,, o exp(z) = 0; et limy_ 4o exp(z) = 00}
(iv) exp est l'unique solution de 1’équation différentielle y' = y avec condition
initiale y(0) =1

Remarque 2.13

La derniere partie de ce lemme peut étre prise comme définition de la fonction ex-
ponentielle mais nécessite le théoréme (non trivial) de Cauchy-Lipschitz pour mon-
trer I'existence et 'unicité de la fonction ainsi définie. Les autres propriétés sont
également un peu plus difficiles & démontrer a partir de cette seule définition, le
mieux est donc de montrer que cette solution est développable en série entiere.
Pour cela, on peut d’abord montrer par une récurrence immédiate que exp est de
classe C*> (si y est dérivable, alors y' = y est dérivable et en dérivant y” = 3/
+oo
z
est dérivable...) et que sa série de Taylor est bien Z —- Il est facile de voir que
n!
n=0
les restes de cette série convergent vers 0 : pour n > N > 2|z|, on remarque que
L® < Y1

nl = NI 2n—N donc
10 n N +oo N
z |2| 1 |2
< — <2 0.
n!| = (N)! Z 2k — (N)!
n=N k=0

Théoreme 2.14
L’exponentielle est un morphisme de groupe (C, +) — (C*, x) surjectif.

DEMONSTRATION. 1’énoncé est pompeux : expz # 0 nous dit que exp : C — C* et
exp(z 4+ 2’) = exp(z) exp(z’) nous dit que ¢’est un morphisme du groupe additif C sur le
groupe multiplicatif C*.

Le seul point a démontrer est la surjectivité, i.e. que pour tout z € C*, il existe ( € C
tel que z = exp(().

On a bien siir envie de poser ( = In(z), mais cela demande de définir In. Bien str, sur
R}, c’est la fonction réciproque de I’exponentielle et on montre alors aisément que c’est la

o r . *odt Lo —1
primitive de — qui s’annule en 1, Inx = — =
¢ Lot o 1+

ﬂ ds avec un changement
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de variable t = 1+ (x — 1)s. En posant 7(s) = 1+ (x — 1)s on prend le chemin le plus
1'(s)
n(s)

1
simple (un segment) qui relie 1 & x et alors Inx = / ds. L’idée est ici de faire la
0

méme chose pour x complexe :

t o
Pour z € C\ R, on définit n,(s) =1+ (2 —1)s, pour t € [0,1], £,(t) = / %ES;
0 7=\$
g(z) = £,(1). Comme z n’est pas un réel négatif, n, ne s’annule pas sur [0, 1]. Ainsi ¢,(t)
est bien défini pour tout ¢ € [0, 1], donc g(z) est bien défini. De plus 1 et ¢ sont de classe
cl.
On pose alors ¢(t) = 1.(t) exp(—L=(t)) qui est de classe C! avec

L0 = (0 exp(-£:(0) — () 20D

Ainsi ¢ est constante, en particulier (1) = ¢(0) ou encore zexp(—g(z)) = 1.

ds et

exp(—£.(t)) = 0.

Definition 2.15 (Détermination principale du logarithme)

La fonction g : C\ R~ ainsi définie est appellée la détermination principale du
logarithme.
Si z € C\ R7, sauf précision contraire, on note log(z) = g(z).

On a donc bien exp (g(z)) = z ce qui montre que tout complexe z qui n’est pas un réel
négatif s’écrit sous la forme z = exp({). En particulier, il existe (; € C tel que exp((;) =i
(inutile de le chercher pour Iinstant) et donc exp(2¢;) = i = —1. Enfin, si > 0, on écrit
x =explnz et alors

—x = exp(2¢;) explnx = exp(lnz + 2¢;)
donc les réels négatifs sont également des exponentielles de nombres complexes. |

Soit maintenant T = {z € C : |z| = 1}. Muni de la multiplication, c’est un groupe.
On vient de voir que si z € T, alors il existe ( € C tel que z = exp(¢). Mais on a vu
dans le lemme 2.12 qu’alors ¢ = iy avec y € R. Ainsi T = {exp(iy), y € R}. De plus
0 - (R,+) — (T,>.<)
y  — exp(iy)
son noyau ker = {y € R : O(y) = 1} = 67 1({1}) qui est donc fermé. C’est également
un sous-groupe de R puisque 0(y + y') = expi(y +¢') = expiyexpiy’ = 1 et 6(—y) =

=1.

est un morphisme de groupe continu et surjectif. On considere

A )

Il se trouve que les sous-groupes de R sont de deux types :

Lemme 2.16

Soit G un sous-groupe additif de R alors, soit GG est dense, soit il existe a € R tel
que G = aZ.
Si G est fermé, alors soit G = R, soit il existe a € R tel que G = aZ.

DEMONSTRATION. On consideére a = inf{g € G, g > 0} et on distingue deux cas :

- Sia >0 alors G = aZ. En effet, aZ C G et si G # oZ, il existe 5 € G \ aZ. Dans
ce cas, on a aussi — € G\ aZ et quitte a échanger § et —f, on peut donc supposer que
B > 0. 1l existe alors un entier m > 0 tel que ma < f < (m+ 1)a. Mais alors f —ma € G
et 0 < f —ma < «a, ce qui contredit la minimalité de .

— St a=0 alors G est dense. En effet, soit I un intervalle ouvert de R. Pour montrer
que G est dense, il suffit de montrer que I contient un élément de GG. Comme 0 € G, il
est inutile de considérer les intervalles contenant 0 donc I C (0,400) ou I C (—00,0). On
ramene ce cas au premier en remplagant I par —I. Ainsi I = (a,b) avec 0 < a < b et on pose
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{ = b—a. Par définition de o, comme o = 0, il existe g € G tel que 0 < g < £. Soit ensuite n
un entier tel que ng < a < (n+1)g et on remarque qu’alors (n+1)g < ng+¢ < a+b—a=1»>
donc (n+1)g € G N (a,b) et est donc I’élément cherché.

— la derniere partie en découle immédiatement, si GG est fermé et dense, alors G = R
et aZ = aZ. |

Comme ker 0 est un sous-groupe fermé de R, qui n’est pas R en entier puisque —1 € T
et il existe yo € R tel que —1 = ™0 donc yo ¢ G. Par suite, il existe a € R tel que G = aZ.
Enfin notons que yo # 0 donc 2yy # 0 alors que €0 =1 i.e. 2yg € G donc a # 0 et on
peut supposer a > 0. En écrivant a = 27, on a montré le résultat suivant :

Théoreme 2.17

Il existe un nombre 7 > 0 tel que e”¥ = 1 si et seulement s’il existe k € Z tel que
y = 2km.

Par suite exp est 2im-périodique.

La périodicité est simplement exp(z + 2im) = exp(z) exp(2im) = exp(z).
On définit maintenant les fonctions trigonométriques :

Definition 2.18 (Fonctions trigonométriques)
Pour z € C, on définit
— “+oo )
ef+e”? zn
coshz = —— = Z
|
2 ~ (2n)!
mh eF —e IR et
sinhz = —— = —_—
|
2 — (2n+1)!
] — +oo 2n
eZZ _|_ e 274 z
cosz = ——— = -1H"
2 nz_%( ) (2n)!
j —i +oo 2n+1
el _ =iz >
sinzg = —— = 1)
24 Z( ) (2n+1)!
n=0
toutes ces séries ayant un rayon de convergence infini.

Les expressions en série entieres résultent d’un calcul direct sur la somme de séries.
Notons que cosh et sinh sont respectivement la partie paire et impaire de exp alors que
)
pour x € R, cosz = Re™ et sinx = Im e® puisque e~ = ¢i*, En particulier, pour = € R,
on a
1 _ . e
e” =cosx +18Imx

et

2

cos?x +sin’x = 1.

Cette derniere relation est encore vraie lorsque = est complexe : soit par unicité du pro-
longement holomorphe, soit en utilisant le produit de Cauchy d’abord pour € R puis en
remarquant que ce sont les mémes relations en complexe !

On peut ensuite obtenir toutes les formules trigonométriques usuelles.

2.3. Les développements en séries entieres usuels. Dans cette section, nous
résumons les principaux développements en série entiere et esquissons leur méthode d’ob-
tention. Ces développements sont impérativement & savoir d’autant qu’ils recouvrent les
développements limités classiques.
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En sommant la série géométrique

1
Zr”z”: T R=1/r

n>0

et, en appliquant j fois z—,
dz

, 1
anr”znzi( R=1/r

= 1—rz)
En prenant r = —1 et en intégrant, on obtient
1 Syt
n(l+ 2) nzl( s R=1.
En prenant » = —1, en remplacant z par z2, puis en intégrant, on obtient
oo L2+l
arctan z :7;(—1)"271+1 R=1

La formule de Taylor (ou la définition de exp) et les opérations de base nous donnent

+oozn
62:2— R =40
n!

n=0
too  on

coshz = Z i

= (2n)!

“+o00
Z2n+1

1 h e _— R:
sinh 2 ;)(2n+1)! oo

R =+o00

cosz:Z(—l)”z i R = +o0

“+o00
22n+1

sinz = Z(—l)”m R = +oo0.

n=0
La formule de Taylor nous donne aussi, pour « ¢ Z
—+00

(1_|_Z)a:Z(a)nZn R=1

n!

n=0

ou (a)g=1et (@), =a(a—1)---(a —n+1) (n facteurs). En remplagant a par —c«, on
obtient

“+oo —+o00

o pnola+1)---(a+n—-1) , n n+a«a n
(1+2) :2‘6(—1) ( )n!( ), :ZO(—U F(Z()F(nﬁl)z R=1

et 'expression en termes de I' est valable tant que « n’est pas un entier négatif (auquel
cas, on utilise la formule du binéme de Newton et la somme est finie!).
On en déduit en particulier que

“+o00

1 1 /2n\ ,

1—=x =0
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puis, en remplacant z par z? et en intégrant

“+o00
arcsinx = Z b (2 "t R=1
22n(2n+1) \ n
n=0
et
arccos T = T_ arcsinz = T_ io b (2 20 R
2 2 22+ 1)\ n =
De méme, on obtient
I 2n+1
. (2n)! =z
wginh = (-2
n=0
—+o00
argtanhz = Z ﬁxzmrl’ R=1
n=0 n+

alors que argcosh n’est pas définie en 0.

Exercice 2.19

Montrer que

+oo
—1)"
Z( ) :arctanlzg.

2.4. Développements en séries entieres et équations différentielles.

2.4.1. Principe général. En théorie, les équations différentielles d’ordre 1 3 — a(z)y —
b(x) = 0 avec a, b continues peuvent toutes se résoudre & I’aide de la méthode de la variation
de la constante. Rappelons que les solutions sont données par la formule de Duhamel : si
A est une primitive de a

y(z) = 2@ <y(0) + /0 ’ e AWp(t) dt) .

Cette formule montre que si a et b sont des fonctions holomorphes sur C alors y est
elle-méme holomorphe donc développable en série entieres.
Les choses se compliquent lorsqu’on veut résoudre une équation de d’ordre 2,

y" —a(z)y —b(z)y — c(z) = 0.

Se ramener a une équation de d’ordre 1 ne permet pas toujours de fournir des solutions
lorsque a et b ne sont pas constants. On sait aussi que la principale difficulté est de trouver
une solution y; de ’équation homogene

y" —a(z)y’ — b(zx)y = 0.

On cherche ensuite une seconde solution sous la forme ya(z) = A(z)y1(z) (A pas constante)
et ensuite une solution de 'équation y” — a(x)y’ — b(z)y — ¢(x) = 0 par la méthode de la
variation de la constante.

Les équations d’ordre 2 sont trés courantes en physique (mécanique, électronique,
optique...)

Notre objectif ici est de chercher une solution de y” — a(z)y’ — b(z)y = 0 sous la
forme dune série entiere > "% Axx* ou plus généralement sous la forme " Y20 Apak.
On injecte cela dans ’équation et on espere en déduire les coefficients Ay (en général via
une formule de récurrence). Si ¢’est bien le cas, on obtient un candidat solution sous forme
d’une série entiere formelle. Si cette série a un rayon de convergence R > 0, on obtient
bien une solution sur | — R, RJ.
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La méthode peut s’appliquer aux équations différentielles de tout ordre. Commencons
d’ailleurs par un exemple simple d’ordre 1 :

Example 2.20

En guise d’exemple, regardons ce que cela donnerait pour 1’équation ¢y = —2xy avec
condition initiale y(0) =1 :

Analyse. On cherche une série entiére y(z) = Z:{i% Apx™ dont on espere que le rayon
de convergence R est > 0. Alors

+oo +o0
—2zy(x) = Z —2A,2" " = Z —2A,_ 12"
n=0 n=1
400 400
Y (x) = ZnAn:I:”_l = Z(n + 1A, 412",
n=1 n=0
On veut que y'(z) = —2zy(z) donc que ces deux séries entieres coincident donc

que tous les coefficients de 2™ coincident. En comparant le coefficient de z°, on voit

obtient A; = 0 et en comparant le coefficient de ™, n > 1 on obtient (n+1)A4,+1 =
Ay,

n+2

—2A,,_1 ou encore Ao = —2

(=n"

n!

Une récurrence immédiate donne alors As,, = Ag et Aspr1 = 0, pour tout

n > 0. Enfin Ag = y(0) = 1. Par suite

+oo nxQn +oo _x2 n )
yay =3 T S B
n=0 n=0

Synthese : Une observation importante est que si on connait le rayon de convergence
R de la série y(x) = Y729 A,2™ alors tous les calculs dans la partie analyse sont
valables sur | — R, R[. La somme de cette série sera donc bien une solution sur
|- R,R].

Ici, on voit immédiatement que R = +o0o donc y(z) = e+

est bien solution sur R.

Les solutions qu’on trouve de cette fagon peuvent parfois étre des polynomes. Les
équations différentielles d’ordre 2 apparaissent d’ailleurs fréquemment en théorie des po-
lynémes orthogonaux. Voici un exemple important

Example 2.21

On considere [’équation de Hermite
y'(x) — 2xy +2X\y =0

ol A € R est un parametre.

Analyse. On cherche une série entiere y(x) = Ii% Apx™ dont on espere que le rayon
de convergence R est > 0. Alors
+oo
—2zy(z) = Z —2nA,x"
n=1
+oo +oo

y'(z) = Z n(n —1)A,z" 2 = Z(n +1)(n+2)A, 122"

n=2 n=0
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donc
+o0o

y'(x) — 2z () + 2xy(z) = 242 + 20 Ao + > (2(A = n)Ap + (n+ 1)(n+ 2) Ap o).
n=1

On veut que ceci soit 0 donc As = —AAg et, pour tout entier n > 1, A0 =

A—n

9
(n+1)(n+2)
Nous allons & nouveau utiliser le symbole de Pochhammer (voir 2.7). Nous dis-

tinguerons les cas n pair et impair. On commence par ré-écrire AQ(p 1) =
A
2 =D .
—4 2 Ao, d’ou on déduit que
2p+D(2p+2)° 7> E

mn-

Agp—1 on trouve

(*z)
Agpiq = (—1)P22P— =" 4,
2p+1 ( ) (2p+ 1)| 1
Rappelons que Ag = y(0) et 4; = 3/(0).
On définit donc deux fonctions

yz())\) (CC) _ +i:.o(_l)pz%) (>‘/2)p x2p

= (2p)!
et
) = (%34
\ — § —1\P92p P 2p+1
v (@) pzo( "2 2p+ 1"

et notre analyse montre que les solutions développables en séries entieres sont
nécessairement de la forme

y(@) = y(0)y$ (@) + ¢ 0)y™ ().
;(;A) \)

Synthese. On va maintenant montrer que les séries entieres 3, et 3, ont un rayon
de convergence infini. Le critere de D’Alembert nous donne cela immédiatement car,
pour x # 0

2(p+1) A —n )

Agprnyx .
(2p+1)(2p+2)

Agpl‘Qp

—0

)

i

N

converge pour tout x # 0. Le raisonnement est identique pour y,”.

On peut donc justifier tous les calculs et yl(,A),le) sont des solutions de 1’équation
de Hermite. Observons aussi qu’elles sont linérairement indépendantes car de parité
opposée et forment donc une base de I’ensemble des solutions. On a ainsi montré le

résultat suivant :

donc la série y
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Proposition 2.22
Soit A € R. Alors toutes les solutions de I’équation de Hermite

y"'(x) — 2zy’ + 2 y =0

sont développable en série entiere sur R et s’écrivent

y() = 50y (@) + /0y (@)

avec \
(N = P92p (5)1? 2p
p=0 p)!
et e ()\ 1)
(/\) 1)P22P P, 2p+1
Yi Z::o (2p+1)! T

On peut aussi observer que si A est un entier positif pair, A = 2m, alors ygm = Hop

ou
m

Hom (z P22P (m)p 2
=5 o
est un polynéme pair de degré 2m et si A est un entier positif impair, A = 2m + 1,
alors yszrl Hspiq 01
- (m)
H z) =) (—1)P2% L g2t

est un polynéme impair de degré 2m + 1.
Ces polynémes sont les polynomes de Hermite qui jouent un réle important en
analyse de Fourier.

2.4.2. Introduction a la classification des singularités d’une équation différentielle.
Considérons une équation différentielle d’ordre 2 de la forme
d2
dz2
avec pg, p1 des fractions méromorphes.

Un point 2y € C sera dit

— ordinaire s’il n’est pas un pole de pg ni de p; i.e. si pg, p1 sont analytiques au voisinage
de zg.

— singulier régulier s’il est un pdle d’ordre au plus 1 de p; et au plus 2 de pg.

— irrégulier dans les autres cas.

Pour l'infini, on fait un changement de variable z = 1/w de sorte que

2 2
dy _ 2 &y _ oy o34y

= t = —= 42
dz v dw ¢ dz2 v dw? +aw dw

donc I’équation devient

Yo ;Y 4 po(2)y =0

(2.4) =

d?y dy
W' 3 2 _
2 + (2w —w pl(l/w))@ + po(w)y = 0.

On dira que oo est un point ordinaire, singulier régulier ou irrégulier de (2.4) si O est
respectivement un point ordinaire, singulier régulier ou irrégulier de (2.5).

(2.5)
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Example 2.23
Considérons ’équation de Bessel

dx? d
En divisant par 22, on obtient
d?y 1dy 2%2—a? _ 0
dz?  xdx 2 T
on voit que tous les points de C sauf 0 sont ordinaires et que 0 est un poéle d’ordre
1 2 _a?
1 de — et d’ordre 0 ou 2 (si @ = 0) de ———. Le changement de variable t = 1/x
x T
conduit a ) )
d“y 1dy 1 «
- —_ o — O
a2 Trde t (t4 t2>y

2
Q@
pour laquelle ¢ = 0 est un point singulier (pole d’ordre 4 de i t—2) Ainsi oo est

un point singulier de I’équation de Bessel.

Nous allons ici nous intéresser aux équations différentielles du type (2.4) qui ont exacte-
ment 3 points singuliers réguliers distincts. Un changement de variable permet de ramener
une telle équation & 1’équation suivante :

2

d d
x(lfx)d—ngr(cf(a+b+1)x)£faby:0

appelée équation différentielle hypergéométrique.
On voit immédiatement que 0 et 1 sont des points singuliers en la réécrivant sous la
forme
d*y  c—(a+b+1)zdy ab
daz? + zx(1—2) dx z(1-2)

Le changement de variable t = 1/x conduit a

d%y <2+ ct —(a+b+ 1)>t_1dy_ abt =2

y=0.

a2 y=0
dans lequel 0 est bien un poéle d’ordre 1 pour le facteur de 3y’ et 2 pour le facteur de v.
Ainsi oo est un point singulier régulier de ’équation hypergéométrique.

2.4.3. Les fonctions hypergéométriques. Comme beaucoup de fonctions spéciales, les
fonctions hypergéométriques admettent plusieurs définitions : via une série entiére, comme
solution d’une équation différentielle ou via une représentation intégrale. Elles ont en outre
l'avantage de recouvrir nombre de cas particuliers (voir Table 1).

a2 t—1 dr  t-—1

Definition 2.24 (Fonctions hypergéométrique)
Soient a,b € R et ¢ € R\ Z™. La fonction hypergéométrique de Gauss est la fonction

définie par la série entiere

+0oo
(2.6) oFi(a,b,c;2z) = Z Wz”

n=|

o (a)n, (b)n, (¢)n, sont des symboles de Pochhammer (voir 2.7).

Notez que, si a (resp. b) est un entier négatif, cette série entiere est en fait un polynéme
de degré —a (resp —b ou min(—a, —b) si les deux sont des entiers négatifs).
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Lemme 2.25
Le rayon de convergence de la série (2.6) est 1 et vérifie

n

%gﬂ(a, byc;z) = (azz)(f)ngFl(a +n,b+n,c+n;z).

De plus si ni a ni b ne sont pas des entiers négatifs,

—lorsque R(a+b—c) < 0, la série (2.6) converge normalement sur {z € C : |z]| = 1}.
— lorsque 0 < R(a+ b — ¢) < 1, la série (2.6) est semi-convergente pour tout z tel
que |z| =1 sauf z =1

— lorsque R(a + b —¢) > 1 la série (2.6) diverge quand |z| = 1.

DEMONSTRATION. II suffit de remarquer que, avec la formule de Stirling,

(2.7) (a)n(b)n _ F(C)F(l)na+b—c—1 (1 + O(n_l))

(¢)pn! I'(a)l'(b)

Comme |n®*b=¢=127| —» 400 quand |z| > 1 et |n®t*=¢~12"| — 0 quand |z| < 1, le rayon
de convergence est 1.
Ensuite

00 400
i2F1(a, bc;z) = Z ann—l = Z Mzn

dz = (c)nn' =0 (C)n-i-ln!
—+00
b Dn(b+1 b
_ ab~(a+1)n(0+1)n n PR+ 1,b+1,c41;2)
¢ n=0 (C T 1)n7’L' ¢

et une récurrence immédiate permet de conclure.
Examinons maintenant le comportement de la série (2.6) quand |z| = 1. Tout d’abord

a—i—b—c—lzn‘ — n?R(a-l—b—c)—l ainsi

— 81 R(a+b—c) > 1, ce terme ne tend pas vers 0 donc la série diverge;

—si R(a +b—¢) <0, par comparaison a la série de Riemann, on conclue bien que la
série (2.6) converge normalement sur {z € C : |z| = 1}.

I1 nous reste donc a voir le cas 0 < R(a+b—c) < 1.

A nouveau le facteur O(n™!) dans (2.7) conduit, par comparaison a une série de
Riemann, a une série convergente. Ecrivons z = ¢, a = —a—b+c+1 de sorte que
0 < Ra < 1. 1l s’agit alors de voir le comportement de la série

In

+00
1
Z TeznG'
n
n=1
L 0 £ 1 5(9)—iik9—ﬂE ticulier, S, (0)] <
orsque e , on pose Sp(0) = kioe = —{ v - En particulier, |5, <
2
Cy = m qui est donc une suite bornée (6 fixé). Une sommation d’Abel donne alors
Ny Ny Ny N-1 1
inf
— = — (Sn(0) — Sn—1(0)) = —Sn(0) — —— 5, (0
2 D s (500) = $ua(0)) = 32 255,00 = 3 Gy )
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1

1 1
On a No — 0 puisque Ra > 0. D’autre part, en posant f(t) = oo ona IHOES —O

v . 1. . .
donc avec l'inégalité des accroissements finis
|Gyl

1 1 /

1
Comme ) —Rat1 converge,

E (L)

a une limite et donc Z:ﬁ n%eme converge.

Il faut maintenant montrer que » n~% diverge lorsque 0 < Ra < 1. Quand « est
réel, c’est une somme de Riemann déja vue. On suppose donc que « n’est pas réel et on
remarque que

1 N 1\ 1 1
e = () ) Bl 5

1
Comme ) | a1 converge, > o converge si et seulement si la série téléscopique Y 1= ((n+

1)17@ — n!=®) converge c’est-a-dire si la suite n!™® 1—a) =

nl—?)?a

a une limite (finie). Mais |n
— 400 lorsque 0 < Ra < 1, donc la divergence est montrée dans ce cas.

Il ne nous reste plus qu’a considérer le cas o = 1440 i.e. de montrer que n'? = e##nn
n’a pas de limite. En prenant n = n;, = [¢*"/#] de sorte que < ny < e/ donc

km+ Bln (ek“/ﬁ — 1) Blnng < k.

Mais S 1In (1 — e_k“/ﬁ) — 0, on peut donc écrire Slnng = kmw + € avec € — 0 et ainsi
nf = eIk — (—1)*e*k donc +1 et —1 sont valeurs d’adhérence. [

Nous allons maintenant montrer que les fonctions hypergéométriques sont aussi des
solutions de I’équation hypergéométrique.

Théoréeme 2.26
Soient a,b € R et ¢ € R\ Z. Alors I’équation hypergéométrique

(2.8) t1—t)y" +(c—(a+b+1)t)y —aby =0
a pour base de solutions sur ]0, 1] les fonctions

y1(t) = 2F1(a,b,c;t) et yg(t):tl_chl(a—c—l—l,b—c—i—1,2—c;t).

Notons que nous avons supposé que ¢ n’est pas un entier donc y1, o sont bien définies
et de plus y; est une fonction holomorphe sur D(0, 1) et vérifiera donc 1’équation sur tout
le disque (par prolongement analytique) alors que y, ne se proplonge pas en une fonction
de classe C*° au voisinage de 0 puisque ¢ n’est pas entier.

Le cas ou ¢ est un entier est plus subtil. Notons que y; est bien définie tant que ¢ ¢ Z~
et la démonstration montrera que y; est bien solution quand c est un entier avec ¢ > 1. 11
en va de méme pour s, mais cette fois-ci, nous devons avoir ¢ < 1 pour que cette fonction
soit définie. Ainsi, lorsque c est entier, y1 et y» ne sont simultanément définies que lorsque
c =1 et dans ce cas y1 = y2. On n’obtient donc pas une base de ’ensemble des solutions.

DEMONSTRATION. Rappelons que dans cette démonstration ¢ n’est pas un entier.
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L’espace des solutions sur |0, 1[ est de dimension 2 avec Cauchy-Lipschitz. Remarquons
tout de suite que y; et yo sont bien linéairement indépendantes : supposons que

AMy1(t) + Agye(t) =0 ¢ €]0, 1.

Tout d’abord, y; et A1y1 + A2y2 se prolongent en des fonctions de classe C*° au voisinage
de 0, il faudrait donc que Asys aussi, ce qui n’est le cas que si Ao = 0. Ensuite, comme ¥
n’est pas la fonction nulle, on en déduit que A; = 0.

Nous pourrions simplement vérifier directement que y; et ys sont bien solution pour
démontrer ce théoréme, mais cela n’illustrerait en rien la méthode de résolution de I’équation

(2.8). Au lieu de cela nous allons d’abord chercher une solution sous la forme d’une série
+oo

entiere y(t Z ant™ dont on suppose le rayon de convergence R > 0. Alors
n=0

(c—(a+b+ 1))y (t) = caq + Jriof(c(n + 1)ans1 — o) t"
n=1
et
t1—t)y"(t) = 20¢2t+z (n+ 1)aps1 —n(n — 1)an)
et, au final
t(1—t)y" 4+ (c— (a+ b+ 1))y — aby = coq — abap + (2(c+ L)ag — (a+ b+ 1+ ab)ay )t

+ Z ((n +1)(n+c)any1 — (nla+b+1) +n(n—1) + ab)an)tn.

n=2
b b
Ainsi, si y est bien solution, a; = a—ao = Mao, puis
c (c)11!
a+b+1+ab (a+1)(b+1) ala+ 1)b(b+1)
vyg=—F—8#——a1=-—"—*a1 = g
2(c+1) 2(c+1) c(c+1)2!
b
i.e. g = mao. Enfin, pour n > 2
(0)22!
N nlfa+b+1)+nn—1)+ab (a+n)(b+n)
n+1 — n —

(n+1)(n+0) (ntDnto)

(@)n(b)n
(¢)nn!
méme relation de récurrence. On en déduit donc que les solutions développables en série
entiere sont nécessairement de la forme y(t) = ap2Fi(a,b,c;t). Réciproquement, comme
oFi(a, b, c;t) est bien développable en série entiere avec un rayon de convergence R = 1,

tous les calculs ci-dessus sont justifiés et on a bien une solution.

qui montre qu’on a «, = agp puisque les deux suites ont méme premier terme et

L’idée est ensuite de chercher une deuxiéme solution sous la forme y(t) = t7z(t) avec
o bien chosi i.e. de faire un changement d’inconnu. Dans ce cas

y(t) = 172(t)
y(t) = ot lz(t) +t72(t)
y'(t) = o(o— D7 22(t) + 2071 (1) + 172" (1)
qu’on introduit dans (2.8) pour obtenir
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t(1—=t)y" +(c—(a+b+1)t)y —aby = t(1—t)t72" (t)+ (20(1—t) +c— (a+b-+ 1))t/ ()
+ (o(c—-1)1—t)+o(c—(a+b+1)t) — abt)t"_lz(t)
= t(1-t)t2" (t)+(c+20—(a+b+20+1)1)t7 2/ (t)+ (0 (0 —1+c) — (o (0 +a+b)+ab)t)t” 2(¢).

Le choix 0 = 1 — ¢ permet d’éliminer le terme (o — 1+ ¢)t°~12(¢) et du coup de factoriser
t?. On obtient alors

t(1—t)y" + (c— (a+ b+ D)t)y — aby
_ tl_c(t(l—t)zﬂ(t)+(2—c_ (a+b—2—2c+1)t)2'(t) — (ab+ (1 —c)(a+b—c+1))z(t)>
_ tkc(t(l — 0"+ 2—c—(a—c+1+b—c+ 14 1)) (t)
—(a—c+ 1)(b—c+1)z(t))-

On reconnalt donc a nouveau ’équation hypergéométrique, mais avec les parametres a —
a—c+1,b—=>b—c+1,¢c—2—c Ainsi, si z2(t) =2Fi(a—c+1,b—c+ 1,2 —¢;t),
tl=0)2"t)+2—c—(a—c+1+b—c+1+ 1)) (t)—(a—c+1)(b—c+1)z(t) =0

et y(t) = t'7¢z(t) est bien solution de ’équation (2.8). [

Passons maintenant & la représentation intégrale :

Théoreme 2.27 (Euler)

Soient a, b, c € C avec R(c) > R(b) > 0. Alors, pour |z| < 1
['(c) ! b—1 —b—1 _

—_—— t 1-—1)° 1—zt)"*dt.

oD Jy ¢ 00

En particulier, o F} (a, b, ¢; z) se prolonge en une fonction holomorphe sur le demi-plan

R(z) < 1.

2F1(a7 b7 & Z) =

Notons que cette formule dissymétrise les roles de a et de b, a la fois dans les hypotheses
(pas de restriction sur a, mais une restriction sur b et ¢) et dans la formule ou

DEMONSTRATION. On fixe z avec |z| < 1 et alors, pour ¢ € [0, 1], on écrit

—+00

(1—2t) = Z %t"z”

n!
n=0

et on remarque que cette série converge normalement sur [0,1] puisque |zt| < |z| et

z converge. Un peut donc multiplier par ¢7 — ~77 " et 1ntegrer terme
(@) 0] t d Itipli =11 — t)¢=>1 et intégrer t

a terme pour obtenir

1 +oo 1
/ tbfl(l _ t)cfbfl(l _ Zt)ia dt = Z (a)n / tb+n71(1 _ t)cfbfl diz"
0 0

|
n.
n=0

X (@)uBb+n,c—b n
_ 3 @B ),

= n!

+o0
_ (@)al'(b +n)l(c = b) ,
N Z I'(c+ n)n! :

n=0
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I'(b
en reconnaissant une fonction 5. En se rappelant que (b), = (F(—;n) et une formule
identique pour (c¢),, on obtient bien
1
rorc—»
/ 71— )1 — zt) 0 dt = Mgﬂ(a, b, c; 2)
0 I'(c)

comme annoncé. Le prolongement analytique est maintenant évident : la fonction ( —
(1 — ¢)~* est holomorphe sur le demi-plan H = {¢ € C : R({) < 1}. Mais si O est un
ouvert relativement compact de H O := {t¢ : t € [0,1], ¢ € O} est un compact d’intérieur
non vide inclus dans H (O est le cone fermé issu de 0 généré par O). En particulier

— pour tout t € [0,1], z — (1 — tz)~* est holomorphe sur O

— (t,2z) = (1 —t2)7% est uniformément bornée sur [0,1] x O : il existe Co tel que
(1 —t2)7% < Cp pour t € [0,1], z € O.

Mais alors, comme ®(c) > R(b) > 0,

’tb_l(l - t)c—b—l(l - Zt)_a‘ < Cot%(b)—l(l - t)?R(c)—?R(b)—l e It (0, 1),

le théoreme d’holomorphie des intégrales dépendant d’un parametre montre que
1
z— / 7t — )b — )T dt
0

est bien holomorphe sur O. Comme O C H est arbitraire, elle est holomorphe sur H. B

Pour conclure cette section, donnons quelques liens entre fonctions hypergéométriques
et autres fonctions spéciales :
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Parametres variable nom
c=b¢ 7~ z (1 —=2)"%=29Fi(a,b,b;z)
In(1
a=b=1,c=2 —z M:2F1(1,1,2;—z)
z
1 3 arcsin z 113
a 2,6 5 Z 2 1<2,2>272>
1 3 arctan z 1 3
=—b=1lc=- 2 L T oy 21,222
a 2,b ,C 5 z 2 2 1(2, ,2,z>
Fonction 8 incompéte
xX
pa>0a=pb=| | Bpgo= [ ola-grta
l—-qg,c=p+1 0
l’p
= —2F1(p,1—¢q,p+ L;2)
p
Série binomiale tronquée
meN aelR m o
a#tEm-—2,m—2,... Z()z”
3 ) -1
a=1—m,b =1, /z n=o \""
c=a—m-+2
= <m(i 1) oFi(1—m,1l,a—m+2;-1/z2)

TABLE 1. Liens entre fonctions hypergéométriques et autres fonctions

Enfin, les fonctions hypergéométriques permettent également d’exprimer certaines fa-

milles de polynomes orthogonaux dans L?([—1

], w(z) dz) avee w(x) = (1 —2)*(1 4+ z)P.

Dans le cas général, on obtient les polyndémes de Jacobi, ceux de Legendre, Tchebichev et

Gegenbauer sont des cas particuliers.

2.4.4. La fonction d’Airy. Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoreme 2.28
Les solutions de I’équation d’Airy

y' — 2y =0
sont de la forme y(z) = y(0)Ai(z) + ¢/ (0)Bi(z) avec
Ai — S 1 3k
i(@) = kZ::O(Q><3) (5% 6) x - x (3k — 1)(3k) "
ﬁl(x) _ i:.o 1 3k+1
— (B3x4)x (6x7)x---x(3k)(3k+1)
et ces séries ont un rayon de convergence R = +o0.



2. DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES 33

Parametres poifis nom
variable
Polynome de Jacobi
n €N
’ _ a+1
a = _n7 O[y /8 1>_ 2:!: Pr(bowﬁ)(z) — (n")nx
b=a+pB+n+1,|z= 5 ' 1— .
c=a+1 szl(—n,a+ﬂ+n+1,a+1;2>
. Polynome de Legendre
neN, a=—n, a*?:zo 1 1— .~
b=n+1l,c=1, |z 5 P,(z) n2F1< n,n+1,1; 5 )
=B — I Polynome de Tchebichev
neN a=-n P Ty
’ ’ 1/2 1-—
b:n,c:1/2, 221—2’ Tn(z):w2F1<_nvn71/272Z>
5 !
Polynome de Gegenbauer
neN, a=-n 1 r'2y+1)
’ ’ =fB8=~v-= (M () = i
—z
c=v+3 z = 11—
2 2 X oF} <—n,2fy+n,7+2;22>

TABLE 2. Liens entres fonction hypergéométriques et polynémes orthogonaux

Montrons cela par un raisonnement d’analyse-synthese. Pour ’analyse, on cherche une

+oo
solution sous la forme y(z) = ZAnx” (et évidemment Ay = y(0), A1 = ¥/(0)). Alors

00 njrooo
y'(z) = ZnAnxnfl et y’(z) = Zn(n —1)A,z" % donc
n=1 n=2
+o0 +oo
' -y = Z n(n —1)A,z" 2 — Z Apz™t
n=2 n=0
“+o0o
= 24p+ Y ((m+1)(m+2)Anmys — Ap1)z™.
m=1
Or on veut que cette quantité soit 0 donc Ay = 0 et, pour tout m > 1, Apqo =
Amfl An

On en déduit immédiatement que

(m+1)(m+2) (n+2)(n+3)
Ap

A - A = 20 4. = 23— ]
3k+2 0 pour tout £k € N et que Aj 5% 3’ A6 F 6 2><3><5><6etpus

ou encore A,i3 =
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généralement, par une récurrence directe

De méme

Ay

[li<j<set1d

jE3N+2
Ainsi, si y est une solution développable en série entiere, alors y(z) = y(0)Ai(z) +
/(0) Bi(z). B

Synthése : on remarque aussi que si les deux séries entieres définissant Ai et Bi ont un
rayon de convergence R > 0, alors les résultats sur les opérations sur les séries entieres
montrent que y(z) = y(0)Ai(z) 4 /(0)Bi(z) est bien une solution sur | — R, R].

I1 reste donc a déterminer R. Pour cela introduisons aj = Aspz3*. Si z 75 0, alors

A3k+1 =

Q10 = m — 0 donc la série > a, converge i.e. la série définissant Ai converge
pour tout x, cette série entiere a donc bien un rayon de convergence R = 400. Le raison-

nement est le méme pour Bi en posant ay = A3k+1x3k+1.

Les fonctions Ai et Bi ont des expressions intégrales, mais la normalisation est 1égerement
différente.

Le changement de normalisation provient de la résolution de I’équation d’Airy par
transformée de Fourier, elle-méme normalisée par

3(e) = /R y(w)e € du

de sorte que l'inversion de Fourier s’écrit
1

) = 5= [ T g

a condition bien stir que 3,7 € L'(R).
Nous allons faire ici une résolution formelle de ’équation d’Airy et ne chercherons pas
a justifier ces calculs (qui nécessitent 'utilisation des distributions). Formellement

=it [yl dr et (O =€ [ ylo) o = -
R
alors que
5O =1 [ ~iyla)e " do = i7'(€
R
en dérivant sous le signe intégral. L’équation d’Airy 3" — zy = 0 devient donc

-y () =0 & F© =i
3
On en déduit que (&) = exp Z§ et, apres inversion de Fourier,

3
y(x) = % expi <€3 +a:§) d¢.

On prend ensuite la partie réelle et la partie imaginaire et on trouve

3 +o00 3
Ry(z) = 217T/cos <é §> d¢ = 71T/0 co <€ +x§> d¢

par parité et Im y(z) = 0. On ne trouve qu’une seule fonction de cette fagon alors qu’il nous
en faut deux fonctions linéairement indépendantes pour décrire ’ensemble des solutions.
La deuxieme ne peut s’obtenir par analyse de Fourier.
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Nous n’allons pas justifier ces calculs, mais simplement considérer le résultat du calcul
et montrer qu’on obtient bien une solution. La deuxieme solution cherchée est similaire.

Definition 2.29 (Fonction d’Airy)
On définit la fonction d’Airy (du premier type ou de premiére espece) :

) 1 +oo t3
Ai(z) = =t cos | o +at ) dt.

1l existe aussi une fonction d’Airy de seconde espéce dont les propriétés sont similaires :

1 +o00 3 3
Bi(x) = 77/0 exp (—3 + af:t) + sin (3 + :xt) dt

que nous n’allons pas I’étudier ici.

Lemme 2.30
Cette intégrale converge pour tout € R. De plus lim Ai(z) = 0.

T—+00

DEMONSTRATION. Tout d’abord, on intégre une fonction continue sur [0, +00)

43
t — cos <3 +xt) .

Il s’agit donc de montrer la convergence a l'infini. On suppose d’abord que z > 0

+o0 3 +o00 +3 1
/0 cos (3 + xt) dt = /0 (t* 4+ x) cos <3 + mt) P dt

3 +oo 3
sin (% + a:t) +o0 2t sin (% + xt)
_ / dt
2+ * /0 (2 + )2
0
+o00 2t sin (% + a:t)
= dt
/0 (% + 2)?

puisque le terme tout intégré est 0 en 0 et tend vers 0 en +o00. Cela montre en particulier
que la premiere et la derniere intégrale sont de méme nature. Comme la fonction intégrée
dans la derniere est O(t3), celle-ci est convergente ce qui montre que Ai est bien définie
pour x > 0.

Cette formule montre aussi que Ai(x) — 0 quand * — +oo : pour tout t > 0,

2t sin (% - xt) 21 sin (% + xt)

— 0 quand * — +o0o. De plus , pour =z > 1,

(t2 + )2 (2 + z)2
2t 1 o A o . . .
——— € L' (R). Ainsi, avec le théoreme de convergence dominée, on a bien lim Ai(z) =
(t2 + 1)2 T—~+00
0.

Lorsque z < 0 il faut étre un peu plus prudent car t?> + z s’annule en /—z. Dans
ce cas, on coupe l'intégrale en t, > /—x et on obtient & nouveau la convergence de

+oo t3
/ cos <3 + azt> dt avec une intégration par parties. |
12
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“+00 t3
Notons qu’exactement le méme raisonnement montre que / sin (3 + xt) dt converge.
0

Par parité de cos et imparité de sin, on aura alors
0 3 +oo 3
t t
/ cos ( + xt) dt = / cos ( + :Ut) dt
oo 3 0 3
0 t3 “+oo t3
/ sin ( + xt) dt = —/ sin < + xt> dt
oo 3 0 3

et on en déduit immédiatement que
1 [T . .3
Al((]}) _ / plattit /3 dt.
2 J_
Nous allons maintenant réecrire Ai & I'aide de Panalyse complexe. Soit Fy(z) = ez +i="/3
de sorte que 27 Ai(z) = [ Fi(t) dt.
On fixe ensuite R,n > 0 et on note R le rectangle de C de coordonnées —R, R, R+ in
et —R+1in qu’on parcourt dans le sens trigonométrique, de sorte que [, F(2)dz =0 i.e.

(2.9) /R Fy(t)dt = —i /On Fy(R + it) dt

-R

R n
+/ Fx(t+in)dt+i/ F.(—R +it)dt.
-R 0

Observons ensuite que
; B _ 2
F.(t+1is) = e e (5w St2)6’l<xt E t>.

Par conséquent, pour R? > |z|,

=0

! ; < oM ! —s(z+R?) 3¢ <

; Fy(£R+it)dt| <e ; e dS_R2—|-£L‘
quand R — 4oc. Enfin |F,(t + in)| < €7~ donc [ Fy(t + in) dt converge. En
faisant tendre R — +o00, on obtient la formule suivante : pour tout 1 > 0

too o 3 R 2 i(zt—i—ﬁ—nzt)
/ elwtit /3 dt = / etanti¢ /3 d¢ = e er]a:/ e e 3 dt.
—00 R+in -

On voit aisément avec la derniere expression que cette fonction s’étend en une fonction
holomorphe sur C. Plus précisément, nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :

Théoreme 2.31
Soit n > 0 et j = e%™/3. Alors

(2.10) Aiz) = — / /3 g
27 R+in

et s’étend en une fonction holomorphe sur C. De plus, Ai(z), Ai(jz) et Ai(j%z) sont
solution de I’équation d’Airy

y// _ .:Ey — 0
Enfin Ai(z) + j Ai(jz) + j? Ai(j?z) = 0.

DEMONSTRATION. Nous avons déja démontré (2.10). Montrons que cela définit une fonc-

tion holomorphe. Introduisons G(z, () = gizCFic /3 qui est clairement holomorphe en z. De
plus, si [R(z)],|Im (z)| < A,

IG(z,t +in)| = e’ o) g—tIm (2)=mt? - on® nA Al —mt? LY(R)
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et indépendamment de z donc 2w Ai : z — G(z,(¢)dt est holomorphe sur {z :
R+in

|R(2)|, Im (2)| < A}. Comme A est arbitraire, on en déduit que Ai est holomorphe sur C.

Maintenant que nous savons que (2.10) définit une fonction holomorphe, on peut

dériver sous le signe intégral sans nécessiter de justification supplémentaire :
1 _<2em<+ic3/3 d¢ = b / el (t+in) (t+ in)2ei(t+in)3/3 dt
2m R+in 2 Jr

1 . v1d o3
_ ix(t+in) = 2 i(t+in)°/3 dt
2 /Re z'dt€

[ el (tin)+i(t+in)® /3

A" (x) =

“+oo
1

+ 5 petr(ttin) Si(t+in)®/3 g4
T JR

1

avec une intégration par partie. Celle-ci est justifiée par le fait que les estimations de
modules faites avant I’énoncé montrent aussi que le terme tout-intégré est nul. On vient
donc de montrer que Ai”(z) = z Ai(x) i.e. que Ai vérifie 'équation d’Airy :

Ai"(z) — z Ai(x) = 0.
Soit alors w une racine cubique de I'unité et y(x) = Ai(wz). On a donc
Y () = w? A" (wz) = W? (wz Ai(wz)) = z Ai(wz) = zy(z)

olt on a utilisé le prolongement analytique Ai”(z) = 2 Ai(z) pour z = wz. on a donc bien
que y est également solution de I’équation d’Airy.

La dernire assertion est alors simple. On pose y(x) = Ai(z) +j Ai(jz) +j2 Ai(j%z) qui
est solution de I’équation d’Airy. De plus, en utilisant que la somme des racines cubiques de
'unité est nulle, on a y(0) = (1+j+j?) Ai(0) = 0 et 3/ () = Ai'(x) +j? Al (jz) +j* Ai' (j°2)
donc 3/(0) = (1+j%+j*) Ai'(0) = (1+j+j*) Ai’(0) = 0. Donc y est solution de I’équation
d’Airy avec condition initiale y(0) = ¢/(0) = 0. Cette solution étant unique grace a Cauchy-
Lipschitz, on en déduit que y = 0. [ |

Pour comparer Ai et Ai, nous allons avoir besoin des valeurs suivantes :

Lemme 2.32
On a 1/6 1/6
. 371/60(1/3) g 31/50(2/3)

Ai(0) = o et Ai'(0) =— o

Par suite
3-1/61(1/3) £X 1

Ai = 3k
i(2) o ;0(2><3)><(5><6)><---><(3k:—1)(3k)x
_3Y5T(2/3) (X 1 1
27 k:0(3><4)><(6><7)><--~><(3k)(3k:+1)

DEMONSTRATION. Le développement en série entiere de Ai provient directement du fait
que Ai est solution de I'équation d’Airy donc Ai(xz) = Ai(0)Ai(z) + Ai'(0)Bi(x). Il nous
reste donc & déterminer Ai(0) et Ai’(0).

On commence par écrire
%mmz/ %%MZ/MWWMt
R+ R

On remarque ensuite que
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Com [ g [ gy
—00 0

+m . . 3 +w - —_—
= / e =073 qp = / elt+*/3 dt .= (.
0 0

Enfin, 27 Ai(0) = (_ + {4+ = {4+ + {4 = 2R¢; done

m Ai(0 8‘%/ e+ /3 gy

On a donc 7 Ai(0) = limp_, 1o [(R) avec
R
o= [
0

On pose F(z) = ei#°/3 qui est holomorphe sur C et on va faire une intégrale de contour de
F le long du contour délimité par le segment i + [0, R], ’arc de cercle C := {i + Re'®,s €
[0,7/6]} puis le segment i 4 [Re’™/,0]. On pose

L(R) = / 2)dz = iR / TR 3t gy

et
I(R) = —/ F(z)dz = / F(i + te'™/%)ei™/6 qt
i+[Rei™/6,0] 0
alors
I(R) = ~11(R) + I(R).
Mais
|€i(i+Re“)3/3€it‘ = |exp(1/3 — iR — R2e2 4 iR3e3it/3| _ 61/3€RsintfR2 cost—R3 sin 3t
2
On remarque que pour 0 < ¢ < %, Rsint < Rsing = g, R? cos 2t > R? cosg =3 et
—R3sin 3t < 0 et on en déduit que
R R
|I1(R) < <RY max \ei(i+Relt)3/3e"t| <TRe2 2 S0
6 tef0,7/6] 6

quand R — +o00. Par suite

mAi(0) = lm RL(R)= lim RIy(R).

On pose maintenant

de sorte que
I(R) = — / F(2)dz + I3(R) + / F(2) de.
[0,4] [0,i]+Reir/6

Mais X 1
R F(z)dz = §R/ et @) /3, 44 — §RZ/ BBt =0
0,4] 0 0
et
/ F(Z) dz| < max ’e (RI™/644)3 /3| < 67R3/3+0(R3) 0
[0,i]+ Reim/6 te[0,1]
donc

mAi(0) = lim R F(z)dzRe's / /3 qt = \/3/ e /3 qt.
R—+o00 [0 Reiﬂ'/ﬁ} 0 2 0
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On fait un changement de variable s = #3/3, et on trouve

v3

2T

shir ()

Ai(0) = =

~5(35) 723 ds =

comime annonce.
Le calcul pour Ai’(0) est similaire. On commence par remarquer que Ai’(0) est réel
puisque Ai est réel sur R. Ensuite, on utilise I’expression holomorphe de Ai avec n =1

1 o 1 , N
A1<m) _ 27 esz+Z§3/3 d¢ = 27 / 61x(t+1n)+z(t+zn)3/3 dt
T JR+in T JR

qu’on peut dériver sous le signe somme

1 / i(t + i) et /3 qp.
R

Ai'(z) = 5

On remarque ensuite que Ai’(0) est réel puisque Ai est réel sur R, donc

§R/ ’I7—|—’Lt z(t—l—m) /3 dt
1 +oo (113
+ %/ (—n + it) et/ qg.
2 0
On réecrit a nouveau la premieére intégrale

R / —n+ i) B g = R / (—n — it)e! /3 gy
0

+m . . 3
— R / (= it)e—i-t=m*/3 g
0
en utilisant R(z) = R(2). On en déduit que
1 .
AT(0) = =R iCe’/3 at.
T Ji+][0,4-00)

En faisant les mémes changements de contour que pour Ai, qui se justifient exactement
de la méme fagon (noter que le terme qui differe n’est pas dans I’exponentielle alors que
ce sont ces termes la qui permettent de passer a la limite), on obtient

] 1 -~ iC3/3 1 e in/6,,—t3/3 it/6
Ai'(0) = =R iCe dt = —R ie'™ Pte e/ dt.
i eiw/6R+ v 0
On termine comme précédemment avec un changement de variable s = ¢3/3. |

Enfin, considérons y(z) = A Ai(jx) + pu Ai(j%x). La premiere remarque est que j2 = j
et que, comme Ai est rélle sur la droite réelle, elle vérifie le principe de réflexion de
Schwarz Ai(z) = Ai(z) donc Ai(j?z) = Ai(jz) et donc y(x) = A Ai(jx) + pAi(jz). Ainsi, en
choisissant p = X, y sera réelle.

On considére donc maintenant y(z) = X Ai(jz)+\ Ai(jz) de sorte que ¢/ (x) = A\j Ai(jz)+
Aj Ai(jz). Ainsi y est une solution de I’équation d’Airy avec donnée initiale y(0) = 2 Ai(0)R(N)
et 3/ (0) = 2 AT (0)R(Nj).

/

On cherche maintenant A € C pour que y(O) =1 et y/(0) = 0 c’est-a-dire y = Ai (par
unlclte dans Cauchy-Lipschitz). Cela se réduit & 2 Ai(0)R(\) = 1 et 2 Ai’(0)R(A\j) = 0 soit

/\_

(0) et

(eﬂ% Ai(e’ z) + €76 Ai(e i z)).
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On cherche ensuite A € C pour que y(0) =0 et 3/(0) = 1 c’est-a-dire y = Bi et on trouve

A= ﬁ d’ott
Bi(z) = Z,Ail,(m(Ai(ei%) — Ai(e " F ).
En résumé
Ai(z) = ?213/1;; (e*’% Ai(ei%ﬁx) +e'6 Ai(e*i%ﬂx))
Bi(z) — igl/ﬁig/g)(m(ei?x) Al iFa)).

Nous allons enfin préciser le comportement a l'infini de la fonction d’Airy. Rappelons
que, d’apres (2.10), pour tout = € R et tout n > 0, on a
Ai(m) 1/ eix(t+in)+i(t+in)3/3 dt.
R

:27r

En particulier, pour = > 0, on peut prendre 77 = /z et on trouve
Ai(z) 1 /eim(t+ix1/2)+i(t+izl/2)3/3 df — QLe*%"”% / T2 ) g
® R

T or m

On a mieux :

Lemme 2.33
Pour z € C\R™,
Ai(z) = 1/ gtz (t+iat/2)Fit+iz/2)3 /3 gy _ ie%wg / =T i3 [3 gy
27 Jr o L

DEMONSTRATION. L’égalité est vraie sur |0, 4+00) et le membre de gauche est holomorphe
(sur C), il suffit donc de montrer que le membre de droite est holomorphe sur C \ R™.
Rappelons que z — +/z est holomorphe sur C \ R™. Ainsi, en posant F(t,z) =

6*21/21526”3/3, pour tout ¢t € R, z — F(t,2) est holomorphe sur C \ R™. Ensuite, pour
e > 0 (petit) notons

Q.={2z€C: |z|>e, —m+e<arg(z)<m—c}={re’ : r>c, -m+e<bf<m—c}
Alors, pour z = re? € Q., 21/2 = r1/2¢9/2 donc R(2'/?) > A. = ecos (% —5) > 0.
Mais alors |F(t,z)| < e 4 € LY(R). D’apres le théoreme d’holomorphie des intégrales

dépendant d’un parametre, / F(t,z)dt est holomorphe sur .. Comme ¢ > 0 est arbi-
R

traire, cette fonction est holomorphe sur U Q. =C\R".
e>0

3
2.5

En remarquant que x — e~ 3%" aussi, on obtient le résultat. |

Nous pouvons maintenant démontrer I’estimation suivante :

Théoreme 2.34

Poure >0, -m+e<f<m—cetr >0,

30
2

(1]

2
o 1 exp|—3rze
Ai(re¥) = NG ( T >(1+R(Ta‘9))
rie

, C. une constante.

N

g

avec |R(r,0)| <

<
Mw‘ Q
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Remarque 2.35
On peut affiner la démonstration pour obtenir un développement asymptotique a

tout ordre et une dépendance plus précise en 6 de la forme |R(r,8)| <
r

Njw

COS g)_%

pour —w < 6 < mwetr>0.

DEMONSTRATION. Avec le lemme précédent, il s’agit de démontrer que

e T
/ o—aV/2H2 it3)3 4y _ £1 (1+ R(x))
R T4
C
avec |R(z)| < —5.
||
Pour cela, on écrit simplement un développement de Taylor avec reste intégral au

1
premier ordre de I’exponentielle i.e. e =1 + iz / €*** ds donc
0

it3/3 A Ay
e =1+ zg e ds.
0

3 1
/e”l/Qthit3/3 dt:/exmt2 dt+/it6x1/2t2/ 5813 45 dt.
R R R 3 0

Attention, x est ici un nombre complexe. Quand x est un réel positif, un changement de
variable t = /mz~1/%s montre que

/ e—m1/2t2 dt — ﬁ —7s? dS — ﬁ
R

214 g 2174

Ainsi

Lorsque x € C\ R7, il faut en plus faire un prolongement analytique : la formule est
vraie sur R} et le membre de gauche et celui de droite sont tous deux holomorphes sur
ce domaine (par théoréeme d’holomorphie des intégrales dépendant d’un parametre sur €2,
comme ci-dessus).

Il nous reste donc a montrer que

/3 1
R(x) ::/iexl/QtZ/ eZSt3/3d5dt:O(|$]71).
R 0

3
N
Mais, en observant que / et /3 ds| < 1, on obtient
0
. B e
R@l < [ 5 exp(-RGe) ar
+
< % / T e leleos(5-)2 gy,
0

On pose alors A = cos (5 —¢) >0et s = |z|1/4t et on trouve

2 [t 1
|R(SU)| < (/ 836—14532 d8> _
3 Jo ||

qui est bien de la forme voulue. |



42 1. SERIES ENTIERES

Enfin, rappelons que Ai(x) + jAi(jz) + j? Ai(j2xr) = 0 sur C. En particulier, pour
x=-r,r>0,0n a

Ai(—r) = —jAi(—jr) —jAI(=jr) = e /3 Ai(e7"/3r) 4 €/3 Ai("/3r)
iy 2.3
. . 1 exXp |ty — 3r2
= 2R("P AN ) = =R ( - T ’ ) (1+ 0031
r
cos (T — 23
= (43)(1_1_0(7"—3/4)).

Ce qui montre que Ai tend lentement vers 0 en oscillant (de plus en plus vite) quand
T — —00.

2.5. Un résultat de Bernstein. Une fonction f est dite totalement positive si elle
est de classe C® et si (—1)Ff*) > 0. Par exemple, si A > 0, la fonction exponentielle
ey 1 & — e ™M est totalement positive puisque eg\k) = (=\)¥ey. Un résultat relativement
difficile de Bernstein caractérise les fonctions de ce type (comme étant essentiellement des
moyennes de fonctions exponentielles).

Nous allons ici montrer un résultat un peu plus faible :

Théoreme 2.36 (Bernstein)
Soit a > 0 et f :]—a,a]— R une fonction de classe C* telle que, pour tout =z €]—a, al,
et tout entier k, f%*)(z) > 0. Alors sur | —a, a[, f est la somme de sa série de Taylor.

DEMONSTRATION. Soit 0 < b < a. Soit F' la partie paire de f, i.e.

2
Clairement F' est C* de dérivée

AT Ll R G )

En particulier, pour tout entier n, F"(z) > 0, FCY(0) = fC"(0) > 0 tandis que
F2+1(0) = 0. Le développement de Taylor avec reste intégral de F & Pordre 2n + 1
s’écrit donc

(2.11) F(z) = f(0) + f”2(0)332 oot ’mx% + Ru(z)

T —t 2n+1
ou Ry(z) = MF(Q”H) (t) dt. Nous allons montrer que, si [z| < b < a, alors
(2 !

R, (x) — 0. Comme F est paire, R,, aussi, il suffit donc de considérer 0 < z < b.

Notons que (2.11) implique F(z) > R,(x) en particulier R, (b) < F(b) tandis que
la formule du reste montre que c’est l'intégrale d’une fonction positive donc R, (x) > 0.
Ensuite, on écrit

T 2n+1 2n+1
_ r—t b= ent2)
B (@) _/0 <b—t> AL
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T —t b—=x L. r—t)\2"H
On remarque que t — i 1_ﬁ est décroissante sur [0, 2] donc 0 < — <

27L+1 n
(%) . Comme x > 0 et que (lz;)jl;l Fn+2) () > 0, il en résulte que
0< R, (— ~ ) gt
< Bulz) < b) /0 2n+1)! ®)

SORECHO R

Par suite, on a bien R, (z) — 0 quand 0 < z < b donc F' est développable en série entiere

sur | — b, b[. Comme b < a est arbitraire, on aura
I r(2n)
F(z) = S7710) o lz] < a.
= (2n)!

Soit maintenant G la partie impaire de f, i.e.

Clairement G est impaire, de classe C*°, de dérivée

GO () = SO () - (*1)kf(k)(*l“)'
2
En particulier, pour tout entier n, G (0) = 0 tandis que G***1(0) = f27+1(0) et enfin
Fn+2) ()
G () = FE @) = fO () [ < Ty s Fl)
2 A )
22— — 2-F (r)
Le dévelopement de Taylor avec reste intégral de G a 'ordre 2n + 1 s’écrit donc
(3) (2n+1) B

(2.12) G(x) = f'(0)z + SO s SO o + Ry (2)

3 (2n + 1)

~ x _ t 27’L+1 ~
ou Ry(x) = /0 %G(%H) (t) dt. Notez que, maintenant G est impaire donc R,

aussi. Nous allons montrer que si |z| < b, alors Rn(m) — 0. Par parité, il suffit & nouveau
de considérer 0 < x < b. Notez que nos inégalités sur G(2n+2) (x) nous montrent que
—R,(z) < Ry (x) < Ry(x) ce qui donne le résultat voulu. On vient donc de montrer que,
sur | — a,a[, G est la somme de sa série de Taylor en 0,

too f(2n+1)(0)
ot (2n +1)!

G(QS‘) — 2n+1

|z| < a.
Comme f = F + G, on en déduit le résultat. |

3. Comportement au bord

3.1. Théoreme d’Abel angulaire. Soit (a,),>0 une suite sommable i.e. > ay

converge. Cela implique que le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" est au
+oo

“+oo
moins 1. On pose alors S = Zan et f(z) = Zanz". Si le rayon de convergence de

n=0 n=0
la série définissant S est R > 1 alors S = f(1). Le théoreme d’Abel nous affirme que
S = lim f(z) quand x — 1 (x réel) et dit méme un peu mieux, on a méme S = lim f(z)
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T

quand z — 1 avec z € A ot A, est un secteur angulaire d’angle ¢ < 5 i.e. z ne s’approche
T

pas tangentiellement de 1. Plus précisément, pour 0 < ¢ < 5 on notera

A,={2€C: Fp€l0,1), I € [—p,¢] t.q. 2 =1 — pe®}.

Le résultat est alors le suivant :

Théoreme 3.1 (Théoréme d'Abel angulaire)
+00 400
Soit (an)n>0 une suite sommable, S = Z an et f(z) = Z anz" pour |z| < 1. Alors,
n=0 n=0
pour 0 < p < g,
lim f(z)=S.
z—1
z €A,

Notez que Ag = [0, 1], le théoréme est donc vérifié en particulier quand z — 1~ (dans
R). Ce résultat nous dit que si ) a, converge alors f se prolonge par continuité sur A,
(ou sur [0, 1]).

Example 3.2

e'm@

+oo

Soit a > 0, Comme Z

n=1

(tew)n
nOé

— converge tant que e = 1, 1a fonction f définie sur [0,1]
n

+
8

par f(t) =

se prolonge par continuité en 1.

3
Il
_

La démonstration est basée sur une sommation d’Abel.
—+o0

DEMONSTRATION. Comme la série Y a,, converge, on peut définir ses restes Ry = E ay,

k=n+1
de sorte que, pour n > 1, a, = R,—1 — R,,. Notons tout de suite que, comme R,, — 0, la

série entieére Y R,z" a un rayon de convergence > 1.
On a alors, pour N > 1,

N N N N
Zanz” — Zan = Zan(z" —-1)= Zan(z” -1)
n=0 n=0 n=0 n=1

puisque 2 = 1 (par convention). On peut donc écrire a, = R,,_1 — R, dans cette série :

N N N N N
danz =D an = Y (Rn1—Rp)(@"—1)=) Ry q(z"—1)= > Rp(z" 1)
n=0 n=0 r];:_ll N n=1 n=1
= Y R,z —1)=> Ru(z"-1)
n=0 n=1

N
= Ro(z—1)—Ry(zN —1)+ ZRn(z"+1 —2")



3. COMPORTEMENT AU BORD 45

Pour z fixé, on peut maintenant faire tendre N — +o00, en observant que |z| < 1 implique
|Rn (2N —1)| < 2Ry — 0, on obtient

+0o0
flz2)=S=(2-1)>_ Rp2".
n=0

Nous allons montrer que le membre de gauche tend bien vers 0 quand z — 1 avec
z € Ay. Soit donc € > 0, il existe alors M tel que |R,| < e quand n > M. On a alors

M-1 +o0o
1f(z) =S| < lz=1 > |Rullz" + 2= 1] > |Ral|2["
n=0 n=M

M—-1 +o00
< Jz=1 ) [Ral+elz =11 ) |2
n=0 n=0
)Y 4
= z — 15 .
- e
n=0
M-1
— Comme M est fixé, il existe n; tel que, si |z — 1| < n1, alors |z — 1| Z |R,| < e (on
n=0
n’a pas besoin d’avoir z € A, pour cela).
— il nous reste donc & montrer que % est majoré si z € A, est suffisamment proche

de 1 (ce sera alors le cas dans tout A, puisque 1 est le seul point ou le dénominateur
s’annule, mais cela est inutile). Notons que si 2| < 1 s’écrit z = 1 — pe'? alors |z — 1] = p
et |2 =1 —2pcos(f) + p?, (donc p(2cosf — p) > 0 en particulier 2cosf — p # 0) d’ott
|z — 1] |z — 1]
=1+|z|])]—— < (1+ ]z
Eo = A D <)
On veut donc majorer cette expression uniformément, ce qui revient & minorer 2cosf — p
lorsque z — 1. Comme z — 1 implique p — 0, on voit que cette minoration ne peut avoir

P 2
< .
2pcosf — p?2 — 2cosl —p

T
lieu que si cos 0 ne tend pas également vers 0, c’est-a-dire quand 0 — 5 En d’autres termes,

on ne peut pas approcher le point z = 1 tangentiellement au cercle unité. C’est pour cette

raison qu’on restreint la convergence de z — 1 a z € A,. Dans ce cas 2cosf) > 2cos ¢ et

|z — 1] 2
<

il suffit donc de se restreindre a p < cos ¢ pour en déduire que € < €.
1—|z| ~ cosgp

Au final, on a donc, pour |z — 1| < min(7n;, cos ¢)

2
1) -si< (1+ 2 )

ce qui est bien le résultat voulu. |

La démonstration est un peu simplifiée lorxqu’on se contente de séries entieres réelles

[z =1
1= ]

puisque = 1 quand z est un réel positif.

Corollaire 3.3
Soient (an)n>0 €t (bn)n>0 deux suites sommables et soit (¢;,) leur produit de Cauchy,

n —+o00 —+o00 —+o00
Cp = Zajbn_j. Si ) ¢, converge, alors ch = <Z an> (Z bn).
n=0 n=0 n=0

Jj=0

Rappelons que z:z% ¢n, peut ne pas converger.
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DEMONSTRATION. En effet, il suffit d’introduire les trois séries entieres
+oo +oo +o00
flz) = Z a2 , g(z) = Z bpz" . h(z)= Z cnz".
n=0 n=0 n=0

Comme Y an, Y by, Y ¢, convergent, ces trois séries entieres ont un rayon de convergence
> 1. Comme ¢, est le produit de Cauchy de (a,) et (bn), on a h(z) = f(2)g(z) lorsque
|z| < 1. Ceci est en particulier vrai quand z €] — 1, 1[C R (ou dans n’importe quel A,) et

—+00 “+00 —+00
alors, en faisant tendre z — 1, on trouve bien Z Cp = <Z an> (Z bn>. [ |
n=0

n=0 n=0

3.2. Sommation d’Abel de séries divergentes.

Definition 3.4 (Sommation au sens d'Abel)

—+00
Soit (an)n>0 une suite de nombres complexes. On dit que la série E a, est sommable
. n=0
au sens d’Abel si
—+00
¢ = lim g anr"
r—1-
n=0
00 A
existe et dans ce cas, on note g anr" = L.
n=0

La limite ici est dans R. Ainsi, le théoréme d’Abel (radial) nous dit que si >0 ay,
converge, alors elle est aussi sommable au sens d’Abel. On parle de méthode de sommation
réguliere.

Théoreme 3.5 (Frobenius)
Soit (an)n>0 une suite complexe et

n 1 n
Sp = 475 Op — Sk
n E 9 n n+1 E
k=0 k=0

Si la série ) a, est sommable au sens de Cesaro, c’est-a-dire s’il existe s € C tel que

Opn — S,

alors elle est sommable au sens d’Abel et Z an, 4 s.
n>0

DEMONSTRATION. Pour 0 <7 < 1 et N > 1 un entier, en posant s_; = 0, une sommation
d’Abel donne

N N N N—1 N
E anpr" = g (Sn — Sp—1)r"" = g spr’t — E spr™tl = (I—r) E spr” + syriV.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

n
Posons alors S,, = Z s = (n+ 1)op, S—1 = 0. La premiere observation est que o, est
k=0
bornée puisque convergente. Ainsi, il existe M tel que |S,| < (n + 1)M. Ensuite, comme
$n = Sp — Sp_1, on obtient |s,| < (2n + 1)M. Par suite syr¥ — 0 quand N — 400
puisque 0 < r < 1. La précédente sommation nous donne donc
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et ces sommes convergent pour tout 0 < r < 1.
On écrit a nouveau s, = 5,, — S,,—1, et on fait une seconde sommation d’Abel :

anr (1—r ZSM“ (1 —T)Z(n—i— Dopr™.
n>0 n>0 n>0

Notons qu’ici, il n’y a plus de difficulté & justifier la convergence puisque Sy — 0. Par
conséquent,

(3.13) Z anr = (1 —1)? Z(n + 1)opr".
n>0 n>0
Posons p,(r) = (1 — r)?(n + 1)r™. Les nombres p,(r) sont positifs et
an =(1-r)? Z(n—i—l)r"
n>0 n>0
L’identité (3.13) s’écrit donc
D anr" =3 palr)on
n>0 n>0

Soit € > 0. Puisque o,, — s, il existe N tel que |0, — s| < & pour tout n > N. On a
alors

Zanr an ‘Un_s“‘_ an |Un_

n>0 n>N

IN

< an Von — s +e.

Pour chaque entier n fixé, p,(r) = (1 —r)?(n + 1)r™ — 0 quand 7 — 1~. La derniere
somme, qui est finie, tend donc vers 0. On en déduit

lim sup Zanr —s| <e.

r—1- n>0

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a bien lim Z apr” = s. [ |
r—1—
n>0
Example 3.6 (Série de Grandi)
1 si t pai 1 2 1
Sia, = (—1)", alors s, = S? nes Palr ~ donc o, = M — —. Ainsi
0 sin est impair n+1 2
cette série est Césaro sommable donc aussi Abel sommable et ces sommes coincident :
+oo
1
Sr=1-14+1-1+---2 5
n=0
Example 3.7
Sia, = (—1)"(n+ 1), alors
f(—nn(n =t 1L
—~ (1472 T4
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+oo
al
d r — 1. Ainsi 1" 1) = -.
quand 7 insi ;:0( )*(n+1) 1
Cette série n’est pas Césaro sommable puisqu’on montre assez facilement que s9,, =
1 1
m + 1 et que s2+1 = —m — 1. Ainsi o9, — 3 et oopt1 — —3
= T d
En partant de 1) = et en appliquant deux fois r—, on obtient
p nz:l( ) T+ 7 ppliq X O
—+o00
-1, 2 r(l—r)
Z(_l)n nr’" = m —0
n=1
400 )
donc z:(—l)”n2 = 0.
n=0
Remarque 3.8
+oo r +oo
Par contre nr" = ——— — 400 ainsi n n’est pas Abel sommable. Il
2 g e s ety

existe d’autres méthodes de sommations, en particulier, celles basées sur les séries de

1
Dirichlet qui permettent d’attribuer la valeur —— a cette somme. Voici la méthode
farfelue de Ramanujan que je vous invite a ne pas chercher a justifier : On note

S =1 +2 43 44 +--
45 = 2% 2 +2x4 4.
-3 =1 -2 +3 —4 + -

ol la seconde ligne est obtenu en multipliant la premiere par 4 et on retranche le
résultat & la premiere pour obtenir la derniere ligne. Mais la derniere série est Abel-

sommable et on trouve donc —35 = 1 d’ou S = 13 qui se trouve étre la valeur de

¢(—1) par prolongement analytique.

Hardy eut 'intuition de ne pas considérer ce type de raisonnement comme dépourvu
de sens et publia par la suite un ouvrage consacré a la sommation des séries diver-
gentes.

3.3. Théoréme taubérien de Hardy-Littlewood. Commencons par le théoreme
taubérien faible :

Théoreme 3.9 (Théoreme taubérien faible)

Soit (an)nen une suite réelle vérifiant a, = o(n='). Si 370 a,2™ a une limite en
1—, alors la série ) a, converge et de plus

+oo “+o0o
g an, = lim E anpx”
n=0 el n=0




3. COMPORTEMENT AU BORD 49

DEMONSTRATION. Pour n > 1 et x € [0, 1], posons f(z Zakx et S, = Zak On a

alors
n

Sn—f(m):Zak (1—2a") Z apzt.

k=1 k=n+1

Notons que 0 < 1 — 2% = (1 —z) Z 29 < k(1 —x) (on peut aussi utiliser 'inégalité des
accroissements finis |1 — ¢(z)| < sup[OJ] |’ (z)]|]1 — z| avec (z) = z¥). On a donc

n “+00
[Sn — (@) < (1—2) Y klag|+ Y |agla”
k=1 k=n+1
62

Soit alors € > 0 et choisissons n tel que, pour k > n, |a| < le €2 est plus élégant dans

7
la suite). Alors

n —+00
Se—f@l < -2 Mo+ Y 1ot
k=1 k=n+1
n 2-+x
< (1—:U)Z/~:|ak|+ Zaz
k=1
2 1

= (1—2x)nsup(kla +— .
(1~ )nsup(kloxl) + g

€
On va équilibrer les deux termes en prenant x = 1 — — on en déduit que
n

€
(1 - —)‘ < (sup(k\ak\) + 1) €
n k>0
Nous savons maintenant que f(x) — ¢ quand x — 1, il existe donc N tel que, si n > N,
‘f (1 — E) —E‘ < ¢ et donc aussi
n

(= D)+l (1=5) =1 = (st +2)

ce qui démontre que S, — £ comme annoncé. [ |

S = 1] <

Le théoréme taubérien fort (de Hardy-Littlewood) consiste a remplacer la condition
an = o(n') par a, = O(n™!). Sa démonstration est plus complexe.

Théoreme 3.10 (Hardy-Littlewood)

Soit (an)nen une suite réelle vérifiant a, = O(n~'). Si %) anz™ a une limite en
1—, alors la série " a, converge et de plus

Zan— lim Zan:v

r—1—

La démonstration que nous donnons ici est due a J. Karamata et est plus simple que
la démonstration d’origine. Elle est basée sur le résultat suivant :
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Théoreme 3.11 (Karamata)
Soit g une fonction continue par morceaux sur [0, 1] et (a,) une suite positive. Alors

g R !
(3.14) lim (1 —:E)nzzox g(x ):/O g(z) dz.

Commengons par démontrer ce théoréeme.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE KARAMATA. Tout d’abord, rappelons qu’une fonction
g est dite continue par morceaux sur [0,1] s’il existe une partition finie 0 = a9 < a1 <

- < am = 1 telle que, sur chaque intervalle ]Jaj, a;jy1[, g est la restriction d’une fonction
continue sur [aj, a;j41] i.e. g est continue sur ]a;j, a;41[ et a une limite & droite et & gauche
de cet intervalle. En particulier, une telle fonction est bornée, |g| < M. Par conséquent,
|x"g(z™)] < M|x|™ et, comme ) |z|™ converge lorsque |z| < 1, la série >  x"g(z™) est
absolument convergente pour x €] — 1, 1. Ainsi (3.14) a bien un sens. Observons aussi que
si |g] < e alors, pour 0 < x < 1,

+o0
(1—x)2x"g(m" (1—x) <Zx"]g )| <e(l—x) Zw
n=0

Commencons par démontrer (3.14) lorsque g(z) = x* est une fonction puissance. Dans
ce cas

(3.15)

+oo
11—z
(k
(1-2)) a"g(z") = (1-x) E T +1)n:1_xk:+1

LI /1 kg
= A = X xZ.
Z}Z:Ox] k+1 0

Ensuite, comme (3.14) est clairement linéaire en g, cette identité est valable lorsque g
est un polynome.

Lorsque g est continue, nous allons procéder par densité. Soit donc € > 0, il existe un
polynome P tel que sup,cjoq17|g(x) — P(x)| < e. Par suite

+oo +o0o +oo
(1=2) Y a"9(a") = (1= 2) L a"Pe) + (1= ) 3" (ola") = P(a")
n=0 = n=0

{z<1—x>zn°%xnp< " e
< (1—x) Y 25z "P(z") + ¢

avec (3.15). On peut passer a la limite dans le membre de droite et en déduite que

1 +00 1
/0 P(w)dx—eglign_}{lf(l—x)ang ") < limsup(l—z Z:): g(z") < /0 P(z)dx+e.

n=0 z—+1 n=0

/ d:c—/P ) dx /|g (z)|dx <e

1 1
/ g(x)dr—2e < hmmf 1—z) Zm g(z") < limsup(l—x) Zx g(a") < / g(x) dz+2e.
0 0

z—1 n—0

Comme

on en déduite que
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1
Enfin € > 0 est arbitraire la limsup et la lim inf sont donc égales a / g(x) dz qui est donc
0
la limte cherchée. Ceci établit (3.14) lorsque ¢ est continue.

Supposons enfin que g soit continue par morceaux et 0 = ag < a1 < --- < a,;, = 1 la
partition de début de la démonstration. Soit toujours € > 0. Il existe alors deux fonctions
continues g2 et g telles que g- < g < g, (sauf éventuellement aux points a;) et

(3.16) / gt () — g(2)] d < .

Admettons provisoirement 'existence de ggc. Notez que ce n’est pas simplement une
question de densité, puisqu’on a en plus un ordre g- < g < g&. On ne peut donc se
contenter de relier de fagon affine un point a gauche d’un saut & un point a droite (les
deux suffisamment proches du saut).

On remarque ensuite que

(1—2x) nga )< (1—2x) ng Sl—wa

En passant & la limite quand z — 1 et en utilisant I’étape précédente pour g, on trouve

1 t+oo oo 1
/ - (z )dx<hm1nf1—x ng <11msup (1—x) ng )S/ g (x) da.
0 0

n=0 n=0

On utilise (3.16) pour remplacer g par g :

1 “+o00 1
z)dr —e < liminf(1—2 z"g( <limsup(l—=z z / z)dz +e.
| o) da—e < timini )3 a"ala) < lmsupl ;Og) Ne

Comme ¢ est arbitrairement petit, la liminf et la limsup sont égales et sont donc une limite
qui est bien celle qu’on veut. |

Il nous reste a construire ggi. Le cas général est un peu compliqué. Pour nos be-
soins, nous pouvons nous contenter d’une fonction g décroissante continue sur [0,1/2] et
décroissante continue sur |1/2, 1] avec lim,_, ¢ /9y+ g(x) > g(1/2). On prend alors g = g
sur [0,1/2] et sur [1/2 4 7, 1] et affine sur [1/2,1/2 + n] alors que g7 = g sur [0,1/2 — 7]
et sur [1/2,1] et a nouveau affine entre ces deux intervalles.

Le cas d’une fonction continue par morceaux générale est un peu compliqué et est
inutile pour nos besoins.

CONSTRUCTION DE ggt. On prend ensuite 7 tres petit, disons n <
h > 0. On définit alors
— sur chaque (a; + 7, aj41 — 1), on pose g + (z) = g- — (x) = g(x).

Il faut ensuite construire g* sur chaque la; — n,a; + n[. En théorie, il faut
distinguer les cas j = 0 ou m des autres, mais pour cela, il suffit de prolonger g en
une fonction constante sur (—oo, 0] et sur [1, +00).

— Pour g;, on pose G = minjy; ;4,44 (g(aj),limz%aj— g(:L‘)) et h la fonction affine

ﬁminmﬁl — ajl, et

sur [a; — 1, a;] et sur [aj,a; + ] et telle que h(a; £n) = g(a; £ n) et h(a;) = G.
Enfin, on pose g (z) = min(h(z), g(x)) pour z €la; — n,a; + 7.

Cette fonction est continue sur |a; —n,a; + 1| et en aj £ 7 elle a pour limite
g(a; £ n) = g (a; £ n) donc la fonction g ainsi construite est bien continue.
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Notez aussi que sur Ja; —n, a; + n[ le graphe de g est inclus dans Ja; —n, a; +
n[x[—max[g[, max |g[] donc

m

aj+77
S [ o)+ o @) do < dpmaxlg
j=074;="

1
| ota) gz @) e <
0
— La construction de g est similaire en remplagant les min par des max et on a alors

1
/0 (@) — g(z) de < dnmax|g|.

Il reste donc a prendre 7 assez petit pour que 4nmax |g| < € pour obtenir (3.16). M
DEMONSTRATION DU THEOREME TAUBERIEN DE HARDY-LITTLEWOOD. Soit f(z) =
+o0
Zanajn Soit £ = lim f(x). Quitte a remplacer le terme ag de la suite (ay) par ap — ¢,

=1~
n=0

on peut supposer que £ = 0.

Soit maintenant g = 1/ 1) de sorte que, si 0 < z < 1 alors g(z") = 0 si n > In —,

x
donc
+oo
Yo=Y w
n=0 1
0<n<ln —
T
+o0o
Il suffit donc de montrer que Z ang(z™) a une limite quand  — 1 et que cette limite est
=0
n oo
0. Comme f(x) — 0, il suffit de montrer que Z ang(z™) — f(z) =0
n=0

Commencons par écrire g(t) = t+h(t) de sorte que h(0) = h(1) = 0. Notons qu’on peut
donc écrire h(t) = t(1 — t)k(t) avec k une fonction continue par morceaux. Explicitement

1 . 1

—— s10< < =

k(z) = 11—x 2
— 3 >
- 51x_2

Alors, en remarquant que h(z) = g(z%) —2° =1 -1 =0,

+o0
> an(g(a™) — ")
n=0

—_

+oo
Z ang(‘rn> - f(x)
n=0

400 400
= Zanh(xn) = Zan:v”(l — ") k(z").
n=1 n=1

Notons qu’on n’a fait qu’additionner des séries convergentes, donc toutes ces séries convergent.

Maintenant, comme a,, = O(n~!), on écrit donc |a,| < — pour n > 1. Alors,
n

+00 +oo
S angle™) = £@)| <3 Janla(1 = "))
n=0 n=1

) — an
SRe) PE Rl )
n=1

n

Notez que ces inégalités resteraient vraies méme si les séries divergeaient, mais nous allons
montrer plus loin que toutes ces quantités sont finies donc que toutes ces séries convergent
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On utilise maintenant le fait que 1 — 2" = (1 — z) Z?;ol 27 < n(1—z) d’ou on déduit que

+00 +oo
S angl@™) - £(z)] < C(1—2) 3 a"|k(a")].
n=0 n=1

Comme k est continue par morceaux, il en va de méme pour z — zk(x). On déduit alors
du théoreme de Karamata que

00 1
nz::lx |k(xz™)] —>/0 x|k(x)| dx

quand z — 1 (et que la série converge, donc que toutes les séries écrites jusque la dans cette
démonstration sont absolument convergeantes). On en déduit que (1—x) 35 2”|k(2™)| —

—+o00 —+00
0 et donc aussi que Zang(x”) — f(z) — 0 qui donne bien Zan = 0 (en particulier,
cette série converge). [

3.4. Points singuliers : le théoréeme de Pringsheim et le théoréme des la-
cunes de Hadamard. Dans cette section, nous allons explorer plus avant le lien entre
fonctions holomorphes et fonctions analytiques. Rappelons que si f est holomorphe sur un
ouvert Q et 2o € Q alors f est développable en série entiere en 2 f(2) = 125 an(2—20)" et
cette série entiere a pour rayon de convergence R > R(zp) := dist(z9, C\ Q). Si R > R(zo)
alors on peut prolonger f en une fonction holomorphe sur N B(zy, R). Nous allons donc
supposer que R = R(zp) < 4o00. Quitte & remplacer f par f(zg + Rz), on peut supposer
que zg =0et R=1.

La question a laquelle nous nous intéressons ici est celle de prolonger f en une fonction
holomorphe au-dela de D(0,1). Nous allons distinguer deux cas :

Definition 3.12 (Point régulier ou singulier)
+oo
Soit f(z) = Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R = 1. Soit ( € T =

n=0

0D(0,1). On dit que ¢ est un point régulier de T s'il existe p¢ > 0 et une série entiere

+o0
en ¢, fe(z) = an(z — ()" de rayon de convergence p¢ telle que fe(z) = f(z) si
n=0

z € D(0,1) N D(¢, p).
Il sera dit singulier s’il n’est pas régulier.

Ainsi un point régulier est un point ¢ pour lequel il existe un voisinage sur lequel on
peut prolonger f de facon holomorphe.

Example 3.13
1 &
Si on considere 1 = E 2" alors tous les points ¢ € T\ {1} sont réguliers et 1
-z
n=0

est singulier.

La premiere observation est qu’il y a forcément au moins un point singulier sur le bord
du disque de convergence. En effet, si ce n’était pas le cas, alors pour tout ¢ € T il existe

p¢ > 0 tel que f se prolonge en une fonction holomorphe sur D((, p¢). Mais alors, comme
n

T est compact et T C U D(¢, p¢), il existe (1,...,¢n tel que T C U D(Gj, pe;) et f se
¢CeT j=1
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prolonge donc en une fonction holomorphe sur D(0,1) U7, D(C, p;) D D(0,1+7) avec
7 = min p¢;. Le rayon de convergence de la série est donc > 1+ et non 1.

Le résultat suivant est frappant puisqu’il montre que la positivité des coeflicients de
la série (trés commune pour les séries génératrices de la prochaine section) nous donne la
position d’'un point singulier :

Théoreme 3.14 (Pringsheim)

Soit (an)p>0 une suite de nombres réels positifs tels que la série entiere f(z) =
+o0

Zanz" a un rayon de convergence 0 < R < +o0. Alors f a z = R pour point

n=0
singulier.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, en changeant de variable z — Rz, i.e. en considérant
g(z) = f(Rz), on peut supposer que R = 1.

Nous allons raisonner par ’absurde en supposant que f se prolonge en une fonction
holomorphe sur un disque D(1,4) avec § > 0. Nous notons encore f ce prolongement. En

particulier, pour r =1 — T f est encore holomorphe du D(r,0/2) C D(1,4) puisque

6 6

)
si|z—r| < 7 On écrit ensuite le développement de Taylor de f au point r : pour |h| < 2

+oo (k) r
(3.17) Flr+h) = ka,()hk.
k=0 )

Mais r < 1, on peut donc exprimer f(™(r) & Paide de la série entiere 3 a, 2" :

(k) I
f ];'(T) _ Z <Z> anrnfk’.

n=~k

Ainsi (3.17) s’écrit

+o0
n
f(r+h)= Z Z </<:> anr™FRE.
k=0n>k
. , 0 J -
Prenons maintenant h réel avec 1 < h < 3 de sorte que cette série converge. De plus,

comme a, > 0 et r > 0, tous les termes dans cette somme sont positifs. Fubini-Tonelli
nous permet d’intervertir les deux sommes

—+00 n
fr+h) = Z an Z (Z) anr™Fnk
n=0 k=0

En particulier, la série > a,2" est absolument convergente pour |z| < r+ h. Mais r + h >

o

0
1——+ 1 > 1 donc le rayon de convergence de la série ) a,2™ est R > 1, une contradiction.
Ainsi 1 est bien singulier. |

On peut ensuite se poser la question de ’existence de points réguliers. Les développements
en série entiere des fonctions usuelles ont tous de tels points. Il est toutefois possible de
montrer que toutes les fonctions n’ont pas forcément de points réguliers.
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Une construction peut se faire avec le lien avec les fonctions harmoniques : on prend
une fonction ¢ continue réelle nulle part dérivable sur T. On la prolonge au disque par
intégrale de Poisson u = P, x ¢ et on obtient ainsi une fonction harmonique sur D(0, 1)

continue sur D(0, 1) qui vaut ¢ sur T. Elle est la partie réelle d’une fonction holomorphe

f qui est continue sur D(0,1). Par contre, sa partie réelle n’est nulle-part dérivable et ne
se prolonge donc pas en une fonction holomorphe.

Les exemples que nous allons construire maintenant sont plus directs et plus élémentaires
et ont "avantage de se lire sur la série entiere.

Théoreme 3.15 (Théoréme des lacunes de Hadamard)
NEk+1

Soit A > 1 et (ng) une suite d’entiers tels que, pour tout k, >A> 1.
ng
—+00
Soit (aj) une suite de nombres complexes tels que la série entiere 8 Z apz™ ait un
k=0

rayon de convergence R = 1. Alors tous les points de T sont singuliers.

DEMONSTRATION. Rappelons que R = limsup |ag|'/™. Alors si on fixe une suite ay, les

400 oo
séries entieres f(z) = Zakz"’“ et fo(z) = f(e2) = Zakei”k‘gz"k ont méme rayon de
k=0 n=0

convergence 1.

Mais alors, si on montre que pour toute série de la forme ) a2z avec rayon de
convergence R = 1, le point ( = 1 est singulier, alors { = 1 est singulier pour fy pour tout
0, ce qui équivaut & ce que ¢ = e soit singulier pour f.

Montrons maintenant par I’absurde que 1 est singulier pour f. En effet, si 1 n’est pas
singulier, f se prolongent en une fonction holomorphe (encore notée f) sur un voisinage
D(1,n) de 1. On pose alors Q = D(0,1) U D(1,7n) qui est un ouvert (connexe) sur lequel
f est holomorphe.

. . +1 .
On prend maintenant un entier m tel que A > P2 > 1 avec p un entier convena-
. n +1 . 1
blement choisi de sorte que ULAZ NN p i.e. png+1 > (p + 1)ng. On considere alors
g
Zp+1 + 2P

Remarque 3.16

On pourrait se contenter d’énoncer le théoreme avec nj, = 3* et alors p = 1 et
2
2+ z

plz) = ——

La fonction ¢ a les propriétés suivantes :
2P g P

2
©(D) C Q. Mais ¢ est continue, D est compact inclus dans I'ouvert ¢ ~1(£2). On pose alors
§ = dist(D,C\ ¢ 1(22)) > 0 (en dimension finie, il est facile de voir que la distance d'un
compact & un fermé est atteinte) donc p(D(0,1+ ¢)) C Q.

Posons alors g(z) = f(¢(z)). Cette fonction est alors holomorphe sur ¢~ 1(2). En
particulier, elle est holomorphe sur D(0,1 + §). Sa série de Taylor en 0 a donc un rayon
de convergence R’ > 1+ 4.

— Par ailleurs ¢(2)™ est un polynome dont les termes sont de degré pny a (p + 1)ny.
Ecrivons On, (2) = bpp, 2P + - 4 bp+17nkz(7’+1)”k. Comme png41 > (p + 1)ng, on peut

—Onap(l)=1etsiz#1mais |z| <1, alors ———— < 2. Par suite,
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poser b; = bpp, lorsque pny < j < (p+ 1)ng (et b; = 0 pour les j qui ne sont pas de ce
type) et alors ¢y, (2) = byn, 2P + -+ + b(p+1)nkz(p+l)nk‘
On écrit alors

f(p(z)) = lim Zakgo

K—+o0

mais
(p+1)ng (p+1)nk
Zakgo )= E ay, g bz] g ez
J=png m=0

ol ¢y = 0 sauf si m = fny avec p < ¢ < p+ 1 (et il existe au plus un seul couple

(k,¢) pour lequel cela peut avoir lieu) auquel cas ¢,, = apb,,. En particulier, par uni-
+oo

cité du développement en série entiere, Z cmz™ est la série de Taylor de g dont le

m=0

1)
rayon de convergence est > 14+ ¢ > 1. En prenant z = 1 + 3 cette série converge, donc

limg oo Z p+1 "K ;2 existe.
(14 5/2)PF + (1 +6/2)P

D’un autre c6té, pour ce z, en posant z := p(z) = > (14

2
0/2)P > 1, la série Zzzof) apx™ diverge grossierement (puisque son rayon de convergence
K
est 1). Par suite la limite de Z arp(z)™ n’existe pas, d’ou la contradiction. [
k=0

Remarque 3.17 (Théoreme des lacunes de Fabry)
La condition de lacunarité dans le théoreme de Hadamard n’est pas optimale. Le
Théoreme des lacunes de Fabry nous dit que si (ng);>1 est une suite strictement
croissante d’entiers positifs telle que Tk — +oo et si (ag)g>1 est une suite de
nombres complexes non nuls, tels que la série lacunaire
= Z apz"*
k>1

a un rayon de convergence 0 < R < 400 alors le cercle {z € C : |z| = R} est une
frontiere naturelle de f.

Autrement dit, la fonction f, holomorphe dans le disque D(0, R), ne peut étre pro-
longée holomorphiquement au voisinage d’aucun point du cercle |z| = R.

3.5. Un théoréme de Steinhaus sur les séries entieres aléatoires.

Théoreme 3.18 (Steinhaus)
Soit (en)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
1

Ple,=1)=P(e, = -1) = 5

Alors, presque surement, la série entiere aléatoire

+o0
= Z en(w)z™
n=0

a pour rayon de convergence 1 et le cercle unité est une frontiere naturelle de F,.
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DEMONSTRATION. Comme |e,(w)| = 1 pour tout n et (presque) tout w, la formule de
Hadamard donne

1
= limsup |, (w)[*/™ = 1.
R(Fw) n—)—i—og‘ n( )|

Ainsi, R(F,,) = 1 pour presque tout w.
Fixons maintenant un arc ouvert non vide I du cercle unité et notons Ay I’événement

Ar = {F,, se prolonge holomorphiquement a travers I}.

Pour tout entier N > 0, écrivons

N-1 400
F,(2) = en(w)z" + Z en(w)z".
n=0 n=N
La premiere somme est un polynome. Par conséquent, F,, se prolonge holomorphiquement
“+oo
a travers I si et seulement si la série Z en(w)z" se prolonge holomorphiquement a travers
n=N
1.
Ainsi, pour tout N, 'événement A ne dépend que des variables en,en11, - - .. Il appar-

tient donc a la tribu terminale associée a la suite (&5, )n>0. La loi du zéro-un de Kolmogorov
donne alors P(Aj) € {0,1}. Supposons, par ’absurde, que P(A;) = 1 i.e. F,, se prolonge
presque surement holomorphiquement a travers I.

Considérons la suite déterministe (J,)n>0 définie par

5 — {—1, si n = 2F pour un certain k > 0,
=
L,

sinon.

La suite de variables aléatoires (dnep)n>0 a la méme loi que la suite (€,),>0 : les variables
dn€n sont encore indépendantes et prennent les valeurs 1 et —1 avec la méme probabilité.
Par conséquent, la série aléatoire

+oo
Fy(2) =) dnen(w)2"
n=0

a la méme loi que F,. Comme P(A;) = 1, F, se prolonge également presque siirement
holomorphiquement a travers I. N

Ainsi, presque strement, les deux fonctions F;, et F, se prolongent holomorphiquement
a travers I. Il en est alors de méme de leur différence :

Fu(2) = Fu(z) = > (1= 6n)en(w)2"
=2 Z Egk (w)sz.

k>0

‘o . k .
Or la série lacunaire G, (z) = 2 E o1 (w)2z% a pour rayon de convergence 1, puisque
k>0

k

lim sup |24 (w)[Y?) = 1.

k—+o00

2k+1
De plus, ses exposants vérifient ST 2. Le théoreme des lacunes de Hadamard implique
donc que le cercle unité est une frontiere naturelle de G,,.

En particulier, G, ne peut se prolonger holomorphiquement & travers ’arc I, ce qui

contredit la conclusion précédente. Ainsi, on ne peut pas avoir P(A;) = 1. Du fait de la

loi de Kolmogorov, nous en déduisons donc que P(Ay) = 0.
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Considérons enfin une famille dénombrable Z d’arcs ouverts du cercle unité formant
une base de sa topologie, par exemple les arcs dont les extrémités ont des arguments
rationnels. Comme cette famille est dénombrable,

P <I€UIAI> =0.

Si F,, admettait un prolongement holomorphe au voisinage d’un point du cercle unité,
il existerait un arc I € Z a travers lequel F,, se prolongerait. L’événement correspondant

est donc contenu dans U Aj. Mais cet événement est de probabilité nulle. Ainsi, presque

IeT
strement, F,, ne se prolonge holomorphiquement au voisinage d’aucun point du cercle
unité. Celui-ci est donc une frontiere naturelle de F,,. [ |

3.6. Théoréme de transfert de Darboux. Avertissement : cette section nécessite
une certaine aisance avec la théorie des fonctions holomorphes.

Le résutat suivant montre que la singularité détermine la croissance des coefficients. Il
utilise plusieurs résultats de fonctions holomorphes.

Théoreme 3.19 (Théoreme de transfert de Darboux)

Soient R > 0, p > R et g une fonction holomorphe dans le disque D(0, p). Soit
a€R\{0,—1,-2,...}. On considere, pour |z| < R, la fonction

A —
f@ =9 (1-%)
ou la puissance est définie par son développement binomial au voisinage de 0.

+oo
Alors f admet un développement en série entiere en 0, f(z) = Z anz", avec
n=0

_ g(R) —n, a—1 —n, oa—2
an——r(a)R n +O(R n )
En particulier, si g(R) # 0, alors
Ay ~ g(R) annafl‘
I'(a)

Notons que le fait que f admette un développement en série entiere en 0 résulte
directement du fait que f soit holomorphe au voisinnage de 0. Nous allons utiliser deux
résultats assez simples :

Lemme 3.20
+o00

Soit (ay)n>0 une suite de nombres complexes tels que la série entiere f(z) = Z anz"
n=0

ait un rayon de convergence R > 0. Alors, pour tout 0 < r < R,

maxi,|— z
|an| < \z|—r‘f( )’

rk

On peut démontrer ce lemme en n’utilisant pas la théorie des fonctions holomorphes.
DEMONSTRATION. Tout d’abord, f est de classe C* sur D(0, R) et comme 7T := {z € C :
|z| =7} est compact, f est bornée sur rT et max,—, | f(2)| < +oo.
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Ensuite, la série entiere est normalement convergente sur rT, on peut donc échanger
intégaration et sommation :

1 2

27 f(re —im@ d6 = Z anr - ei(nfm)Q do = ame
T

Notez qu’on utilise ici un calcul usuel pour les séries de Fourier. L’estimation en découle
avec 'inégalité triangulaire. |

Lemme 3.21 (Formule du bindme généralisée)
Soit B € C\ {0,—1,-2,...}, alors

5 X Tn+p) .,
=27 =2 T

a pour rayon de convergence R = 1. De plus

L'(n+5) nf-1 < <1>>
3.18 = 1+0(—1 ).
(3.18) T@Tn+1)  T() "

DEMONSTRATION. Le développement en série entiere de (1 — z)~# s’obtient par la formule
de Taylor pour z €] — 1,1 réel. Ensuite, comme (1 —z)~% = exp(—In(1— 2)), on prolonge
ce dévelopement comme identité entre deux fonctions holomorphes sur le disque unité.
Cette identité étant valide sur un intervalle, elle I’est sur tout le disque (c’est le principe
des zéros isolés appliqué a la différence). Enfin, le fait que le rayon de convergence de la
série soit 1 résulte de la régle de d’Alembert et de I'(z + 1) = 2I'(z).

On peut aussi utiliser cette série comme définition de (1 — 2)~? pour |z| < 1. Pour ce
résultat, cela est suffisant, de méme si on se restreint a la variable réelle.

Enfin, 'estimation asymptotique provient de la formule de Stirling

I'(z) = \/ﬂzz_%e_z(l + O(z_l))

quand R(z) — 400 [ ]
DEMONSTRATION DU THEOREME DE DARBOUX. Nous utiliserons la notation (empruntée
des ouvrages sur les séries formelles) [2"]F(z) pour désigner le coefficient de 2" dans le
développement en série entiere de F'. Par exemple, le lemme précédent implique qu’il existe
Cj3 tel que, pour tout n > 0,

en = [2"(1 - 2) 7P < Cs(1 +n)PL

Commencons par voir que, si 5 € C\ {0,—1,—2,...} et si H est holomorphe dans un
disque de rayon strictement supérieur a 1, alors

(3.19) =" (H(2)(1 - 2) ) =0 (nﬂ—l) .
+o0o
En effet, écrivons H(z) = Z hyz". En utilisant le lemme 3.20, il existe ¢ € (0,1) et
k=0

C > 0 tels que |hg| < C¢*. Par produit de Cauchy,

[2"](H(2)(1 = 2)7" thcn k-
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Séparons cette somme en deux parties. Pour k <n/2, n —k > n/2 donc |c,—i| < C’énﬁ_1
ou Cé est une nouvelle constante. Il s’ensuit que

D lhwen—ik| < ChnP1Y || =0 (nﬂ_1> :

k<n/2 k>0

Ici, nous avons utilisé que le rayon de convergence de la série thzk est > 1 donc que
> |hk| converge. Pour k > n/2, la décroissance exponentielle des hj, donne

> lhkenil =0 (q"/ZnM) —o (n’B_l)

k>n/2

pour un certain M > 0 (qui dépend de 5 et dont la valeur n’a aucune importance). Cela
démontre (3.19).

Revenons maintenant a la fonction f. Posons F(z) = f(Rz) et G(z) = g(Rz). La
fonction G est holomorphe dans un disque de rayon p/R > 1, et F'(z) = G(z)(1 — z)~.

Puisque G est holomorphe au voisinage de 1, on peut écrire G(z) = G(1)+(1—2)H(z),

G(z) - G(1

ol H(z) = (Zi @
voisinage de 1 et continue en 1) et reste holomorphe dans un disque de rayon strictement
supérieur a 1. On a donc

se prolonge holomorphiquement en z = 1 (holomorphe sur un

F(z) = G)(1—2)""+H(z)(1-2)""
= G =2+ H(2)(1—2)~D,

La formule (3.18) avec 8 = a, appliquée au premier terme, donne

n 1)(1 = 2)"%) = a—1 a—2 )
(G0 -2 = L 0 (1)
Lorsque a # 1, la majoration (3.19), appliquée avec 8 = o — 1, donne
2" (H(2)(1 - z)~ @) =0 (n*7?).

Lorsque a = 1, ce second terme est simplement H(z), dont les coefficients décroissent
exponentiellement ; la méme majoration reste donc vraie.
Par conséquent,

n _ G(l) a—1 a—2
[2"F(z) = F(a)n +0 (n*7?).
400
Or F(z) = f(Rz) = ZanR"z", de sorte que [2"|F(z) = a, R". Comme G(1) = g(R), on
=0
obtient finalement "
_ g(R) —n, a—1 —n, a—2
an_il“(a)R n —|—O(R n )
Si g(R) # 0, le terme principal est non nul, d’ou I’équivalent annoncé. |

Example 3.22
471

Comme T'(—1/2) = =2/, [z"](1 — 422)1/2 ~ N

Nous allons redémontrer ce résultat lorsque nous étudierons les nombres de Catalan.
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4. Séries génératrices : quelques applications combinatoires

4.1. Principe général et exemples simples. L’idée générale d’une série génératrice
est la suivante : on a une suite (an)p>0 ou (an)nez, éventuellement finie, pour laquelle
on dispose de quelques propriétés, typiquement une formule de récurrence. On souhaite
I’étudier plus finement, par exemple connaitre son comportement asymptotique, obtenir
une expression pour son terme général... Cela peut étre plus facile en lui attachant une
série de fonctions : une série entiere (un polynome quand la suite est finie), une série de
Laurent, de Fourier, de Dirichlet... Les deux qui nous intéressent ici sont les suivantes :

Definition 4.1 (Série génératrice)

Soit (an)n>0 une suite.
“+o00

— La série génératrice associée est la série E anz".
n=0
00 s
— La série génératrice exponentielle associée est la série E n—-
n!
n=0

Ces séries peuvent se manipulent de facon formelle et rigoureuse, mais nous allons
ici éviter de rentrer dans ces subtilités et toujours supposer qu’elles ont un rayon de
convergence R > 0. Les séries exponentielles sont alors utilisées lorsqu’on pense que la
suite (ay,) croit rapidement.

Nous allons maintenant donner quelques exemples. Notons que nous avons déja ren-
contré cette technique au moment oli nous avons introduit les polynomes et les nombres
de Bernouilli.

Example 4.2

Commencons par un exemple tres simple avec des polynomes qui illustre bien la
notion de série généatrice, dans le cas des suites finies.

Une suite finie ag, a1, ..., a, s’identifie au polynéme ag + a1 X + --- + a, X". Dans
cet exemple, on suppose qu’on dispose de 9 pieces de 1 euro, 4 pieces de 2 euros et
3 billets de 5 euros. Les pieces de 1 euro nous permettent de payer 1,2,3,...,9 euros
et le polynome correspondant est P;(X) = X + X2 + --- + X?. Les picces de 2
euro nous permettent de payer 2,4,6 ou 8 euros et le polyndome correspondant est
Py(X) = X%+ X*+ X5+ X8 enfin les billets nous permettent de payer 5,10 ou 15
euros et on leur associe le polynome P3(X) = X5 4+ X104 X135,

On souhaite payer une somme de 12 euros : de nombreuses possibilités s’offrent a
nous : 2 billets de 5 euros et soit 1 piece de 2 euros, soit 2 pieces de 1 euro ou alors 1
billet de 5 euros, 3 pieces de 2 euros et une de 1 euro... Nous résumons les possibilités
dans le tableau suivant :

Seuros [2|2]|1]1(1]|1]0]0|0
2euros |1 |0(3]2]1]0(4|3]|2
leuro 02|13 |5|7|4]|6]8
On observe que les combinaisons qui apparaissent sont celles pour lesquelles 55 +
2k+/4=12avec 0 < j < 3,0 <k <4det 0< /<9 soit exactement celles qu’on
utilise pour déterminer le coefficient de X2 dans le polynome P;(X)Py(X)P3(X).

Example 4.3
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Soit f, la suite de Fibonnacci, fo = f1 =1 et frya = fn+1 + fn. On considere alors

+00

la série génératrice F(z) = Z fnz™ et on suppose que cette série a un rayon de
n=0

convergence R > 0. On écrit alors

— d’une part

+00 +oo
PN far22" =Y far2d" P =F(2) = fo— iz =F(2) =1 -z
n=0 n=0

— d’aute part
+oo +o00 400
22 Z fryo2® = 22 Z(fn + frgp1)2" = 22F(2) + 2 Z frp12™ !
n=0 n=0 n=0

= 22F(2) + 2(F(2) — 1).

En comparant les deux expressions, on trouve (2242 —1)F(z) = —1. Ainsi F est une
fraction rationnelle qu’on développe en éléments simples. Les racines de 22 4+ z — 1

sont
e e R
P+ = 9 Y- = 9
et donc,

1 ~1
F(z) = t——0» = (z—p_)(z—p4)

B 1 ( 1 1 )
Pr— - \Z—9p-  z—p4

_ 1 cp;l _ !
or—p- \1=z/py 1-—2z/p_

Cette fonction est développable en série entiere de rayon de convergence R =

min (|4, [o-|) = V5 -

On peut maintenant obtenir ['expression des f, en utilisant ['unicité du
développement en série entiere :

. pour |z| < R, tous les calculs ci-dessus sont justifiés.

“+oo

-1
P+ 1 n

e

1—z/or =it

donc .
o0
1 1 1
F(z)= - 2"
7;) ot — - (goi“ go’i“)
En comparant avec F(z) = Y f,2", on en déduit que

£, = 1 1 _ 1
no 0L — P Lpiﬂ SOCHrl
1 9 n+1 9 n+1
- \/5<<1+\£> _<—1+\/5> )

R 1+ V5 n+1 11— V5 n+1
T 5 2 B 2
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Ce n’est pas la fagon la plus rapide d’obtenir cela, toutefois, cette technique fonctionne
pour toutes les suites récurrentes de pas m > 1, données par ug, . . ., Umn—1 €t, pour n > 0,

(4.20) Untm + Cm-1Unim-1 + -+ aoy =0 ag # 0.

Notez qu’on suppose ag # 0 sinon le pas est < m. Il est facile de voir que 'es suites
vérifiant (4.20) forment un espace vectoriel de dimension m.
Rappelons qu’a une telle suite récurrente, on associe son polynome caractéristique

Px)=X"4an  X™ 1+ +ao.

On note alors Z(P) 'ensemble de ses racines et si 7 € Z(P), mp(r) sera la multiplicité
de la racine. Notons que 0 ¢ Z(P) car on a supposé que ag # 0. On vérifie sans peine que
sir e Z(P)etj<mp(r)alors u™ = (nr"),>o vérifient la relation de récurrence (4.20).
De plus, les suites {uyj }rec jen sont linéairement indépendantes donc {uy j }rez(p) j<mp(r)
est une base de 'espace vectoriel des suites vérifiant (4.20). On peut donc écrire

S auy,
reZ(P) j<mp(r)

Rappelons que
+oo +o00 j
; , r
Zu;ﬂz" = g n/rtZ" = A= |z| < 7.
—rz
n=0 n=0 (

Comme il y a un nombre fini de racines (toutes non nulles) et que leur multiplicité est
finie, on en déduit que la série génératrice de (uy,) s’écrit, apres intervestion des sommes,

IUEEID DD DI SUAEED DD 131;

n>0 reZ(P) j<mp(r) n>0 reZ(P) j<mp(r

1
ol la série converge tant que [z| < R = min,¢z(p) o (R >0).
r
On reconnait a droite la forme générique d’un développement en éléments simples

d
d’une fraction rationnelle qui est plutot g E ﬁ i.e. pour les séries génératrices,
p

les poles sont {1/r,r € Z(P)} et non les racines du polynéme P. Introduisons donc
P*(2) = 2"P(1/2) = apz™ + a12" " 4+ -+ am

en posant a,, = 1 (i.e. on réécrit P a 'envers). Les racines de P* sont donc les inverses
des racines de P. Soit alors ) un polynéme de degré deg(Q)) < m = deg(P) et considérons

la fraction rationnelle f = % Comme f est holomorphe sur le disque D(0, R), ou on a
encore R = min e z(p+) p| = min,.¢ Z(P) W, elle admet un développement en série entiere
r
Q) X~y n v
z) = = b,z". Mais alors, en posant a; = 0 pour
f(2) P Eﬁ n , en p k=0p

m 400 +oo (min(m,n)
Q(Z) = P(z)f(z) = (Z am—nzn> (Z bnzn> = Z Z Ar—tbp—p | 2"
n=0 n=0

n=0 k=0

Comme () est un polynéme de degré < m, les termes pour n > m dans le développement
de droite sont nuls et on trouve, pour n > m

0= Z m—kbn— = bp + am—1bp—1 + -+ + apbp—m
k=0
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et ainsi (by,) vérifie bien la relation de récurrence (4.20). Par suite, sa série génératrice

s’écrit bien
S ITEE DD PIRELED DD e

n20 reZ(P) J<mp('r) reZ(P) j<mp(r)

Nous venons donc de démontrer la décomposition en éléments simples d’une fraction ra-
tionnelle dont 0 n’est pas un poéle. Si 0 est un pole, on applique la formule & f,(z) = f(z+n)
ou n n’est pas un podle et on re-translate dans l'autre sens. Ainsi, nous avons montré le
résultat suivant :

Théoreme 4.4

Toute fraction rationnelle ggzg avec deg(Q) < deg(P) s’écrit de fagon unique sous
z
la forme
_ mr
= w= ), D =2 2 T
n>0 reZz( P)j<mp(r reZ(P) j<mp(r)

ou Z(P) est 'ensemble des zéros de P et mp(r) la multiplicité de r comme zéro de
P.

L’unicité provient bien évidemment de 'unicité du développement en série entiere. Elle
n’est pas primordiale en analyse.

4.2. La formule d’inversion de Lagrange—Biirmann. Cette section nécessite
d’étre a ’aise avec le calcul de résidus.

Théoreme 4.5 (Formule d’'inversion de Lagrange—Biirmann)

Soit ¢ une fonction holomorphe au voisinage de 0 telle que ¢(0) # 0. 11 existe alors
une unique fonction w, holomorphe au voisinage de 0, telle que

w(0)=0 et w(z)=zp(w(z)).
Si H est holomorphe au voisinage de 0, alors, pour tout entier n > 1,
1

[2"]H (w(z)) = E[Z"_l] (H'(2)¢(2)") -
De maniere équivalente,
n—1
M H (w(2)) = < (' w)e(w)”)|
: u=0

A nouveau [2"]F signifie le coefficient de 2" dans le développement en série entiere en
0 de F'. Elle peut s’obtenir comme un résidu

[2"F(2) = Res (iﬁo) .

Il sera plus pratique de le noter

n F(z)
[2"|F(z) = Res,=o gy dz
puisque la formule de Cauchy s’écrit
1 F(z)
ahn -
Z"1F(2) 2w Jp 2ntl

ou I est un cercle {|z| = r}, r < p avec p tel que F' soit holomorphe sur un disque D(0, p).
Cette expression permet de faire facilement un changement de variable.
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DEMONSTRATION. Posons ) (u) = % Comme ¢(0) # 0, la fonction v est holomorphe
o(u
au voisinage de 0 et

H(0) =0, et w’<0>=¢(1m#0.

D’apres le théoreme d’inversion locale (holomorphe), ¥ est biholomorphe au voisinage de

0. Son inverse w est donc holomorphe au voisinage de 0 et vérifie

w(z)

z=19Y(w(z)) = ——.
) = St

On obtient ainsi w(z) = z¢(w(z)). L'unicité découle également du théoréme d’inversion

locale.

On a ensuite
[z”]H(w(z)) = Res,—g HSLUJET))

Effectuons le changement de variable z = ¢(u) = ¥ Comme 1 est biholomorphe
U
au voisinage de 0, ce changement de variable est licite dans le calcul du résidu. De plus,

oy plu) = up'(u)
Il vient alors

n _ )\ p(u) — ug! (u)
[2"]H (w(z)) = Resy—o H (u) < " > POE du
H(u)p(u)" ! (o(u) — ug'(u))

un+l du.

= Res,—o

Observons maintenant que

H(u)p(u)" " (p(u) —up'(w)) 1 H'(w)p)"  d <H(U)¢(U)"> ‘

untl n un du un

Or le résidu de la dérivée d’une fonction méromorphe est nul. Par conséquent,

[z"H (w(z)) = % Resy—o W du.

Enfin,
H/ n
Resy=o (uz)Lf(U) du = [u"™] (H' (u)p(u)"),
1
ce qui donne bien [2"]H (w(z)) = —[u" ] (H'(u)p(u)"). [ |
n
Corollaire 4.6 (Formule d'inversion de Lagrange)
1
Sous les hypothéses du théoréme, pour tout n > 1, [z"|w(z) = ~[u" p(u)". Au-
n
trement dit,
— 2" n—1 n
w(z) = 3 ()™
n>1
Plus généralement, pour tous entiers m > 1 et n > m, [2"|w(z)™ = m[u”*”"”]go(u)".
n

DEMONSTRATION. I suffit d’appliquer la formule de Lagrange-Biirmann & H(u) = u pour
la premiere formule, puis & H(u) = u™ donc H'(u) = mu™ !, pour la seconde. [
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Example 4.7
Lorsque ¢(z) = €* on obtient
1 1 nnt nn—1
n — — [yl nu . _
[ w(z) = n[u le n(n—1)! n!

Ainsi, 'unique solution de 'équation T'(z) = zeT(*) est donné par la série

100 n-1
T(z) = Z nn' 2",
n=1 ’

Cette fonction a une interpétation combinatoire : c’est la série génératrice exponen-
tielle des arbres enracinés étiquetés.

Rappelons qu’un arbres enracinés étiquetés est

Un arbre enraciné étiqueté est un graphe qui possede les trois propriétés suivantes :

(1) un arbre (un graphe connexe sans cycle);

(2) l'un de ses sommets est distingué, on 'appelle la racine

(3) chaque sommet porte une étiquette distincte, qu’on choisira ici dans
{1,...,n}.

Voici les 9 arbres enracinés étiquetés a 3 sommets ayant la méme racine

o o o
e s
& &

Proposition 4.8 (Formule de Cayley)
Pour tout n > 1, notons t,, le nombre d’arbres enracinés étiquetés dont 1’en-

semble des sommets est {1,...,n}, et considérons leur série génératrice expo-
nentielle
Zn
n>1

Alors T'(z) = zexp(T(2)).
En particulier ¢, = n" !

DEMONSTRATION. Fixons n > 1 et considérons un arbre enraciné étiqueté a n som-
mets. On choisit d’abord 1’étiquette de la racine, ce qui donne n possibilités. Apres
suppression de la racine et de toutes les arétes qui lui sont incidentes, il reste un
ensemble de k arbres enracinés étiquetés, pour un certain entier k > 0.
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Supposons que ces k arbres possedent respectivement nq,...,n; > 1 sommets de
sorte que nqy + - - - +ng = n — 1. Le nombre de fagons de répartir les n — 1 étiquettes
restantes entre k blocs ordonnés de tailles ny,...,ny est

(n—1)!

Sur le bloc numéro j, on peut ensuite choisir un arbre enraciné étiqueté de ¢,,; fagons.
Comme les branches issues de la racine ne sont pas ordonnées, chaque famille de k
branches a été comptée k! fois. On obtient donc

1 (n—1)!
k>0 ni+-+np=n—1
n;>1
Lorsque n = 1, on utilise la convention selon laquelle, pour £ = 0, la somme vide
vaut 0 et le produit vide vaut 1. La formule donne bien ¢; = 1.
Divisons maintenant 'identité (4.21) par n!. Comme n! = n(n — 1)!, il vient

tn o 1 tnl t’nk
(4.22) E_ZE Z ny!  ngl
k>0 ni+--+ng=n—1
n;>1

Or, par définition de T,

Par conséquent,

[P T (2)* = Z tLll . th,

ni!  ng!
ni+-4np=n—1 1 k
T’szl

Ed

t T k T
L'identité (1.22) s'éarit done % = [z 3 (kz'> Puisque Y (1:')
k>0 k>0

= exp(T'(2)),

tn
on obtient = [z Yexp(T(2)).

D’autre part, [2"]T(z) = %, tandis que [2"](z exp(T'(2))) = [z" ] exp(T'(z)). Ainsi,

pour tout n > 1, [2"]T(z) = [2"](z exp(T'(2))).
Les deux séries ont en outre un terme constant nul. Elles sont donc égales soit
T(z) = zexp(T(z)). [ |

Corollaire 4.9
La suite (t,)n>1 vérifie également la récurrence quadratique

n—1
—1
(n—1)t, = nz (n i )tktn_k, n > 2.

k=1

67
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DEMONSTRATION. La série génératrice exponentielle T'(z Z tn— vérifie T'(z) =
n>1 '
zeT(?) En dérivant, il vient
T
T'(2) = €7@ 4 2T T (2) = @) +T(2)T'(2).
z

Le coefficient de z"~! dans le membre de gauche est tandis que celui du

tn
(n—1)V

membre de droite est, avec la formule de Cauchy

123 tn— k
+ Z El(n—Fk—1)!"
Ainsi,
ln tkln—k
(n—1)! n' Zk'n— kE—1)V
En multipliant par n!, on obtient la formule annonceée. |

Les nombres de Catalan de la prochaine section fournissent un second exemple.

4.3. Les nombres de Catalan. Les nombres de Catalan sont une famille de nombres

qui apparaissent dans nombre de problemes de combinatoire. Voici quelques exemples :

(i) On souhaite effectuer des opérations entre n objets aj---a, et placer des pa-
rentheses afin de lever toute ambiguité. On note C,, le nombre de possibilités. Cela
devient important si 'opération n’est pas associative (cas assez rare quand méme,
surtout en analyse) ou si on dispose d’'un programme informatique pour effectuer
une opération entre deux quantités (par exemple un produit de matrices) et qu’'on

veut l'utiliser pour effectuer une opération entre n > 2 quantités.

Les regles sont donc

— on n’a jamais plus de deux termes consécutifs sans parenthese (pas de choix

a effectuer),

— on ne met jamais de parentheése autour d’un terme unique (pas de parenthese

inutile).
Par exemple,
—pour n =1, il n’y a qu’un seul choix a, et C7 =1,
—pour n = 2, il n’y a qu'un seul choix (ab), et Cy =1,
—pour n = 3, il y a deux possibilités : (ab)c et a(bc) et C3 = 2,

—pour n = 4, il y a C4y = 5 possibilités ((ab)c)d, (a(bc))d qui consistent a
prendre celles pour n = 3 et leur adjoindre un dernier produit, (ab)(cd) qui consiste
a prendre celle pour n = 2 entre a et b et celle pour n = 4 — 2 entre c et d et enfin
celle pour n = 1 et lui adjoindre celles pour n = 4 — 1 entre b, c et d, a((bc)d) et

a(b(ed)).

En général, il y a C, = 22;11 CC, i possibilités : on coupe les n facteurs en

deux paquets, I'un de k facteurs pour lequel il y a C}, possibilités et un paquet de n—
k facteurs pour lesquels il y a C),_j, possibilités et on fait le produit correspondant.

En posant Cy = 0, on obtient une expression plus agréable :

Definition 4.10 (Nombres de Catalan)
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Les nombres de Catalan sont définis par Cy = 0, C; = 1 et, pour n > 2,

Cn=) CiCnop.
k=0

Notons que certains auteurs préferent décaller la suite et considerent ¢, = C 41
n

qui vérifie la relation de récurrence ¢ =1 et ¢p41 = Z CLCp—k-
k=0
Avant de d’étudier ces nombres, donnons quelques autres exemples qui abou-
tissent a la méme relation de récurrence :

(ii) Un mot de Dyck de longueur 2n est un mot composé de deux lettres X et Y
tel qu'on n’écrit jamais plus de Y qu’on n’a déja écrit de X, mais qui a autant
de X que de Y. On reconnait les mémes regles que pour les parentheses. Il y
a 0 mot de longueur 0, un seul mot de longueur 2 : XY, 2 mots de longueur 4 :
XXYY et XY XY et 5 mots de longueur 6, X XXYYY XXYXYY, XYXXYY,
XXYYXY, XYXYXY. En reprenant le raisonnement précédent, ou en posant
X = (et Y =), on retrouve qu'il y a C), mots de Dyck de longueur 2n.

(iii) Un arbre de décision binaire est un arbre ot a chaque nceud : soit on a pris une
décision finale et il n’y a plus de descendant (i.e. le nceud est une feuille) soit on a
exactement deux décendants. Il y a C,, tels arbres a n nceuds.

(iv) On prend une grille de taille (n,n) i.e. {1,...,n} x {1,...,n} et on va compter
le nombre de chemins qui vont du point (1,1) au point (n,n) en se déplagant
uniquement vers la droite ou vers le haut, sans jamais franchir la diagonale i.e.
allant d’un point (j, k) soit a (j + 1, k), soit a (j, k + 1) avec la regle que si k = j,
seul le déplacement (j + 1, k) est autorisé et si j = n, seul le déplacement (j,k + 1)
est autorisé. On s’arréte des qu’on a atteint le point (n,n).

On voit aisément que cela correspond a un arbre de décision binaire puisqu’une
fois qu’on a atteint un point (n, k), le restant du chemin est défini. Il y a donc C,,
tels chemins.

(v) On dessine un polygone régulier & n + 1 sommets, en numérotant les sommets. On
relie les sommets deux par deux et on veut que les arrétes ainsi obtenues ne se
recoupent pas et que le polygbéne soit découpé en triangles. Par exemple, pour un
hexagone, il y a 14 fagons de faire cela (on notera qu’une fois qu’on a un dessin,
une rotation des sommets donne un nouveau dessin). Il y a encore C,, possibilité.

Nous allons maintenant obtenir I’expression de C;, a I'aide de sa série génératrice
+oo
C(x) = Z Cpz"
n=0

dont nous supposons a nouveau que le rayon de convergence est & > 0. Notons que la

n n
formule de récurrence C,, = Z CCp_i n’est valable que pour n > 2 et que Z CrChr =

k=0 k=0
0 pour n =0 ou 1. On a alors

+o00o +o00 n +oo n
Cx) = =+ Z Cpx" =z + Z (Z CkCn_k) 2" =x+ Z (Z C’kCn_k) x"
n=2 n=2 \k=0 n=0 \k=0
+0c0 2
= x+ (ZC’nazn) =z + C(2)?
n=0
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en reconnaissant un produit de Cauchy.
Ainsi C vérifie 'équation C(z)? — C(z) + = = 0 dont les solutions sont

1—-+v1—4x ¢ 1++v1—4x
- et —
2

2

Les deux sont développables en série entiere, avec un rayon de convergence R = T mais

C(0) = 0 ce qui exclut donc la seconde. Cela justifie aussi tous les calculs ci-dessus tant
que |z| < R, puisqu’il s’agit d’opérations sur les séries entieres a l'intérieur du disque de
convergence. Il nous reste donc a écrire ce développement. On commence par (1 4 z)* =

1
Z (a)'n x", (a), le symbole de Pochhammer (voir 2.7). Pour o = 3 on peut le réecrire :
n!

L 1 L L oui >2
-] = — | = Z puils, pour n
2 0 Y 2 1 2 p Y p — )

1 1-1-3 —(2n—3)_(_1)n_1l><3><(2n—3)
L 22 2 2 B 2 '

Ainsi

T +o0
C(z) = 1=vi-de Zbaz

avec by = 0, by = 1 puis, pour n > 2,

1)t /1 2" 11 x 3 x (2n—3
ba = ( 2).n! <2>n: : n>'<( :
 (@2n=-2)! 1 /2(n-1)
B n!(n—l)!_n<n—1>‘

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit la formule suivante :

Proposition 4.11
Les nombres de Catalan sont donnés par Cy = 0 et pour n > 1,

Cn = % <2(,:__11)>

o 1 2n
" pn4+1\n)
+oo +o0

1—-+1—4x 1—+1—4x
7:6_20 et 736—26711:
4n+1 4qn
Va2 & o

ou encore, pour tout n > 0,

Ils vérifient

En particulier C,, ~

Nous pouvons donner une démonstration alternative a la dérivation de la formule pour
C), en utilisant la formuler d’inversion de Lagrange
DEMONSTRATION ALTERNATIVE. La série génératrice des nombres de Catalan est C(x) =
g Cpx™ vérifie 'équation fonctionnelle C'(z) = z + C(z)? qu’on peut réécrire sous la
n>1

forme C(x) =

T

1-C(x)

Dans la notation de la formule d’inversion de Lagrange, on a
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donc
1
Olx) = 2p(C(x)),  ¢lu) = —
et ainsi, pour tout n > 1,
1 1
Cr = [2"]C(2) = ~[u"p(w)" = ~[u" 711 —u) ™"
n n
. A s s s s —n n+k—1 k ,
Or la formule du binome généralisée donne (1—u)™" = Z I u”. Par conséquent,
£>0
- _ 2n —2 . 1/2n—2
[u™ 1](1—u)”:<n_1>,etaln51Cn:n<n_1>. [ |

Les équivalents de C),, ¢, s’obtiennent avec la formule de Stirling. Nous allons donner
une démonstration alternative plus directe. Pour cela, nous réécrivons les nombres de
Catalan sous forme d’une intégrale.

Lemme 4.12
Les nombres de Catalan s’expriment sous forme intégrale par
4n+1 1
Cn = / t2m/1 — 2 dt.
™ Jo

1
DEMONSTRATION. On introduit I,, = / 2"V 1 —z2dx,n > 0. Un changement de variable
0

t = sin s donne

1 T I
1 2t
I, = /\/l—tht—/ 2cos2tdt_/ g T COS2E g
0 0 0

2
B [t sin2t]7r/2_7r
0 4

2+4

Cela établit déja la formule pour n = 0. Ensuite, pour n > 0, une intégration par parties
donne

1
Inio = / 2" Mry/1 - 22de
0
1

1
_ |:_1$n+1<1 . a;2)3/2} . n+1 / 2™(1 — x2)(1 . x2)1/2 dz
3 0 3 0

n+1
= T(In - In+2)'

En réarrangeant les termes, on obtient la relation de récurrence

n+1 2n+1

Lhio = . 4In = Iypt1) = mhn
donc
1x3x(2n—-1) 2n)! 1« ™
IQn = 0= onaA Cn 1
2n(n+1)! nl(n+1)!227 4 4n+
soit la formule voulue. [ |

DEMONSTRATION DE L'ESTIMATION ASYMPTOTIQUE. Une fois qu’on a une formule intégrale,
on peut en obtenir beaucoup d’autres via des changements de variables. C’est cela qui va
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nous conduire a ’estimation asymptotique : on commence par un changement de variable
s=+1—1t2

4n+1 1 t 4n+1 1
Cn = / =l — t2)17 dt = / (1—s2)" 1242 ds
0 0

m — 12 T
1
4n+1 Vn 2\ "5
= —= 1- = 2 dz
mn3/2 J, n

avec un second changement de variable s =

Mais ensuiet
— pour tout z > 0, (1 — %) 1, m(z) — €

— comme pour u > 0, In(1 — u) < —u,

) 22\ 2 ) 1 2
w\1=) toval® s atep ) (n=g 1= ) ym(@)
1\ 22
z2 exp [— (n — 2) xn} 1[0,1}(552/”)

< 2o~ H1/2 ¢ LI(R)‘

2

1
n—1i
2 —x

N

IN

Le théoreme de convergence dominée nous donne alors

NG 2\ "3 +oo
/ (1 - > 2dt — / 2e=1 dt.
0 n 0

Il reste donc a calculer cette intégrale : une intégration par parties donne

+00 —t2 1 [t
/ e tat = |—¢tS—| 4= / et dt
0 2 0 2 Jo

+o00 5
= / e dt =Y
0 4

Pour cette derniere valeur, on fait un passage en polaire

+oo

S

2

+o0 w/2 p4oo
(/ et dt> = / e~ () qsdt = / / e " rdrdf
0 (R+)2 0 0

_p2]tee
_ T _¢€ _T
- 2[ 2] 4’

0

Par suite

n+1 +oo n

c N4/ m2€_zzdm_47
» =

wn3/2 Jo NG

comme annoncé. [ ]

Remarque 4.13
47’1,
NZZD

. T 2 P
Notez que cette asymptotique implique <7:l) ~ . On peut en déduire un

encadrement du coefficient binomial central :
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Remarquons que

4—(n+1) 2(n+1)
n+1 12n+1)2n+2) 2n+1

4_n<2n) T4 (n+1)2 C2n 42
n
Par ailleurs
< n+1/3
2n+1 2_4n2—|—4n+1 “n+1+1/3
2n+2)  4n?+8n+4 > n+1/4
“n+1+41/4

Pour cela, il suffit de remarquer que
(n+a+1)dn*+4n+1) = 40>+ (4a+8)n* + (da+5)n+a+1
(n+a)(4n®+8n+4) = 403 + (4a+8)n* + (8a +4)n + 4a
et que, pour a = 1/3 la seconde expression est plus petite que la premiere alors que

pour a = 1/4 c’est I'inverse.
On pose alors

1 2n 1 2n
ap = ———— et b,=——
4y /n+1/3 \ 1 4y /n+1/4 \1
et nous venons de voir que a,, est croissante et b,, décroissante et bien évidemment

an < by,. De plus, notre équivalent du coefficient binomial central nous montre que
ces deux suites ont pour limite commune 712 done an < a1/2 < by i.e.

471 277/ 4n
e = () = v

Remarque 4.14
Une autre application de la formule intégrale

1
/ 27 /1 —t2dt
0

4n+1
Cp =

v

est la suivante.
Par convergence monotone, (les sommes partielles d’une série entiére a termes posi-
tifs croissent sur R™)

—+o00 c 1 1 oo
_n_ - 2n _ 42
D D DR
n=0 0 n=0
1 ta 1 oo 1
= — 7:—[arcs1nt]0:f.
T Jo 1 —¢2 T 2
Ainsi
“+00
Cn
ZQQnH_l'
n=0

Ceci a une interprétation probabiliste. On considere une marche aléatoire sur Z qui
part de 0 et, a chaque étape, a une probabilité 1/2 d’aller a droite et une probabilité
1/2 d’aller & gauche. On suppose que la marche s’arréte dés qu’on arrive & —1. On
ne peut donc arriver en —1 qu’apres 1, 3, 5,... pas i.e. un nombre impair de pas et le
nombre de possibilités d’arriver & —1 en 2n + 1 pas est précisément c,. L’expression
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précédente nous dit que la probabilité d’arriver a —1 est 1 i.e. la marche aléatoire
est récurrente.

4.4. Les nombres de Bell.

Definition 4.15 (Nombres de Bell)

Pour n > 1 un entier, on notera P, les partitions de {1,...,n}. On appelle nombre
de Bell et on note B,, le nombre de partitions de {1,...,n}, B, = |Py,].
Par convention By = 1.

Evidemment, B,, est le nombre de partitions de n’importe quel ensemble a n éléments.

Example 4.16

B; =1 car la seule partition est {1}. L’ensemble {1, 2} se partitionne de deux fagons
{1,2} ou {1},{2} donc By = 2.

L’ensemble {1, 2,3} se partitionne de B3 = 5 facons. Celles-ci s’obtiennent & partir
de Ps en comptant le nombre de partitions dans lesquels ’ensemble qui contient 3
a:

— Un seul élément. Les autres ensembles d’une telle partition parcourent donc Po,
on trouve donc By telles partitions : {1,2}, {3} ou {1},{2}, {3}.

— Ceux éléments : il faut donc choisir cet élément : il y a 2 possibilités soit 1 soit 2
et le reste de la partition est donc une partition d’un ensemble a 2 — 1 = 1 élément,
il y By = 1 possibilité. On trouve donc 2 x By = 2 telles partitions : {1,3},{2} et
{2,3},{1}.

— Trois éléments : il n’y a plus le choix, on trouve {1,2,3}.

La facon de déterminer B3 nous invite a déterminer une relation de récurrence pour
B,.
On note Fj l'ensemble des partitions de {1,...,n} dans lesquelles I’ensemble qui
contient n a k éléments. Clairement {Fi,...,F,} est une partition de P,, donc

By, = |Pn| = Z | Pl
k=1

Mais un élément de Fj, s’obtient de la facon suivante :

— On choisit un ensemble F' de k — 1 éléments parmi {1,...,n —1}. Il y a <Z B i)

tels ensembles.

— Une fois F' choisi, on partitionne F¢ = {1,...,n—1}\ F. Comme F a n—k éléments,
ily a B,_(x_1) telles partitions.

En regroupant toutes ces informations, on arrive a la formule de récurrence

“(n—1
By=)Y_ <k_ 1) B
k=1

Il est un peu plus agréable de lécrire pour Bj41 :

n+1 n n n
Byt = Z (k B 1> Bpi1-k = <n —j> By
=0

k=1 J

n) et on obtient le lemme suivant :

en posant j = n+ 1 — k. On utilise enfin (n ﬁ j) = <j
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Lemme 4.17
Pour tout n > 1, les nombres de Bell vérifient

(4.23) Byl = En: CL) B;.

Jj=0

Remarque 4.18
On peut munir P,, d’'une mesure de probabilité simplement en décidant que toutes

1
les partitions sont équiprobables i.e. si P est une partition, alors P[{ P}| = B Le

n
raisonnement peut se formuler comme suit : si on fixe un ensemble F' a k éléments

B,
P{PEP,: FeP}=—4 b

puis

1\ B,
IP’[{PEPn:EIFEPaveanFet\F\zk}]z(n 1> k

k—1) B,

Il est facile a partir de cette formule d’obtenir une estimation de B,, :

Lemme 4.19
Pour tout entier n, B, < nl.

DEMONSTRATION. Cela se fait évidemment par récurrence. La formule est vraie pour n = 0
par convention et a déja été montrée pour n = 0, n = 1, n = 2 (et n = 3). On suppose
alors la propriété vraie au rang n. On a alors

o= 2 (5) =3 ()

7=0 7=0
n n
1 1
= ”'Z | :n'27
= (n—J)! =
+oo 1
| R | |
< n Zj! =en! < (n+1)
§=0
des que n + 1 > e c’est-a dire n > 2. [ |

Notre objectif est maintenant de donner une formule explicite pour B,. L’idée est ici
d’utiliser une fonction génératrice
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Comme B,, < n!, cette série entiére a un rayon de convergence R > 1. On va donc supposer
que x €] — 1, 1] de sorte qu’on puisse dériver f et obtenir

+ +
Py = Y B =3 Bt

n=1 n: n=0 n:
+u>1 n n

= 2 Z(J‘)BJ‘
n=0 7=0
+oco n

a ;}g n—J)

On reconnait ainsi le produit de Cauchy de f avec e® i.e f'(z) = e” f(x). Comme f(0) =
By =1, on résout cette équation et on en déduit que
+00
> =,
o
Pour déterminer B,,, nous allons écrire cette série entiere différemment en utilisant la série
entiere de I'exponentielle : pour tout x > 0,
100/ x\k 100 kx
et _ (6 ) _ 247
€ - Z ko Z k!
k=0 k=0
“+oo

kl

- fnl (f kT)

avec Fubini-Tonnelli : tous les termes sont positifs puisqu’on a supposé x > 0 et le membre
de gauche converge pour tout « > 0 donc celui de droite aussi. Ainsi, on a écrit e¢” comme
une série entiere qui converge pour tout x > 0 son rayon de convergence est donc R = 400.
Au final, on a

+00 400 +o00
P D) DIl
n=0 n=0 k=0

Par unicité du développement en série entiere, on a donc montré que :

Théoreme 4.20 (Formule de Dobinski)

Les nombres de Bell sont donnés par

X
=35
k=0

“+o00
Notez que g —Tw” a un rayon de convergence R = 400, laissant penser que B,, croit
n!

n=0
quand méme significativement moins vite que n!.

Nous allons maintenant affiner un peu le théoréme en remarquant que B,, est un entier
et qu’un intervalle de longueur < 1 contient au plus un entier. Ainsi, on écrit
L gy

anzﬁjLRN avec RN:ZE
k=0 k=N
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N—1,,
alors Ry > 0 et, si Ry < 1 alors B, est le plus petit entier > Z R qu’on note
k=0

{Z]k\[:—ol IZ—T—‘ . Il s’agit donc de déterminer un tel entier V. Il est clair que, tant que N < n,

Ry > % > 1. Pour N proche de n, ’amélioration est insuffisante, on essaie donc N =
2n 4+ p et on remarque que, si k > 2n + p alors

donc
o1 1 ﬁ ko2 1
k:!_(n+p)!(n+p+1)'--(k‘—n)j:1k—n+j_(n+p)!(k—2n—p)!

ce qui donne
—+00

2" 1 2"
Ronip < —— E = 2
(n+p)! My (k—2n)!  (n+p)!

On voit que le choix p = n fonctionnera des que n > 4.

5. Résolution des exercices

Solution de ’exercice 1.4.
2

. Alors si m = n? a,, =

n" sim=n

- 2
Pour la série > n"z"", on pose a,, = .
0  sinon
nlnn

1/n? _
(nn) /n - exp n2

— 1 et comme a,, = 0 quand m n’est pas un carré, limsup /a,, = 1.
Avec la formule de Cauchy-Hadamard, le rayon de convergence de n"z"" est R = 1.

Quand a,, est la n-ieme décimale de m, l'utilisation d’un critere de convergence est
impossible car on manque d’information sur cette suite. Toutefois, 0 < a, < 9 donc
0 < apr™ < 9r™. Comme la série Y 9r™ converge pour 0 < r < 1, la série ) a,r" aussi
donc R > 1.

Par ailleurs, (a,) est une suite d’entiers, si elle convergeait vers 0, elle serait 0 a partir
d’un certain rang et 7 serait un rationnel, et on sait que ce n’est pas le cas. Donc > a,
diverge et R < 1. Le rayon de convergence de la série ) a,r" est bien R = 1.

Solution de I’exercice 1.14. On veut montrer que

n+1 2k+1 16
n=0 k=0

n

1 1
Onvaposerun:n+1kzo2k+l.

+oo
L’idée premiere est qu'il s’agit d’évaluer la série entiere f(x) = Z(—l)”unm” enz = 1.
n=0
La premiere chose est de vérifier que cela est possible. Pour cela, on va montrer que
la série converge uniformément sur [0, 1], sa somme sera donc continue. On déterminera
ensuite f et, si on obtient 'expression d’une fonction continue en 17, on pourra faire
tendre x — 1.
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On remarque que u, > 0, I'idée est donc d’utiliser le critere des séries alternées. Pour
cela, vérifions que u,, décroit :

n+1 n+1

1 1

1 1
Unt1 = Un = n+2k202k:+1_n—|—1k202k+1

_ (nt1l N1 ’il L, 1
- \n+2 n+14~2k+1 (n+2)(2n+3)

k=0
1 1 1 z”: 1
 n+2\ (2n+3) nt 142k +1
1 1 B 1 n+1 <o
n+2\(2n+3) n+12n+1) —
Pour voir que u,, — 0, il suffit d’écrire
2n+1 2n+1
1 1 1 dx
< - < 1 —
un_n+1;j_n+l<+/1 a:)
1+1
_ +n(2n+1)_>0'
2n+1

Pour 0 < z < 1 de sorte que z™ > 0 décroit vers 0. On pose alors Uy, () = u,z™ de
sorte que Uy (z) > 0 et décroit vers 0. D’apres le critere des séries alternées, > (—1)"U,(x)
converge et de plus, on a ’estimation du reste

S (~1)"Un(2)| < Un(2) < uy — 0

n>N

ce qui montre que les restes convergent uniformément vers 0, donc que la série

“+o00 n
_ (_l)n 1 n
f@) =2 T 2o i®

n=0 k=0

converge uniformément sur [0, 1], en particulier, c’est une fonction continue en 1 et

R (1) 1
f<1):2(n+)122k+1'

n=0 k=0
1
Ensuite, on multiplie par x et on dérive : cela aura 'effet de supprimer le ) :
“+oo n 1
I n n
(zf(2)) = Z(_l) Z %+ 17"
n=0 k=0
+o0o n 1
On pose donc G(x) = Z(—l)” x" et, d’apres 'exemple 1.13, G est le produit
2k +1
n=0 k=0
1 =
de Cauchy de p(z) := 1 =) (=1)"2" et de (on prend = > 0)
T n=0
—+o00 k “+o0 k
()% 5 1 (-1) 2%kt 1
¥(=) 2 it = E g Y
k=0 k=0
arctan /x

Jz
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arcta
On en déduit que G(x) = rin\/f Mais alors
Vr(l+x)
T arctan v/t
0 0o Vt(l1+1)
On remarque que le membre de gauche est l'intégrale d’une fonction continue sur [0, 1],
on peut donc faire tendre x — 1 et obtenir

400 1y 1
Z (—1) Z [ £(1) = arctan\/idt
gt 1l =2k+1 0o Vt(1+1t)

xf(x) = xG(t) dt =

Il reste & faire un changement de variable s = v/t pour obtenir

1 2
2arctans 9 11 T
f(].) = /0 m ds = [arctan S]O = T6

ce qui est bien le résultat annoncé.
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