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Chapitre 1

Séries entières

Note pour les candidats á l’agrégation: Le programme

(a) Rayon de convergence. Propriétés de la somme d’une série entière sur son
disque de convergence : continuité, dérivabilité par rapport à la variable
complexe, primitives.

(b) Exponentielle complexe ; propriétés. Extension des fonctions circulaires au
domaine complexe. Développement en série entière des fonctions usuelles

Dans ce chapitre, pour z0 ∈ C et r ≥ 0, on notera D(z0, r) = {z ∈ C : |z− z0| < r}
le disque ouvert centré en z0 et de rayon r et D̄(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ r} le
disque fermé correspondant. On notera D(z0,+∞) = D̄(z0,+∞) = C. Les dérivées
sont donc des dérivées complexes.
Nous avons fait le choix de parler de séries entières de la variable complexe. Il est
parfois plus pratique de se restreindre à la variable réelle, il faut alors interpréter
D(z0, R) =]z0 −R, z0 +R[. Les dérivées sont alors des dérivées réelles.

1. Les séries entières

1.1. Définitions, rayon de convergence.

Definition 1.1 (Rayon de convergence)

Soit (an)n≥0 une suite de nombres complexes. La série entière associée est la série

formelle
∑+∞

n=0 anz
n.

Le rayon de convergence de cette série est

R = sup
{
r ≥ 0 :

∑
|an|rn converge

}
,

donc R est soit un nombre positif, soit R = +∞.

Il faut comprendre qu’une série entière est a priori un objet formel, elle existe donc
toujours, sans qu’on ne se pose a priori la question de sa convergence. La série

∑+∞
n=0 anz

n

converge évidemment pour z = 0 lorsque seul son premier terme n’est pas 0. Les séries
entières à rayon de convergence R = 0 n’ont pas grand intérêt en tant que série entière. On
peut évidemment s’intéresser aux séries formelles ou à la sommation des séries divergentes,
mais il s’aĝıt d’autres sujets que celui traité dans ce chapitre. Pour cette raison :

dans la suite, on supposera toujours que R > 0.

Notons que, si |z| < R, alors |anzn| = |an||z|n donc
∑
anz

n converge absolument.
Si maintenant il existe z0 tel que anz

n
0 → 0, par exemple si

∑+∞
n=0 anz

n
0 converge. Alors,

pour r < |z0|, la série géométrique
∑(

r

|z0|

)n

converge absolument. Comme |an|rn =

|anzn0 |
(

r

|z0|

)n

= o

((
r

|z0|

)n)
, par critère de comparaison, la série

∑
|an|rn converge.

1



2 1. SÉRIES ENTIÈRES

Notons que si anr
n ne tend pas vers 0 alors la série

∑
|an|rn diverge. Le rayon de conver-

gence s’obtient donc en prenant le sup des r pour lesquels anr
n → 0. Résumons ces

observations dans le lemme suivant :

Lemme 1.2

Soit (an) une suite complexe.

(i) Si
∑
anz

n a pour rayon de convergence R > 0 alors, pour tout z ∈ D(0, R),∑
anz

n est absolument convergente.

(ii) S’il existe z0 ̸= 0 tel que
∑
anz

n
0 converge, alors le rayon de convergence de

la série
∑
anz

n vérifie R ≥ |z0|.
(iii) Le rayon de convergence est donné par

R = sup{r ≥ 0 : anr
n → 0}.

Soit maintenant 0 < r < R et |z| ≤ r. La seconde observation est que supz∈D̄(0,r) |anzn| =
O(|an|rn), donc la série

∑
anz

n converge uniformément sur D̄(0, r). Comme ceci est vrai
pour tout r < R, on peut donc définir une fonction

f :
D(0, R) → C

z 7→
∑+∞

n=0 anz
n

la fonction somme de la série entière. Cet objet n’est pas un objet formel. Pour simplifier,

on dira dans la suite, “soit f =
+∞∑
n=0

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0”

voire “soit f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n avec rayon de convergence R” pour désigner la somme de la

série entière.

Example 1.3

(i) La série entière

+∞∑
n=0

zn a pour rayon de convergence R = 1 et sa somme est

la fonction
D(0, 1) → C

z 7→ 1

1− z

.

En effet, pour z ̸= 1, on a

N∑
n=0

zn =
1− zN+1

1− z
. Lorsque z = r, on en déduit

que la série
∑
rn converge pour r < 1 et diverge pour r > 1 donc le rayon de

convergence est R = 1. De plus, lorsque |z| < 1, zN+1 → 0 quand N → +∞,
on en déduit donc la valeur de la somme.
+∞∑
n=0

zn =
1

1− z
avec R = 1. Il convient ici d’être prudent puisque la fonction

z → 1

1− z
est-elle définie pour tout z ̸= 1 mais pas la somme de la série

entière.

(ii) La série entière
+∞∑
n=0

zn

n!
a pour rayon de convergence R = +∞ et sa somme est

appelée l’exponentielle. Nous ferons une étude détaillée de cette fonction dans
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la section 2. Pour l’instant, vérifions simplement l’assertion sur le rayon de

convergence. Cela se fait aisément avec les critères usuels. On écrit αn =
rn

n!
et on veut montrer que la série

∑
αn converge pour tout r > 0 :

– avec le critère de d’Alembert :
αn+1

αn
= n!rn+1

(n+1)!rn =
r

n+ 1
→ 0 donc la série

est bien convergente ;

– ou avec le critère de Cauchy : on a n
√
αn =

r
n
√
n!
. On peut alors utiliser la

formule de Stirling pour voir que n
√
n! → +∞, mais l’argument plus direct

suivant suffit : soit n = 2p ou n = 2p+ 1 selon la parité de n

n! = 1× 2× · · · × p× (p+ 1)× · · · × n ≥ p× (p+ 1)× · · · × n ≥ pp

donc n
√
n! ≥ pp/n et comme p ≥ (n− 1)/2 on obtient bien n

√
n! → +∞. Ainsi

n
√
αn → 0 < 1 donc la série

∑
αn converge.

(iii) La série entière
∑+∞

n=0 n!z
n a pour rayon de convergence R = 0. En effet, pour

tout r > 0, n!rn → +∞, donc la série
∑
n!rn diverge. Cet objet est donc

un objet formel puisqu’on ne pourra jamais sommer cette série (du moins au
sens usuel).

Les critères de convergence sont souvent pratiques pour déterminer le rayon de conver-
gence R d’une série

∑
anz

n :

(i) Critère de d’Alembert : supposons que pour tout n, an ̸= 0 et que lim

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ℓ

alors le rayon de convergence de la série
∑
anz

n est R =
1

ℓ
.

Ici nous adoptons la convention
1

0
= +∞ et

1

+∞
= 0.

Soit donc r > 0 et αn = |an|rn. Alors
∣∣∣∣αn+1

αn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣r → ℓr. D’après le

critère de d’Alembert :

– si ℓ = +∞, ℓr = +∞ > 1, la série
∑
αn diverge toujours donc R = 0 ;

– si ℓ = 0, ℓr = 0 < 1, la série
∑
αn converge toujours donc R = +∞ ;

– si 0 < ℓ < +∞, alors la série
∑
αn converge si ℓr < 1 i.e. si r <

1

ℓ
et diverge

si r >
1

ℓ
donc le rayon de convergence est bien R =

1

ℓ
.

(ii) Règle de Cauchy-Hadamard : soit ℓ = lim sup n
√
|an| alors le rayon de convergence

de la série
∑
anz

n est R =
1

ℓ
.

Il suffit ici d’observer que n
√
αn| = n

√
|an|r → ℓr et de recommencer le raison-

nement précédent.

Exercice 1.4

Montrer que le rayon de convergence de la série entière
+∞∑
n=1

nnzn
2
est R = 1.

Soit (an)n≥0 la n-ième décimale de π, a0 = 3, a1 = 1, a2 = 4,... Montrer que le

rayon de convergence de la série entière

+∞∑
n=1

anz
n est R = 1.
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Enfin, il convient d’être prudent sur ce qui se passe quand |z| = R < +∞.

Example 1.5

(i) La série géométrique
∑

n≥0 z
n a pour rayon de convergence R = 1 mais

diverge pour tout z avec |z| = 1.

(ii) Avec la règle de d’Alembert, on voit aisément que la série
∑

n≥1
1
nz

n a pour
rayon de convergence R = 1. Elle diverge lorsque z = 1 et converge lorsque
|z| = 1 et z ̸= 1.

(iii) Avec la règle de d’Alembert, on voit aisément que la série
∑

n≥1
1
n2 z

n a pour
rayon de convergence R = 1. Elle converge absolument lorsque z = 1 .

Enfin terminons avec le résultat trivial mais important suivant :

Proposition 1.6

Soient f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n et g(z) =

+∞∑
n=0

bnz
n des séries de rayon de convergence respec-

tifs Rf , Rg et λ, µ ∈ C. Alors λf+µg =
+∞∑
n=0

(λan+µbn)z
n avec rayon de convergence

R ≥ min(Rf , Rg). Si de plus λ, µ ̸= 0 et Rf ̸= Rg alors R = min(Rf , Rg).

Démonstration. La série
∑
anz

n converge si |z| < Rf et diverge si |z| > Rf alors que
la série

∑
bnz

n converge si |z| < Rg et diverge si |z| > Rg.
Enfin, la somme de deux séries convergentes converge et la somme d’une série conver-

gente et d’une série divergente diverge.
Rappelons que la somme de deux séries divergentes peut converger. ■

1.2. Propriétés de la somme. Nous allons maintenant nous intéresser à la propriété
de la somme d’une série.

Pour cela observons que z → anz
n est continue, la somme de la série est continue sur

D̄(0, r) et ceci pour tout r < R, donc la somme est continue sur D(0, R).
Observons maintenant que la série dérivée (formelle) de

∑+∞
n=0 anz

n est la série

+∞∑
n=1

nanz
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n

est encore une série entière. Déterminons son rayon de convergence : soit 0 < r < s < R
alors

|(n+ 1)an+1|rn =
1

r
|an+1|sn+1(n+ 1)

(r
s

)n+1
= o(|an+1|sn+1).

Le théorème de comparaison des séries entières nous dit donc que
∑

|(n + 1)an+1|rn

converge donc la série dérivée
+∞∑
n=0

(n + 1)an+1z
n a un rayon de convergence ≥ R. Si on

prend r > R alors |an+1|rn+1 ≤ r|(n+1)an+1|rn et comme
∑

|an+1|rn+1 diverge,
∑

|(n+
1)an+1|rn également, donc la série dérivée a un rayon de convergence ≤ R. Ainsi, la

série
∑
n≥0

anz
n et sa série dérivée

∑
n≥1 nanz

n−1 convergent toutes deux uniformément sur

D̄(0, r), la somme f est donc dérivable et sa dérivée est donnée par f ′(z) =
+∞∑
n=1

nanz
n−1.
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Une récurrence immédiate laissée au lecteur montre que f est de classe C∞ et que

f (k) =
+∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anz
n−k. Enfin, en évaluant cette fonction en 0, on voit

que an =
f (k)(0)

n!
. Résumons cette discussion dans le résultat suivant :

Théorème 1.7

Soit f =
+∞∑
n=0

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Alors f est une

fonction de classe C∞ sur D(0, R) et les dérivées de f sont données par les séries
entières de même rayon de convergence R

f (k) =
+∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anz
n−k =

+∞∑
n=k

n!

(n− k)!
anz

n−k.

En particulier an =
f (n)(0)

n!
i.e. la série entière f est la somme de sa série de Taylor

f(z) =
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn

pour |z| < R.
Enfin, la série entière F (z) = ‘dst

∑+∞
n=0

an
n+1z

n+1 a également pour rayon de conver-

gence R et F ′(z) = f(z).

Insistons sur un point : les dérivées qui apparaissent ici sont des dérivations complexes,
et nécessitent de connâıtre le cours sur les fonctions holomorphes. On peut très bien se
restreindre dans un premier temps au cas de la variable réelle en remplaçant D(0, R) par
]−R,R[.

Démonstration. Le seul point qui n’a pas encore été démontré est le dernier. Mais il
découle immédiatement de la partie dérivation du théorème. On introduit simplement la

série (formelle pour l’instant) F (z) =

+∞∑
n=0

an
n+ 1

zn+1 =

+∞∑
n=0

bnz
n avec b0 = 0 et bn =

an−1

n

si n ≥ 1. On note RF son rayon de convergence et le théorème de dérivation nous dit que

la série dérivée
+∞∑
n=0

(n + 1)bn+1z
n a même rayon de convergence. On remarque enfin que

(n+1)bn+1 = an donc la série dérivée est la série entière f qui a rayon de convergence R.
Ainsi F ′ = f et RF = R. ■

Notons enfin que, dans la définition d’une série entière, on a privilégié le point z = 0.
On peut toujours se ramener à ce point en considérant la fonction g donnée par g(z) =
f(z0 + z). La définition correspondante est la suivante :

Definition 1.8 (Fonction analytique)

Une fonction f est dite analytique au voisinage de z0 s’il existe un disque D(z0, r)
et une série entière

∑
anz

n de rayon de convergence R ≥ r tel que, si |z − z0| < r

alors f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n.
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Notons que cette définition a parfaitement un sens pour une fonction de la variable
réelle. La série entière permet alors de prolonger cette fonction à un voisinage complexe
de z0. Notons que ceci est une propriété de f au voisinage de z0, il est donc un peu abusif
(mais commun) de dire que f est analytique en z0.

On sait déjà que, nécessairement, f est de classe C∞ avec an =
f (n)(z0)

n!
. Il est facile

de construire une fonction f qui est C∞ mais pas analytique. Par exemple, si on définit

f(x) =

{
0 si x ≤ 0

e−1/x si x > 0
alors f est de classe C∞ avec f (n)(0) = 0 pour tout n. Ainsi, si f

était analytique au voisinage de 0 on aurait f = 0 sur ce voisinage, ce qui n’est clairement
pas le cas.

Lemme 1.9

Soit f la somme d’une série entière (de rayon de convergence non nul), alors f est
analytique au voisinage de tout point de son disque de convergence.

Démonstration. Écrivons f =
+∞∑
n=0

anz
n avec rayon de convergence R > 0. Soit z0 ∈

D(0, R) i.e. |z0| < R et soit z ∈ D(z0, R− |z0|) de sorte que |z| ≤ |z − z0|+ |z0| < R.
Posons alors h = z − z0, on a alors

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n =

+∞∑
n=0

an(z0 + h)n

=

+∞∑
n=0

an

n∑
k=0

(
n
k

)
zn−k
0 hk =

+∞∑
n=0

+∞∑
k=0

an

(
n
k

)
1k≤nz

n−k
0 (z − z0)

k

=
+∞∑
k=0

(
+∞∑
n=0

1n≥k

(
n
k

)
anz

n−k
0

)
(z − z0)

k

avec Fubini. Cela fournit le développement en série entière de f au point z0, à condition
qu’on montre qu’on peut bien utiliser Fubini, i.e. que cette série est absolument conver-
gente.

Ici, on utilise qu’une série entière converge absolument sur son disque de convergence
et on refait le calcul à l’envers en utilisant Fubini-Tonnelli qui nous permet de toujours
intervertir les

+∞∑
n=0

+∞∑
k=0

|an|
(
n
k

)
1k≤n|z0|n−k|z − z0|k =

+∞∑
n=0

|an|
n∑

k=0

(
n
k

)
|z0|n−k|h|k

=

+∞∑
n=0

|an|(|z0|+ |h|)n < +∞

puisque |z0|+ |h| < R. ■

1.3. Produit de Cauchy et applications. Nous avons déjà vu au moment de
l’introduire que le produit de Cauchy se comprend le mieux lorsqu’on considère des séries
entières : Soient (an)n≥0, (bn)n≥0 alors,(

+∞∑
n=0

anz
n

)(
+∞∑
m=0

bnz
n

)
=

(
+∞∑
k=0

ckz
k

)
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où ck =
∑

m+n=k

ambn. On a de plus vu que si les sommes
∑
anz

n et
∑
bmz

m sont absolument

convergentes, ce qui est le cas à l’intérieur de leur disque de convergence, alors
∑
ckz

k

également. On en déduit le résultat suivant :

Lemme 1.10

Soient a = (an)n≥0, b = (bn)n≥0 deux suites complexes et Ra, Rb les rayons de
convergence des séries entièes associées. Soit c = a ∗ b = (ck)k≥0 le produit de
Cauchy de a et b. Alors le rayon de convergence Rc de la série entière

∑
ckz

k vérifie
Rc ≥ min(Ra, Rb) et, pour |z| < min(Ra, Rb),(

+∞∑
n=0

anz
n

)(
+∞∑
m=0

bnz
n

)
=

+∞∑
k=0

ckz
k.

Example 1.11

On a eax =

+∞∑
n=0

an

n!
xn et ebx =

+∞∑
m=0

bm

m!
xm les deux séries ayant un rayon de conver-

gence infini. Leur produit de Cauchy aura également un rayon de convergence infini.
De plus, pour k ≥ 0,∑

m,n ≥ 0
m+ n = k

an

n!

bm

m!
=

1

k!

∑
m,n ≥ 0
m+ n = k

k!

m!n!
anbm =

k∑
j=0

(
k
j

)
ajbk−j = (a+ b)k

donc eaxebx = e(a+b)x.

Le rayon de convergence du produit de Cauchy peut être plus grand que le minimum
des deux rayons de convergence :

Example 1.12

On a
1

1− z
=

+∞∑
n=0

zn pour |z| < 1. Ainsi, en posant an = 1 pour tout n et b0 = 1,

b1 = −1, bn = 0 pour n ≥ 2, alors la série entière
∑
anz

n a pour rayon de convergence
Ra = 1 et la série entière

∑
bnz

n a pour rayon de convergence Rb = +∞. Par ailleurs(
+∞∑
n=0

anz
n

)(
+∞∑
m=0

bnz
n

)
=

1

1− z
(1− z) = 1 =

+∞∑
k=0

ckz
k

avec c0 = 1 et ck = 0 pour k ≥ 1. Il s’ensuit que c = a ∗ b et que la série entière∑
cnz

n a pour rayon de convergence Rc = +∞ > min(Ra, Rb).

Remarque 1.13

Supposons que f soit une fonction développable en série entière au voisinage de 0

avec f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n et notons Rf le rayon de convergence de cette série. Alors la
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série entière
+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

ak

)
zn a un rayon de convergence R ≥ min(Rf , 1) et pour

somme
f(z)

1− z
.

Pour cela, il suffit de remarquer que
1

1− z
=

+∞∑
n=0

zn a pour rayon de convergence 1

et que

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

ak

)
zn est le produit de Cauchy

(
+∞∑
n=0

zn

)(
+∞∑
n=0

anz
n

)
.

De même, si f̃(z) =

+∞∑
n=0

(−1)nanz
n a pour rayon de convergence R̃ alors la série

entière
+∞∑
n=0

(−1)n

(
n∑

k=0

ak

)
zn a un rayon de convergence R ≥ min(R̃, 1) et pour

somme
f̃(z)

1 + z
.

On peut ensuite combiner cela avec d’autres opérations (dérivation, intégration...) pour
obtenir une liste interminable de séries calculables. En voici une en exercice :

Exercice 1.14

Montrer que la série de terme général
(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
converge et que

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
=
π2

16
.

Example 1.15

Écrivons à nouveau
1

1− z
=

+∞∑
n=0

zn pour |z| < 1. En faisant le produit de Cauchy

de cette série avec elle-même, on obtient

1

(1− z)2
=

+∞∑
k=0

 k∑
j=0

1

 zk =

+∞∑
k=0

(k + 1)zk.

On retrouve évidemment la même formule qu’en utilisant

1

(1− z)2
=

d

dz

1

1− z
=

d

dz

+∞∑
n=0

zn =
+∞∑
n=1

nzn−1.

Notez qu’en recommençant, cela devient plus intéressant puisque, par le produit de
Cauchy, on a

1

(1− z)3
=

+∞∑
k=0

 k∑
j=0

(j + 1)

 zk
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et par dérivation,

2

(1− z)3
=

+∞∑
n=2

n(n− 1)zn−2 =
+∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2)zk.

Par suite
k∑

j=0

(j + 1) =
(k + 1)(k + 2)

2
⇒

k∑
j=0

j =
k(k + 1)

2
.

On peut évidemment continuer pour obtenir les sommes
∑
jm.

Example 1.16

Une application plus intéressante est la suivante : on a

1

1− z2
=

+∞∑
k=0

z2k et
1

1− z3
=

+∞∑
k=0

z3k

donc, par produit de Cauchy

1

(1− z2)(1− z3)
=

+∞∑
k=0

 ∑
m,n≥0

12m+3n=k

 zk =
+∞∑
k=0

N(2, 3; k)zk

où N(2, 3; k) est le nombre de solutions de l’équation 2x+ 3y = k dans N2. D’autre

part, en ćrivant j = e2iπ/3, on a la décomposition en éléments simples de la fraction
rationnelle

1

(1− z2)(1− z3)
=

1

(1− z)2(1 + z)(j − z)(j̄ − z)

=
1

6

1

(1− z)2
+

1

4

(
1

1− z
+

1

1 + z

)
+

i

3
√
3

(
j̄

1− (j̄z)
− j

1− (jz)

)
=

+∞∑
k=0

k + 1

6
zk +

∞∑
k=0

1 + (−1)k

4
zk +

i

3
√
3

+∞∑
k=0

(
j̄k+1 − jk+1

)
zk

=

+∞∑
k=0

(
k + 1

6
+

1 + (−1)k

4
+

2√
3
sin 2(k + 1)π3

3

)
zk.

En comparant les deux expressions, on en déduit que

N(2, 3; k) =
k + 1

6
+

1 + (−1)k

4
+

2√
3
sin 2(k + 1)π3

3
.

Par exemple

N(2, 3; 0) =
1

6
+

2

4
+

1

3
= 1

et plus généralement
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k
k + 1

6

1 + (−1)k

4

2√
3
sin 2(k + 1)π3

3
N(2, 3; k)

0
1

6

1

2

1

3
1

1
2

6
0 −1

3
0

2
3

6

1

2
0 1

3
4

6
0

1

3
1

4
5

6

1

2
−1

3
1

5 1 0 0 1

6 1 +
1

6

1

2

1

3
2

7 1 +
2

6
0 −1

3
1

Notez que pour k ≥ 6, la formule montre que N(2, 3; k) ≥ 1 et que N(2, 3; k) ∼ k
6

quand k → +∞.

On peut généraliser cette dernière asymptotique.

Théorème 1.17

Soit a1 < · · · < am des nombres entiers globalement premiers entre eux et soit
N(a1, . . . , am; k) le nombre de solutions dans Nm de l’équation a1x1+· · ·+amxm = k.
Alors, quand k → +∞,

N(a1, . . . , am; k) ∼ 1

a1 · · · am
km−1

(m− 1)!
.

Démonstration. L’idée est d’écrire la série génératrice de N(a1, . . . , am; k) comme une
fraction rationnelle à l’aide d’un produit de Cauchy, comme ce que nous avons fait pour
le cas le plus simple N(2, 3; k).

On introduit donc, pour |x| < 1,

F (x) =

m∏
j=1

1

1− xaj
=

m∏
j=1

+∞∑
kj=0

xajkj =

+∞∑
k1=0

· · ·
+∞∑
km=0

xa1k1+···+amkm

=

+∞∑
k=0


∑

n1, . . . , nm ≥ 0
a1n1 + · · ·+ amnm = k

1

xk =

+∞∑
k=0

N(a1, . . . , am; k)xk.(1.1)

On écrit alors formellement le développement en fractions simples de F . Pour cela,
il faut identifier ses pôles. Les racines de 1 − xaj sont les aj racines aj-ième de l’unité,
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1, e2iπ/aj , . . . , e2iπ(aj−1)/aj et sont toutes simples,

xaj − 1 =

aj−1∏
k=0

(x− e2ikπ/aj ).

On remarque donc que les pôles de F sont listés avec multiplicité par

{e2i0π/aj )1, j = 1, . . . ,m} ∪ {e2ikπ/aj ̸= 1 : j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . aj−1}

donc 1 est un pôle d’ordre m de F . Tous les autres pôles sont d’ordre < m. En effet, si
ω est un pôle d’ordre m, alors ω est une racine aj-ième pour j = 1, . . . ,m i.e. ωaj = 1.

Comme les aj sont premiers entre eux, il existe des entiers k1, . . . , km tels que
m∑
j=1

kjaj = 1.

Mais alors

ω = ωk1a1+kmam =
m∏
j=1

ωkjaj =
m∏
j=1

(ωaj )kj = 1.

En écrivant ζk = e2iπ/ak , on peut donc écrire

F (x) =
1

(1− x)m
m∏
k=1

ak−1∏
j=1

(x− ζjk)

où les pôles ζ
aj
k sont tous d’ordre au plus m − 1. On en déduit que le développement en

éléments simples de F est de la forme

(1.2) F (x) =
α

(1− x)m
+

m−1∑
j=1

αj

(1− x)j
+

m∑
k=1

ak−1∑
j=1

m−1∑
ℓ=1

αk,j,ℓ

(ζjk − x)ℓ
.

Ici α, αj , αk,j,ℓ sont des nombres complexes. Il est inutile de tous les déterminer, il suffit de
savoir quel sera le terme dominant dans le développement en série entière. Si on en juge

par l’exemple de N(2, 3; k), le terme dominant proviendra de
α

(1− x)m
. Nous n’avons donc

besoin de déterminer que α (il nous faudrait tous les termes pour une expression exacte).
De plus, en multipliant l’expression (1.2) par (1−x)m puis en prenant x = 1, on trouve

α =
1∏m

k=1

∏ak−1
j=1 (1− ζjk)

.

Enfin, comme xn − 1 =

{
(x− 1)

∑n−1
j=0 x

j

(x− 1)
∏n−1

j=1 (x− e2ijπ/n)
, la comparaison de ces deux ex-

pressions nous donne

n−1∏
j=1

(x− e2ijπ/n) =

n−1∑
j=0

xj . En particulier, pour x = 1, on a

n−1∏
j=1

(x−

e2ijπ/n) = n. En appliquant cela à n = aj pour chaque j et en remplaçant cela dans
l’expression de α, on obtient

(1.3) α =
1∏m

k=1 ak
.

On peut ensuite écrire le développement en série entière de F . Pour cela, on rappelle
qu’on peut écrire

1

(1− x)j
=

+∞∑
n=0

Pj(n)x
n
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avec Pj(n) =
n(n+ 1) · · · (n+ j − 1)

(j − 1)!
. Notons que Pm(n) =

nm−1

(m− 1)!
+ o(nm−1) et que,

Pj(n) = o(nm−1) pour j < m. De plus, si |ζ| = 1

1

(ζ − x)j
=

ζ̄j

(1− ζ̄x)j
=

+∞∑
n=0

Pj(n)ζ̄
n+jxn.

Le point clé ici est qu’à nouveau, si j < m, Pj(n)ζ̄
n+j = o(nm−1). En injectant cela dans

le développement en fraction rationnelles de F , on trouve que

F (x) =
+∞∑
n=0

(
α

nm−1

(m− 1)!
+ o(nm−1)

)
xn.

En comparant avec (1.1) et en injectant la valeur de α donnée dans (1.3), on trouve bien

N(a1, . . . , am; k) =
1∏m

k=1 ak

km−1

(m− 1)!
+ o(km−1)

comme annoncé. ■

Remarque 1.18

Lorsque les aj ne sont plus globalement premiers entre eux, la fraction rationnelle F
peut avoir d’autres pôles d’ordrem. Par exemple, il est facile de voir que N(2, 4;n) =

0 si n est impair et que N(2, 4; 2n) = N(1, 2, n) =
⌊n
2

⌋
+1. Cela peut aussi s’obtenir

en écrivant ∑
n≥0

N(2, 4;n)xn =
1

(1− x2)(1− x4)
.

Ensuite, une décomposition en éléments donne

1

(1− x2)(1− x4)
=

1

8(1− x)2
+

1

4(1− x)
+

1

8(1 + x)2
+

1

4(1 + x)
+

1

4(1 + x2)

=
1

4(1− x2)
+

1

2(1− x2)2
+

1

4(1 + x2)

dans laquelle on a regroupé les pôles de signe opposé. En utilisant les développements
en séries entières usuels de (1± x)−1 et (1− x)−2, on obtient∑

n≥0

N(2, 4;n)xn =
1

4

+∞∑
j=0

x2j +
1

2

+∞∑
j=0

(j + 1)x2j +
1

4

+∞∑
j=0

(−1)jx2j

=
+∞∑
k=0

(k + 1)(x4k + x4k+2).

Par suite N(2, 4; 2p+ 1) = 0 et N(2, 4; 4k) = N(2, 4; 4k + 2) = k + 1. En particulier

N(2, 4, 2n) ∼ n

2
alors que la formule précédente aurait donné un équivalent en

n

4
.

2. Développements en séries entières

2.1. Définitions et exemples.

Definition 2.1 (Fonction développable en série entière)

Soit Ω un ouvert de C, f : Ω → C et z0 ∈ Ω. On dit que f est développable en série
entière au voisinage de z0 s’il existe une série entière

∑
anz

n de rayon de convergence
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R > 0 telle que, pour r ∈ Ω ∩D(z0, R),

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n.

Si D(z0, R) ⊂ Ω, on dit que f est développable en série entière sur D(z0, R).

Notons qu’en évaluant en z = z0, on trouve a0 = f(z0). Du théorème de dérivation
des séries entières, on déduit immédiatement que

Lemme 2.2

Si f est développable en série entière sur D(z0, R) alors f est de classe C∞ et la série
entière correspondante est la série de Taylor

f(z) =

+∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.

Example 2.3

Soit a ∈ C, la fonction f définie sur C \ {a} par f(z) =
1

a− z
est développable en

série entière au voisinage de tout point sauf z0 = a.
En effet, on remarque que si z0 ∈ C, z0 ̸= 1 et |h| < |a− z0| alors

f(z0 + h) =
1

a− z0 − h
=

1

a− z0

1

1− h
a−z0

=
1

a− z0

+∞∑
n=0

(
h

a− z0

)n

puisque
∣∣∣ h
a−z0

∣∣∣ < 1. Ainsi

1

a− z
=

+∞∑
n=0

1

(a− z0)n+1
(z − z0)

n pour |z − z0| < |z0 − a|.

Example 2.4

Il est important de garder en tête que toutes les fonctions de classe C∞ ne sont pas
développables en séries entières. Un exemple typique est la fonction f définie sur R
par f(x) = 0 si x ≤ 0 et f(x) = e−1/x quand x > 0. Cette fonction est de classe

C∞ et, pour tout k ≥ 0, f (k)(0) = 0. Sa série de Taylor en 0 est donc la série nulle.
Si f était développable en série entière au voisinage de 0, alors on aurait f = 0 au
voisinage de 0, ce qui n’est clairement pas le cas.

Quitte à considérer g(z) = f(z0 + z), on se ramène à z0 = 0. Dans la suite, tous les
résultats sont donc énoncés au voisinage de 0. La première observation est que le fait qu’une
fonction soit développables en série entière peut se lire directement sur une estimation de
ses dérivées :

Proposition 2.5

Soit f une fonction de classe C∞ et

RN (z) = f(z)−
N∑

n=0

f (n)(0)

n!
zn.
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Alors f est développable en série entière sur D(0, r) si et seulement si RN → 0
simplement sur D(0, r).
Enfin, si f est de classe C∞ sur D(0, r) et s’il existe ρ > 0 tel que, pour tout
z ∈ D(0, r) et tout entier n,

|f (n)(z)| ≤M
|z|n

ρn

alors f est développable en série entière sur D(0, r) ∩D(0, ρ).

Démonstration. On sait déjà que la série de Taylor
∑ f (n)(0)

n!
zn est la seule série entière

pouvant correspondre à f . Mais l’hypothèse RN (z) → 0 pour |z| < r nous dit que cette
série converge pour ces z donc que le rayon de convergence de la série est au moins r et
de plus que sa somme est f .

La réciproque est encore plus directe, si f est développable en série entière sur D(0, r)
alors f est la somme de sa série de Taylor sur D(0, r) ce qui est la même chose que
RN (z) → 0 pour |z| < r.

Enfin, si la dernière estimation est vérifiée, alors l’inégalité de Taylor-Lagrange nous
montre que

|Rn(z)| ≤M
|z|n+1

ρn+1
→ 0

quand |z| < ρ. On utilise la première partie de la proposition pour conclure. ■

Example 2.6

Pour ne pas entrer dans des considérations de fonctions holomorphes, cet exemple
est pour l’instant réel. Soit α ∈ R. On considère f :] − 1, 1[→ R donné par f(x) =
(1 + x)α. Cette fonction est de classe C∞ avec

f (n)(x) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n.

Notation 2.7: (Symbole de Pochhammer)

Introduisons le symbole de Pochhammer (ou factorielle descendante), pour
a ∈ C, et n un entier, on pose (a)0 = 1 et (a)n = a(a− 1) · · · (a− n+ 1).

En particulier, si a n’est pas un entier négatif, (a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
et si a est un

entier positif (a)n =
a!

(a− n)!
lorsque m ≤ a et donc (a)m = a! et si n > a,

(a)n = 0.

La série de Taylor de f est donc donnée par

(1 + x)α =

+∞∑
n=0

(αn)

n!
xn.

Il reste à voir que f est bien égal à sa série de Taylor. Pour cela on utilise alors la
formule de Taylor avec reste intégral pour écrire

Rn(x) := f(x)−
n∑

k=0

(α)n
n!

xn = xn+1

∫ 1

0

(1− t)n

n!
(α)n+1(1 + tx)α−n−1 dt.
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On utilise ensuite que, pour −1 < x < 1 et 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ 1 − t ≤ 1 + xt pour
majorer

|Rn(x)| ≤ |x|n+1 |(α)n+1|
n!

∫ 1

0
(1 + tx)α−1 dt.

On pose alors βn = |x|n+1 (α)n+1

n! et on remarque que

0 ≤ βn+1 = |x| |n+ 1− α|
n+ 1

βn.

Comme |x| |n+ 1− α|
n+ 1

→ |x| < 1, il existe 0 < ρ < 1 et n0 tel que, pour tout n ≥ n0,

0 ≤ βn+1 ≤ ρβn, donc 0 ≤ βn ≤ ρn−n0βn0 → 0 ce qui montre qu’on a bien Rn → 0
quand |x| < 1. On a donc

(1 + x)α =
+∞∑
n=0

(αn)

n!
xn, avec R = 1.

Quand α n’est pas un entier positif, le rayon de convergence ne peut être supérieur
à 1 car la fonction n’est pas C∞. Notez aussi que cela permet de définir (1 + z)α

quand |z| < 1.

Proposition 2.8

Soit λ, µ ∈ C et f, g deux fonctions développables en série entière sur D(z0, r). Alors

λf + µg, les dérivées f (k) et les primitives de f sont également développables en
séries entières sur D(z0, r). Plus précisément si

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n.

alors

f (k)(z) =

+∞∑
n=k

n!

(n− k)!
an(z − z0)

n−k.

Enfin, si F est une primitive de f , alors F est développable en série entière avec

F (z) = F (z0) +
+∞∑
n=0

an
n+ 1

(z − z0)
n+1.

En particulier, toute fraction rationnelle est développable en série entière au voisi-
nage de tout point qui n’est pas un pôle.

Démonstration. La première partie découle immédiatement des propriétés générales des
séries entières.

Soit maintenant f une fraction rationnelle sur C. Après décomposition en éléments

simples, on voit que f est combinaison linéaire de fonctions de la forme z → (m− 1)!

(a− z)m
où

a parcourt l’ensemble (fini) des pôles de f . Il suffit donc de voir que z → (m− 1)!

(a− z)m
est

développable en série entière au voisinage de tout z0 ̸= a. Pour cela, il suffit de constater

que z → (m− 1)!

(a− z)m
est la dérivée m− 1-ième de z → 1

a− z
dont on a vu plus haut qu’elle

était développable en série entière au voisinage de tout z0 ̸= a. ■
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Notons que cette démonstration est constructive, pour peu qu’on sache trouver les
pôles de f puisqu’on a montré que

1

(a− z)m
=

∞∑
n=0

(
m+ n− 1

n

)
(z − z0)

n

(a− z0)m+n
pour |z − z0| < [z0 − a|.

Remarque 2.9

Si une série entière f(z) =
∑+∞

n=0 anz
n a un rayon de convergence R, on peut toujours

poser z = φ(ζ) tant que |φ(ζ)| < R et on aura f ◦φ(ζ) =
∑+∞

n=0 anφ(ζ)
n, mais cette

dernière série n’est pas une série entière en ζ, sauf si φ(ζ) = αζm lorsqu’on trouve

f ◦ φ(ζ) =
+∞∑
n=0

anα
nζmn =

+∞∑
k=0

bkζ
k où bk = ak/mα

k/m si k ∈ mN et bk = 0 sinon.

On peut montrer que si φ est dévelopable en série entière au voisinage de ζ0 et f
développable en série entière au voisinage de φ(ζ0) alors f ◦φ est dévelopable en série
entière au voisinage de ζ0. Cela nécessite de passer par les fonctions holomorphes.

Example 2.10

Prenons un exemple réel (pour l’instant) en considérant ln : ln est développable en
série entière en tout a > 0.
En effet, on commence par a = 1 et on pose f(x) = ln(1 + x). On a alors f ′(x) =

1

1 + x
. On utilise le développement en série entière de

1

1− z
=

+∞∑
n=0

zn dans lequel on

pose z = −x puis on intègre pour obtenir

ln(1 + x) =

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
xn+1 =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn R = 1.

Ensuite, on écrit ln(a+ x) = ln a+ ln
(
1 +

x

a

)
donc, si

∣∣∣x
a

∣∣∣ < 1, on peut remplacer

x par x/a dans l’expression précédente et on trouve

ln(a+ x) = ln a+
+∞∑
n=1

(−1)n−1

nan
xn R = a.

Une application simple est la suivante : si 0 ≤ x ≤ 1, la suite
(
(x)n

n

)
n≥1

est po-

sitive, décroissante et tend vers 0. D’après le critère des séries alternées, la série
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn converge et on a une estimation du reste

|RN (x)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=N+1

(−1)n−1

n
xn

∣∣∣∣∣ ≤ xN+1

N + 1
≤ 1

N + 1
.

Le reste converge donc uniformément vers 0 sur [0, 1] ce qui implique que la série
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn converge uniformément sur [0, 1]. Sa somme est donc continue sur

[0, 1] tout comme ln(1 + x). Or on a vu que, pour −1 < x < 1,

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn = ln(1 + x)
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donc cette expression est aussi valable en faisant tendre x→ 1 ce qui donne
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2.

2.2. La fonction exponentielle. On a déjà vu que la série entière
∑ zn

n!
a un rayon

de convergence infini donc sa somme est définie sur C :

Definition 2.11 (Fonction exponentielle)

La fonction exponentielle, notée exp, est définie sur C comme étant la somme de la
série entière

exp z =
+∞∑
n=0

zn

n!
.

Notons qu’en remplaçant z par z̄, on obtient

exp(z̄) =

+∞∑
n=0

(z̄)n

n!
=

+∞∑
n=0

zn

n!
=

+∞∑
n=0

zn

n!
= exp z.

Une seconde observation est qu’avec le produit de Cauchy

exp(a) exp(b) =

(
+∞∑
n=0

an

n!

)(
+∞∑
n=0

bn

n!

)
=

+∞∑
m=0

m∑
k=0

ak

k!

bm−k

(m− k)!
.

Mais
m∑
k=0

ak

k!

bm−k

(m− k)!
=

1

m!

m∑
k=0

m!

k!(m− k)!
akbm−k =

(a+ b)m

m!

donc

exp a exp b ==

+∞∑
m=0

(a+ b)m

m!
= exp(a+ b).

En particulier exp(a) exp(−a) = exp(0) = 1 donc exp ne s’annule pas et exp(−a) =
1

exp(a)
.

On remarque ensuite que, si x est réel, expx est réel. Quand x ≥ 0, clairement exp(x) ≥
1 (on somme des termes positifs) et donc exp(−x) = 1

exp(x)
∈ (0, 1]. On a alors

| exp(z)|2 = exp(z) exp(z) = exp(z) exp(z̄)

= exp(z + z̄) = exp
(
2ℜ(z)

)
=

(
expℜ(z)

)2
.

Comme l’exponentielle est positive, | exp(z)| = expℜ(z). Notons que cela implique que si
y ∈ R, | exp(iy)| = exp(0) = 1.

Comme
n+ 1

(n+ 1)!
=

1

n!
, la série

+∞∑
n=0

zn

n!
cöıncide avec sa série dérivée. De plus exp(0) = 1

donc exp est solution de l’équation différentielle y′ = y avec condition initiale y(0) = 1.

Enfin, si y est une solution de y′ = y avec y(0) = 1 alors z =
y

exp
vérifie

z′ =
y′ exp−y exp′

exp2
=
y exp−y exp

exp2
= 0
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donc z est constante, z(x) = z(0) = 1 soit y(x) = exp(x). L’exponentielle est donc l’unique
solution de y′ = y avec y(0) = 1.

Ensuite, comme y > 0, y′ > 0 donc y est strictement croissante. De plus, pour x > 0,

exp(x) ≥ x → +∞ quand x → +∞ donc aussi exp(−x) =
1

exp(x)
→ 0. En particulier,

exp est une bijection de R sur ]0,+∞). En particulier | exp(z)| = expℜ(z) ̸= 1 = exp 0 si
ℜ(z) ̸= 0.

Résumons cette discussion dans le lemme suivant :

Lemme 2.12

La fonction exp est une fonction de classe C∞ qui vérifie les propriétés suivantes

(i) pour tous a, b ∈ C, exp(a+ b) = exp(a) exp(b) ;

(ii) pour tout z ∈ C, exp(z) = exp(z̄) et | exp(z)| = expℜ(z). De plus | exp(z)| =
1 si et seulement si z = iy avec y ∈ R.

(iii) exp est une bijection R → R+
∗ , strictement croissante telle que

limx→−∞ exp(x) = 0 ; et limx→+∞ exp(x) = +∞ ;

(iv) exp est l’unique solution de l’équation différentielle y′ = y avec condition
initiale y(0) = 1

Remarque 2.13

La dernière partie de ce lemme peut être prise comme définition de la fonction ex-
ponentielle mais nécessite le théorème (non trivial) de Cauchy-Lipschitz pour mon-
trer l’existence et l’unicité de la fonction ainsi définie. Les autres propriétés sont
également un peu plus difficiles à démontrer à partir de cette seule définition, le
mieux est donc de montrer que cette solution est développable en série entière.
Pour cela, on peut d’abord montrer par une récurrence immédiate que exp est de
classe C∞ (si y est dérivable, alors y′ = y est dérivable et en dérivant y′′ = y′

est dérivable...) et que sa série de Taylor est bien
+∞∑
n=0

zn

n!
. Il est facile de voir que

les restes de cette série convergent vers 0 : pour n ≥ N > 2|z|, on remarque que
|z|n
n! ≤ |z|N

N !
1

2n−N donc ∣∣∣∣∣
+∞∑
n=N

zn

n!

∣∣∣∣∣ ≤ |z|N

(N)!

+∞∑
k=0

1

2k
≤ 2

|z|N

(N)!
→ 0.

Théorème 2.14

L’exponentielle est un morphisme de groupe (C,+) → (C∗,×) surjectif.

Démonstration. l’énoncé est pompeux : exp z ̸= 0 nous dit que exp : C → C∗ et
exp(z + z′) = exp(z) exp(z′) nous dit que c’est un morphisme du groupe additif C sur le
groupe multiplicatif C∗.

Le seul point à démontrer est la surjectivité, i.e. que pour tout z ∈ C∗, il existe ζ ∈ C
tel que z = exp(ζ).

On a bien sûr envie de poser ζ = ln(z), mais cela demande de définir ln. Bien sûr, sur
R+
∗ , c’est la fonction réciproque de l’exponentielle et on montre alors aisément que c’est la

primitive de
1

t
qui s’annule en 1, lnx =

∫ x

1

dt

t
=

∫ 1

0

x− 1

1 + (x− 1)s
ds avec un changement
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de variable t = 1 + (x − 1)s. En posant η(s) = 1 + (x − 1)s on prend le chemin le plus

simple (un segment) qui relie 1 à x et alors lnx =

∫ 1

0

η′(s)

η(s)
ds. L’idée est ici de faire la

même chose pour x complexe :

Pour z ∈ C \R−, on définit ηz(s) = 1+ (z− 1)s, pour t ∈ [0, 1], ℓz(t) =

∫ t

0

η′z(s)

ηz(s)
ds et

g(z) = ℓz(1). Comme z n’est pas un réel négatif, ηz ne s’annule pas sur [0, 1]. Ainsi ℓz(t)
est bien défini pour tout t ∈ [0, 1], donc g(z) est bien défini. De plus η et ℓ sont de classe
C1.

On pose alors φ(t) = ηz(t) exp
(
−ℓz(t)

)
qui est de classe C1 avec

φ′
z(t) = η′z(t) exp

(
−ℓz(t)

)
− η′z(t)

η′z(t)

ηz(t)
exp
(
−ℓz(t)

)
= 0.

Ainsi φ est constante, en particulier φ(1) = φ(0) ou encore z exp
(
−g(z)

)
= 1.

Definition 2.15 (Détermination principale du logarithme)

La fonction g : C \ R− ainsi définie est appellée la détermination principale du
logarithme.
Si z ∈ C \ R−, sauf précision contraire, on note log(z) = g(z).

On a donc bien exp
(
g(z)

)
= z ce qui montre que tout complexe z qui n’est pas un réel

négatif s’écrit sous la forme z = exp(ζ). En particulier, il existe ζi ∈ C tel que exp(ζi) = i
(inutile de le chercher pour l’instant) et donc exp(2ζi) = i2 = −1. Enfin, si x > 0, on écrit
x = exp lnx et alors

−x = exp(2ζi) exp lnx = exp(lnx+ 2ζi)

donc les réels négatifs sont également des exponentielles de nombres complexes. ■

Soit maintenant T = {z ∈ C : |z| = 1}. Muni de la multiplication, c’est un groupe.
On vient de voir que si z ∈ T, alors il existe ζ ∈ C tel que z = exp(ζ). Mais on a vu
dans le lemme 2.12 qu’alors ζ = iy avec y ∈ R. Ainsi T = {exp(iy), y ∈ R}. De plus

θ :
(R,+) → (T,×)
y → exp(iy)

est un morphisme de groupe continu et surjectif. On considère

son noyau ker θ = {y ∈ R : θ(y) = 1} = θ−1({1}) qui est donc fermé. C’est également
un sous-groupe de R puisque θ(y + y′) = exp i(y + y′) = exp iy exp iy′ = 1 et θ(−y) =

exp(−iy) = 1

exp(iy)
= 1.

Il se trouve que les sous-groupes de R sont de deux types :

Lemme 2.16

Soit G un sous-groupe additif de R alors, soit G est dense, soit il existe a ∈ R tel
que G = aZ.
Si G est fermé, alors soit G = R, soit il existe a ∈ R tel que G = aZ.

Démonstration. On considère α = inf{g ∈ G, g > 0} et on distingue deux cas :
– Si α > 0 alors G = αZ. En effet, αZ ⊂ G et si G ̸= αZ, il existe β ∈ G \ αZ. Dans

ce cas, on a aussi −β ∈ G \ αZ et quitte à échanger β et −β, on peut donc supposer que
β > 0. Il existe alors un entier m ≥ 0 tel que mα < β < (m+1)α. Mais alors β−mα ∈ G
et 0 < β −mα < α, ce qui contredit la minimalité de α.

– Si α = 0 alors G est dense. En effet, soit I un intervalle ouvert de R. Pour montrer
que G est dense, il suffit de montrer que I contient un élément de G. Comme 0 ∈ G, il
est inutile de considérer les intervalles contenant 0 donc I ⊂ (0,+∞) ou I ⊂ (−∞, 0). On
ramène ce cas au premier en remplaçant I par−I. Ainsi I = (a, b) avec 0 < a < b et on pose
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ℓ = b−a. Par définition de α, comme α = 0, il existe g ∈ G tel que 0 < g < ℓ. Soit ensuite n
un entier tel que ng ≤ a < (n+1)g et on remarque qu’alors (n+1)g < ng+ℓ ≤ a+b−a = b
donc (n+ 1)g ∈ G ∩ (a, b) et est donc l’élément cherché.

– la dernière partie en découle immédiatement, si G est fermé et dense, alors G = R
et aZ = aZ. ■

Comme ker θ est un sous-groupe fermé de R, qui n’est pas R en entier puisque −1 ∈ T
et il existe y0 ∈ R tel que −1 = eiy0 donc y0 /∈ G. Par suite, il existe a ∈ R tel que G = aZ.
Enfin notons que y0 ̸= 0 donc 2y0 ̸= 0 alors que e2iy0 = 1 i.e. 2y0 ∈ G donc a ̸= 0 et on
peut supposer a > 0. En écrivant a = 2π, on a montré le résultat suivant :

Théorème 2.17

Il existe un nombre π > 0 tel que eiy = 1 si et seulement s’il existe k ∈ Z tel que
y = 2kπ.
Par suite exp est 2iπ-périodique.

La périodicité est simplement exp(z + 2iπ) = exp(z) exp(2iπ) = exp(z).
On définit maintenant les fonctions trigonométriques :

Definition 2.18 (Fonctions trigonométriques)

Pour z ∈ C, on définit

cosh z =
ez + e−z

2
=

+∞∑
n=0

z2n

(2n)!

sinh z =
ez − e−z

2
=

+∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!

cos z =
eiz + e−zz

2
=

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!

toutes ces séries ayant un rayon de convergence infini.

Les expressions en série entières résultent d’un calcul direct sur la somme de séries.
Notons que cosh et sinh sont respectivement la partie paire et impaire de exp alors que,

pour x ∈ R, cosx = ℜeix et sinx = Im eix puisque e−ix = eix. En particulier, pour x ∈ R,
on a

eix = cosx+ i sinx

et

cos2 x+ sin2 x = 1.

Cette dernière relation est encore vraie lorsque x est complexe : soit par unicité du pro-
longement holomorphe, soit en utilisant le produit de Cauchy d’abord pour x ∈ R puis en
remarquant que ce sont les mêmes relations en complexe !

On peut ensuite obtenir toutes les formules trigonométriques usuelles.

2.3. Les développements en séries entières usuels. Dans cette section, nous
résumons les principaux développements en série entière et esquissons leur méthode d’ob-
tention. Ces développements sont impérativement à savoir d’autant qu’ils recouvrent les
développements limités classiques.
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En sommant la série géométrique∑
n≥0

rnzn =
1

1− rz
R = 1/r

et, en appliquant j fois z
d

dz
,

∑
n≥0

njrnzn =
rj

(1− rz)j
R = 1/r.

En prenant r = −1 et en intégrant, on obtient

ln(1 + z) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1 z
n

n
R = 1.

En prenant r = −1, en remplaçant z par z2, puis en intégrant, on obtient

arctan z =
+∞∑
n=1

(−1)n
z2n+1

2n+ 1
R = 1.

La formule de Taylor (ou la définition de exp) et les opérations de base nous donnent

ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
R = +∞

cosh z =
+∞∑
n=0

z2n

(2n)!
R = +∞

sinh z =

+∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
R = +∞

cos z =

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
R = +∞

sin z =
+∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
R = +∞.

La formule de Taylor nous donne aussi, pour α /∈ Z

(1 + z)α =
+∞∑
n=0

(α)n
n!

zn R = 1

où (α)0 = 1 et (α)n = α(α− 1) · · · (α− n+ 1) (n facteurs). En remplaçant α par −α, on
obtient

(1 + z)−α =
+∞∑
n=0

(−1)n
α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)

n!
zn =

+∞∑
n=0

(−1)n
γ(n+ α)

Γ(α)Γ(n+ 1)
zn R = 1

et l’expression en termes de Γ est valable tant que α n’est pas un entier négatif (auquel
cas, on utilise la formule du binôme de Newton et la somme est finie !).

On en déduit en particulier que

1√
1− x

=

+∞∑
n=0

1

22n

(
2n
n

)
xn R = 1
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puis, en remplaçant x par x2 et en intégrant

arcsinx =

+∞∑
n=0

1

22n(2n+ 1)

(
2n
n

)
x2n+1, R = 1

et

arccosx =
π

2
− arcsinx =

π

2
−

+∞∑
n=0

1

22n(2n+ 1)

(
2n
n

)
x2n+1, R = 1.

De même, on obtient

argsinhx =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n)!

22n(n!)2
x2n+1

2n+ 1
, R = 1

argtanhx =
+∞∑
n=0

1

2n+ 1
x2n+1, R = 1

alors que argcosh n’est pas définie en 0.

Exercice 2.19

Montrer que
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
= arctan 1 =

π

4
.

2.4. Développements en séries entières et équations différentielles.
2.4.1. Principe général. En théorie, les équations différentielles d’ordre 1 y′ − a(x)y−

b(x) = 0 avec a, b continues peuvent toutes se résoudre à l’aide de la méthode de la variation
de la constante. Rappelons que les solutions sont données par la formule de Duhamel : si
A est une primitive de a

y(x) = eA(x)

(
y(0) +

∫ x

0
e−A(t)b(t) dt

)
.

Cette formule montre que si a et b sont des fonctions holomorphes sur C alors y est
elle-même holomorphe donc développable en série entières.

Les choses se compliquent lorsqu’on veut résoudre une équation de d’ordre 2,

y′′ − a(x)y′ − b(x)y − c(x) = 0.

Se ramener à une équation de d’ordre 1 ne permet pas toujours de fournir des solutions
lorsque a et b ne sont pas constants. On sait aussi que la principale difficulté est de trouver
une solution y1 de l’équation homogène

y′′ − a(x)y′ − b(x)y = 0.

On cherche ensuite une seconde solution sous la forme y2(x) = λ(x)y1(x) (λ pas constante)
et ensuite une solution de l’équation y′′ − a(x)y′ − b(x)y − c(x) = 0 par la méthode de la
variation de la constante.

Les équations d’ordre 2 sont très courantes en physique (mécanique, électronique,
optique...)

Notre objectif ici est de chercher une solution de y′′ − a(x)y′ − b(x)y = 0 sous la
forme d’une série entière

∑+∞
n=0Akx

k ou plus généralement sous la forme xr
∑+∞

n=0Akx
k.

On injecte cela dans l’équation et on espère en déduire les coefficients Ak (en général via
une formule de récurrence). Si c’est bien le cas, on obtient un candidat solution sous forme
d’une série entière formelle. Si cette série a un rayon de convergence R > 0, on obtient
bien une solution sur ]−R,R[.
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La méthode peut s’appliquer aux équations différentielles de tout ordre. Commençons
d’ailleurs par un exemple simple d’ordre 1 :

Example 2.20

En guise d’exemple, regardons ce que cela donnerait pour l’équation y′ = −2xy avec
condition initiale y(0) = 1 :

Analyse. On cherche une série entière y(x) =
∑+∞

n=0Anx
n dont on espère que le rayon

de convergence R est > 0. Alors

−2xy(x) =

+∞∑
n=0

−2Anx
n+1 =

+∞∑
n=1

−2An−1x
n

y′(x) =

+∞∑
n=1

nAnx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1x
n.

On veut que y′(x) = −2xy(x) donc que ces deux séries entières coincident donc
que tous les coefficients de xn coincident. En comparant le coefficient de x0, on voit
obtient A1 = 0 et en comparant le coefficient de xn, n ≥ 1 on obtient (n+1)An+1 =

−2An−1 ou encore An+2 = −2
An

n+ 2
.

Une récurrence immédiate donne alors A2n =
(−1)n

n!
A0 et A2n+1 = 0, pour tout

n ≥ 0. Enfin A0 = y(0) = 1. Par suite

y(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n

n!
=

+∞∑
n=0

(−x2)n

n!
= e−x2

.

Synthèse : Une observation importante est que si on connâıt le rayon de convergence
R de la série y(x) =

∑+∞
n=0Anx

n alors tous les calculs dans la partie analyse sont
valables sur ] − R,R[. La somme de cette série sera donc bien une solution sur
]−R,R[.

Ici, on voit immédiatement que R = +∞ donc y(x) = e−x2
est bien solution sur R.

Les solutions qu’on trouve de cette façon peuvent parfois être des polynômes. Les
équations différentielles d’ordre 2 apparaissent d’ailleurs fréquemment en théorie des po-
lynômes orthogonaux. Voici un exemple important

Example 2.21

On considère l’équation de Hermite

y′′(x)− 2xy′ + 2λy = 0

où λ ∈ R est un paramètre.

Analyse. On cherche une série entière y(x) =
∑+∞

n=0Anx
n dont on espère que le rayon

de convergence R est > 0. Alors

−2xy′(x) =
+∞∑
n=1

−2nAnx
n

y′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)Anx
n−2 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)An+2x
n
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donc

y′′(x)− 2xy′(x) + 2λy(x) = 2A2 +2λA0 +
+∞∑
n=1

(
2(λ−n)An + (n+1)(n+2)An+2

)
xn.

On veut que ceci soit 0 donc A2 = −λA0 et, pour tout entier n ≥ 1, An+2 =

−2
λ− n

(n+ 1)(n+ 2)
An.

Nous allons à nouveau utiliser le symbole de Pochhammer (voir 2.7). Nous dis-
tinguerons les cas n pair et impair. On commence par ré-écrire A2(p+1) =

−4
λ
2 − p

(2p+ 1)(2p+ 2)
A2p d’où on déduit que

A2p = (−1)p22p
(λ/2)p
(2p)!

A0

alors qu’en écrivant A2p+1 = −4
λ−1
2 − p+ 1

(2p)(2p+ 1)
A2p−1 on trouve

A2p+1 = (−1)p22p

(
λ−1
2

)
p

(2p+ 1)!
A1.

Rappelons que A0 = y(0) et A1 = y′(0).
On définit donc deux fonctions

y(λ)p (x) =
+∞∑
p=0

(−1)p22p
(λ/2)p
(2p)!

x2p

et

y
(λ)
i (x) =

+∞∑
p=0

(−1)p22p

(
λ−1
2

)
p

(2p+ 1)!
x2p+1

et notre analyse montre que les solutions développables en séries entières sont
nécessairement de la forme

y(x) = y(0)y(λ)p (x) + y′(0)y
(λ)
i (x).

Synthèse. On va maintenant montrer que les séries entières y
(λ)
p et y

(λ)
i ont un rayon

de convergence infini. Le critère de D’Alembert nous donne cela immédiatement car,
pour x ̸= 0 ∣∣∣∣∣A2(p+1)x

2(p+1)

A2px2p

∣∣∣∣∣ = |λ− n|
(2p+ 1)(2p+ 2)

x2 → 0

donc la série y
(λ)
i converge pour tout x ̸= 0. Le raisonnement est identique pour y

(λ)
i .

On peut donc justifier tous les calculs et y
(λ)
p , y

(λ)
i sont des solutions de l’équation

de Hermite. Observons aussi qu’elles sont linérairement indépendantes car de parité
opposée et forment donc une base de l’ensemble des solutions. On a ainsi montré le
résultat suivant :
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Proposition 2.22

Soit λ ∈ R. Alors toutes les solutions de l’équation de Hermite

y′′(x)− 2xy′ + 2λy = 0

sont développable en série entière sur R et s’écrivent

y(x) = y(0)y(λ)p (x) + y′(0)y
(λ)
i (x)

avec

y(λ)p (x) =
+∞∑
p=0

(−1)p22p

(
λ
2

)
p

(2p)!
x2p

et

y
(λ)
i (x) =

+∞∑
p=0

(−1)p22p

(
λ−1
2

)
p

(2p+ 1)!
x2p+1.

On peut aussi observer que si λ est un entier positif pair, λ = 2m, alors y2mp = H2m

où

H2m(x) :=

m∑
p=0

(−1)p22p
(m)p
(2p)!

x2p

est un polynôme pair de degré 2m et si λ est un entier positif impair, λ = 2m + 1,
alors y2m+1

i = H2m+1 où

H2m+1(x) :=
m∑
p=0

(−1)p22p
(m)p

(2p+ 1)!
x2p+1

est un polynôme impair de degré 2m+ 1.
Ces polynômes sont les polynômes de Hermite qui jouent un rôle important en
analyse de Fourier.

2.4.2. Introduction à la classification des singularités d’une équation différentielle.
Considérons une équation différentielle d’ordre 2 de la forme

(2.4)
d2y

dz2
+ p1(z)

dy

dz
+ p0(z)y = 0

avec p0, p1 des fractions méromorphes.
Un point z0 ∈ C sera dit
– ordinaire s’il n’est pas un pôle de p0 ni de p1 i.e. si p0, p1 sont analytiques au voisinage

de z0.
– singulier régulier s’il est un pôle d’ordre au plus 1 de p1 et au plus 2 de p0.
– irrégulier dans les autres cas.
Pour l’infini, on fait un changement de variable z = 1/w de sorte que

dy

dz
= −w2 dy

dw
et

d2y

dz2
= w4 d

2y

dw2
+ 2w3 dy

dw

donc l’équation devient

(2.5) w4d
2y

dz2
+
(
2w3 − w2p1(1/w)

) dy
dw

+ p0(w)y = 0.

On dira que ∞ est un point ordinaire, singulier régulier ou irrégulier de (2.4) si 0 est
respectivement un point ordinaire, singulier régulier ou irrégulier de (2.5).
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Example 2.23

Considérons l’équation de Bessel

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − α2)y = 0.

En divisant par x2, on obtient

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+
x2 − α2

x2
y = 0.

on voit que tous les points de C sauf 0 sont ordinaires et que 0 est un pôle d’ordre

1 de
1

x
et d’ordre 0 ou 2 (si α = 0) de

x2 − α2

x2
. Le changement de variable t = 1/x

conduit à
d2y

dt2
+

1

t

dy

dx
+

(
1

t4
− α2

t2

)
y = 0

pour laquelle t = 0 est un point singulier (pôle d’ordre 4 de
1

t4
− α2

t2
). Ainsi ∞ est

un point singulier de l’équation de Bessel.

Nous allons ici nous intéresser aux équations différentielles du type (2.4) qui ont exacte-
ment 3 points singuliers réguliers distincts. Un changement de variable permet de ramener
une telle équation à l’équation suivante :

x(1− x)
d2y

dx2
+
(
c− (a+ b+ 1)x

)dy
dx

− aby = 0

appelée équation différentielle hypergéométrique.
On voit immédiatement que 0 et 1 sont des points singuliers en la réécrivant sous la

forme
d2y

dx2
+
c− (a+ b+ 1)x

x(1− x)

dy

dx
− ab

x(1− x)
y = 0.

Le changement de variable t = 1/x conduit à

d2y

dt2
+

(
2 +

ct− (a+ b+ 1)

t− 1

)
t−1 dy

dx
− abt−2

t− 1
y = 0

dans lequel 0 est bien un pôle d’ordre 1 pour le facteur de y′ et 2 pour le facteur de y.
Ainsi ∞ est un point singulier régulier de l’équation hypergéométrique.

2.4.3. Les fonctions hypergéométriques. Comme beaucoup de fonctions spéciales, les
fonctions hypergéométriques admettent plusieurs définitions : via une série entière, comme
solution d’une équation différentielle ou via une représentation intégrale. Elles ont en outre
l’avantage de recouvrir nombre de cas particuliers (voir Table 1).

Definition 2.24 (Fonctions hypergéométrique)

Soient a, b ∈ R et c ∈ R \Z−. La fonction hypergéométrique de Gauss est la fonction
définie par la série entière

(2.6) 2F1(a, b, c; z) =

+∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn

où (a)n, (b)n, (c)n sont des symboles de Pochhammer (voir 2.7).

Notez que, si a (resp. b) est un entier négatif, cette série entière est en fait un polynôme
de degré −a (resp −b ou min(−a,−b) si les deux sont des entiers négatifs).
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Lemme 2.25

Le rayon de convergence de la série (2.6) est 1 et vérifie

dn

dzn
2F1(a, b, c; z) =

(a)n(b)n
(c)n

2F1(a+ n, b+ n, c+ n; z).

De plus si ni a ni b ne sont pas des entiers négatifs,
– lorsque ℜ(a+b−c) < 0, la série (2.6) converge normalement sur {z ∈ C : |z| = 1}.
– lorsque 0 ≤ ℜ(a + b − c) < 1, la série (2.6) est semi-convergente pour tout z tel
que |z| = 1 sauf z = 1
– lorsque ℜ(a+ b− c) ≥ 1 la série (2.6) diverge quand |z| = 1.

Démonstration. Il suffit de remarquer que, avec la formule de Stirling,

(2.7)
(a)n(b)n
(c)nn!

=
Γ(c)Γ(1)

Γ(a)Γ(b)
na+b−c−1

(
1 +O(n−1)

)
.

Comme |na+b−c−1zn| → +∞ quand |z| > 1 et |na+b−c−1zn| → 0 quand |z| < 1, le rayon
de convergence est 1.

Ensuite

d

dz
2F1(a, b, c; z) =

+∞∑
n=1

(a)n(b)n
(c)nn!

nzn−1 =
+∞∑
n=0

(a)n+1(b)n+1

(c)n+1n!
zn

=
ab

c

+∞∑
n=0

(a+ 1)n(b+ 1)n
(c+ 1)nn!

zn =
ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1, c+ 1; z)

et une récurrence immédiate permet de conclure.
Examinons maintenant le comportement de la série (2.6) quand |z| = 1. Tout d’abord

|na+b−c−1zn| = nℜ(a+b−c)−1 ainsi
– si ℜ(a+ b− c) ≥ 1, ce terme ne tend pas vers 0 donc la série diverge ;
– si ℜ(a+ b− c) < 0, par comparaison à la série de Riemann, on conclue bien que la

série (2.6) converge normalement sur {z ∈ C : |z| = 1}.
Il nous reste donc à voir le cas 0 ≤ ℜ(a+ b− c) < 1.

À nouveau le facteur O(n−1) dans (2.7) conduit, par comparaison à une série de

Riemann, à une série convergente. Écrivons z = eiθ, α = −a − b + c + 1 de sorte que
0 < ℜα ≤ 1. Il s’aĝıt alors de voir le comportement de la série

+∞∑
n=1

1

nα
einθ.

Lorsque eiθ ̸= 1, on pose Sn(θ) =

n∑
k=0

eikθ =
1− ei(n+1)θ

1− eiθ
. En particulier, |Sn(θ)| ≤

Cθ :=
2

|1− eiθ|
qui est donc une suite bornée (θ fixé). Une sommation d’Abel donne alors

N∑
n=1

1

nα
einθ =

N∑
n=1

1

nα
(
Sn(θ)− Sn−1(θ)

)
=

N∑
n=1

1

nα
Sn(θ)−

N−1∑
n=0

1

(n+ 1)α
Sn(θ)

=
1

Nα
SN (θ)− 1 +

N−1∑
n=1

(
1

nα
− 1

(n+ 1)α

)
Sn(θ).
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On a
1

Nα
→ 0 puisque ℜα > 0. D’autre part, en posant f(t) =

1

tα
, on a f ′(t) = −α 1

tα+1

donc avec l’inégalité des accroissements finis∣∣∣∣( 1

nα
− 1

(n+ 1)α

)
Sn(θ)

∣∣∣∣ ≤ Cθ|f(n)− f(n+ 1)| ≤ Cθ| sup
[n,n+1]

|f ′(t)| = |α|Cθ|
nℜα+1

.

Comme
∑ 1

nℜα+1
converge,

N−1∑
n=1

(
1

nα
− 1

(n+ 1)α

)
Sn(θ)

a une limite et donc
∑+∞

n=1
1
nα einθ converge.

Il faut maintenant montrer que
∑
n−α diverge lorsque 0 < ℜα ≤ 1. Quand α est

réel, c’est une somme de Riemann déjà vue. On suppose donc que α n’est pas réel et on
remarque que

1

1− α

(
(n+ 1)1−α − n1−α

)
=
n1−α

1− α

((
1 +

1

n

)1−α

− 1

)
=

1

nα
+O

(
1

nα+1

)
.

Comme
∑ 1

nα+1
converge,

∑ 1

nα
converge si et seulement si la série téléscopique

∑ 1
1−α

(
(n+

1)1−α − n1−α
)
converge c’est-à-dire si la suite n1−α a une limite (finie). Mais |n1−α| =

n1−ℜα → +∞ lorsque 0 < ℜα < 1, donc la divergence est montrée dans ce cas.
Il ne nous reste plus qu’à considérer le cas α = 1+ iβ i.e. de montrer que niβ = eiβ lnn

n’a pas de limite. En prenant n = nk = [ekπ/β] de sorte que ≤ nk ≤ ekπ/β donc

kπ + β ln
(
ekπ/β − 1

)
β lnnk ≤ kπ.

Mais β ln
(
1− e−kπ/β

)
→ 0, on peut donc écrire β lnnk = kπ + εk avec εk → 0 et ainsi

niβk = eiβ lnnk = (−1)keiεk donc +1 et −1 sont valeurs d’adhérence. ■

Nous allons maintenant montrer que les fonctions hypergéométriques sont aussi des
solutions de l’équation hypergéométrique.

Théorème 2.26

Soient a, b ∈ R et c ∈ R \ Z. Alors l’équation hypergéométrique

(2.8) t(1− t)y′′ + (c− (a+ b+ 1)t)y′ − aby = 0

a pour base de solutions sur ]0, 1[ les fonctions

y1(t) = 2F1(a, b, c; t) et y2(t) = t1−c
2F1(a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c; t).

Notons que nous avons supposé que c n’est pas un entier donc y1, y2 sont bien définies
et de plus y1 est une fonction holomorphe sur D(0, 1) et vérifiera donc l’équation sur tout
le disque (par prolongement analytique) alors que y2 ne se proplonge pas en une fonction
de classe C∞ au voisinage de 0 puisque c n’est pas entier.

Le cas où c est un entier est plus subtil. Notons que y1 est bien définie tant que c /∈ Z−

et la démonstration montrera que y1 est bien solution quand c est un entier avec c ≥ 1. Il
en va de même pour y2, mais cette fois-ci, nous devons avoir c ≤ 1 pour que cette fonction
soit définie. Ainsi, lorsque c est entier, y1 et y2 ne sont simultanément définies que lorsque
c = 1 et dans ce cas y1 = y2. On n’obtient donc pas une base de l’ensemble des solutions.

Démonstration. Rappelons que dans cette démonstration c n’est pas un entier.
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L’espace des solutions sur ]0, 1[ est de dimension 2 avec Cauchy-Lipschitz. Remarquons
tout de suite que y1 et y2 sont bien linéairement indépendantes : supposons que

λ1y1(t) + λ2y2(t) = 0 t ∈]0, 1[.

Tout d’abord, y1 et λ1y1 + λ2y2 se prolongent en des fonctions de classe C∞ au voisinage
de 0, il faudrait donc que λ2y2 aussi, ce qui n’est le cas que si λ2 = 0. Ensuite, comme y1
n’est pas la fonction nulle, on en déduit que λ1 = 0.

Nous pourrions simplement vérifier directement que y1 et y2 sont bien solution pour
démontrer ce théorème, mais cela n’illustrerait en rien la méthode de résolution de l’équation
(2.8). Au lieu de cela nous allons d’abord chercher une solution sous la forme d’une série

entière y(t) =
+∞∑
n=0

αnt
n dont on suppose le rayon de convergence R > 0. Alors

(c− (a+ b+ 1)t)y′(t) = cα1 +

+∞∑
n=1

(
c(n+ 1)αn+1 − αn

)
tn

et

t(1− t)y′′(t) = 2α2t+

+∞∑
n=2

(
n(n+ 1)αn+1 − n(n− 1)αn

)
tn

et, au final

t(1− t)y′′ + (c− (a+ b+ 1)t)y′ − aby = cα1 − abα0 +
(
2(c+ 1)α2 − (a+ b+ 1+ ab)α1

)
t

+
+∞∑
n=2

(
(n+ 1)(n+ c)αn+1 −

(
n(a+ b+ 1) + n(n− 1) + ab

)
αn

)
tn.

Ainsi, si y est bien solution, α1 =
ab

c
α0 =

(a)1(b)1
(c)11!

α0, puis

α2 =
a+ b+ 1 + ab

2(c+ 1)
α1 =

(a+ 1)(b+ 1)

2(c+ 1)
α1 =

a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)2!
α0

i.e. α2 =
(a)2(b)2
(c)22!

α0. Enfin, pour n ≥ 2

αn+1 =
n(a+ b+ 1) + n(n− 1) + ab

(n+ 1)(n+ c)
αn =

(a+ n)(b+ n)

(n+ 1)(n+ c)
αn

qui montre qu’on a αn =
(a)n(b)n
(c)nn!

α0 puisque les deux suites ont même premier terme et

même relation de récurrence. On en déduit donc que les solutions développables en série
entière sont nécessairement de la forme y(t) = α02F1(a, b, c; t). Réciproquement, comme

2F1(a, b, c; t) est bien développable en série entière avec un rayon de convergence R = 1,
tous les calculs ci-dessus sont justifiés et on a bien une solution.

L’idée est ensuite de chercher une deuxième solution sous la forme y(t) = tσz(t) avec
σ bien chosi i.e. de faire un changement d’inconnu. Dans ce cas

y(t) = tσz(t)

y′(t) = σtσ−1z(t) + tσz′(t)

y′′(t) = σ(σ − 1)tσ−2z(t) + 2σtσ−1z′(t) + tσz′′(t)

qu’on introduit dans (2.8) pour obtenir
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t(1− t)y′′+(c− (a+b+1)t)y′−aby = t(1− t)tσz′′(t)+
(
2σ(1− t)+c− (a+b+1)t

)
tσz′(t)

+
(
σ(σ − 1)(1− t) + σ(c− (a+ b+ 1)t)− abt

)
tσ−1z(t)

= t(1−t)tσz′′(t)+(c+2σ−(a+b+2σ+1)t)tσz′(t)+
(
σ(σ−1+c)−(σ(σ+a+b)+ab)t

)
tσ−1z(t).

Le choix σ = 1− c permet d’éliminer le terme σ(σ−1+ c)tσ−1z(t) et du coup de factoriser
tσ. On obtient alors

t(1− t)y′′ + (c− (a+ b+ 1)t)y′ − aby

= t1−c
(
t(1− t)z′′(t)+ (2− c− (a+ b−2−2c+1)t)z′(t)−

(
ab+(1− c)(a+ b− c+1)

)
z(t)

)
= t1−c

(
t(1− t)z′′(t) + (2− c− (a− c+ 1 + b− c+ 1 + 1)t)z′(t)

− (a− c+ 1)(b− c+ 1)z(t)
)
.

On reconnâıt donc à nouveau l’équation hypergéométrique, mais avec les paramètres a→
a− c+ 1, b→ b− c+ 1, c→ 2− c. Ainsi, si z(t) = 2F1(a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c; t),

t(1− t)z′′(t) + (2− c− (a− c+ 1 + b− c+ 1 + 1)t)z′(t)− (a− c+ 1)(b− c+ 1)z(t) = 0

et y(t) = t1−cz(t) est bien solution de l’équation (2.8). ■

Passons maintenant à la représentation intégrale :

Théorème 2.27 (Euler)

Soient a, b, c ∈ C avec ℜ(c) > ℜ(b) > 0. Alors, pour |z| < 1

2F1(a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a dt.

En particulier, 2F1(a, b, c; z) se prolonge en une fonction holomorphe sur le demi-plan
ℜ(z) < 1.

Notons que cette formule dissymétrise les rôles de a et de b, à la fois dans les hypothèses
(pas de restriction sur a, mais une restriction sur b et c) et dans la formule où

Démonstration. On fixe z avec |z| < 1 et alors, pour t ∈ [0, 1], on écrit

(1− zt)−a =

+∞∑
n=0

(a)n
n!

tnzn

et on remarque que cette série converge normalement sur [0, 1] puisque |zt| < |z| et∑ |(a)n|
n!

|z|n converge. On peut donc multiplier par tb−1(1 − t)c−b−1 et intégrer terme

à terme pour obtenir∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a dt =

+∞∑
n=0

(a)n
n!

∫ 1

0
tb+n−1(1− t)c−b−1 dtzn

=
+∞∑
n=0

(a)nB(b+ n, c− b)

n!
zn

=
+∞∑
n=0

(a)nΓ(b+ n)Γ(c− b)

Γ(c+ n)n!
zn
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en reconnaissant une fonction β. En se rappelant que (b)n =
Γ(b+ n)

Γ(b)
et une formule

identique pour (c)n on obtient bien∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a dt =

Γ(b)Γ(c− b)

Γ(c)
2F1(a, b, c; z)

comme annoncé. Le prolongement analytique est maintenant évident : la fonction ζ →
(1 − ζ)−a est holomorphe sur le demi-plan H = {ζ ∈ C : ℜ(ζ) < 1}. Mais si O est un

ouvert relativement compact de H Õ := {tζ : t ∈ [0, 1], ζ ∈ Ō} est un compact d’intérieur

non vide inclus dans H (Õ est le cône fermé issu de 0 généré par O). En particulier
– pour tout t ∈ [0, 1], z → (1− tz)−a est holomorphe sur O
– (t, z) → (1 − tz)−a est uniformément bornée sur [0, 1] × Ō : il existe CO tel que

|(1− tz)−a| ≤ CO pour t ∈ [0, 1], z ∈ Ō.
Mais alors, comme ℜ(c) > ℜ(b) > 0,

|tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a| ≤ COt
ℜ(b)−1(1− t)ℜ(c)−ℜ(b)−1 ∈ L1(0, 1),

le théorème d’holomorphie des intégrales dépendant d’un paramètre montre que

z →
∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a dt

est bien holomorphe sur O. Comme O ⊂ H est arbitraire, elle est holomorphe sur H. ■

Pour conclure cette section, donnons quelques liens entre fonctions hypergéométriques
et autres fonctions spéciales :
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Paramètres variable nom

c = b /∈ Z− z (1− z)−a = 2F1(a, b, b; z)

a = b = 1, c = 2 −z ln(1 + z)

z
= 2F1(1, 1, 2;−z)

a = b =
1

2
, c =

3

2
z2

arcsin z

z
= 2F1

(
1

2
,
1

2
,
3

2
; z2
)

a =
1

2
, b = 1, c =

3

2
z2

arctan z

z
= 2F1

(
1

2
, 1,

3

2
; z2
)

p, q > 0, a = p, b =
1− q, c = p+ 1

z

Fonction β incompète

B(p, q;x) :=

∫ x

0
tp−1(1− t)q−1 dt

=
xp

p
2F1(p, 1− q, p+ 1;x)

m ∈ N, α ∈ R
α ̸= m− 2,m− 2, . . .
a = 1 − m, b = 1,
c = α−m+ 2

−1/z

Série binomiale tronquée

m∑
n=0

(
α
n

)
zn

=

(
α

m− 1

)
2F1(1−m, 1, a−m+ 2;−1/z)

Table 1. Liens entre fonctions hypergéométriques et autres fonctions

Enfin, les fonctions hypergéométriques permettent également d’exprimer certaines fa-
milles de polynômes orthogonaux dans L2([−1, 1], ω(x) dx) avec ω(x) = (1− x)α(1 + x)β.
Dans le cas général, on obtient les polynômes de Jacobi, ceux de Legendre, Tchebichev et
Gegenbauer sont des cas particuliers.

2.4.4. La fonction d’Airy. Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.28

Les solutions de l’équation d’Airy

y′′ − xy = 0

sont de la forme y(x) = y(0)Ãi(x) + y′(0)B̃i(x) avec

Ãi(x) =
+∞∑
k=0

1

(2× 3)× (5× 6)× · · · × (3k − 1)(3k)
x3k

B̃i(x) =

+∞∑
k=0

1

(3× 4)× (6× 7)× · · · × (3k)(3k + 1)
x3k+1

et ces séries ont un rayon de convergence R = +∞.
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Paramètres poids
variable

nom

n ∈ N,
a = −n,
b = α+β+n+1,
c = α+ 1

α, β > −1

z =
1− z

2

Polynôme de Jacobi

P (α,β)
n (z) =

(α+ 1)n
n!

×

× 2F1

(
−n, α+ β + n+ 1, α+ 1;

1− z

2

)

n ∈ N, a = −n,
b = n+ 1, c = 1,

α = β = 0

z =
1− z

2

Polynôme de Legendre

Pn(z) =
1

n
2F1

(
−n, n+ 1, 1;

1− z

2

)
n ∈ N, a = −n,
b = n, c = 1/2,

α = β = −1

2

z =
1− z

2

Polynôme de Tchebichev

Tn(z) =
(1/2)n
n!

2F1

(
−n, n, 1/2; 1− z

2

)

n ∈ N, a = −n,
b = 2γ + n,

c = γ +
1

2

α = β = γ − 1

2

z =
1− z

2

Polynôme de Gegenbauer

C(γ)
n (z) =

Γ(2γ + 1)

Γ(2γ − n+ 1)n!
×

× 2F1

(
−n, 2γ + n, γ +

1

2
;
1− z

2

)

Table 2. Liens entres fonction hypergéométriques et polynômes orthogonaux

Montrons cela par un raisonnement d’analyse-synthèse. Pour l’analyse, on cherche une

solution sous la forme y(x) =
+∞∑
n=0

Anx
n (et évidemment A0 = y(0), A1 = y′(0)). Alors

y′(x) =
+∞∑
n=1

nAnx
n−1 et y′′(x) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)Anx
n−2 donc

y′′ − xy =
+∞∑
n=2

n(n− 1)Anx
n−2 −

+∞∑
n=0

Anx
n+1

= 2A2 +

+∞∑
m=1

(
(m+ 1)(m+ 2)Am+2 −Am−1)x

m.

Or on veut que cette quantité soit 0 donc A2 = 0 et, pour tout m ≥ 1, Am+2 =
Am−1

(m+ 1)(m+ 2)
ou encore An+3 =

An

(n+ 2)(n+ 3)
On en déduit immédiatement que

A3k+2 = 0 pour tout k ∈ N et que A3 =
A0

2× 3
, A6 =

A3

5× 6
=

A0

2× 3× 5× 6
et plus
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généralement, par une récurrence directe

A3k =
A0∏

1≤j≤3k
j /∈3N+1

j
.

De même

A3k+1 =
A1∏

1≤j≤3k+1
j /∈3N+2

j
.

Ainsi, si y est une solution développable en série entière, alors y(x) = y(0)Ai(x) +
y′(0)Bi(x).

Synthèse : on remarque aussi que si les deux séries entières définissant Ãi et B̃i ont un
rayon de convergence R > 0, alors les résultats sur les opérations sur les séries entières

montrent que y(x) = y(0)Ãi(x) + y′(0)B̃i(x) est bien une solution sur ]−R,R[.
Il reste donc à déterminer R. Pour cela introduisons αk = A3kx

3k. Si x ̸= 0, alors

αk+1αk = x3

(3k+2)(3k+3) → 0 donc la série
∑
αk converge i.e. la série définissant Ãi converge

pour tout x, cette série entière a donc bien un rayon de convergence R = +∞. Le raison-

nement est le même pour B̃i en posant αk = A3k+1x
3k+1.

Les fonctions Ãi et B̃i ont des expressions intégrales, mais la normalisation est légèrement
différente.

Le changement de normalisation provient de la résolution de l’équation d’Airy par
transformée de Fourier, elle-même normalisée par

ŷ(ξ) =

∫
R
y(x)e−ixξ dx

de sorte que l’inversion de Fourier s’écrit

y(x) =
1

2π

∫
R
ŷ(ξ)eixξ dξ

à condition bien sûr que y, ŷ ∈ L1(R).
Nous allons faire ici une résolution formelle de l’équation d’Airy et ne chercherons pas

à justifier ces calculs (qui nécessitent l’utilisation des distributions). Formellement

ŷ′(ξ) = −iξ
∫
R
y(x)e−ixξ dx et ŷ′′(ξ) = −ξ2

∫
R
y(x)e−ixξ dx = −ξ2ŷ

alors que

x̂y(ξ) = i

∫
R
−ixy(x)e−ixξ dx = iŷ′(ξ)

en dérivant sous le signe intégral. L’équation d’Airy y′′ − xy = 0 devient donc

−ξ2ŷ − iŷ′(ξ) = 0 ⇔ ŷ′(ξ) = iξ2ŷ.

On en déduit que ŷ(ξ) = exp i
ξ3

3
et, après inversion de Fourier,

y(x) =
1

2π

∫
R
exp i

(
ξ3

3
+ xξ

)
dξ.

On prend ensuite la partie réelle et la partie imaginaire et on trouve

ℜy(x) = 1

2π

∫
R
cos

(
ξ3

3
+ xξ

)
dξ =

1

π

∫ +∞

0
cos

(
ξ3

3
+ xξ

)
dξ

par parité et Im y(x) = 0. On ne trouve qu’une seule fonction de cette façon alors qu’il nous
en faut deux fonctions linéairement indépendantes pour décrire l’ensemble des solutions.
La deuxième ne peut s’obtenir par analyse de Fourier.
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Nous n’allons pas justifier ces calculs, mais simplement considérer le résultat du calcul
et montrer qu’on obtient bien une solution. La deuxième solution cherchée est similaire.

Definition 2.29 (Fonction d’Airy)

On définit la fonction d’Airy (du premier type ou de première espèce) :

Ai(x) =
1

π

∫ +∞

0
cos

(
t3

3
+ xt

)
dt.

Il existe aussi une fonction d’Airy de seconde espèce dont les propriétés sont similaires :

Bi(x) =
1

π

∫ +∞

0
exp

(
− t

3

3
+ xt

)
+ sin

(
t3

3
+ xt

)
dt

que nous n’allons pas l’étudier ici.

Lemme 2.30

Cette intégrale converge pour tout x ∈ R. De plus lim
x→+∞

Ai(x) = 0.

Démonstration. Tout d’abord, on intègre une fonction continue sur [0,+∞)

t 7→ cos

(
− t

3

3
+ xt

)
.

Il s’aĝıt donc de montrer la convergence à l’infini. On suppose d’abord que x > 0∫ +∞

0
cos

(
t3

3
+ xt

)
dt =

∫ +∞

0
(t2 + x) cos

(
t3

3
+ xt

)
1

t2 + x
dt

=

sin
(
t3

3 + xt
)

t2 + x

+∞

0

+

∫ +∞

0

2t sin
(
t3

3 + xt
)

(t2 + x)2
dt

=

∫ +∞

0

2t sin
(
t3

3 + xt
)

(t2 + x)2
dt

puisque le terme tout intégré est 0 en 0 et tend vers 0 en +∞. Cela montre en particulier
que la première et la dernière intégrale sont de même nature. Comme la fonction intégrée
dans la dernière est O(t−3), celle-ci est convergente ce qui montre que Ai est bien définie
pour x > 0.

Cette formule montre aussi que Ai(x) → 0 quand x → +∞ : pour tout t > 0,

2t sin
(
t3

3 + xt
)

(t2 + x)2
→ 0 quand x → +∞. De plus , pour x ≥ 1,

∣∣∣∣∣∣
2t sin

(
t3

3 + xt
)

(t2 + x)2

∣∣∣∣∣∣ ≤

2t

(t2 + 1)2
∈ L1(R). Ainsi, avec le théorème de convergence dominée, on a bien lim

x→+∞
Ai(x) =

0.
Lorsque x ≤ 0 il faut être un peu plus prudent car t2 + x s’annule en

√
−x. Dans

ce cas, on coupe l’intégrale en tx >
√
−x et on obtient à nouveau la convergence de∫ +∞

tx

cos

(
t3

3
+ xt

)
dt avec une intégration par parties. ■
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Notons qu’exactement le même raisonnement montre que

∫ +∞

0
sin

(
t3

3
+ xt

)
dt converge.

Par parité de cos et imparité de sin, on aura alors∫ 0

−∞
cos

(
t3

3
+ xt

)
dt =

∫ +∞

0
cos

(
t3

3
+ xt

)
dt∫ 0

−∞
sin

(
t3

3
+ xt

)
dt = −

∫ +∞

0
sin

(
t3

3
+ xt

)
dt

et on en déduit immédiatement que

Ai(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eixt+it3/3 dt.

Nous allons maintenant réecrire Ai à l’aide de l’analyse complexe. Soit Fx(z) = eixz+iz3/3

de sorte que 2πAi(x) =
∫
R Fx(t) dt.

On fixe ensuite R, η > 0 et on note R le rectangle de C de coordonnées −R, R, R+ iη
et −R+ iη qu’on parcourt dans le sens trigonométrique, de sorte que

∫
∂R Fx(z) dz = 0 i.e.

(2.9)

∫ R

−R
Fx(t) dt = −i

∫ η

0
Fx(R+ it) dt

+

∫ R

−R
Fx(t+ iη) dt+ i

∫ η

0
Fx(−R+ it) dt.

Observons ensuite que

Fx(t+ is) = es
3
e−(sx+st2)e

i
(
xt+ t3

3
−s2t

)
.

Par conséquent, pour R2 > |x|,∣∣∣∣∫ η

0
Fx(±R+ it) dt

∣∣∣∣ ≤ eη
3

∫ η

0
e−s(x+R2) ds ≤ eη

3

R2 + x
→ 0

quand R → +∞. Enfin |Fx(t + iη)| ≤ eη
3−ηxe−ηt2 donc

∫ +∞
−∞ Fx(t + iη) dt converge. En

faisant tendre R→ +∞, on obtient la formule suivante : pour tout η > 0∫ +∞

−∞
eixt+it3/3 dt =

∫
R+iη

eixη+iζ3/3 dζ = eη
3
e−ηx

∫ +∞

−∞
e−ηt2e

i
(
xt+ t3

3
−η2t

)
dt.

On voit aisément avec la dernière expression que cette fonction s’étend en une fonction
holomorphe sur C. Plus précisément, nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.31

Soit η > 0 et j = e2iπ/3. Alors

(2.10) Ai(x) =
1

2π

∫
R+iη

eixζ+iζ3/3 dζ

et s’étend en une fonction holomorphe sur C. De plus, Ai(x), Ai(jx) et Ai(j2x) sont
solution de l’équation d’Airy

y′′ − xy = 0

Enfin Ai(x) + jAi(jx) + j2Ai(j2x) = 0.

Démonstration. Nous avons déjà démontré (2.10). Montrons que cela définit une fonc-

tion holomorphe. Introduisons G(z, ζ) = eizζ+iζ3/3 qui est clairement holomorphe en z. De
plus, si |ℜ(z)|, |Im (z)| ≤ A,

|G(z, t+ iη)| = eη
3
e−ηℜ(z)e−tIm (z)−ηt2 ≤ eη

3
eηAeA|t|−ηt2 ∈ L1(R)
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et indépendamment de z donc 2πAi : z →
∫
R+iη

G(z, ζ) dt est holomorphe sur {z :

|ℜ(z)|, |Im (z)| < A}. Comme A est arbitraire, on en déduit que Ai est holomorphe sur C.
Maintenant que nous savons que (2.10) définit une fonction holomorphe, on peut

dériver sous le signe intégral sans nécessiter de justification supplémentaire :

Ai′′(x) =
1

2π

∫
R+iη

−ζ2eixζ+iζ3/3 dζ = − 1

2π

∫
R
eix(t+iη)(t+ iη)2ei(t+iη)3/3 dt

= − 1

2π

∫
R
eix(t+iη) 1

i

d

dt
ei(t+iη)3/3 dt

=

[
−e

ix(t+iη)+i(t+iη)3/3

i

]+∞

−∞

+
1

2π

∫
R
xeix(t+iη)ei(t+iη)3/3 dt

avec une intégration par partie. Celle-ci est justifiée par le fait que les estimations de
modules faites avant l’énoncé montrent aussi que le terme tout-intégré est nul. On vient
donc de montrer que Ai′′(x) = xAi(x) i.e. que Ai vérifie l’équation d’Airy :

Ai′′(x)− xAi(x) = 0.

Soit alors ω une racine cubique de l’unité et y(x) = Ai(ωx). On a donc

y′′(x) = ω2Ai′′(ωx) = ω2
(
ωxAi(ωx)

)
= xAi(ωx) = xy(x)

où on a utilisé le prolongement analytique Ai′′(z) = zAi(z) pour z = ωx. on a donc bien
que y est également solution de l’équation d’Airy.

La dernière assertion est alors simple. On pose y(x) = Ai(x)+ jAi(jx)+ j2Ai(j2x) qui
est solution de l’équation d’Airy. De plus, en utilisant que la somme des racines cubiques de
l’unité est nulle, on a y(0) = (1+ j+ j2)Ai(0) = 0 et y′(x) = Ai′(x)+ j2Ai′(jx)+ j4Ai′(j2x)
donc y′(0) = (1+ j2+ j4)Ai′(0) = (1+ j+ j2)Ai′(0) = 0. Donc y est solution de l’équation
d’Airy avec condition initiale y(0) = y′(0) = 0. Cette solution étant unique grâce à Cauchy-
Lipschitz, on en déduit que y = 0. ■

Pour comparer Ai et Ãi, nous allons avoir besoin des valeurs suivantes :

Lemme 2.32

On a

Ai(0) =
3−1/6Γ(1/3)

2π
et Ai′(0) = −31/6Γ(2/3)

2π
.

Par suite

Ai(x) =
3−1/6Γ(1/3)

2π

+∞∑
k=0

1

(2× 3)× (5× 6)× · · · × (3k − 1)(3k)
x3k

−31/6Γ(2/3)

2π

+∞∑
k=0

1

(3× 4)× (6× 7)× · · · × (3k)(3k + 1)
x3k+1.

Démonstration. Le développement en série entière de Ai provient directement du fait

que Ai est solution de l’équation d’Airy donc Ai(x) = Ai(0)Ãi(x) + Ai′(0)B̃i(x). Il nous
reste donc à déterminer Ai(0) et Ai′(0).

On commence par écrire

2πAi(0) =

∫
R+i

eiζ
3/3 dζ =

∫
R
ei(t+i)3/3 dt.

On remarque ensuite que
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ζ− :=

∫ 0

−∞
ei(t+i)3/3 dt =

∫ +∞

0
ei(−t+i)3/3 dt

=

∫ +∞

0
e−i(t−i)3/3 dt =

∫ +∞

0
ei(t+i)3/3 dt := ζ+.

Enfin, 2πAi(0) = ζ− + ζ+ = ζ+ + ζ+ = 2ℜζ+ donc

πAi(0) = ℜ
∫ +∞

0
ei(t+i)3/3 dt.

On a donc πAi(0) = limR→+∞ I(R) avec

I(R) =

∫ R

0
ei(t+i)3/3 dt.

On pose F (z) = eiz
3/3 qui est holomorphe sur C et on va faire une intégrale de contour de

F le long du contour délimité par le segment i+ [0, R], l’arc de cercle C := {i+ Reis, s ∈
[0, π/6]} puis le segment i+ [Reiπ/6, 0]. On pose

I1(R) =

∫
C
F (z) dz = iR

∫ π/6

0
ei(i+Reit)3/3eit dt

et

I2(R) = −
∫
i+[Reiπ/6,0]

F (z) dz =

∫ R

0
F (i+ teiπ/6)eiπ/6 dt

alors
I(R) = −I1(R) + I2(R).

Mais

|ei(i+Reit)3/3eit| = | exp(1/3− iReit −R2e2it + iR3e3it/3| = e1/3eR sin t−R2 cos t−R3 sin 3t.

On remarque que pour 0 ≤ t ≤ π

6
, R sin t ≤ R sin

π

6
=
R

2
, R2 cos 2t ≥ R2 cos

π

3
=
R2

2
et

−R3 sin 3t ≤ 0 et on en déduit que

|I1(R) ≤ R
π

6
max

t∈[0,π/6]
|ei(i+Reit)3/3eit| ≤ π

6
Re

R

2
−
R2

2 → 0

quand R→ +∞. Par suite

πAi(0) = lim
R→+∞

ℜI1(R) = lim
R→+∞

ℜI2(R).

On pose maintenant

I3(R) =

∫
[0,Reiπ/6]

F (z) dz

de sorte que

I2(R) = −
∫
[0,i]

F (z) dz + I3(R) +

∫
[0,i]+Reiπ/6

F (z) dz.

Mais

ℜ
∫
[0,i]

F (z) dz = ℜ
∫ 1

0
ei(it)

3/3idt = ℜi
∫ 1

0
e−t3/3 dt = 0

et ∣∣∣∣∣
∫
[0,i]+Reiπ/6

F (z) dz

∣∣∣∣∣ ≤ max
t∈[0,1]

|ei(Riπ/6+t)3/3| ≤ e−R3/3+o(R3) → 0

donc

πAi(0) = lim
R→+∞

ℜ
∫
[0,Reiπ/6]

F (z) dzℜei
π
6

∫ +∞

0
ei(it)

3/3 dt =

√
3

2

∫ +∞

0
e−t3/3 dt.
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On fait un changement de variable s = t3/3, et on trouve

Ai(0) =

√
3

2π

∫ +∞

0
e−s(3s)−2/3 ds =

3
1
2
− 2

3Γ
(
1
3

)
2π

comme annoncé.
Le calcul pour Ai′(0) est similaire. On commence par remarquer que Ai′(0) est réel

puisque Ai est réel sur R. Ensuite, on utilise l’expression holomorphe de Ai avec η = 1

Ai(x) =
1

2π

∫
R+iη

eixζ+iζ3/3 dζ =
1

2π

∫
R
eix(t+iη)+i(t+iη)3/3 dt

qu’on peut dériver sous le signe somme

Ai′(x) =
1

2π

∫
R
i(t+ iη)eix(t+iη)+i(t+iη)3/3 dt.

On remarque ensuite que Ai′(0) est réel puisque Ai est réel sur R, donc

Ai′(0) =
1

2π
ℜ
∫ 0

−∞
(−η + it)ei(t+iη)3/3 dt

+
1

2π
ℜ
∫ +∞

0
(−η + it)ei(t+iη)3/3 dt.

On réecrit à nouveau la première intégrale

ℜ
∫ 0

−∞
(−η + it)ei(t+iη)3/3 dt = ℜ

∫ +∞

0
(−η − it)ei(−t+iη)3/3 dt

= ℜ
∫ +∞

0
(−η + it)e−i(−t−iη)3/3 dt

en utilisant ℜ(z) = ℜ(z̄). On en déduit que

Ai′(0) =
1

π
ℜ
∫
i+[0,+∞)

iζeiζ
3/3 dt.

En faisant les mêmes changements de contour que pour Ai, qui se justifient exactement
de la même façon (noter que le terme qui diffère n’est pas dans l’exponentielle alors que
ce sont ces termes là qui permettent de passer à la limite), on obtient

Ai′(0) =
1

π
ℜ
∫
eiπ/6R+

iζeiζ
3/3 dt =

1

π
ℜ
∫ +∞

0
ieiπ/6te−t3/3eiπ/6 dt.

On termine comme précédemment avec un changement de variable s = t3/3. ■

Enfin, considérons y(x) = λAi(jx) + µAi(j2x). La première remarque est que j2 = j
et que, comme Ai est rélle sur la droite réelle, elle vérifie le principe de réflexion de
Schwarz Ai(z̄) = Ai(z) donc Ai(j2x) = Ai(jx) et donc y(x) = λAi(jx)+µAi(jx). Ainsi, en
choisissant µ = λ̄, y sera réelle.

On considère donc maintenant y(x) = λAi(jx)+λAi(jx) de sorte que y′(x) = λjAi(jx)+

λjAi(jx). Ainsi y est une solution de l’équation d’Airy avec donnée initiale y(0) = 2Ai(0)ℜ(λ)
et y′(0) = 2Ai′(0)ℜ(λj).

On cherche maintenant λ ∈ C pour que y(0) = 1 et y′(0) = 0 c’est-à-dire y = Ãi (par
unicité dans Cauchy-Lipschitz). Cela se réduit à 2Ai(0)ℜ(λ) = 1 et 2Ai′(0)ℜ(λj) = 0 soit

λ = e−i π6

Ai(0) et

Ãi(x) =
1

Ai(0)

(
e−iπ

6 Ai(ei
2π
3 x) + ei

π
6 Ai(e−i 2π

3 x)
)
.
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On cherche ensuite λ ∈ C pour que y(0) = 0 et y′(0) = 1 c’est-à-dire y = B̃i et on trouve
λ = 1

iAi′(0)
d’où

B̃i(x) =
1

iAi′(0)

(
Ai(ei

2π
3 x)−Ai(e−i 2π

3 x)
)
.

En résumé

Ãi(x) =
2π 31/6

Γ(1/3)

(
e−iπ

6 Ai(ei
2π
3 x) + ei

π
6 Ai(e−i 2π

3 x)
)

B̃i(x) = i
2π

31/6Γ(2/3)

(
Ai(ei

2π
3 x)−Ai(e−i 2π

3 x)
)
.

Nous allons enfin préciser le comportement à l’infini de la fonction d’Airy. Rappelons
que, d’après (2.10), pour tout x ∈ R et tout η > 0, on a

Ai(x) =
1

2π

∫
R
eix(t+iη)+i(t+iη)3/3 dt.

En particulier, pour x > 0, on peut prendre η =
√
x et on trouve

Ai(x) =
1

2π

∫
R
eix(t+ix1/2)+i(t+ix1/2)3/3 dt =

1

2π
e−

2
3
x
3
2

∫
R
e−x1/2t2eit

3/3 dt.

On a mieux :

Lemme 2.33

Pour x ∈ C \ R−,

Ai(x) =
1

2π

∫
R
eix(t+ix1/2)+i(t+ix1/2)3/3 dt =

1

2π
e−

2
3
x
3
2

∫
R
e−x1/2t2eit

3/3 dt.

Démonstration. L’égalité est vraie sur ]0,+∞) et le membre de gauche est holomorphe
(sur C), il suffit donc de montrer que le membre de droite est holomorphe sur C \ R−.

Rappelons que z →
√
z est holomorphe sur C \ R−. Ainsi, en posant F (t, z) =

e−z1/2t2eit
3/3, pour tout t ∈ R, z → F (t, z) est holomorphe sur C \ R−. Ensuite, pour

ε > 0 (petit) notons

Ωε = {z ∈ C : |z| > ε, −π + ε < arg(z) < π − ε} = {reiθ : r > ε., −π + ε < θ < π − ε}

Alors, pour z = reiθ ∈ Ωε, z
1/2 = r1/2eiθ/2 donc ℜ(z1/2) ≥ Aε := ε cos

(π
2
− ε
)
> 0.

Mais alors |F (t, z)| ≤ e−Aεt2 ∈ L1(R). D’après le théorème d’holomorphie des intégrales

dépendant d’un paramètre,

∫
R
F (t, z) dt est holomorphe sur Ωε. Comme ε > 0 est arbi-

traire, cette fonction est holomorphe sur
⋃
ε>0

Ωε = C \ R−.

En remarquant que x→ e−
2
3
x
3
2 aussi, on obtient le résultat. ■

Nous pouvons maintenant démontrer l’estimation suivante :

Théorème 2.34

Pour ε > 0, −π + ε < θ < π − ε et r > 0,

Ai(reiθ) =
1

2
√
π

exp
(
−2

3r
3
2 ei

3θ
2

)
r

1
4 ei

θ
4

(
1 +R(r, θ)

)
avec |R(r, θ)| ≤ Cε

r
3
4

, Cε une constante.
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Remarque 2.35

On peut affiner la démonstration pour obtenir un développement asymptotique à

tout ordre et une dépendance plus précise en θ de la forme |R(r, θ)| ≤ C

r
3
2

(
cos θ

2

)− 7
2

pour −π < θ < π et r > 0.

Démonstration. Avec le lemme précédent, il s’agit de démontrer que∫
R
e−x1/2t2eit

3/3 dt =

√
π

x
1
4

(
1 +R(x)

)
avec |R(x)| ≤ Cε

|x|
3
4

.

Pour cela, on écrit simplement un développement de Taylor avec reste intégral au

premier ordre de l’exponentielle i.e. eix = 1 + ix

∫ 1

0
eisx ds donc

eit
3/3 = 1 + i

t3

3

∫ 1

0
eist

3/3 ds.

Ainsi ∫
R
e−x1/2t2eit

3/3 dt =

∫
R
e−x1/2t2 dt+

∫
R
i
t3

3
e−x1/2t2

∫ 1

0
eist

3/3 dsdt.

Attention, x est ici un nombre complexe. Quand x est un réel positif, un changement de
variable t =

√
πx−1/4s montre que∫

R
e−x1/2t2 dt =

√
π

x1/4

∫
R
e−πs2 ds =

√
π

x1/4
.

Lorsque x ∈ C \ R−, il faut en plus faire un prolongement analytique : la formule est
vraie sur R+

∗ et le membre de gauche et celui de droite sont tous deux holomorphes sur
ce domaine (par théorème d’holomorphie des intégrales dépendant d’un paramètre sur Ωε

comme ci-dessus).
Il nous reste donc à montrer que

R(x) :=

∫
R
i
t3

3
e−x1/2t2

∫ 1

0
eist

3/3 ds dt = O(|x|−1).

Mais, en observant que

∣∣∣∣∫ 1

0
eist

3/3 ds

∣∣∣∣ ≤ 1, on obtient

|R(x)| ≤
∫
R

|t|3

3
exp
(
−ℜ(x1/2)t2

)
dt

≤ 2

3

∫ +∞

0
t3e−|x|1/2 cos(π

2
−ε)t2 dt.

On pose alors Aε = cos
(
π
2 − ε

)
> 0 et s = |x|1/4t et on trouve

|R(x)| ≤
(
2

3

∫ +∞

0
s3e−Aεs2 ds

)
1

|x|

qui est bien de la forme voulue. ■
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Enfin, rappelons que Ai(x) + jAi(jx) + j2Ai(j2x) = 0 sur C. En particulier, pour
x = −r, r ≥ 0, on a

Ai(−r) = −jAi(−jr)− jAi(−jr) = e−iπ/3Ai(e−iπ/3r) + eiπ/3Ai(eiπ/3r)

= 2ℜ
(
eiπ/3Ai(eiπ/3r)

)
=

1√
π
ℜ

exp
(
iπ4 − 2

3 ir
3
2

)
r

1
4

(1 +O(r−3/4)
)

=
cos
(
π
4 − 2

3r
3
2

)
√
πr

1
4

(
1 +O(r−3/4)

)
.

Ce qui montre que Ai tend lentement vers 0 en oscillant (de plus en plus vite) quand
x→ −∞.

2.5. Un résultat de Bernstein. Une fonction f est dite totalement positive si elle
est de classe C∞ et si (−1)kf (k) ≥ 0. Par exemple, si λ > 0, la fonction exponentielle

eλ : x → e−λx est totalement positive puisque e
(k)
λ = (−λ)keλ. Un résultat relativement

difficile de Bernstein caractérise les fonctions de ce type (comme étant essentiellement des
moyennes de fonctions exponentielles).

Nous allons ici montrer un résultat un peu plus faible :

Théorème 2.36 (Bernstein)

Soit a > 0 et f :]−a, a[→ R une fonction de classe C∞ telle que, pour tout x ∈]−a, a[,
et tout entier k, f (2k)(x) ≥ 0. Alors sur ]−a, a[, f est la somme de sa série de Taylor.

Démonstration. Soit 0 < b < a. Soit F la partie paire de f , i.e.

F (x) =
f(x) + f(−x)

2
.

Clairement F est C∞ de dérivée

F (k)(x) =
f (k)(x) + (−1)kf (k)(−x)

2
.

En particulier, pour tout entier n, F (2n)(x) ≥ 0, F (2n)(0) = f (2n)(0) ≥ 0 tandis que

F (2n+1)(0) = 0. Le développement de Taylor avec reste intégral de F à l’ordre 2n + 1
s’écrit donc

(2.11) F (x) = f(0) +
f ′′(0)

2
x2 + · · ·+ f (2n)(0)

(2n)!
x2n +Rn(x)

où Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)2n+1

(2n+ 1)!
F (2n+2)(t) dt. Nous allons montrer que, si |x| ≤ b < a, alors

Rn(x) → 0. Comme F est paire, Rn aussi, il suffit donc de considérer 0 ≤ x < b.
Notons que (2.11) implique F (x) ≥ Rn(x) en particulier Rn(b) ≤ F (b) tandis que

la formule du reste montre que c’est l’intégrale d’une fonction positive donc Rn(x) ≥ 0.
Ensuite, on écrit

Rn(x) =

∫ x

0

(
x− t

b− t

)2n+1 (b− t)2n+1

(2n+ 1)!
F (2n+2)(t) dt.
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On remarque que t→ x− t

b− t
= 1−b− x

b− t
est décroissante sur [0, x] donc 0 ≤

(
x− t

b− t

)2n+1

≤(x
b

)2n+1
. Comme x ≥ 0 et que (b−t)2n+1

(2n+1)! F
(2n+2)(t) ≥ 0, il en résulte que

0 ≤ Rn(x) ≤
(x
b

)2n+1
∫ x

0

(b− t)2n+1

(2n+ 1)!
F (2n+2)(t) dt

=
(x
b

)2n+1
Rn(b) ≤

(x
b

)2n+1
F (b).

Par suite, on a bien Rn(x) → 0 quand 0 ≤ x < b donc F est développable en série entière
sur ]− b, b[. Comme b < a est arbitraire, on aura

F (x) =

+∞∑
n=0

f (2n)(0)

(2n)!
x2n |x| < a.

Soit maintenant G la partie impaire de f , i.e.

G(x) =
f(x)− f(−x)

2
.

Clairement G est impaire, de classe C∞, de dérivée

G(k)(x) =
f (k)(x)− (−1)kf (k)(−x)

2
.

En particulier, pour tout entier n, G(2n)(0) = 0 tandis que G(2n+1)(0) = f (2n+1(0) et enfin

G(2n+2)(x) =
f (2n+2)(x)− f (2n+2)(−x)

2


≤ f (2n+2)(x)

2
≤ F (x)

≥ −f
(2n+2)(−x)

2
≥ −F (x)

.

Le dévelopement de Taylor avec reste intégral de G à l’ordre 2n+ 1 s’écrit donc

(2.12) G(x) = f ′(0)x+
f (3)(0)

3!
x3 + · · ·+ f (2n+1)(0)

(2n+ 1)!
x2n+1 + R̃n(x)

où R̃n(x) =

∫ x

0

(x− t)2n+1

(2n+ 1)!
G(2n+2)(t) dt. Notez que, maintenant G est impaire donc R̃n

aussi. Nous allons montrer que si |x| < b, alors R̃n(x) → 0. Par parité, il suffit à nouveau

de considérer 0 ≤ x < b. Notez que nos inégalités sur G(2n+2)(x) nous montrent que

−Rn(x) ≤ R̃n(x) ≤ Rn(x) ce qui donne le résultat voulu. On vient donc de montrer que,
sur ]− a, a[, G est la somme de sa série de Taylor en 0,

G(x) =

+∞∑
n=0

f (2n+1)(0)

(2n+ 1)!
x2n+1 |x| < a.

Comme f = F +G, on en déduit le résultat. ■

3. Comportement au bord

3.1. Théorème d’Abel angulaire. Soit (an)n≥0 une suite sommable i.e.
∑
an

converge. Cela implique que le rayon de convergence de la série entière
∑
anz

n est au

moins 1. On pose alors S =

+∞∑
n=0

an et f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n. Si le rayon de convergence de

la série définissant S est R > 1 alors S = f(1). Le théorème d’Abel nous affirme que
S = lim f(x) quand x → 1 (x réel) et dit même un peu mieux, on a même S = lim f(z)
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quand z → 1 avec z ∈ ∆ où ∆φ est un secteur angulaire d’angle φ <
π

2
i.e. z ne s’approche

pas tangentiellement de 1. Plus précisément, pour 0 ≤ φ <
π

2
, on notera

∆φ = {z ∈ C : ∃ρ ∈]0, 1), ∃θ ∈ [−φ,φ] t.q. z = 1− ρeiθ}.

Le résultat est alors le suivant :

Théorème 3.1 (Théorème d’Abel angulaire)

Soit (an)n≥0 une suite sommable, S =
+∞∑
n=0

an et f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n pour |z| < 1. Alors,

pour 0 ≤ φ <
π

2
,

lim
z → 1
z ∈ ∆φ

f(z) = S.

Notez que ∆0 = [0, 1[, le théorème est donc vérifié en particulier quand z → 1− (dans
R). Ce résultat nous dit que si

∑
an converge alors f se prolonge par continuité sur ∆φ

(ou sur [0, 1]).

Example 3.2

Soit α > 0, Comme
+∞∑
n=1

einθ

nα
converge tant que eiθ ̸= 1, la fonction f définie sur [0, 1[

par f(t) =

+∞∑
n=1

(teiθ)n

nα
se prolonge par continuité en 1.

La démonstration est basée sur une sommation d’Abel.

Démonstration. Comme la série
∑
an converge, on peut définir ses restes RN =

+∞∑
k=n+1

ak

de sorte que, pour n ≥ 1, an = Rn−1 − Rn. Notons tout de suite que, comme Rn → 0, la
série entière

∑
Rnz

n a un rayon de convergence ≥ 1.
On a alors, pour N ≥ 1,

N∑
n=0

anz
n −

N∑
n=0

an =

N∑
n=0

an(z
n − 1) =

N∑
n=1

an(z
n − 1)

puisque z0 = 1 (par convention). On peut donc écrire an = Rn−1 −Rn dans cette série :

N∑
n=0

anz
n −

N∑
n=0

an =

N∑
n=1

(Rn−1 −Rn)(z
n − 1) =

N∑
n=1

Rn−1(z
n − 1)−

N∑
n=1

Rn(z
n − 1)

=

N−1∑
n=0

Rn(z
n+1 − 1)−

N∑
n=1

Rn(z
n − 1)

= R0(z − 1)−RN (zN − 1) +

N∑
n=1

Rn(z
n+1 − zn)

= (z − 1)
N∑

n=0

Rnz
n −RN (zN − 1).
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Pour z fixé, on peut maintenant faire tendre N → +∞, en observant que |z| < 1 implique
|RN (zN − 1)| ≤ 2RN → 0, on obtient

f(z)− S = (z − 1)
+∞∑
n=0

Rnz
n.

Nous allons montrer que le membre de gauche tend bien vers 0 quand z → 1 avec
z ∈ ∆φ. Soit donc ε > 0, il existe alors M tel que |Rn| ≤ ε quand n ≥M . On a alors

|f(z)− S| ≤ |z − 1|
M−1∑
n=0

|Rn||z|n + |z − 1|
+∞∑
n=M

|Rn| |z|n

≤ |z − 1|
M−1∑
n=0

|Rn|+ ε|z − 1|
+∞∑
n=0

|z|n

= |z − 1|
M−1∑
n=0

|Rn|+ ε
|z − 1|
1− |z|

.

– Comme M est fixé, il existe η1 tel que, si |z − 1| < η1, alors |z − 1|
M−1∑
n=0

|Rn| ≤ ε (on

n’a pas besoin d’avoir z ∈ ∆φ pour cela).

– il nous reste donc à montrer que |z−1|
1−|z| est majoré si z ∈ ∆φ est suffisamment proche

de 1 (ce sera alors le cas dans tout ∆φ puisque 1 est le seul point où le dénominateur

s’annule, mais cela est inutile). Notons que si |z| < 1 s’écrit z = 1− ρeiθ alors |z − 1| = ρ
et |z|2 = 1− 2ρ cos(θ) + ρ2, (donc ρ(2 cos θ − ρ) > 0 en particulier 2 cos θ − ρ ̸= 0) d’où

|z − 1|
1− |z|

= (1 + |z|) |z − 1|
1− |z|2

≤ (1 + |z|) ρ

2ρ cos θ − ρ2
≤ 2

2 cos θ − ρ
.

On veut donc majorer cette expression uniformément, ce qui revient à minorer 2 cos θ− ρ
lorsque z → 1. Comme z → 1 implique ρ→ 0, on voit que cette minoration ne peut avoir

lieu que si cos θ ne tend pas également vers 0, c’est-à-dire quand θ → π

2
. En d’autres termes,

on ne peut pas approcher le point z = 1 tangentiellement au cercle unité. C’est pour cette
raison qu’on restreint la convergence de z → 1 à z ∈ ∆φ. Dans ce cas 2 cos θ ≥ 2 cosφ et

il suffit donc de se restreindre à ρ ≤ cosφ pour en déduire que ε
|z − 1|
1− |z|

≤ 2

cosφ
ε.

Au final, on a donc, pour |z − 1| < min(η1, cosφ)

|f(z)− S| ≤
(
1 +

2

cosφ
ε

)
ce qui est bien le résultat voulu. ■

La démonstration est un peu simplifiée lorxqu’on se contente de séries entières réelles

puisque
|z − 1|
1− |z|

= 1 quand z est un réel positif.

Corollaire 3.3

Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites sommables et soit (cn) leur produit de Cauchy,

cn =

n∑
j=0

ajbn−j . Si
∑
cn converge, alors

+∞∑
n=0

cn =

(
+∞∑
n=0

an

)(
+∞∑
n=0

bn

)
.

Rappelons que
∑+∞

n=0 cn peut ne pas converger.
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Démonstration. En effet, il suffit d’introduire les trois séries entières

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n , g(z) =

+∞∑
n=0

bnz
n , h(z) =

+∞∑
n=0

cnz
n.

Comme
∑
an,
∑
bn,
∑
cn convergent, ces trois séries entières ont un rayon de convergence

≥ 1. Comme cn est le produit de Cauchy de (an) et (bn), on a h(z) = f(z)g(z) lorsque
|z| < 1. Ceci est en particulier vrai quand z ∈]− 1, 1[⊂ R (ou dans n’importe quel ∆φ) et

alors, en faisant tendre z → 1, on trouve bien

+∞∑
n=0

cn =

(
+∞∑
n=0

an

)(
+∞∑
n=0

bn

)
. ■

3.2. Sommation d’Abel de séries divergentes.

Definition 3.4 (Sommation au sens d’Abel)

Soit (an)n≥0 une suite de nombres complexes. On dit que la série
+∞∑
n=0

an est sommable

au sens d’Abel si

ℓ = lim
r→1−

+∞∑
n=0

anr
n

existe et dans ce cas, on note
+∞∑
n=0

anr
n A
= ℓ.

La limite ici est dans R. Ainsi, le théorème d’Abel (radial) nous dit que si
∑+∞

n=0 an
converge, alors elle est aussi sommable au sens d’Abel. On parle de méthode de sommation
régulière.

Théorème 3.5 (Frobenius)

Soit (an)n≥0 une suite complexe et

sn =
n∑

k=0

ak, σn =
1

n+ 1

n∑
k=0

sk.

Si la série
∑
an est sommable au sens de Cesàro, c’est-à-dire s’il existe s ∈ C tel que

σn −→ s,

alors elle est sommable au sens d’Abel et
∑
n≥0

an
A
= s.

Démonstration. Pour 0 ≤ r < 1 et N ≥ 1 un entier, en posant s−1 = 0, une sommation
d’Abel donne

N∑
n=0

anr
n =

N∑
n=0

(sn − sn−1)r
n =

N∑
n=0

snr
n −

N−1∑
n=0

snr
n+1 = (1− r)

N∑
n=0

snr
n + sNr

N .

Posons alors Sn =
n∑

k=0

sk = (n + 1)σn, S−1 = 0. La première observation est que σn est

bornée puisque convergente. Ainsi, il existe M tel que |Sn| ≤ (n + 1)M . Ensuite, comme
sn = Sn − Sn−1, on obtient |sn| ≤ (2n + 1)M . Par suite sNr

N → 0 quand N → +∞
puisque 0 < r < 1. La précédente sommation nous donne donc

+∞∑
n=0

anr
n = (1− r)

N∑
n=0

snr
n
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et ces sommes convergent pour tout 0 < r < 1.
On écrit à nouveau sn = Sn − Sn−1, et on fait une seconde sommation d’Abel :∑

n≥0

snr
n = (1− r)

∑
n≥0

Snr
n = (1− r)

∑
n≥0

(n+ 1)σnr
n.

Notons qu’ici, il n’y a plus de difficulté à justifier la convergence puisque SNr
N → 0. Par

conséquent,

(3.13)
∑
n≥0

anr
n = (1− r)2

∑
n≥0

(n+ 1)σnr
n.

Posons pn(r) = (1− r)2(n+ 1)rn. Les nombres pn(r) sont positifs et∑
n≥0

pn(r) = (1− r)2
∑
n≥0

(n+ 1)rn.

L’identité (3.13) s’écrit donc∑
n≥0

anr
n =

∑
n≥0

pn(r)σn.

Soit ε > 0. Puisque σn → s, il existe N tel que |σn − s| ≤ ε pour tout n ≥ N . On a
alors ∣∣∣∣∣∣

∑
n≥0

anr
n − s

∣∣∣∣∣∣ ≤
N−1∑
n=0

pn(r)|σn − s|+
∑
n≥N

pn(r)|σn − s|

≤
N−1∑
n=0

pn(r)|σn − s|+ ε.

Pour chaque entier n fixé, pn(r) = (1 − r)2(n + 1)rn −→ 0 quand r → 1−. La dernière
somme, qui est finie, tend donc vers 0. On en déduit

lim sup
r→1−

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

anr
n − s

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Comme ε > 0 est arbitraire, on a bien lim
r→1−

∑
n≥0

anr
n = s. ■

Example 3.6 (Série de Grandi)

Si an = (−1)n, alors sn =

{
1 si n est pair

0 si n est impair
donc σn =

1 + ⌊n/2⌋
n+ 1

→ 1

2
. Ainsi

cette série est Césaro sommable donc aussi Abel sommable et ces sommes cöıncident :
+∞∑
n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + · · · A
=

1

2
.

Example 3.7

Si an = (−1)n(n+ 1), alors

+∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)rn =
1

(1 + r)2
→ 1

4
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quand r → 1. Ainsi
+∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)
A
=

1

4
.

Cette série n’est pas Césaro sommable puisqu’on montre assez facilement que s2m =

m+ 1 et que s2m+1 = −m− 1. Ainsi σ2n → 1

2
et σ2n+1 → −1

2
.

En partant de
+∞∑
n=1

(−1)n−1rn =
r

1 + r
et en appliquant deux fois r

d

dr
, on obtient

+∞∑
n=1

(−1)n−1n2rn =
r(1− r)

(1 + r)3
→ 0

donc
+∞∑
n=0

(−1)nn2
A
= 0.

Remarque 3.8

Par contre
+∞∑
n=1

nrn =
r

(1− r)2
→ +∞ ainsi

+∞∑
n=1

n n’est pas Abel sommable. Il

existe d’autres méthodes de sommations, en particulier, celles basées sur les séries de

Dirichlet qui permettent d’attribuer la valeur − 1

12
à cette somme. Voici la méthode

farfelue de Ramanujan que je vous invite à ne pas chercher à justifier : On note

S = 1 +2 +3 +4 + · · ·
4S = 2× 2 +2× 4 + · · ·
−3S = 1 −2 +3 −4 + · · · .

où la seconde ligne est obtenu en multipliant la première par 4 et on retranche le
résultat à la première pour obtenir la dernière ligne. Mais la dernière série est Abel-

sommable et on trouve donc −3S =
1

4
d’où S = − 1

12
qui se trouve être la valeur de

ζ(−1) par prolongement analytique.
Hardy eut l’intuition de ne pas considérer ce type de raisonnement comme dépourvu
de sens et publia par la suite un ouvrage consacré à la sommation des séries diver-
gentes.

3.3. Théorème taubérien de Hardy-Littlewood. Commençons par le théorème
taubérien faible :

Théorème 3.9 (Théorème taubérien faible)

Soit (an)n∈N une suite réelle vérifiant an = o(n−1). Si
∑+∞

n=0 anx
n a une limite en

1−, alors la série
∑
an converge et de plus

+∞∑
n=0

an = lim
x→1−

+∞∑
n=0

anx
n.
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Démonstration. Pour n ≥ 1 et x ∈ [0, 1[, posons f(x) =
+∞∑
k=0

akx
k et Sn =

n∑
k=0

ak. On a

alors

Sn − f(x) =
n∑

k=1

ak(1− xn) +
+∞∑

k=n+1

akx
k.

Notons que 0 ≤ 1− xk = (1− x)
∑k−1

j=0 x
j ≤ k(1− x) (on peut aussi utiliser l’inégalité des

accroissements finis |1− φ(x)| ≤ sup[0,1] |φ′(x)||1− x| avec φ(x) = xk). On a donc

|Sn − f(x)| ≤ (1− x)
n∑

k=1

k|ak|+
+∞∑

k=n+1

|ak|xk

Soit alors ε > 0 et choisissons n tel que, pour k ≥ n, |ak| ≤
ε2

k
(le ε2 est plus élégant dans

la suite). Alors

|Sn − f(x)| ≤ (1− x)
n∑

k=1

k|ak|+ ε2
+∞∑

k=n+1

1

k
xk

≤ (1− x)
n∑

k=1

k|ak|+
ε2

n

+∞∑
k=0

xk

= (1− x)n sup
k≥0

(k|ak|) +
ε2

n

1

1− x
.

On va équilibrer les deux termes en prenant x = 1− ε

n
on en déduit que

∣∣∣Sn − f
(
1− ε

n

)∣∣∣ ≤ (sup
k≥0

(k|ak|) + 1

)
ε.

Nous savons maintenant que f(x) → ℓ quand x → 1, il existe donc N tel que, si n ≥ N ,∣∣∣f (1− ε

n

)
− ℓ
∣∣∣ ≤ ε et donc aussi

|Sn − ℓ| ≤
∣∣∣Sn − f

(
1− ε

n

)∣∣∣+ ∣∣∣f (1− ε

n

)
− ℓ
∣∣∣ ≤ (sup

k≥0
(k|ak|) + 2

)
ε

ce qui démontre que Sn → ℓ comme annoncé. ■

Le théorème taubérien fort (de Hardy-Littlewood) consiste à remplacer la condition
an = o(n−1) par an = O(n−1). Sa démonstration est plus complexe.

Théorème 3.10 (Hardy-Littlewood)

Soit (an)n∈N une suite réelle vérifiant an = O(n−1). Si
∑+∞

n=0 anx
n a une limite en

1−, alors la série
∑
an converge et de plus

+∞∑
n=0

an = lim
x→1−

+∞∑
n=0

anx
n.

La démonstration que nous donnons ici est due à J. Karamata et est plus simple que
la démonstration d’origine. Elle est basée sur le résultat suivant :
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Théorème 3.11 (Karamata)

Soit g une fonction continue par morceaux sur [0, 1] et (an) une suite positive. Alors

(3.14) lim
x→1−

(1− x)
+∞∑
n=0

xng(xn) =

∫ 1

0
g(x) dx.

Commençons par démontrer ce théorème.

Démonstration du théorème de Karamata. Tout d’abord, rappelons qu’une fonction
g est dite continue par morceaux sur [0, 1] s’il existe une partition finie 0 = a0 < a1 <
· · · < am = 1 telle que, sur chaque intervalle ]aj , aj+1[, g est la restriction d’une fonction
continue sur [aj , aj+1] i.e. g est continue sur ]aj , aj+1[ et a une limite à droite et à gauche
de cet intervalle. En particulier, une telle fonction est bornée, |g| ≤ M . Par conséquent,
|xng(xn)| ≤ M |x|n et, comme

∑
|x|n converge lorsque |x| < 1, la série

∑
xng(xn) est

absolument convergente pour x ∈]− 1, 1. Ainsi (3.14) a bien un sens. Observons aussi que
si |g| ≤ ε alors, pour 0 < x < 1,

(3.15)

∣∣∣∣∣(1− x)
+∞∑
n=0

xng(xn)

∣∣∣∣∣(1− x) ≤
+∞∑
n=0

xn|g(xn)| ≤ ε(1− x)
+∞∑
n=0

xn = ε.

Commençons par démontrer (3.14) lorsque g(x) = xk est une fonction puissance. Dans
ce cas

(1− x)
+∞∑
n=0

xng(xn) = (1− x)
+∞∑
n=0

x(k+1)n =
1− x

1− xk+1

=
1∑n

j=0 x
j
→ 1

k + 1
=

∫ 1

0
xk dx.

Ensuite, comme (3.14) est clairement linéaire en g, cette identité est valable lorsque g
est un polynôme.

Lorsque g est continue, nous allons procéder par densité. Soit donc ε > 0, il existe un
polynôme P tel que supx∈[0,1] |g(x)− P (x)| ≤ ε. Par suite

(1− x)
+∞∑
n=0

xng(xn) = (1− x)
+∞∑
n=0

xnP (xn) + (1− x)
+∞∑
n=0

xn
(
g(xn)− P (xn)

)
{
≥ (1− x)

∑+∞
n=0 x

nP (xn)− ε

≤ (1− x)
∑+∞

n=0 x
nP (xn) + ε

avec (3.15). On peut passer à la limite dans le membre de droite et en déduite que∫ 1

0
P (x) dx−ε ≤ lim inf

x→1
(1−x)

+∞∑
n=0

xng(xn) ≤ lim sup
x→1

(1−x)
+∞∑
n=0

xng(xn) ≤
∫ 1

0
P (x) dx+ε.

Comme ∣∣∣∣∫ 1

0
g(x) dx−

∫ 1

0
P (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|g(x)− P (x)|dx ≤ ε

on en déduite que∫ 1

0
g(x) dx−2ε ≤ lim inf

x→1
(1−x)

+∞∑
n=0

xng(xn) ≤ lim sup
x→1

(1−x)
+∞∑
n=0

xng(xn) ≤
∫ 1

0
g(x) dx+2ε.



3. COMPORTEMENT AU BORD 51

Enfin ε > 0 est arbitraire la limsup et la lim inf sont donc égales à

∫ 1

0
g(x) dx qui est donc

la limte cherchée. Ceci établit (3.14) lorsque g est continue.

Supposons enfin que g soit continue par morceaux et 0 = a0 < a1 < · · · < am = 1 la
partition de début de la démonstration. Soit toujours ε > 0. Il existe alors deux fonctions
continues g−ε et g+ε telles que g−ε ≤ g ≤ g+ε , (sauf éventuellement aux points aj) et

(3.16)

∫ 1

0
|g±ε (x)− g(x)|dx ≤ ε.

Admettons provisoirement l’existence de g±ε . Notez que ce n’est pas simplement une
question de densité, puisqu’on a en plus un ordre g−ε ≤ g ≤ g+ε . On ne peut donc se
contenter de relier de façon affine un point à gauche d’un saut à un point à droite (les
deux suffisamment proches du saut).

On remarque ensuite que

(1− x)

+∞∑
n=0

xng−ε (x
n) ≤ (1− x)

+∞∑
n=0

xng(xn) ≤ (1− x)

+∞∑
n=0

xng+ε (x
n).

En passant à la limite quand x→ 1 et en utilisant l’étape précédente pour g±ε , on trouve∫ 1

0
g−ε (x) dx ≤ lim inf

x→1
(1− x)

+∞∑
n=0

xng(xn) ≤ lim sup
x→1

(1− x)
+∞∑
n=0

xng(xn) ≤
∫ 1

0
g+ε (x) dx.

On utilise (3.16) pour remplacer g±ε par g :∫ 1

0
g(x) dx−ε ≤ lim inf

x→1
(1−x)

+∞∑
n=0

xng(xn) ≤ lim sup
x→1

(1−x)
+∞∑
n=0

xng(xn) ≤
∫ 1

0
g(x) dx+ε.

Comme ε est arbitrairement petit, la liminf et la limsup sont égales et sont donc une limite
qui est bien celle qu’on veut. ■

Il nous reste à construire g±ε . Le cas général est un peu compliqué. Pour nos be-
soins, nous pouvons nous contenter d’une fonction g décroissante continue sur [0, 1/2] et
décroissante continue sur ]1/2, 1] avec limx→(1/2)+ g(x) > g(1/2). On prend alors g−ε = g

sur [0, 1/2] et sur [1/2 + η, 1] et affine sur [1/2, 1/2 + η] alors que g+ε = g sur [0, 1/2 − η]
et sur [1/2, 1] et à nouveau affine entre ces deux intervalles.

Le cas d’une fonction continue par morceaux générale est un peu compliqué et est
inutile pour nos besoins.

Construction de g±ε . On prend ensuite η très petit, disons η <
1

100
min |aj+1 − aj |, et

h > 0. On définit alors
– sur chaque (aj + η, aj+1 − η), on pose gε + (x) = gε − (x) = g(x).

Il faut ensuite construire g±ε sur chaque ]aj − η, aj + η[. En théorie, il faut
distinguer les cas j = 0 ou m des autres, mais pour cela, il suffit de prolonger g en
une fonction constante sur (−∞, 0] et sur [1,+∞).

– Pour g−ε , on pose G = min[aj−η,aj+η]

(
g(aj), limx→a−j

g(x)
)
et h la fonction affine

sur [aj − η, aj ] et sur [aj , aj + η] et telle que h(aj ± η) = g(aj ± η) et h(aj) = G.
Enfin, on pose g−ε (x) = min

(
h(x), g(x)

)
pour x ∈]aj − η, aj + η[.

Cette fonction est continue sur ]aj − η, aj + η[ et en aj ± η elle a pour limite
g(aj ± η) = g−ε (aj ± η) donc la fonction g−ε ainsi construite est bien continue.
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Notez aussi que sur ]aj − η, aj + η[ le graphe de g−ε est inclus dans ]aj − η, aj +
η[×[−max |g|,max |g|] donc∫ 1

0
g(x)− g−ε (x) dx ≤

m∑
j=0

∫ aj+η

aj−η
g(x) + g−ε (x) dx ≤ 4ηmax |g|

– La construction de g+ε est similaire en remplaçant les min par des max et on a alors∫ 1

0
g+ε (x)− g(x) dx ≤ 4ηmax |g|.

Il reste donc à prendre η assez petit pour que 4ηmax |g| ≤ ε pour obtenir (3.16). ■

Démonstration du théorème taubérien de Hardy-Littlewood. Soit f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n Soit ℓ = lim

x→1−
f(x). Quitte à remplacer le terme a0 de la suite (an) par a0 − ℓ,

on peut supposer que ℓ = 0.

Soit maintenant g = 1[1/2,1] de sorte que, si 0 ≤ x < 1 alors g(xn) = 0 si n > ln
1

x
,

donc
+∞∑
n=0

ang(x
n) =

∑
0≤n≤ln

1

x

an.

Il suffit donc de montrer que
+∞∑
n=0

ang(x
n) a une limite quand x→ 1 et que cette limite est

0. Comme f(x) → 0, il suffit de montrer que
+∞∑
n=0

ang(x
n)− f(x) → 0

Commençons par écrire g(t) = t+h(t) de sorte que h(0) = h(1) = 0. Notons qu’on peut
donc écrire h(t) = t(1− t)k(t) avec k une fonction continue par morceaux. Explicitement

k(x) =


− 1

1− x
si 0 ≤ x <

1

2
1

x
si x ≥ 1

2

.

Alors, en remarquant que h(x0) = g(x0)− x0 = 1− 1 = 0,

+∞∑
n=0

ang(x
n)− f(x) =

+∞∑
n=0

an
(
g(xn)− xn

)
=

+∞∑
n=1

anh(x
n) =

+∞∑
n=1

anx
n(1− xn)k(xn).

Notons qu’on n’a fait qu’additionner des séries convergentes, donc toutes ces séries convergent.

Maintenant, comme an = O(n−1), on écrit donc |an| ≤
C

n
pour n ≥ 1. Alors,∣∣∣∣∣

+∞∑
n=0

ang(x
n)− f(x)

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=1

|an|xn(1− xn)|k(xn)|

≤ C

+∞∑
n=1

xn(1− xn)

n
|k(xn)|.

Notez que ces inégalités resteraient vraies même si les séries divergeaient, mais nous allons
montrer plus loin que toutes ces quantités sont finies donc que toutes ces séries convergent



3. COMPORTEMENT AU BORD 53

On utilise maintenant le fait que 1− xn = (1− x)
∑n−1

j=0 x
j ≤ n(1− x) d’où on déduit que∣∣∣∣∣

+∞∑
n=0

ang(x
n)− f(x)

∣∣∣∣∣ ≤ C(1− x)
+∞∑
n=1

xn|k(xn)|.

Comme k est continue par morceaux, il en va de même pour x→ xk(x). On déduit alors
du théorème de Karamata que

+∞∑
n=1

xn|k(xn)| →
∫ 1

0
x|k(x)|dx

quand x→ 1 (et que la série converge, donc que toutes les séries écrites jusque là dans cette
démonstration sont absolument convergeantes). On en déduit que (1−x)

∑+∞
n=1 x

n|k(xn)| →

0 et donc aussi que
+∞∑
n=0

ang(x
n) − f(x) → 0 qui donne bien

+∞∑
n=0

an = 0 (en particulier,

cette série converge). ■

3.4. Points singuliers : le théorème de Pringsheim et le théorème des la-
cunes de Hadamard. Dans cette section, nous allons explorer plus avant le lien entre
fonctions holomorphes et fonctions analytiques. Rappelons que si f est holomorphe sur un
ouvert Ω et z0 ∈ Ω alors f est développable en série entière en z0 f(z) =

∑+∞
n=0 an(z−z0)n et

cette série entière a pour rayon de convergence R ≥ R(z0) := dist(z0,C \Ω). Si R > R(z0)
alors on peut prolonger f en une fonction holomorphe sur Ω∩B(z0, R). Nous allons donc
supposer que R = R(z0) < +∞. Quitte à remplacer f par f(z0 + Rz), on peut supposer
que z0 = 0 et R = 1.

La question à laquelle nous nous intéressons ici est celle de prolonger f en une fonction
holomorphe au-delà de D(0, 1). Nous allons distinguer deux cas :

Definition 3.12 (Point régulier ou singulier)

Soit f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n une série entière de rayon de convergence R = 1. Soit ζ ∈ T =

∂D(0, 1). On dit que ζ est un point régulier de T s’il existe ρζ > 0 et une série entière

en ζ, fζ(z) =
+∞∑
n=0

bn(z − ζ)n de rayon de convergence ρζ telle que fζ(z) = f(z) si

z ∈ D(0, 1) ∩D(ζ, ρζ).
Il sera dit singulier s’il n’est pas régulier.

Ainsi un point régulier est un point ζ pour lequel il existe un voisinage sur lequel on
peut prolonger f de façon holomorphe.

Example 3.13

Si on considère
1

1− z
=

+∞∑
n=0

zn alors tous les points ζ ∈ T \ {1} sont réguliers et 1

est singulier.

La première observation est qu’il y a forcément au moins un point singulier sur le bord
du disque de convergence. En effet, si ce n’était pas le cas, alors pour tout ζ ∈ T il existe
ρζ > 0 tel que f se prolonge en une fonction holomorphe sur D(ζ, ρζ). Mais alors, comme

T est compact et T ⊂
⋃
ζ∈T

D(ζ, ρζ), il existe ζ1, . . . , ζn tel que T ⊂
n⋃

j=1

D(ζj , ρζj ) et f se
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prolonge donc en une fonction holomorphe sur D(0, 1)∪
⋃n

j=1D(ζ, ρζj ) ⊃ D(0, 1+ r) avec
r = min ρζj . Le rayon de convergence de la série est donc ≥ 1 + r et non 1.

Le résultat suivant est frappant puisqu’il montre que la positivité des coefficients de
la série (très commune pour les séries génératrices de la prochaine section) nous donne la
position d’un point singulier :

Théorème 3.14 (Pringsheim)

Soit (an)n≥0 une suite de nombres réels positifs tels que la série entière f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n a un rayon de convergence 0 < R < +∞. Alors f a z = R pour point

singulier.

Démonstration. Tout d’abord, en changeant de variable z → Rz, i.e. en considérant
g(z) = f(Rz), on peut supposer que R = 1.

Nous allons raisonner par l’absurde en supposant que f se prolonge en une fonction
holomorphe sur un disque D(1, δ) avec δ > 0. Nous notons encore f ce prolongement. En

particulier, pour r = 1− δ

4
, f est encore holomorphe du D(r, δ/2) ⊂ D(1, δ) puisque

|z − 1| ≤ |z − r|+ |r − 1| < δ

2
+
δ

4
< δ

si |z− r| < δ

2
. On écrit ensuite le développement de Taylor de f au point r : pour |h| < δ

2
,

(3.17) f(r + h) =

+∞∑
k=0

f (k)(r)

k!
hk.

Mais r < 1, on peut donc exprimer f (n)(r) à l’aide de la série entière
∑
anz

n :

f (k)(r)

k!
=

+∞∑
n=k

(
n

k

)
anr

n−k.

Ainsi (3.17) s’écrit

f(r + h) =
+∞∑
k=0

∑
n≥k

(
n

k

)
anr

n−khk.

Prenons maintenant h réel avec
δ

4
< h <

δ

2
de sorte que cette série converge. De plus,

comme an ≥ 0 et r > 0, tous les termes dans cette somme sont positifs. Fubini-Tonelli
nous permet d’intervertir les deux sommes

f(r + h) =
+∞∑
n=0

an

n∑
k=0

(
n

k

)
anr

n−khk

=
+∞∑
n=0

an(r + h)n.

En particulier, la série
∑
anz

n est absolument convergente pour |z| ≤ r+ h. Mais r+ h >

1− δ

4
+
δ

4
> 1 donc le rayon de convergence de la série

∑
anz

n est R > 1, une contradiction.

Ainsi 1 est bien singulier. ■

On peut ensuite se poser la question de l’existence de points réguliers. Les développements
en série entière des fonctions usuelles ont tous de tels points. Il est toutefois possible de
montrer que toutes les fonctions n’ont pas forcément de points réguliers.
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Une construction peut se faire avec le lien avec les fonctions harmoniques : on prend
une fonction φ continue réelle nulle part dérivable sur T. On la prolonge au disque par
intégrale de Poisson u = Pr ∗ φ et on obtient ainsi une fonction harmonique sur D(0, 1)

continue sur D(0, 1) qui vaut φ sur T. Elle est la partie réelle d’une fonction holomorphe

f qui est continue sur D(0, 1). Par contre, sa partie réelle n’est nulle-part dérivable et ne
se prolonge donc pas en une fonction holomorphe.

Les exemples que nous allons construire maintenant sont plus directs et plus élémentaires
et ont l’avantage de se lire sur la série entière.

Théorème 3.15 (Théorème des lacunes de Hadamard)

Soit λ > 1 et (nk) une suite d’entiers tels que, pour tout k,
nk+1

nk
≥ λ > 1.

Soit (ak) une suite de nombres complexes tels que la série entière 8
+∞∑
k=0

akz
nk ait un

rayon de convergence R = 1. Alors tous les points de T sont singuliers.

Démonstration. Rappelons que R = lim sup |ak|1/nk . Alors si on fixe une suite ak, les

séries entières f(z) =
+∞∑
k=0

akz
nk et fθ(z) = f(eiθz) =

+∞∑
n=0

ake
inkθznk ont même rayon de

convergence 1.
Mais alors, si on montre que pour toute série de la forme

∑
akz

nk avec rayon de
convergence R = 1, le point ζ = 1 est singulier, alors ζ = 1 est singulier pour fθ pour tout
θ, ce qui équivaut à ce que ζ = eiθ soit singulier pour f .

Montrons maintenant par l’absurde que 1 est singulier pour f . En effet, si 1 n’est pas
singulier, f se prolongent en une fonction holomorphe (encore notée f) sur un voisinage
D(1, η) de 1. On pose alors Ω = D(0, 1) ∪D(1, η) qui est un ouvert (connexe) sur lequel
f est holomorphe.

On prend maintenant un entier m tel que λ ≥ p+ 1

p
> 1 avec p un entier convena-

blement choisi de sorte que
nk+1

nk
>

p+ 1

p
i.e. pnk+1 ≥ (p + 1)nk. On considère alors

φ(z) =
zp+1 + zp

2
.

Remarque 3.16

On pourrait se contenter d’énoncer le théorème avec nk = 3k et alors p = 1 et

φ(z) =
z2 + z

2
.

La fonction φ a les propriétés suivantes :

– On a φ(1) = 1 et si z ̸= 1 mais |z| ≤ 1, alors

∣∣∣∣zp+1 + zp

2

∣∣∣∣ = |z|p |1 + z|
2

< 2. Par suite,

φ(D) ⊂ Ω. Mais φ est continue, D est compact inclus dans l’ouvert φ−1(Ω). On pose alors
δ = dist

(
D,C \ φ−1(Ω)

)
> 0 (en dimension finie, il est facile de voir que la distance d’un

compact à un fermé est atteinte) donc φ(D(0, 1 + δ)) ⊂ Ω.
Posons alors g(z) = f

(
φ(z)

)
. Cette fonction est alors holomorphe sur φ−1(Ω). En

particulier, elle est holomorphe sur D(0, 1 + δ). Sa série de Taylor en 0 a donc un rayon
de convergence R′ ≥ 1 + δ.

– Par ailleurs φ(z)nk est un polynôme dont les termes sont de degré pnk à (p+ 1)nk.

Écrivons φnk
(z) = bp,nk

zpnk + · · · + bp+1,nk
z(p+1)nk . Comme pnk+1 > (p + 1)nk, on peut
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poser bj = bpnk
lorsque pnk ≤ j ≤ (p + 1)nk (et bj = 0 pour les j qui ne sont pas de ce

type) et alors φnk
(z) = bpnk

zpnk + · · ·+ b(p+1)nk
z(p+1)nk .

On écrit alors

f
(
φ(z)

)
= lim

K→+∞

K∑
k=0

akφ(z)
nk

mais

K∑
k=0

akφ(z)
nk =

K∑
k=0

ak

(p+1)nk∑
j=pnk

bjz
j =

(p+1)nK∑
m=0

cmz
m

où cm = 0 sauf si m = ℓnk avec p ≤ ℓ ≤ p + 1 (et il existe au plus un seul couple
(k, ℓ) pour lequel cela peut avoir lieu) auquel cas cm = akbm. En particulier, par uni-

cité du développement en série entière,
+∞∑
m=0

cmz
m est la série de Taylor de g dont le

rayon de convergence est ≥ 1 + δ > 1. En prenant z = 1 +
δ

2
, cette série converge, donc

limK→+∞
∑(p+1)nK

j=0 cjz
j existe.

D’un autre côté, pour ce z, en posant x := φ(z) =
(1 + δ/2)p+1 + (1 + δ/2)p

2
≥ (1 +

δ/2)p > 1, la série
∑+∞

k=0 akx
nk diverge grossièrement (puisque son rayon de convergence

est 1). Par suite la limite de
K∑
k=0

akφ(z)
nk n’existe pas, d’où la contradiction. ■

Remarque 3.17 (Théorème des lacunes de Fabry)

La condition de lacunarité dans le théorème de Hadamard n’est pas optimale. Le
Théorème des lacunes de Fabry nous dit que si (nk)k≥1 est une suite strictement

croissante d’entiers positifs telle que
nk
k

−→ +∞ et si (ak)k≥1 est une suite de

nombres complexes non nuls, tels que la série lacunaire

f(z) =
∑
k≥1

akz
nk

a un rayon de convergence 0 < R < +∞ alors le cercle {z ∈ C : |z| = R} est une
frontière naturelle de f .
Autrement dit, la fonction f , holomorphe dans le disque D(0, R), ne peut être pro-
longée holomorphiquement au voisinage d’aucun point du cercle |z| = R.

3.5. Un théorème de Steinhaus sur les séries entières aléatoires.

Théorème 3.18 (Steinhaus)

Soit (εn)n≥0 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

P(εn = 1) = P(εn = −1) =
1

2
.

Alors, presque sûrement, la série entière aléatoire

Fω(z) =
+∞∑
n=0

εn(ω)z
n

a pour rayon de convergence 1 et le cercle unité est une frontière naturelle de Fω.
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Démonstration. Comme |εn(ω)| = 1 pour tout n et (presque) tout ω, la formule de
Hadamard donne

1

R(Fω)
= lim sup

n→+∞
|εn(ω)|1/n = 1.

Ainsi, R(Fω) = 1 pour presque tout ω.
Fixons maintenant un arc ouvert non vide I du cercle unité et notons AI l’événement

AI = {Fω se prolonge holomorphiquement à travers I} .

Pour tout entier N ≥ 0, écrivons

Fω(z) =
N−1∑
n=0

εn(ω)z
n +

+∞∑
n=N

εn(ω)z
n.

La première somme est un polynôme. Par conséquent, Fω se prolonge holomorphiquement

à travers I si et seulement si la série
+∞∑
n=N

εn(ω)z
n se prolonge holomorphiquement à travers

I.
Ainsi, pour tout N , l’événement AI ne dépend que des variables εN , εN+1, . . .. Il appar-

tient donc à la tribu terminale associée à la suite (εn)n≥0. La loi du zéro-un de Kolmogorov
donne alors P(AI) ∈ {0, 1}. Supposons, par l’absurde, que P(AI) = 1 i.e. Fω se prolonge
presque sûrement holomorphiquement à travers I.

Considérons la suite déterministe (δn)n≥0 définie par

δn =

{
−1, si n = 2k pour un certain k ≥ 0,

1, sinon.

La suite de variables aléatoires (δnεn)n≥0 a la même loi que la suite (εn)n≥0 : les variables
δnεn sont encore indépendantes et prennent les valeurs 1 et −1 avec la même probabilité.

Par conséquent, la série aléatoire

F̃ω(z) =
+∞∑
n=0

δnεn(ω)z
n

a la même loi que Fω. Comme P(AI) = 1, F̃ω se prolonge également presque sûrement
holomorphiquement à travers I.

Ainsi, presque sûrement, les deux fonctions Fω et F̃ω se prolongent holomorphiquement
à travers I. Il en est alors de même de leur différence :

Fω(z)− F̃ω(z) =
∑
n≥0

(
1− δn

)
εn(ω)z

n

= 2
∑
k≥0

ε2k(ω)z
2k .

Or la série lacunaire Gω(z) = 2
∑
k≥0

ε2k(ω)z
2k a pour rayon de convergence 1, puisque

lim sup
k→+∞

|2ε2k(ω)|
1/2k) = 1.

De plus, ses exposants vérifient
2k+1

2k
= 2. Le théorème des lacunes de Hadamard implique

donc que le cercle unité est une frontière naturelle de Gω.
En particulier, Gω ne peut se prolonger holomorphiquement à travers l’arc I, ce qui

contredit la conclusion précédente. Ainsi, on ne peut pas avoir P(AI) = 1. Du fait de la
loi de Kolmogorov, nous en déduisons donc que P(AI) = 0.
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Considérons enfin une famille dénombrable I d’arcs ouverts du cercle unité formant
une base de sa topologie, par exemple les arcs dont les extrémités ont des arguments
rationnels. Comme cette famille est dénombrable,

P

(⋃
I∈I

AI

)
= 0.

Si Fω admettait un prolongement holomorphe au voisinage d’un point du cercle unité,
il existerait un arc I ∈ I à travers lequel Fω se prolongerait. L’événement correspondant

est donc contenu dans
⋃
I∈I

AI . Mais cet événement est de probabilité nulle. Ainsi, presque

sûrement, Fω ne se prolonge holomorphiquement au voisinage d’aucun point du cercle
unité. Celui-ci est donc une frontière naturelle de Fω. ■

3.6. Théorème de transfert de Darboux. Avertissement : cette section nécessite
une certaine aisance avec la théorie des fonctions holomorphes.

Le résutat suivant montre que la singularité détermine la croissance des coefficients. Il
utilise plusieurs résultats de fonctions holomorphes.

Théorème 3.19 (Théorème de transfert de Darboux)

Soient R > 0, ρ > R et g une fonction holomorphe dans le disque D(0, ρ). Soit
α ∈ R \ {0,−1,−2, . . .}. On considère, pour |z| < R, la fonction

f(z) = g(z)
(
1− z

R

)−α
,

où la puissance est définie par son développement binomial au voisinage de 0.

Alors f admet un développement en série entière en 0, f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n, avec

an =
g(R)

Γ(α)
R−nnα−1 +O

(
R−nnα−2

)
.

En particulier, si g(R) ̸= 0, alors

an ∼ g(R)

Γ(α)
R−nnα−1.

Notons que le fait que f admette un développement en série entière en 0 résulte
directement du fait que f soit holomorphe au voisinnage de 0. Nous allons utiliser deux
résultats assez simples :

Lemme 3.20

Soit (an)n≥0 une suite de nombres complexes tels que la série entière f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n

ait un rayon de convergence R > 0. Alors, pour tout 0 < r < R,

|an| ≤
max|z|=r |f(z)|

rk
.

On peut démontrer ce lemme en n’utilisant pas la théorie des fonctions holomorphes.
Démonstration. Tout d’abord, f est de classe C∞ sur D(0, R) et comme rT := {z ∈ C :
|z| = r} est compact, f est bornée sur rT et max|z|=r |f(z)| < +∞.
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Ensuite, la série entière est normalement convergente sur rT, on peut donc échanger
intégaration et sommation :

1

2π

∫ 2π

0
f(reiθ)e−imθ dθ =

+∞∑
n=0

anr
n 1

2π

∫ 2π

0
ei(n−m)θ dθ = amr

m.

Notez qu’on utilise ici un calcul usuel pour les séries de Fourier. L’estimation en découle
avec l’inégalité triangulaire. ■

Lemme 3.21 (Formule du binôme généralisée)

Soit β ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}, alors

(1− z)−β =
+∞∑
n=0

Γ(n+ β)

Γ(β)Γ(n+ 1)
zn

a pour rayon de convergence R = 1. De plus

(3.18)
Γ(n+ β)

Γ(β)Γ(n+ 1)
=
nβ−1

Γ(β)

(
1 +O

(
1

n

))
.

Démonstration. Le développement en série entière de (1− z)−β s’obtient par la formule
de Taylor pour z ∈]−1, 1[ réel. Ensuite, comme (1− z)−β = exp

(
− ln(1− z)

)
, on prolonge

ce dévelopement comme identité entre deux fonctions holomorphes sur le disque unité.
Cette identité étant valide sur un intervalle, elle l’est sur tout le disque (c’est le principe
des zéros isolés appliqué à la différence). Enfin, le fait que le rayon de convergence de la
série soit 1 résulte de la règle de d’Alembert et de Γ(z + 1) = zΓ(z).

On peut aussi utiliser cette série comme définition de (1− z)−β pour |z| < 1. Pour ce
résultat, cela est suffisant, de même si on se restreint à la variable réelle.

Enfin, l’estimation asymptotique provient de la formule de Stirling

Γ(z) =
√
2π z z− 1

2 e−z
(
1 +O(z−1)

)
quand ℜ(z) → +∞ ■
Démonstration du théorème de Darboux. Nous utiliserons la notation (empruntée
des ouvrages sur les séries formelles) [zn]F (z) pour désigner le coefficient de zn dans le
développement en série entière de F . Par exemple, le lemme précédent implique qu’il existe
Cβ tel que, pour tout n ≥ 0,

cn := [zn](1− z)−β ≤ Cβ(1 + n)β−1.

Commençons par voir que, si β ∈ C \ {0,−1,−2, . . .} et si H est holomorphe dans un
disque de rayon strictement supérieur à 1, alors

(3.19) [zn]
(
H(z)(1− z)−β

)
= O

(
nβ−1

)
.

En effet, écrivons H(z) =

+∞∑
k=0

hkz
k. En utilisant le lemme 3.20, il existe q ∈ (0, 1) et

C > 0 tels que |hk| ≤ Cqk. Par produit de Cauchy,

[zn]
(
H(z)(1− z)−β

)
=

n∑
k=0

hkcn−k.
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Séparons cette somme en deux parties. Pour k ≤ n/2, n− k ≥ n/2 donc |cn−k| ≤ C ′
βn

β−1

où C ′
β est une nouvelle constante. Il s’ensuit que∑

k≤n/2

|hkcn−k| ≤ C ′
βn

β−1
∑
k≥0

|hk| = O
(
nβ−1

)
.

Ici, nous avons utilisé que le rayon de convergence de la série
∑
hkz

k est > 1 donc que∑
|hk| converge. Pour k > n/2, la décroissance exponentielle des hk donne∑

k>n/2

|hkcn−k| = O
(
qn/2nM

)
= o

(
nβ−1

)
pour un certain M ≥ 0 (qui dépend de β et dont la valeur n’a aucune importance). Cela
démontre (3.19).

Revenons maintenant à la fonction f . Posons F (z) = f(Rz) et G(z) = g(Rz). La
fonction G est holomorphe dans un disque de rayon ρ/R > 1, et F (z) = G(z)(1− z)−α.

Puisque G est holomorphe au voisinage de 1, on peut écrire G(z) = G(1)+(1−z)H(z),

où H(z) =
G(z)−G(1)

1− z
se prolonge holomorphiquement en z = 1 (holomorphe sur un

voisinage de 1 et continue en 1) et reste holomorphe dans un disque de rayon strictement
supérieur à 1. On a donc

F (z) = G(1)(1− z)−α +H(z)(1− z)1−α

= G(1)(1− z)−α +H(z)(1− z)−(α−1).

La formule (3.18) avec β = α, appliquée au premier terme, donne

[zn]
(
G(1)(1− z)−α

)
=
G(1)

Γ(α)
nα−1 +O

(
nα−2

)
.

Lorsque α ̸= 1, la majoration (3.19), appliquée avec β = α− 1, donne

[zn]
(
H(z)(1− z)−(α−1)

)
= O

(
nα−2

)
.

Lorsque α = 1, ce second terme est simplement H(z), dont les coefficients décroissent
exponentiellement ; la même majoration reste donc vraie.

Par conséquent,

[zn]F (z) =
G(1)

Γ(α)
nα−1 +O

(
nα−2

)
.

Or F (z) = f(Rz) =

+∞∑
n=0

anR
nzn, de sorte que [zn]F (z) = anR

n. Comme G(1) = g(R), on

obtient finalement

an =
g(R)

Γ(α)
R−nnα−1 +O

(
R−nnα−2

)
.

Si g(R) ̸= 0, le terme principal est non nul, d’où l’équivalent annoncé. ■

Example 3.22

Comme Γ(−1/2) = −2
√
π, [zn](1− 4z2)1/2 ∼ − 4n

2
√
πn3/2

.

Nous allons redémontrer ce résultat lorsque nous étudierons les nombres de Catalan.
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4. Séries génératrices : quelques applications combinatoires

4.1. Principe général et exemples simples. L’idée générale d’une série génératrice
est la suivante : on a une suite (an)n≥0 ou (an)n∈Z, éventuellement finie, pour laquelle
on dispose de quelques propriétés, typiquement une formule de récurrence. On souhaite
l’étudier plus finement, par exemple connâıtre son comportement asymptotique, obtenir
une expression pour son terme général... Cela peut être plus facile en lui attachant une
série de fonctions : une série entière (un polynôme quand la suite est finie), une série de
Laurent, de Fourier, de Dirichlet... Les deux qui nous intéressent ici sont les suivantes :

Definition 4.1 (Série génératrice)

Soit (an)n≥0 une suite.

– La série génératrice associée est la série
+∞∑
n=0

anz
n.

– La série génératrice exponentielle associée est la série
+∞∑
n=0

an
zn

n!
.

Ces séries peuvent se manipulent de façon formelle et rigoureuse, mais nous allons
ici éviter de rentrer dans ces subtilités et toujours supposer qu’elles ont un rayon de
convergence R > 0. Les séries exponentielles sont alors utilisées lorsqu’on pense que la
suite (an) crôıt rapidement.

Nous allons maintenant donner quelques exemples. Notons que nous avons déjà ren-
contré cette technique au moment où nous avons introduit les polynômes et les nombres
de Bernouilli.

Example 4.2

Commençons par un exemple très simple avec des polynômes qui illustre bien la
notion de série généatrice, dans le cas des suites finies.
Une suite finie a0, a1, . . . , an s’identifie au polynôme a0 + a1X + · · · + anX

n. Dans
cet exemple, on suppose qu’on dispose de 9 pièces de 1 euro, 4 pièces de 2 euros et
3 billets de 5 euros. Les pièces de 1 euro nous permettent de payer 1,2,3,...,9 euros
et le polynôme correspondant est P1(X) = X + X2 + · · · + X9. Les pièces de 2
euro nous permettent de payer 2, 4, 6 ou 8 euros et le polynôme correspondant est
P2(X) = X2 +X4 +X6 +X8 enfin les billets nous permettent de payer 5,10 ou 15
euros et on leur associe le polynôme P3(X) = X5 +X10 +X15.
On souhaite payer une somme de 12 euros : de nombreuses possibilités s’offrent à
nous : 2 billets de 5 euros et soit 1 pièce de 2 euros, soit 2 pièces de 1 euro ou alors 1
billet de 5 euros, 3 pièces de 2 euros et une de 1 euro... Nous résumons les possibilités
dans le tableau suivant :

5 euros 2 2 1 1 1 1 0 0 0
2 euros 1 0 3 2 1 0 4 3 2
1 euro 0 2 1 3 5 7 4 6 8

On observe que les combinaisons qui apparaissent sont celles pour lesquelles 5j +
2k + ℓ = 12 avec 0 ≤ j ≤ 3, 0 ≤ k ≤ 4 et 0 ≤ ℓ ≤ 9 soit exactement celles qu’on
utilise pour déterminer le coefficient de X12 dans le polynôme P1(X)P2(X)P3(X).

Example 4.3
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Soit fn la suite de Fibonnacci, f0 = f1 = 1 et fn+2 = fn+1 + fn. On considère alors

la série génératrice F (x) =

+∞∑
n=0

fnz
n et on suppose que cette série a un rayon de

convergence R > 0. On écrit alors
– d’une part

z2
+∞∑
n=0

fn+2z
n =

+∞∑
n=0

fn+2z
n+2 = F (z)− f0 − f1z = F (z)− 1− z

– d’aute part

z2
+∞∑
n=0

fn+2z
n = z2

+∞∑
n=0

(fn + fn+1)z
n = z2F (z) + z

+∞∑
n=0

fn+1z
n+1

= z2F (z) + z(F (z)− 1).

En comparant les deux expressions, on trouve (z2+z−1)F (z) = −1. Ainsi F est une
fraction rationnelle qu’on développe en éléments simples. Les racines de z2 + z − 1
sont

φ+ =
−1−

√
5

2
et φ− =

−1 +
√
5

2
et donc,

F (z) =
1

1− z − z2
=

−1

(z − φ−)(z − φ+)

=
1

φ+ − φ−

(
1

z − φ−
− 1

z − φ+

)
=

1

φ+ − φ−

(
φ−1
+

1− z/φ+
−

φ−1
−

1− z/φ−

)
.

Cette fonction est développable en série entière de rayon de convergence R =

min(|φ+|, |φ−|) =
√
5− 1

2
. pour |z| < R, tous les calculs ci-dessus sont justifiés.

On peut maintenant obtenir l’expression des fn en utilisant l’unicité du
développement en série entière :

φ−1
±

1− z/φ±
=

+∞∑
n=0

1

φn+1
±

zn

donc

F (z) =
+∞∑
n=0

1

φ+ − φ−

(
1

φn+1
+

− 1

φn+1
−

)
zn.

En comparant avec F (z) =
∑
fnz

n, on en déduit que

fn =
1

φ+ − φ−

(
1

φn+1
+

− 1

φn+1
−

)

=
−1√
5

((
−2

1 +
√
5

)n+1

−
(

2

−1 +
√
5

)n+1
)

=
1√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

−

(
1−

√
5

2

)n+1
 .



4. SÉRIES GÉNÉRATRICES : QUELQUES APPLICATIONS COMBINATOIRES 63

Ce n’est pas la façon la plus rapide d’obtenir cela, toutefois, cette technique fonctionne
pour toutes les suites récurrentes de pas m ≥ 1, données par u0, . . . , um−1 et, pour n ≥ 0,

(4.20) un+m + am−1un+m−1 + · · ·+ a0un = 0 a0 ̸= 0.

Notez qu’on suppose a0 ̸= 0 sinon le pas est < m. Il est facile de voir que l’es suites
vérifiant (4.20) forment un espace vectoriel de dimension m.

Rappelons qu’à une telle suite récurrente, on associe son polynôme caractéristique

P (x) = Xm + am−1X
m−1 + · · ·+ a0.

On note alors Z(P ) l’ensemble de ses racines et si r ∈ Z(P ), mP (r) sera la multiplicité
de la racine. Notons que 0 /∈ Z(P ) car on a supposé que a0 ̸= 0. On vérifie sans peine que
si r ∈ Z(P ) et j < mP (r) alors u

r,j = (njrn)n≥0 vérifient la relation de récurrence (4.20).
De plus, les suites {ur,j}r∈C,j∈N sont linéairement indépendantes donc {ur,j}r∈Z(P ),j<mP (r)

est une base de l’espace vectoriel des suites vérifiant (4.20). On peut donc écrire

un =
∑

r∈Z(P )

∑
j<mP (r)

λr,ju
r,j
n .

Rappelons que
+∞∑
n=0

ur,jn zn =

+∞∑
n=0

njrnzn =
rj

(1− rz)n
|z| < r.

Comme il y a un nombre fini de racines (toutes non nulles) et que leur multiplicité est
finie, on en déduit que la série génératrice de (un) s’écrit, après intervestion des sommes,∑

n≥0

unz
n =

∑
r∈Z(P )

∑
j<mP (r)

λr,j
∑
n≥0

ur,jn zn =
∑

r∈Z(P )

∑
j<mP (r)

λr,jr
j

(1− rz)j

où la série converge tant que |z| < R = minr∈Z(P )
1

|r|
(R > 0).

On reconnâıt à droite la forme générique d’un développement en éléments simples

d’une fraction rationnelle qui est plutôt
∑
ρ

∑
j

λr,jr
j

(z − ρ)j
i.e. pour les séries génératrices,

les pôles sont {1/r, r ∈ Z(P )} et non les racines du polynôme P . Introduisons donc

P ∗(z) = zmP (1/z) = a0z
m + a1z

m−1 + · · ·+ am

en posant am = 1 (i.e. on réécrit P à l’envers). Les racines de P ∗ sont donc les inverses
des racines de P . Soit alors Q un polynôme de degré deg(Q) < m = deg(P ) et considérons

la fraction rationnelle f =
Q

P ∗ . Comme f est holomorphe sur le disque D(0, R), où on a

encore R = minρ∈Z(P ∗) |ρ| = minr∈Z(P )
1

|r|
, elle admet un développement en série entière

f(z) =
Q(z)

P (z)
=

+∞∑
n=0

bnz
n. Mais alors, en posant ak = 0 pour

Q(z) = P (z)f(z) =

(
m∑

n=0

am−nz
n

)(
+∞∑
n=0

bnz
n

)
=

+∞∑
n=0

min(m,n)∑
k=0

am−kbn−k

 zn.

Comme Q est un polynôme de degré < m, les termes pour n ≥ m dans le développement
de droite sont nuls et on trouve, pour n > m

0 =

m∑
k=0

am−kbn−k = bn + am−1bn−1 + · · ·+ a0bn−m
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et ainsi (bn) vérifie bien la relation de récurrence (4.20). Par suite, sa série génératrice
s’écrit bien

f(z) =
∑
n≥0

unz
n =

∑
r∈Z(P )

∑
j<mP (r)

λr,jr
j

(1− rz)j
=

∑
r∈Z(P )

∑
j<mP (r)

λr,j
(r − z)j

.

Nous venons donc de démontrer la décomposition en éléments simples d’une fraction ra-
tionnelle dont 0 n’est pas un pôle. Si 0 est un pôle, on applique la formule à fη(z) = f(z+η)
où η n’est pas un pôle et on re-translate dans l’autre sens. Ainsi, nous avons montré le
résultat suivant :

Théorème 4.4

Toute fraction rationnelle
Q(z)

P (z)
avec deg(Q) < deg(P ) s’écrit de façon unique sous

la forme

f(z) =
∑
n≥0

unz
n =

∑
r∈Z(P )

∑
j<mP (r)

λr,jr
j

(1− rz)j
=

∑
r∈Z(P )

∑
j<mP (r)

λr,j
(r − z)j

où Z(P ) est l’ensemble des zéros de P et mP (r) la multiplicité de r comme zéro de
P .

L’unicité provient bien évidemment de l’unicité du développement en série entière. Elle
n’est pas primordiale en analyse.

4.2. La formule d’inversion de Lagrange–Bürmann. Cette section nécessite
d’être à l’aise avec le calcul de résidus.

Théorème 4.5 (Formule d’inversion de Lagrange–Bürmann)

Soit φ une fonction holomorphe au voisinage de 0 telle que φ(0) ̸= 0. Il existe alors
une unique fonction w, holomorphe au voisinage de 0, telle que

w(0) = 0 et w(z) = zφ(w(z)).

Si H est holomorphe au voisinage de 0, alors, pour tout entier n ≥ 1,

[zn]H(w(z)) =
1

n
[zn−1]

(
H ′(z)φ(z)n

)
.

De manière équivalente,

[zn]H
(
w(z)

)
=

1

n!

dn−1

dun−1

(
H ′(u)φ(u)n

)∣∣∣∣
u=0

.

À nouveau [zn]F signifie le coefficient de zn dans le développement en série entière en
0 de F . Elle peut s’obtenir comme un résidu

[zn]F (z) = Res

(
F (z)

zn+1
, 0

)
.

Il sera plus pratique de le noter

[zn]F (z) = Resz=0
F (z)

zn+1
dz

puisque la formule de Cauchy s’écrit

[zn]F (z) =
1

2iπ

∫
Γ

F (z)

zn+1
dz

où Γ est un cercle {|z| = r}, r < ρ avec ρ tel que F soit holomorphe sur un disque D(0, ρ).
Cette expression permet de faire facilement un changement de variable.
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Démonstration. Posons ψ(u) =
u

φ(u)
. Comme φ(0) ̸= 0, la fonction ψ est holomorphe

au voisinage de 0 et

ψ(0) = 0, et ψ′(0) =
1

φ(0)
̸= 0.

D’après le théorème d’inversion locale (holomorphe), ψ est biholomorphe au voisinage de
0. Son inverse w est donc holomorphe au voisinage de 0 et vérifie

z = ψ
(
w(z)

)
=

w(z)

φ(w(z))
.

On obtient ainsi w(z) = zφ
(
w(z)

)
. L’unicité découle également du théorème d’inversion

locale.
On a ensuite

[zn]H
(
w(z)

)
= Resz=0

H
(
w(z)

)
zn+1

dz.

Effectuons le changement de variable z = ψ(u) =
u

φ(u)
. Comme ψ est biholomorphe

au voisinage de 0, ce changement de variable est licite dans le calcul du résidu. De plus,

ψ′(u) =
φ(u)− uφ′(u)

φ(u)2
.

Il vient alors

[zn]H
(
w(z)

)
= Resu=0H(u)

(
φ(u)

u

)n+1 φ(u)− uφ′(u)

φ(u)2
du

= Resu=0
H(u)φ(u)n−1

(
φ(u)− uφ′(u)

)
un+1

du.

Observons maintenant que

H(u)φ(u)n−1
(
φ(u)− uφ′(u)

)
un+1

=
1

n

H ′(u)φ(u)n

un
− d

du

(
H(u)φ(u)n

un

)
.

Or le résidu de la dérivée d’une fonction méromorphe est nul. Par conséquent,

[zn]H
(
w(z)

)
=

1

n
Resu=0

H ′(u)φ(u)n

un
du.

Enfin,

Resu=0
H ′(u)φ(u)n

un
du = [un−1]

(
H ′(u)φ(u)n

)
,

ce qui donne bien [zn]H
(
w(z)

)
=

1

n
[un−1]

(
H ′(u)φ(u)n

)
. ■

Corollaire 4.6 (Formule d’inversion de Lagrange)

Sous les hypothèses du théorème, pour tout n ≥ 1, [zn]w(z) =
1

n
[un−1]φ(u)n. Au-

trement dit,

w(z) =
∑
n≥1

zn

n
[un−1]φ(u)n.

Plus généralement, pour tous entiers m ≥ 1 et n ≥ m, [zn]w(z)m =
m

n
[un−m]φ(u)n.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule de Lagrange–Bürmann à H(u) = u pour
la première formule, puis à H(u) = um donc H ′(u) = mum−1, pour la seconde. ■
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Example 4.7

Lorsque φ(z) = ez on obtient

[zn]w(z) =
1

n
[un−1]enu =

1

n

nn−1

(n− 1)!
=
nn−1

n!
.

Ainsi, l’unique solution de l’équation T (z) = zeT (z) est donné par la série

T (z) =
+∞∑
n=1

nn−1

n!
zn.

Cette fonction a une interpétation combinatoire : c’est la série génératrice exponen-
tielle des arbres enracinés étiquetés.
Rappelons qu’un arbres enracinés étiquetés est
Un arbre enraciné étiqueté est un graphe qui possède les trois propriétés suivantes :

(1) un arbre (un graphe connexe sans cycle) ;

(2) l’un de ses sommets est distingué, on l’appelle la racine

(3) chaque sommet porte une étiquette distincte, qu’on choisira ici dans
{1, . . . , n}.

Voici les 9 arbres enracinés étiquetés à 3 sommets ayant la même racine

1

2 3

1

2 3

1

2 3

2

1 3

2

1 3

2

1 3

3

1 2

3

1 2

3

1 2

Proposition 4.8 (Formule de Cayley)

Pour tout n ≥ 1, notons tn le nombre d’arbres enracinés étiquetés dont l’en-
semble des sommets est {1, . . . , n}, et considérons leur série génératrice expo-
nentielle

T (z) =
∑
n≥1

tn
zn

n!
.

Alors T (z) = z exp(T (z)).
En particulier tn = nn−1.

Démonstration. Fixons n ≥ 1 et considérons un arbre enraciné étiqueté à n som-
mets. On choisit d’abord l’étiquette de la racine, ce qui donne n possibilités. Après
suppression de la racine et de toutes les arêtes qui lui sont incidentes, il reste un
ensemble de k arbres enracinés étiquetés, pour un certain entier k ≥ 0.
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Supposons que ces k arbres possèdent respectivement n1, . . . , nk ≥ 1 sommets de
sorte que n1 + · · ·+nk = n− 1. Le nombre de façons de répartir les n− 1 étiquettes
restantes entre k blocs ordonnés de tailles n1, . . . , nk est

(n− 1)!

n1! · · ·nk!
.

Sur le bloc numéro j, on peut ensuite choisir un arbre enraciné étiqueté de tnj façons.
Comme les branches issues de la racine ne sont pas ordonnées, chaque famille de k
branches a été comptée k! fois. On obtient donc

(4.21) tn = n
∑
k≥0

1

k!

∑
n1+···+nk=n−1

nj≥1

(n− 1)!

n1! · · ·nk!
tn1 · · · tnk

.

Lorsque n = 1, on utilise la convention selon laquelle, pour k = 0, la somme vide
vaut 0 et le produit vide vaut 1. La formule donne bien t1 = 1.
Divisons maintenant l’identité (4.21) par n!. Comme n! = n(n− 1)!, il vient

(4.22)
tn
n!

=
∑
k≥0

1

k!

∑
n1+···+nk=n−1

nj≥1

tn1

n1!
· · · tnk

nk!
.

Or, par définition de T ,

T (z)k =
∑
m≥k

 ∑
n1+···+nk=m

nj≥1

tn1

n1!
· · · tnk

nk!

 zm.

Par conséquent,

[zn−1]T (z)k =
∑

n1+···+nk=n−1
nj≥1

tn1

n1!
· · · tnk

nk!
.

L’identité (4.22) s’écrit donc
tn
n!

= [zn−1]
∑
k≥0

T (z)k

k!
. Puisque

∑
k≥0

T (z)k

k!
= exp(T (z)),

on obtient
tn
n!

= [zn−1] exp(T (z)).

D’autre part, [zn]T (z) =
tn
n!
, tandis que [zn]

(
z exp(T (z))

)
= [zn−1] exp(T (z)). Ainsi,

pour tout n ≥ 1, [zn]T (z) = [zn]
(
z exp(T (z))

)
.

Les deux séries ont en outre un terme constant nul. Elles sont donc égales soit
T (z) = z exp(T (z)). ■

Corollaire 4.9

La suite (tn)n≥1 vérifie également la récurrence quadratique

(n− 1)tn = n

n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)
tktn−k, n ≥ 2.
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Démonstration. La série génératrice exponentielle T (z) =
∑
n≥1

tn
zn

n!
vérifie T (z) =

zeT (z). En dérivant, il vient

T ′(z) = eT (z) + zeT (z)T ′(z) =
T (z)

z
+ T (z)T ′(z).

Le coefficient de zn−1 dans le membre de gauche est
tn

(n− 1)!
, tandis que celui du

membre de droite est, avec la formule de Cauchy

tn
n!

+

n−1∑
k=1

tk
k!

tn−k

(n− k − 1)!
.

Ainsi,

tn
(n− 1)!

− tn
n!

=
n−1∑
k=1

tktn−k

k!(n− k − 1)!
.

En multipliant par n!, on obtient la formule annoncée. ■

Les nombres de Catalan de la prochaine section fournissent un second exemple.

4.3. Les nombres de Catalan. Les nombres de Catalan sont une famille de nombres
qui apparaissent dans nombre de problèmes de combinatoire. Voici quelques exemples :

(i) On souhaite effectuer des opérations entre n objets a1 · · · an et placer des pa-
renthèses afin de lever toute ambiguité. On note Cn le nombre de possibilités. Cela
devient important si l’opération n’est pas associative (cas assez rare quand même,
surtout en analyse) ou si on dispose d’un programme informatique pour effectuer
une opération entre deux quantités (par exemple un produit de matrices) et qu’on
veut l’utiliser pour effectuer une opération entre n > 2 quantités.

Les règles sont donc

– on n’a jamais plus de deux termes consécutifs sans parenthèse (pas de choix
à effectuer),

– on ne met jamais de parenthèse autour d’un terme unique (pas de parenthèse
inutile).

Par exemple,

– pour n = 1, il n’y a qu’un seul choix a, et C1 = 1,

– pour n = 2, il n’y a qu’un seul choix (ab), et C2 = 1,

– pour n = 3, il y a deux possibilités : (ab)c et a(bc) et C3 = 2,

– pour n = 4, il y a C4 = 5 possibilités ((ab)c)d, (a(bc))d qui consistent à
prendre celles pour n = 3 et leur adjoindre un dernier produit, (ab)(cd) qui consiste
à prendre celle pour n = 2 entre a et b et celle pour n = 4− 2 entre c et d et enfin
celle pour n = 1 et lui adjoindre celles pour n = 4 − 1 entre b, c et d, a((bc)d) et
a(b(cd)).

En général, il y a Cn =
∑n−1

k=1 CkCn−k possibilités : on coupe les n facteurs en
deux paquets, l’un de k facteurs pour lequel il y a Ck possibilités et un paquet de n−
k facteurs pour lesquels il y a Cn−k possibilités et on fait le produit correspondant.

En posant C0 = 0, on obtient une expression plus agréable :

Definition 4.10 (Nombres de Catalan)
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Les nombres de Catalan sont définis par C0 = 0, C1 = 1 et, pour n ≥ 2,

Cn =

n∑
k=0

CkCn−k.

Notons que certains auteurs préfèrent décaller la suite et considèrent cn = Cn+1

qui vérifie la relation de récurrence c0 = 1 et cn+1 =

n∑
k=0

ckcn−k.

Avant de d’étudier ces nombres, donnons quelques autres exemples qui abou-
tissent à la même relation de récurrence :

(ii) Un mot de Dyck de longueur 2n est un mot composé de deux lettres X et Y
tel qu’on n’écrit jamais plus de Y qu’on n’a déjà écrit de X, mais qui a autant
de X que de Y . On reconnâıt les mêmes règles que pour les parenthèses. Il y
a 0 mot de longueur 0, un seul mot de longueur 2 : XY , 2 mots de longueur 4 :
XXY Y et XYXY et 5 mots de longueur 6, XXXY Y Y , XXYXY Y , XYXXY Y ,
XXY Y XY , XYXYXY . En reprenant le raisonnement précédent, ou en posant
X = ( et Y =), on retrouve qu’il y a Cn mots de Dyck de longueur 2n.

(iii) Un arbre de décision binaire est un arbre où à chaque nœud : soit on a pris une
décision finale et il n’y a plus de descendant (i.e. le nœud est une feuille) soit on a
exactement deux décendants. Il y a Cn tels arbres à n nœuds.

(iv) On prend une grille de taille (n, n) i.e. {1, . . . , n} × {1, . . . , n} et on va compter
le nombre de chemins qui vont du point (1, 1) au point (n, n) en se déplaçant
uniquement vers la droite ou vers le haut, sans jamais franchir la diagonale i.e.
allant d’un point (j, k) soit à (j + 1, k), soit à (j, k + 1) avec la règle que si k = j,
seul le déplacement (j+1, k) est autorisé et si j = n, seul le déplacement (j, k+1)
est autorisé. On s’arrête dès qu’on a atteint le point (n, n).

On voit aisément que cela correspond à un arbre de décision binaire puisqu’une
fois qu’on a atteint un point (n, k), le restant du chemin est défini. Il y a donc Cn

tels chemins.

(v) On dessine un polygône régulier à n+1 sommets, en numérotant les sommets. On
relie les sommets deux par deux et on veut que les arrêtes ainsi obtenues ne se
recoupent pas et que le polygône soit découpé en triangles. Par exemple, pour un
hexagone, il y a 14 façons de faire cela (on notera qu’une fois qu’on a un dessin,
une rotation des sommets donne un nouveau dessin). Il y a encore Cn possibilité.

Nous allons maintenant obtenir l’expression de Cn à l’aide de sa série génératrice

C(x) =

+∞∑
n=0

Cnx
n

dont nous supposons à nouveau que le rayon de convergence est R > 0. Notons que la

formule de récurrence Cn =
n∑

k=0

CkCn−k n’est valable que pour n ≥ 2 et que
n∑

k=0

CkCn−k =

0 pour n = 0 ou 1. On a alors

C(x) = x+

+∞∑
n=2

Cnx
n = x+

+∞∑
n=2

(
n∑

k=0

CkCn−k

)
xn = x+

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

CkCn−k

)
xn

= x+

(
+∞∑
n=0

Cnx
n

)2

= x+ C(x)2
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en reconnaissant un produit de Cauchy.
Ainsi C vérifie l’équation C(x)2 − C(x) + x = 0 dont les solutions sont

1−
√
1− 4x

2
et

1 +
√
1− 4x

2
.

Les deux sont développables en série entière, avec un rayon de convergence R =
1

4
, mais

C(0) = 0 ce qui exclut donc la seconde. Cela justifie aussi tous les calculs ci-dessus tant
que |z| < R, puisqu’il s’agit d’opérations sur les séries entières à l’intérieur du disque de
convergence. Il nous reste donc à écrire ce développement. On commence par (1 + x)α =∑
n≥0

(α)n
n!

xn, (α)n le symbole de Pochhammer (voir 2.7). Pour α =
1

2
, on peut le réecrire :(

1

2

)
0

= 1,

(
1

2

)
1

=
1

2
puis, pour n ≥ 2,(

1

2

)
n

=
1

2

−1

2

−3

2
· · · −(2n− 3)

2
= (−1)n−1 1× 3× (2n− 3)

2n
.

Ainsi

C(x) =
1−

√
1− 4x

2
=

+∞∑
n=1

bnx
n

avec b0 = 0, b1 = 1 puis, pour n ≥ 2,

bn =
(−1)n−14n

2 .n!

(
1

2

)
n

=
2n−11× 3× (2n− 3)

n!

=
(2n− 2)!

n!(n− 1)!
=

1

n

(
2(n− 1)
n− 1

)
.

Par unicité du développement en série entière, on en déduit la formule suivante :

Proposition 4.11

Les nombres de Catalan sont donnés par C0 = 0 et pour n ≥ 1,

Cn =
1

n

(
2(n− 1)
n− 1

)
ou encore, pour tout n ≥ 0,

cn =
1

n+ 1

(
2n
n

)
.

Ils vérifient

1−
√
1− 4x

2
=

+∞∑
n=0

Cnx
n et

1−
√
1− 4x

2x
=

+∞∑
n=0

cnx
n.

En particulier Cn ∼ 4n+1

√
πn3/2

et cn ∼ 4n
√
πn3/2

.

Nous pouvons donner une démonstration alternative à la dérivation de la formule pour
Cn en utilisant la formuler d’inversion de Lagrange
Démonstration alternative. La série génératrice des nombres de Catalan est C(x) =∑
n≥1

Cnx
n vérifie l’équation fonctionnelle C(x) = x + C(x)2 qu’on peut réécrire sous la

forme C(x) =
x

1− C(x)
. Dans la notation de la formule d’inversion de Lagrange, on a
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donc

C(x) = xφ(C(x)), φ(u) =
1

1− u

et ainsi, pour tout n ≥ 1,

Cn = [xn]C(x) =
1

n
[un−1]φ(u)n =

1

n
[un−1](1− u)−n.

Or la formule du binôme généralisée donne (1−u)−n =
∑
k≥0

(
n+ k − 1

k

)
uk. Par conséquent,

[un−1](1− u)−n =

(
2n− 2

n− 1

)
, et ainsi Cn =

1

n

(
2n− 2

n− 1

)
. ■

Les équivalents de Cn, cn s’obtiennent avec la formule de Stirling. Nous allons donner
une démonstration alternative plus directe. Pour cela, nous réécrivons les nombres de
Catalan sous forme d’une intégrale.

Lemme 4.12

Les nombres de Catalan s’expriment sous forme intégrale par

cn =
4n+1

π

∫ 1

0
t2n
√

1− t2 dt.

Démonstration.On introduit In =

∫ 1

0
xn
√

1− x2 dx, n ≥ 0. Un changement de variable

t = sin s donne

I0 =

∫ 1

0

√
1− t2 dt =

∫ π

0
2 cos2 tdt =

∫ π

0
2
1 + cos 2t

2
dt

=

[
t

2
+

sin 2t

4

]π/2
0

=
π

4
.

Cela établit déjà la formule pour n = 0. Ensuite, pour n ≥ 0, une intégration par parties
donne

In+2 =

∫ 1

0
xn+1x

√
1− x2 dx

=

[
−1

3
xn+1(1− x2)3/2

]1
0

+
n+ 1

3

∫ 1

0
xn(1− x2)(1− x2)1/2 dx

=
n+ 1

3
(In − In+2).

En réarrangeant les termes, on obtient la relation de récurrence

In+2 =
n+ 1

n+ 4
In ⇒ I2(n+1) =

2n+ 1

2(n+ 2)
I2n

donc

I2n =
1× 3× (2n− 1)

2n(n+ 1)!
I0 =

(2n)!

n!(n+ 1)!

1

22n
π

4
= cn

π

4n+1

soit la formule voulue. ■

Démonstration de l’estimation asymptotique.Une fois qu’on a une formule intégrale,
on peut en obtenir beaucoup d’autres via des changements de variables. C’est cela qui va
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nous conduire à l’estimation asymptotique : on commence par un changement de variable
s =

√
1− t2

cn =
4n+1

π

∫ 1

0
t2n−1(1− t2)

t√
1− t2

dt =
4n+1

π

∫ 1

0
(1− s2)n−1/2s2 ds

=
4n+1

πn3/2

∫ √
n

0

(
1− x2

n

)n− 1
2

x2 dx

avec un second changement de variable s =
x√
n
.

Mais ensuiet

– pour tout x > 0,
(
1− x2

n

)n− 1
2
1[0,

√
n](x) → e−x2

– comme pour u ≥ 0, ln(1− u) ≤ −u,

x2
(
1− x2

n

)n− 1
2

1[0,
√
n](x) ≤ x2 exp

[(
n− 1

2

)
ln

(
1− t2

n

)]
1[0,

√
n](x)

≤ x2 exp

[
−
(
n− 1

2

)
x2

n

]
1[0,1](x

2/n)

≤ x2e−x2+1/2 ∈ L1(R).

Le théorème de convergence dominée nous donne alors∫ √
n

0

(
1− t2

n

)n− 1
2

t2 dt→
∫ +∞

0
t2e−t2 dt.

Il reste donc à calculer cette intégrale : une intégration par parties donne∫ +∞

0
t2e−t2 dt =

[
−te

−t2

2

]+∞

0

+
1

2

∫ +∞

0
e−t2 dt

=

∫ +∞

0
e−t2 dt =

√
π

4

Pour cette dernière valeur, on fait un passage en polaire(∫ +∞

0
e−t2 dt

)2

=

∫
(R+)2

e−(s2+t2) dsdt =

∫ π/2

0

∫ +∞

0
e−r2r dr dθ

=
π

2

[
−e

−r2

2

]+∞

0

=
π

4
.

Par suite

cn ∼ 4n+1

πn3/2

∫ +∞

0
x2e−x2

dx =
4n

√
πn3/2

comme annoncé. ■

Remarque 4.13

Notez que cette asymptotique implique

(
2n
n

)
∼ 4n√

πn
. On peut en déduire un

encadrement du coefficient binomial central :
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Remarquons que

4−(n+1)

(
2(n+ 1)
n+ 1

)
4−n

(
2n
n

) =
1

4

(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)2
=

2n+ 1

2n+ 2
.

Par ailleurs (
2n+ 1

2n+ 2

)2

=
4n2 + 4n+ 1

4n2 + 8n+ 4


≤ n+ 1/3

n+ 1 + 1/3

≥ n+ 1/4

n+ 1 + 1/4

.

Pour cela, il suffit de remarquer que

(n+ a+ 1)(4n2 + 4n+ 1) = 4n3 + (4a+ 8)n2 + (4a+ 5)n+ a+ 1

(n+ a)(4n2 + 8n+ 4) = 4n3 + (4a+ 8)n2 + (8a+ 4)n+ 4a

et que, pour a = 1/3 la seconde expression est plus petite que la première alors que
pour a = 1/4 c’est l’inverse.
On pose alors

an =
1

4n
√
n+ 1/3

(
2n
n

)
et bn =

1

4n
√
n+ 1/4

(
2n
n

)
et nous venons de voir que an est croissante et bn décroissante et bien évidemment
an ≤ bn. De plus, notre équivalent du coefficient binomial central nous montre que
ces deux suites ont pour limite commune π−1/2 donc an ≤ π−1/2 ≤ bn i.e.

4n√
π(n+ 1/3)

≤
(
2n
n

)
≤ 4n√

π(n+ 1/2)
.

Remarque 4.14

Une autre application de la formule intégrale

cn =
4n+1

π

∫ 1

0
t2n
√

1− t2 dt

est la suivante.
Par convergence monotone, (les sommes partielles d’une série entière à termes posi-
tifs croissent sur R+)

+∞∑
n=0

cn
4n+1

=
1

π

∫ 1

0

+∞∑
n=0

t2n
√
1− t2 dt

=
1

π

∫ 1

0

dt√
1− t2

=
1

π
[arcsin t]10 =

1

2
.

Ainsi
+∞∑
n=0

cn
22n+1

= 1.

Ceci a une interprétation probabiliste. On considère une marche aléatoire sur Z qui
part de 0 et, à chaque étape, a une probabilité 1/2 d’aller à droite et une probabilité
1/2 d’aller à gauche. On suppose que la marche s’arrête dès qu’on arrive à −1. On
ne peut donc arriver en −1 qu’après 1, 3, 5,... pas i.e. un nombre impair de pas et le
nombre de possibilités d’arriver à −1 en 2n+1 pas est précisément cn. L’expression
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précédente nous dit que la probabilité d’arriver à −1 est 1 i.e. la marche aléatoire
est récurrente.

4.4. Les nombres de Bell.

Definition 4.15 (Nombres de Bell)

Pour n ≥ 1 un entier, on notera Pn les partitions de {1, . . . , n}. On appelle nombre
de Bell et on note Bn le nombre de partitions de {1, . . . , n}, Bn = |Pn|.
Par convention B0 = 1.

Évidemment, Bn est le nombre de partitions de n’importe quel ensemble à n éléments.

Example 4.16

B1 = 1 car la seule partition est {1}. L’ensemble {1, 2} se partitionne de deux façons
{1, 2} ou {1}, {2} donc B2 = 2.
L’ensemble {1, 2, 3} se partitionne de B3 = 5 façons. Celles-ci s’obtiennent à partir
de P2 en comptant le nombre de partitions dans lesquels l’ensemble qui contient 3
a :
– Un seul élément. Les autres ensembles d’une telle partition parcourent donc P2,
on trouve donc B2 telles partitions : {1, 2}, {3} ou {1}, {2}, {3}.
– Ceux éléments : il faut donc choisir cet élément : il y a 2 possibilités soit 1 soit 2
et le reste de la partition est donc une partition d’un ensemble à 2− 1 = 1 élément,
il y B1 = 1 possibilité. On trouve donc 2 × B1 = 2 telles partitions : {1, 3}, {2} et
{2, 3}, {1}.
– Trois éléments : il n’y a plus le choix, on trouve {1, 2, 3}.

La façon de déterminer B3 nous invite à déterminer une relation de récurrence pour
Bn.

On note Fk l’ensemble des partitions de {1, . . . , n} dans lesquelles l’ensemble qui
contient n a k éléments. Clairement {F1, . . . ,Fn} est une partition de Pn donc

Bn = |Pn| =
n∑

k=1

|Fk|.

Mais un élément de Fk s’obtient de la façon suivante :

– On choisit un ensemble F de k − 1 éléments parmi {1, . . . , n − 1}. Il y a

(
n− 1
k − 1

)
tels ensembles.

– Une fois F choisi, on partitionne F c = {1, . . . , n−1}\F . Comme F c a n−k éléments,
il y a Bn−(k−1) telles partitions.

En regroupant toutes ces informations, on arrive à la formule de récurrence

Bn =

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
Bn−k.

Il est un peu plus agréable de lécrire pour Bn+1 :

Bn+1 =

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
Bn+1−k =

n∑
j=0

(
n

n− j

)
Bn−j

en posant j = n+1− k. On utilise enfin

(
n

n− j

)
=

(
n
j

)
et on obtient le lemme suivant :
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Lemme 4.17

Pour tout n ≥ 1, les nombres de Bell vérifient

(4.23) Bn+1 =
n∑

j=0

(
n
j

)
Bj .

Remarque 4.18

On peut munir Pn d’une mesure de probabilité simplement en décidant que toutes

les partitions sont équiprobables i.e. si P est une partition, alors P[{P}] = 1

Bn
. Le

raisonnement peut se formuler comme suit : si on fixe un ensemble F à k éléments

P[{P ∈ Pn : F ∈ P}] = Bn−k

Bn

puis

P[{P ∈ Pn : ∃F ∈ P avec n ∈ F et |F | = k}] =
(
n− 1
k − 1

)
Bn−k

Bn
.

Il est facile à partir de cette formule d’obtenir une estimation de Bn :

Lemme 4.19

Pour tout entier n, Bn ≤ n!.

Démonstration. Cela se fait évidemment par récurrence. La formule est vraie pour n = 0
par convention et a déjà été montrée pour n = 0, n = 1, n = 2 (et n = 3). On suppose
alors la propriété vraie au rang n. On a alors

Bn+1 =

n∑
j=0

(
n
j

)
Bj ≤

n∑
j=0

(
n
j

)
j!

= n!

n∑
j=0

1

(n− j)!
= n!

n∑
j=0

1

j!

≤ n!
+∞∑
j=0

1

j!
= en! ≤ (n+ 1)!

dès que n+ 1 ≥ e c’est-à dire n ≥ 2. ■

Notre objectif est maintenant de donner une formule explicite pour Bn. L’idée est ici
d’utiliser une fonction génératrice

f(x) =
+∞∑
n=0

Bn

n!
xn.
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Comme Bn ≤ n!, cette série entière a un rayon de convergence R ≥ 1. On va donc supposer
que x ∈]− 1, 1[ de sorte qu’on puisse dériver f et obtenir

f ′(x) =
+∞∑
n=1

Bn

n!
nxn−1 =

+∞∑
n=0

Bn+1

n!
xn

=

+∞∑
n=0

1

n!

 n∑
j=0

(
n
j

)
Bj


=

+∞∑
n=0

n∑
j=0

Bj

j!
xj

xn−j

(n− j)!
.

On reconnâıt ainsi le produit de Cauchy de f avec ex i.e f ′(x) = exf(x). Comme f(0) =
B0 = 1, on résout cette équation et on en déduit que

+∞∑
n=0

Bn

n!
xn = ee

x−1.

Pour déterminer Bn, nous allons écrire cette série entière différemment en utilisant la série
entière de l’exponentielle : pour tout x ≥ 0,

ee
x

=
+∞∑
k=0

(ex)k

k!
=

+∞∑
k=0

ekx

k!

=
+∞∑
k=0

1

k!

+∞∑
n=0

(kx)n

n!

=

+∞∑
n=0

1

n!

(
+∞∑
k=0

kn

k!

)
xn

avec Fubini-Tonnelli : tous les termes sont positifs puisqu’on a supposé x ≥ 0 et le membre
de gauche converge pour tout x ≥ 0 donc celui de droite aussi. Ainsi, on a écrit ee

x
comme

une série entière qui converge pour tout x ≥ 0 son rayon de convergence est donc R = +∞.
Au final, on a

+∞∑
n=0

Bn

n!
xn = ee

x−1 =
1

e

+∞∑
n=0

1

n!

(
+∞∑
k=0

kn

k!

)
xn.

Par unicité du développement en série entière, on a donc montré que :

Théorème 4.20 (Formule de Dobinski)

Les nombres de Bell sont donnés par

Bn =
1

e

+∞∑
k=0

kn

k!
.

Notez que
+∞∑
n=0

Bn

n!
xn a un rayon de convergence R = +∞, laissant penser que Bn croit

quand même significativement moins vite que n!.
Nous allons maintenant affiner un peu le théorème en remarquant que Bn est un entier

et qu’un intervalle de longueur < 1 contient au plus un entier. Ainsi, on écrit

Bn =

N−1∑
k=0

kn

k!
+RN avec RN =

+∞∑
k=N

kn

k!
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alors RN ≥ 0 et, si RN < 1 alors Bn est le plus petit entier ≥
N−1∑
k=0

kn

k!
, qu’on note⌈∑N−1

k=0
kn

k!

⌉
. Il s’aĝıt donc de déterminer un tel entier N . Il est clair que, tant que N ≤ n,

RN ≥ Nn

N ! ≥ 1. Pour N proche de n, l’amélioration est insuffisante, on essaie donc N =
2n+ p et on remarque que, si k ≥ 2n+ p alors

k

k − j
≤ 2 j = 0, . . . , n− 1

donc

kn

k!
=

1

(n+ p)!

1

(n+ p+ 1) · · · (k − n)

n∏
j=1

k

k − n+ j
≤ 2n

(n+ p)!

1

(k − 2n− p)!

ce qui donne

R2n+p ≤
2n

(n+ p)!

+∞∑
k=2n+p

1

(k − 2n)!
=

2n

(n+ p)!
e.

On voit que le choix p = n fonctionnera dès que n ≥ 4.

5. Résolution des exercices

Solution de l’exercice 1.4.

Pour la série
∑
nnzn

2
, on pose am =

{
nn si m = n2

0 sinon
. Alors si m = n2 m

√
am =

(nn)1/n
2
= exp

n lnn

n2
→ 1 et comme am = 0 quandm n’est pas un carré, lim sup m

√
am = 1.

Avec la formule de Cauchy-Hadamard, le rayon de convergence de
∑
nnzn

2
est R = 1.

Quand an est la n-ième décimale de π, l’utilisation d’un critère de convergence est
impossible car on manque d’information sur cette suite. Toutefois, 0 ≤ an ≤ 9 donc
0 ≤ anr

n < 9rn. Comme la série
∑

9rn converge pour 0 < r < 1, la série
∑
anr

n aussi
donc R ≥ 1.

Par ailleurs, (an) est une suite d’entiers, si elle convergeait vers 0, elle serait 0 à partir
d’un certain rang et π serait un rationnel, et on sait que ce n’est pas le cas. Donc

∑
an

diverge et R ≤ 1. Le rayon de convergence de la série
∑
anr

n est bien R = 1.

Solution de l’exercice 1.14. On veut montrer que

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
=
π2

16
.

On va poser un =
1

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
.

L’idée première est qu’il s’aĝıt d’évaluer la série entière f(x) =

+∞∑
n=0

(−1)nunx
n en x = 1.

La première chose est de vérifier que cela est possible. Pour cela, on va montrer que
la série converge uniformément sur [0, 1], sa somme sera donc continue. On déterminera
ensuite f et, si on obtient l’expression d’une fonction continue en 1−, on pourra faire
tendre x→ 1.
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On remarque que un ≥ 0, l’idée est donc d’utiliser le critère des séries alternées. Pour
cela, vérifions que un décrôıt :

un+1 − un =
1

n+ 2

n+1∑
k=0

1

2k + 1
− 1

n+ 1

n+1∑
k=0

1

2k + 1

=

(
n+ 1

n+ 2
− 1

)
1

n+ 1

n+1∑
k=0

1

2k + 1
+

1

(n+ 2)(2n+ 3)

=
1

n+ 2

(
1

(2n+ 3)
− 1

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1

)

≤ 1

n+ 2

(
1

(2n+ 3)
− 1

n+ 1

n+ 1

2n+ 1

)
≤ 0.

Pour voir que un → 0, il suffit d’écrire

un ≤ 1

n+ 1

2n+1∑
j=1

1

j
≤ 1

n+ 1

(
1 +

∫ 2n+1

1

dx

x

)

=
1 + ln(2n+ 1)

2n+ 1
→ 0.

Pour 0 ≤ x ≤ 1 de sorte que xn ≥ 0 décroit vers 0. On pose alors Un(x) = unx
n de

sorte que Un(x) ≥ 0 et décroit vers 0. D’après le critère des séries alternées,
∑

(−1)nUn(x)
converge et de plus, on a l’estimation du reste∣∣∣∣∣∣

∑
n≥N

(−1)nUn(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ UN (x) ≤ uN → 0

ce qui montre que les restes convergent uniformément vers 0, donc que la série

f(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
xn

converge uniformément sur [0, 1], en particulier, c’est une fonction continue en 1 et

f(1) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
.

Ensuite, on multiplie par x et on dérive : cela aura l’effet de supprimer le
1

n+ 1
:

(
xf(x)

)′
=

+∞∑
n=0

(−1)n
n∑

k=0

1

2k + 1
xn.

On pose donc G(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n
n∑

k=0

1

2k + 1
xn et, d’après l’exemple 1.13, G est le produit

de Cauchy de φ(x) :=
1

1 + x
=

+∞∑
n=0

(−1)nxn et de (on prend x > 0)

ψ(x) :=

+∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
xk =

1√
x

+∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
(−

√
x)2k+1

=
arctan

√
x√

x
.
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On en déduit que G(x) =
arctan

√
x√

x(1 + x)
. Mais alors

xf(x) =

∫ x

0
G(t) dt =

∫ x

0

arctan
√
t√

t(1 + t)
dt.

On remarque que le membre de gauche est l’intégrale d’une fonction continue sur [0, 1],
on peut donc faire tendre x→ 1 et obtenir

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
= f(1) =

∫ 1

0

arctan
√
t√

t(1 + t)
dt.

Il reste à faire un changement de variable s =
√
t pour obtenir

f(1) =

∫ 1

0

2 arctan s

(1 + s2)
ds =

[
arctan2 s

]1
0
=
π2

16

ce qui est bien le résultat annoncé.
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