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Chapitre 1

Suites et séries numériques

1. Le B-A-BA de suites élémentaires et quelques sommes

Note pour les candidats a 1’agrégation

Tout ce qui est dans cette section est élémentaire et a savoir. La section sur
les suites homographiques peut servir a illustrer une lecon sur les suites, y com-
pris a lintérieur d’un développement. Elle peut également servir de base a un
développement dans lequel on introduit les notions clés de la lecon sur les suites
récurrentes (intervalles stables, points fixes attractifs/répulsifs...) dont on présentera
alors les démonstrations. Méme si un tel développement serait un peu élémentaire,
cela est toujours préférable a une présentation plus complexe mais non maitrisée.

Commengons par quelques faits élémentaires sur les suites qu’il est indispensable de
Savoir.

1.1. Suites arithmétiques et quelques sommes associées.

Definition 1.1 Suite arithmétique

Une suite réelle (u,) est dite arithmétique s’il existe p € R appelé le pas tel que,
pour tout n € N, upy1 — up = p.

Le terme général d’une suite arithmétique w11 = u; + p a partir du rang jo (0,1 ou
n’importe qui) est donné par
uj = uj, +p(j — Jo)-
On part de u;, puis on ajoute un terme linéaire, dont la pente est p et qui vaut 0 quand
J = Jo-

n
. n—m-+1)(um, + u, Lo
Ensuite E u; = ( ) ) : cela se trouve en écrivant la somme dans
j=m

2

le sens direct (de m a n i.e. Upmij = Upm + pj pour j allant de 0 & n — m) et dans le
sens indirect (up—; = Um + p(n — j —m) pour j allant de 0 & n — m) et en prenant la
moyenne de ces 2 sommes. Il suffit alors de constater qu'on a n — m + 1 termes qui sont
5 (wm 4+ pj + wm +p(n — j —m)) =2, + p(n —m) = U, + up.

n(n+1)

5 a une démonstration géométrique élégente :

n
Le cas particulier S} = Zj =
j=1
On trace une grille de (n + 1) x (n + 1) carrés de coté 1 soit (n + 1)? carrés. Ensuite, on
compte les carrés situés sur la diagonale : il y a n 4 1 tels carrés. Il reste alors deux zones
triangulaires de méme aire de part et d’autre de la diagonale, et on compte le nombre de
carrés qui la composent. Pour cela, on part du coin en haut a gauche : il y a un carré. On
compte ensuite les carrés qui ont un coté adjacent : il y a deux tels carr$ et on continue
ainsi jusqua la diagonale. On a donc 1 +2+4+ 3+ --- 4+ n = S, carrés et ce de chaque
coté de la diagonale. Au final on a calculé le nombre de carrés de 2 fagons différentes :

(n+1)2=n+1+ 285, ce qui donne le résultat.

1
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Il y a un autre cas particulier : la somme des entiers S! impairs de 1 & 2n + 1 est la
somme des entiers de 1 a 2n + 1 a laquelle on soustrait les entiers pairs
14344+ 2n+1) = 14243+---+2n+1)—24+4+---+2n)
= 14243+ +2n+1)—21+2+ - +n)
_ (Cn+1D(@2n+2) 2n(n +1)
2 2

= 2n+1)(n+1)—nn+1)=(n+1>2%

On en déduit la somme alternée

1-243—4+-—2n+2n+1)=mn+1)2-nn+1)=n+1.
n n . t .
En particulier Z(—l)k“k = {;_21 S% nes Palr .
0 —5— sl n est Impair
Notons qu’on peut alors obtenir la somme des puissances suivantes 5’5 = Z?zl j%. On
n(n+1)
2

aSl=n,S! = . Pour cela, on écrit

. k+1 ~I~:+1_k k+1Y 4
GO gt = (T )

donc
(n + 1)k+1 1= Z[(] + l)k-i-l k+1 Z ( ) Z Z < )
j=1 =0 J=1 =0
En particulier n®+3n?+3n = (n+1)>—1 = 59 +3S5! +35% = n+ 3n(n+1)+ 352 donne

3,3 9,1
@ T et
n 3 6 .
On laisse en exercice le fait amusant suivant : S3 = (S!)? (la somme des cubes est le
carré de la somme des entiers).

1.2. Suite géométrique et arithmético-géométrique.

Definition 1.2 Suite géométrique

Une suite réelle (u,) est dite géométrique s'il existe r € R appelé la raison telle que,
pour tout n € N, up41 = ruy,.

Une suite réelle (u,) est dite arithmético-géométrique s'il existe p,r € R ou p est
appelé le pas et r est appelé la raison, tels que, pour tout n € N, u,11 = ru, + p.

Le terme général d’une suite géométrique u;jy1 = ru; a partir du rang jo (0,1 ou
n’importe qui)
. pd=Jog, .
uj = 17" 0u;
La somme de la puissance de r et de I'indice de départ=indice d’arrivée.
Ensuite, si r # 1,

n .,
Z U — Unt1 ler terme — ler terme oublié
u; = = -
J 1—r 1 — raison

et la démonstration est simple : on note S la somme et on calcule (1 —7)S =S5 —rS
pour se rendre compte que c’est une somme téléscopique donc seul le premier terme et le
dernier terme multiplié par r ne sont pas éliminés.
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Le terme général d’une suite géométrique uj41 = ruj+p avec r # 1 a partir du rang jo
(0,1 ou n’importe qui). L’idée est que la partie géométrique domine et donc de se ramener

a une suite géométrique en posant v; = u; + o de sorte que

Vjip1 =ujpi+a=ruj+p+ta=rv;—a)+p-—a=rv;+p— (r—1)a.

Ainsi, en choisissant a = on voit que v; est la suite géométrique vi;1 = 71V,
) r—1 J J 7
Vj, = Uj, + o donc

r—1 ¥

uj =vj —a= rj_jovjo —a= rj_jo(ujo +a)—a= rj_joujo +
On peut déterminer cela directement aussi a I’aide d’une somme d’une suite géométrique
(regarder le facteur de p pour savoir comment).
Les suites arithmético-géométriques apparaissent naturellement dans les modeles simples
de population avec r =1-taux de mortalité+taux de natalité et p =nombre d’immigrants-
nombre d’émigrants.

1.3. Suites homographiques.

Definition 1.3 Suite homographique
Une suite réelle (uy,) est dite homographique s’il existe a,b,c,d € R avec ¢ # 0 et
aly, + b
ad — bc # 0 tels que u = —\
7 g G cun +d
On élimine les cas ¢ = 0 (suites arithmético-géométriques) et ad — bc = 0 (suites
géométriques). Nous considérons ici le cas ol a, b, ¢, d sont réels, cela ne joue pas un role

essentiel.
ar +b B

cr+d

Une suite homographique est donc de la forme up+1 = f(uy) avec f(x) =

a 1lbc—ad

————— qui est une fonction monotone. La suite (u,) est bien définie si, pour tout
c ccr+d

d
entier n, u, # ——. Dans la suite, nous allons supposer que ug est choisi tel que cette

condition soit remplie.

On commence par regarder les limites éventuelles qui sont les points fixes de f. Notons
que si x est un point fixe de f, et si u, = x alors u,+1 = f(x) = x et, par une récurrence
immédiate u,, = x pour tout m > n. Par ailleurs, comme f(z) = z = u, = f(un-1),
Iinjectivité de f montre aussi que u,—1 = = donc au final, pour tout m € N, u,, = . On
va maintenant supposer que ug n’est pas un point fixe de f. ;

_'_

cr+d

Déterminons maintenant les points fixes. Un tel point fixe = vérifie x = et est
donc solution de I’équation
cx® 4+ (d—a)x —b=0.
C’est une équation de degré 2, on distingue donc deux cas

Cas 1. Cette équation a deuz racines o, 3.

. . . Up — &
Dans ce cas, on introduit la suite v, = 5 Comme « # 3, v, # 1 et alors la
Uy —
relation s’inverse
Bu, —

Up = .
Up — 1
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a+betﬂ_aﬂ+b o &
“B+a "

a
En utilisant que o =
4 ca+d

au, +b  aa+b
UnH:UnH—Oé: cun—i-d_coa—i-d.
Uppr — B aun+b af+b

cun, +d cB+d

On calcule ensuite

aup +b  aa+b  (auy +b)(ca+d) — (cu, + d)(ac 4 b)
cup+d ca+d (cup + d)(ca + d)
(aca + ad — caae — be)uy, + bea + bd — daa — bd
(cup + d)(ca + d)
(ad — be)(uy — a)
(cup, +d)(ca+d)’

De méme, en remplacant « par (3,

aup, +b  af+b  (ad —be)(u, — B)
cun+d cB+d (cup, + d)(cB + d)

donc, apres simplification

Up —acf+d
Un+l = Uy — B e+ d = Un
avec q = o +fl' Notez que g # 1 puisque « # 3 et ¢ # 0.
Il y a maintenant 3 cas a distinguer
— soit |¢| < 1, dans ce cas v,, — 0, mais alors u,, = /3;:1_—104 — a.
o, —a  B—1/v,

— B.

— soit |¢| > 1, dans ce cas 1/v, — 0, mais alors u,, = =1~ 1=1/u,
— soit |g| =1 et, comme ¢ # 1, v, n’a pas de limite donc u,, non plus.
Notez que, quand a, b, ¢, d sont réels, si le discriminant de ’équation cz?+(d—a)z—b = 0

est négatif, alors «, § sont complexes conjugués et automatiquement |¢| = 1. Sinon, «, 3

sont réels et seul ¢ = —1 empéche 'existence d’une limite. Mais ¢ = —1 équivaut a

d—a

b
t—-=0,a+8 =22 et cela
c

c

c(a+ B) +2d = 0. Comme «, 3 sont racines de z2 +

se réduit & a +d = 0.
La suite (uy,) sera donc convergente, dés qu’elle est bien définie, que (a —d)? +4bc > 0
et a+d#0.

Cas 2. L’équation cz® + (d —a)x —b =0 a une seule racine a.

On introduit maintenant v,, = et on écrit

Unp,

B 1 ~ (cup + d)(ca+d)

Ut = G, £ b _aa+b o (ad — be)(up — @)’
cup, +d ca+d

On simplifie ensuite cette expression en utilisant que « est I'unique solution de cz? + (d —

d
a)r —b =0 ainsi @ = %4 soit ca +d = % Ensuite, le discriminant (d — a)? + 4bc = 0

2c
2 2 . (a+d)?
et comme (d — a)® = (d + a)® — 4ad, en soustrayant, on obtient ad — bc = — o en
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particulier a + d # 0 dans ce cas. Ainsi
2 cup+d 2 clup—a)+d+co

Unt1 at+du,—a a+d Up —
2c n 2 (d + ca) n 2c
— CQX)Uy = U .
at+d a+d " " a4d

2 1
¢ # 0. Donc v,, = o0 et up, =+ — —

Ainsi (vy,) est une suite arithmétique de pas
a—+d Un,

Q.

1.4. Quelques sommes usuelles.
Les sommes suivantes apparaissent régulierement.

> (5) =7

qui n’est autre que le cas particulier a =b =1 de

znj (7;) @b = (a+b)".

J=0

0
En prenant aa— on en déduit
a

<n> ia’b" 7 = na(a + b)" !
7=0

J
n
j (n) =n2" 1
7\

J

qui donne, pour a =b =1,

2. Suites numériques
On ne regarde ici que des suites (uy,)n>0 réelles.

2.1. Convergence, Cauchy, valeur d’adhérence...

Definition 2.1

On dit que (u,) converge vers £, sa limite et on note u,, — ¢ ou limu,, = ¢ si, pour
tout € > 0, il existe N tel que, pour tout n > N, |u, — | < e i.e. L —e < u, < l+e.
On dit que (uy) tend vers oo (resp. —oo) si, pour tout M > 0, il existe N tel
que, pour tout n > N, u, > M (resp. u, < —M). On note alors limwu,, = 400
(resp.lim u, = —00).

On dit que (uy,) est une suite de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe NV tel que,
pour tout m,n > N, |u, — up| < €.

Lemme 2.2
Si une suite a une limite alors cette limite est unique.

DEMONSTRATION. Si £,/ sont deux limites, alors, pour tout ¢ > 0, il existe M > 0 tel
que, sin > M, |u, — £| < ¢ et il existe N > 0 tel que si n > N, |u,, — ¢'| < . Mais alors,
si n > max(M, N), les deux inégalités sont vérifiées, donc

10— 0] < 10— | + g — 0] < 2.

Comme ¢ est arbitrairement petit, |[¢ — ¢'| = 0 donc £ = ¢'. [
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Lemme 2.3
Toute suite convergente est bornée.

DEMONSTRATION. Soit (u,) une suite convergente et ¢ sa limite. Il existe donc N tel que,
sin> N, |u, —¥¢| <1donc |u,| < |¢|]+1. Posons M = max{|ug|,...,|un—1],|¢|+ 1} alors,
pour tout n > 0, |u,| < M. [ |

Il faut savoir montrer des faits simples tels que la limite d’'une somme, d’un produit,
d’un quotient... Enfin, rappelons que f : R — R est continue, si et seulement si, pour
toute suite convergente lim f(u,) = f(limu,).

_

(1) Soient (uy), (vy) deux suites convergentes et £ = limuy,, ¢’ = limwv,, £, #
+o0. Alors lim(uy, + vy,) = €4 ¢ et lim(u,vy,) = 0.
¢
Si, pour tout n, v, # 0 et £’ # 0, montrer que lim Un _ 7
Un

(2) Rappelez les différentes formes indéterminées.

(3) Déterminez les limites des suites de terme général suivantes si elles existent

n2+2n+1 1\"
T L I (1—n>, (n® + )Y8 = (n+1)V%.

La convergence préserve les inégalités :

Lemme 2.5

Soit (uy,) une suite convergente et £ sa limite. si u,, < a (resp. u, > a) alorslimu, < a
(resp. limw,, > a).

DEMONSTRATION. Soit € > 0 et N tel que pour tout n > N, £ —¢ < u,, < a. Comme ¢ > 0
est arbitraire, £ — ¢ < a implique ¢ < a. |

Théoreme 2.6 (Théoréme des gendarmes)

Si (un), (vn), (an) sont des suites telles que

— (un), (vy) convergent vers une limite commune ¢ ;
— pour tout n, u, < ap, < vy

alors lima,, = /.

DEMONSTRATION. Soit € > 0 et M, N tel que, pour tout n > N, |u, —£| < € et, pour tout
n > M, |v, — £ < e. Quitte a remplacer M et N par max(M, N), on peut supposer que
M = N (on le fera systématiquement dans la suite de ce cours). Alors, pour tout n > N,

€—€§Un§an§1}n§€+6

donc (ay,) converge bien vers . [

Lemme 2.7
Une suite convergente est de Cauchy.
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DEMONSTRATION. Soit (u,) une suite convergente et ¢ sa limite. Soit £ > 0, il existe donc
N tel que, sin > N, |u, — | < £/2. Par suite, si m,n > N,
e €
[tn, — U | = |un — € — (um, — O)| < |Jup — €] + |um — €] < 5—1—5 =¢
et (uy) est bien de Cauchy. |

Notez qu’il faut ici étre prudent et ne pas considérer qu'une suite qui tend vers 400
est convergente (et donc éviter de dire que u,, converge vers +00).

La réciproque est (presque) la définition de R. Ceci est un point délicat avec un vrai
piege (c¢f complétude plus loin) et il est préférable d’admettre ce point dans une legon sur
les suites :

Théoreme 2.8 (admis)
Toute suite de Cauchy de nombres réels converge dans R i.e. R est complet.

Corollaire 2.9 (Suites adjacentes)

Soient (u,) une suite croissante, (vy,) une suite décroissante et telles que, pour tout
n, Uy < vp. Siu, — v, — 0, alors (uy,), (v,) convergent et lim u,, = lim v,.

DEMONSTRATION. Soit € > 0, il existe IV tel que, pour tout n > N, 0 < v,, — u,, < £. Soit
alors m>n> N, on a
Up < Up < U+ < v, F €.

On en déduit que
O0<um—up<vp,—up+e<2 et 0>v,—v,>U,—V, —€>—2¢

donc (uy) et (vy,) sont de Cauchy, donc convergentes (le théoreme admis). On note ¢ =
limu, et ¢ = limwv,. Comme pour n > N, 0 < v, — u, < &, en passant a la limite
0 <V — ¢ <ceet, e étant arbitraire, on a bien ¢ = /. [ |

Exercice 2.10

On considére deux suites (ay,), (by,) telles que ag > by > 0 et définies par récurrence

par
an + b
an41 = % ) bn-‘,—l =V apby.

Montrer qu’elles sont adjacentes.

Corollaire 2.11

Soit A C R un ensemble non vide majoré i.e., il existe M > 0 tel que tout x € A
vérifie x < M. Alors A admet un plus petit majorant noté sup A.

DEMONSTRATION. Notons d’abord que sup A est caractérisé par le fait que, tout x € A
1

vérifie x < M et, pour tout n > 0, il existe z,, € A tel que M — — <z, < M.
n

1
En effet, si un tel x, n’existait pas, M — — serait encore un majorant, plus petit que
n
M. Inversement si M vérifie cette propriété, alors M est bien un majorant et si M’ < M
est un autre majorant alors M — — < x,, < M’ donc, en passant & la limite, M < M’ donc
n
M= M.
Montrons maintenant I’existence de sup A. Pour cela, construisons par récurrence deux
suites (uy), (v,) comme suit : on prend ug n’importe quel élément de A et vy n’'importe
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o

quel majorant de A. Une fois u, € A et v, majorant de A construits, on regarde alors
Up + Up,

2
.. Up + Un . Up + Up
— solt 5 est encore un majorant de A et on pose Up4+1 = Uy €6 V] = ———,

. On a deux possibilités

— si ce n’est pas le cas, cela signifie qu’il existe un élément qu’on notera u,41 de A tel

Up + U
n n
que ——— < uUpy41 < vy, et on posera V41 = Up.

Notez que, par construction u,+1 € A, Unt1 > Up, Unt1 < Up, Upt1 €St un majorant de

Aet g1 —upr1 < w Une récurrence immédiate montre donc que 0 < v, — u, <
Up — Uo
-
donc une limite commune £.

Il nous reste & montrer que £ = sup A. Tout d’abord, £ est bien un majorant de A car,
si a € A alors pour tout n, v, > a donc, en passant a la limite, £ > a. Ensuite, prenons
€ > 0, par définition de la limite, il existe n tel que £ — e < u,, < £. Ainsi, £ vérifie bien la
caractérisation de sup A. [ |

— 0 donc v, — u, — 0. Ainsi, (uy) et (vy,) sont des suites adjacentes. Elles ont

Théoreme 2.12 (Convergence monotone)
Une suite croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) converge.

Une suite croissante dans R converge ou tend vers +oo.

DEMONSTRATION. Soit (u,) une suite croissante et majorée et £ = supu,. Soit ¢ > 0, il
existe N tel que £ — e < uy < £. Mais alors, pour tout n > N,

t—e<uy <u, </

donc u,, — /4.

Definition 2.13

Une suite extraite d'une suite (u,), est une suite de la forme (uy, )i ot (ng)x est
une suite strictement croissante d’entiers.

On appelle valeur d’adhérence de (uy) toute limite (finie) de sous-suite de (uy).

Certains auteurs préferent prendre une application ¢ strictement croissante N — N,
'appeler une ertractrice et considérer (uy(,))n, il suffit de poser ny, = (k) pour voir qu’il
s’agit bien de la méme chose, mais I'utilisation d’extractrice peut s’avérer plus pratique
quand on veut extraire une sous-suite d’une sous-suite. Une alternative consiste souvent a
remplacer la suite de départ par une suite extraite.

Exercice 2.14

Montrer que a est valeur d’adhérence de (uy,) si et seulement si pour tout £ > 0,
I'ensemble {n : |u, —a| < e} est infini.

. J

(1) Montrer qu’une sous-suite d’une suite convergente est convergente.

(2) Montrer qu’une suite qui a au moins deux valeurs d’adhérence distinctes
diverge.

Voici deux criteres de convergence tres utiles :
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Théoreme 2.16 (Heine-Borel)
Toute suite bornée a au moins une valeur d’adhérence.

_

Construire une suite sans valeur d’adhérence (finie), une suite qui diverge et qui n’a
qu’une seule valeur d’adhérence.

Montrer que si une suite bornée n’a qu’une seule valeur d’adhérence, alors elle
converge.

\.

DEMONSTRATION. C’est une reformulation de la forme classique du théoreme de Heine-
Borel : les fermés bornés de R sont compacts.

On considere (u,) une suite bornée dans R, i.e. telle qu’il existe M > 0 pour laquelle
Uy, + M

9N on peut supposer qu’en fait

-M < u, < M. Quitte a remplacer u,, par v, =
0<u, <1.

On considere alors N, = {n € N : 0 < u,, < 1/2} et N7 = N\ N; . L’'un au moins
de ces ensembles est infini, si V| est infini, on pose Ny = Ny, a; =0, by = 1/2, sinon on
pose Ni = N1+, ay = 1/2 et by =1 et enfin on pose n; = min Nj.

Une fois que Nj, a;, b;,n; sont construits, on pose N]Jrl ={neN; :n>nja; <u,<
%bj} et N = Nj\ (Nj41 U{n;}). L'un au moins de ces ensembles est infini, si N,

J Jj+1
e _ +b; .
est infini, on pose Njy1 = Ny, aj41 = a5, bjy1 = aJ; - sinon, on pose Njy1 = thrl,
Ny .
ajy1 = %, bj+1 = b;. Enfin, on pose nj41 = min Nj;.

Il suffit de remarquer que
— a; est croissante, b; décroissante, 0 < b; —a; < 2% — 0, i.e. ces suites sont adjacentes,
— que n;41 > nj donc up,; est une suite extraite de uy,,
—que aj < Up; < b;.
On applique alors le théoreme des suites adjacentes pour voir que (a;), (b;) ont une limite
commune £ puis le théoreme des gendarmes pour voir que u,, — £. |

Definition 2.18

On appelle limite supérieure d’une suite (u,)

limsupu, = lim supu,
n—-+oo p>n
et limite inférieure
liminfu, = lim inf wu,.
n—+oo0 p>n

Ces deux quantités existent dans R = RU{—o0, +00} (qu'on peut munir de la distance
d(z,y) = |arctanx — arctany|). On a toujours

lim inf u,, < limsup u,

et, si ces deux quantités sont égales, c’est la limite de w,, (incluant +00).

Lorsque lim sup u,, < +oo (resp. liminfu, > —oo) alors, pour tout £ > 0, 'ensemble
des n tels que lim sup u, —¢ < u,, < limsup u, +¢ (resp. liminf u, —¢ < u,, < liminf u,+¢)
est infini et limsup u,, est la plus grande valeur d’adhérence de wu,, (resp. liminf u, est la
plus petite valeur d’adhérence de uy,).

En particulier lim sup u,, < a implique que u, < a a partir d’un certain rang.
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Exercice 2.19

Montrer que
lim inf u,, + lim inf v,, < lim sup(u, + v,) < limsup u,, + lim sup v,,.

Donnez des exemples pour lesquelles ces inégalités sont strictes.

Exercice 2.20

(1) Montrer que tout sous-groupe de (R, +) est soit dense, soit de la forme aZ,
avec a € R.

(2) Soit w € R* et G = Z + wZ. Montrer que G est dense si et seulement si
wé Q.

(3) Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite (sinwn),en.

Cet exercice est corrigé dans la section 5.4.

Voici un exemple ol ces notions sont particulierement utiles :

Lemme 2.21 (Lemme de Fekete ou lemme sous-additif)

Soit (uy)n>1 une suite de réels. On suppose que la suite (up)n>1 est sous-additive,

c’est-a~dire que pour tous m,n > 1, Umin < Um + Up. Alors - a une limite
n

(éventuellement —oo) et on a

. Un, . Un
lim — = inf —
n—+o0o N n=l n

e RU{—o0}.

Observons que la sous-additivité de (u,) implique immédiatement que ug, < kuy,.
DEMONSTRATION. Notons qu’on a commencé a indexer la suite & n = 1 et qu’il faut donc
éviter d’écrire uy.

Soit ¢ > 1 un entier, n > 2¢ un autre entier et écrivons la division euclidienne de n
par ¢, n = knq+1r, avec k, > 2 et 0 < r, < ¢. La sous-additivité de la suite (u,,) implique
que

Un = Uk, —1)g+g+rn < U(ky—1)g T Ugtry < (kn — D)tg + tgir,.
On divise ensuite par n pour obtenir

U kn—1 U n—1r,—qu max,— 1 U
In o ug + atm n q7q+ J=¢,-,2¢—1 %)

n n n n q n

n—rn

puisque 7, ne prend que les valeurs de 0 a ¢ — 1 et k,, = . On constate alors que le

u
second membre tend vers — quand n — oo (puisque 7, est borné) donc
q

U U
lim sup — < —Z.

n q
Cette inégalité est vraie pour tout ¢ > 1 donc

limsup — < inf - < liminf —2.
n q=1 q g—+oo @

Les limites supérieure et inférieures sont donc égales donc — a bien une limite qui est

u n

donc inf —2. |
>1 g

Ce lemme sera utilisé dans la section 2.1 dans laquelle nous définirons le rayon spectral

d’une matrice.
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Enfin, rappelons les notations utiles pour étudier le comportement asymptotique des
suites : (uy), (vn) deux suites. On notera

— up = O(vy,) §'ll existe une constante C' et un entier N tel que, pour n > N, |u,| <
C‘Un’ ;

— u, = o(vy) s'il existe une suite 7, avec limn, = 0 et un entier N tel que, pour
n>N, |un| < 77n|vn‘ ;

— Uy ~ Uy S1 Uy — Uy = 0(Up).

Notons que u,, — v, = o(uy,) signifie qu'il existe 7, — 0 et Ny tel que, pour n > Ny,
|tun—vn| < npluy|. En particulier, si u,, = 0 alors v, = u,, = 0. Par ailleurs, il existe N > Ny

1
tel que 7, < 7 Mais alors, pour n > N, si v, =0, |u,| < §|un| donc u,, = 0. En d’autres

termes, si u, ~ v, alors, a partir d’un certain rang u, et v, s’annulent simultanément.
L’écriture u, ~ 0 (que nous recommandons de proscrire) signifie donc que u,, s’annule a

. . . Uy — U
partir d’un certain rang. De plus, pour n > N, si u, # 0, on peut poser g, = —— et
Un,
. v . . 0
len| < 1 donc e, — 0. Mais alors — = 1 — &,. Si on prend pour convention que 0= 1,
Un,
1 siu, =0 v
et de poser a, = " alors pour n > N, — = a,, — 1.
1—¢, sinon Unp,

Ainsi, u,, ~ v, se réduit a u,, v, s’annulent simultanément & partir d’un certain rang et
v 9 Y
n [N . . ’ . , o .
— — 1. Cette derniere limite est souvent donnée un peu abusivement comme définition,
Un,
vu que c’est par cette propriété qu’on démontre ’équivalence de deux suites.

1 1 1
Par exemple (14 (—1)")— ~ (14 (=1)") < + 2) puisque pour n impair, les deux
n non

1 1 1 1 1 1
ites s’ lent et sin=2p, (1+(-1)")—=—-et (1+(-1)")|—+—=|=—-+-—=5 =
suites s’annulent et si n p,( + ( ))n pe ( + ( ))<n+n2) p+2p2

1 1 1 1 1
-+o <> Par contre (14 (—1)")= 4 (14 (—=1)")= + —;, puisque la premiere s’annule
P p n n o n
quand n est impair et la seconde non.

Ces notions sont utiles pour énoncer le comportement asymptotique des suites, ¢’est-a-
dire de comparer des suites & des suites de référence dont le comportement est bien connu
(polynome, polynome de Laurent, exponentielle...).

2.2. Moyennes de Césaro.
Il existe d’autres notions de convergence plus faible. La plus connue est la suivante :

Théoreme 2.22 (Lemme de Césaro)
n

1
Soit (ay) une suite convergente et ¢ sa limite. On consideére o,, = 7 E ay, alors
n
k=0

on — L.
La réciproque est fausse.

Definition 2.23 (Limite au sens de Césaro)
1
Z ay, les moyennes de Césaro de la suite

n+1
k=0
(ay) 11 sera pratique d’écrire ¢ = C — lim a,, et de 'appeler la Césaro-limite de (ay,)

n

On appelle la suite (o,,) avec o, =

(ou limite au sens de Césaro). Evidemment, si la Césaro limite existe, elle est unique.
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DEMONSTRATION. Si u, — £, alors (uy) est bornée. Notons M = sup |u,|. Soit € > 0 et
N tel que, pour tout n > N, |u,, —£| < e. On a alors

o0 — o+t Un (ug —€) 4 -+ + (up — £)
n+1 n+1
(u0—€)+-"+(uN_1—€)+(uN—€)+~-+(un—€)

n+1 n+1

Dans la premiere fraction, on majore |uy — ¢| < M + |¢| et dans la suivante, on majore
lup — €] < e. et on en déduit que

N
— < — .
0w = < = (M + 1) + 2

11 suffit alors de prendre K > N tel que KLH(M + |¢]) < € et alors, pour tout n > K,
loy, — 4] < 2e.

Lorsqu’on prend u, = (—1)" (qui ne converge pas), on a ug +uy +---+u, =0sin
est impair et 1 si n est pair donc |o,| < (n+1)71 — 0. [

Note pour les candidats a ’agrégation

Le lemme de Césaro est complété plus loin par le lemme de Krocnecker 77. La
réunion des deux peut faire un développement tout a fait convenable, de méme que
ce qui suit.

Remarque 2.24

Le lecteur adaptera sans peine les démonstrations de cette section a la convergence
dans un espace de Banach.

Remarque 2.25

La sommation de Césaro n’est pas une accélération de convergence au sens de la
section 2.5.

Le cas de la suite (—1)" illustre le phénomene suivant : cette suite a deux valeurs

d’adhérence +1 et —1, la moitié des termes s’approche de +1 et ’autre moitié s’approche

1
de —1 et les sommes de Césaro tendent vers +1 x 3~ 1 x 3 =0.

Nous allons maintenant introduire deux concepts qui nous permettent de mieux étudier
la moyenne de Césaro.

Definition 2.26

Soit J C N infini de sorte qu'on peut énumérer J = {nj}reny avec ny une suite
strictement croissante. Soit (a,) une suite. Sa limite selon J, notée J — lima,, ou
limye s ay, est la limite, si elle existe, de la suite extraite (an, ).
La densité de J est
d(J) = Tim |JNA{0,...,n}
n—+o0o n+1

si cette limite existe.
On dit que (a,,) tend vers a en densité ou que a est la limite en densité de (ay) et
on note D — lima,, = a s'il existe J C N avec d(J) =1 tel que a = lim,,¢ ay,.

Il convient de ne pas confondre cette notion avec la densité au sens topologique.
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1
La densité des entiers pairs et des entiers impairs est d(2N) = d(2N + 1) = 7 Notons
que, si la densité de J existe, alors 0 < d(J) < 1 et que si d(J) > 0 alors J est infini.
Si J' C J avec d(J) = 0 alors d(J') = 0. Enfin d(J) = 1 si et seulement si d(N\ J) =0
AN, m}] 7010, )]
n+1 n+1 '

puisque

Example 2.27
Soit (ay) la suite définie par a, = 0 si n est un carré, (n = p? pour un p € N)
et a, = 1 sinon. Comme les carrés dans {0,1,...,n} sont 0,1,2%,...,[\/n]? iy a
O(y/n) carrés dans {0, 1,...,n}. Ainsi si J est 'ensemble des entiers qui ne sont pas
|JN{0,...,n} < n—0(yv/n)

> — 1 donc D — lima,, = 1.
n+1 n+1

des carrés alors

Certaines parties de N n’ont pas de densité. Les deux objets suivants existent toujours

L Info,.. Y L 1JnA{0,...,n}|
R IRl i s

et sont appelés la densité inférieure et supérieure de J. Un ensemble aura une densité si
elles coincident.

Les exemples suivants doivent vous inviter a la prudence quand vous manipulez des
densités :

Example 2.28

Notons Dy = {n : 2% < n < 281} qui forment une partition de N* (les intervalles
dyadiques) et notons que |Dy| = 2¥ et contient autant d’entiers pairs que d’impairs.
On note ensuite P, = 2NN Dy et I, = (2N + 1) N Dy, les entiers pairs et impairs

d’un intervalle dyadique. On définit enfin A = Ukzo Do et B = U Py | U
k>0

U Bk

k>0

Le principe de construction de A est le suivant : un ensemble d’entiers qui se suivent,
un trou, un ensemble d’entiers qui se suivent de taille comparable au trou, un trou
2 fois plus grand que le trou précédent, un nouvel ensemble d’entiers qui se suivent
de taille comparable au trou, un trou 2 fois plus grand que le trou précédent... un
tel ensemble n’aura jamais de densité.

Pour voir cela pour A, soit n > 1 et m tel que 2™ < n < 2™*+!. On distingue alors
2 cas :

P P
—Sim =2p+1 est impair AN{0,...,n} = U Dy, qui est de cardinal Z | Do | =

k=0 k=0
p
_ 22— 2 _1
Z . Par suite
k=0
|AnA{o,...,22pF1} 2202 L2
22p+1 41 Co3(22tl 4 1) 3
quand p — 400 et, si 22T < n < 22PF2
1 2272 1 |An{o0,...,n}| 22p+2 2
— 1) = < R, < == 1).
3+O() 3X22p+2— n+1 —3(22p+1+1) 3+0()
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— Sim = 2p est pair et 22 < n < 2%t e . n = 2% 4 j avec j < 2?P. alors

p—1 % _q
An{0,...,n} = (U D2k> u{2%,...,2?’ +j} qui est de cardinal +j+1=
k=0
220 4 5 — % Par suite
22P 1
An{o,...,2%}| 3 +1 _}1
22r 41 22 4] 3
et sin =2% + j avec 0 < j < 2%, alors
22rtl 1 2 AN{0,..n}| 22r+l 1 - 22rtl 1
3x 22 ~ n+1 B 3(2% + 4) — 3 x 22p+1°
1 2
Le membre de gauche est & nouveau 3 +o0(1) et celui de droite 3 +0o(1). En prenant
1 2
la liminf et la limsup, on en déduit que d_(A) = 3 et dy(A) = 3 donc A n’a pas de

densité. .

Un raisonnement similaire montre que d_(B) = d4+(B) = 5 car cette fois-ci il n’y
a plus de trou (juste une petite irrégularité a chaque 2 ot on fait un décalage de
+1). Ainsi d(B) = % = d(2N). Mais B N (2N) = [J;>; Pox- On fait alors le méme
raisonnement que pour A, mais les cardinaux qui interviennent sont divisés par 2
(3 1 pres). On obtient donc d_ (B N (2N)) = é et dy (BN (2N)) = % de sorte que
BN (2N) n’a pas de densité.

Nous allons utiliser les observations simples suivantes :

Lemme 2.29
N

N

Si on a une partition N = U Ji ou chaque J a une densité, alors Z d(Jg) = 1.
k=1 k:1=1

Si Ji,J2 C N sont deux ensembles qui ont une densité d(Jy) > 3 alors Ji; N Jy

contient un ensemble infini.
Si (an), a,b sont tels que D — lima,, = a et D — lima,, = b, alors a = b.

DEMONSTRATION. Pour la premiere, il suffit d’écrire

N N
{0,...,n}Y  |Uny{0,...,n} N Jg| {0,....,n} N Jg|
- - = d(Jp).

n+1 n+1 kzl n+1 %; (k)

1 1
Pour k = 1,2, notons di, = d(J) > = et soit e tel que dj, > e > 5 Il existe alors N tel
|ka{07>n}|
n+1

que, sin > N, > e d.e. en notant JJ' = J, N{0,...,n}|, |[J| > e(n+1).

1
D’apres le principe des tiroirs et des chaussettes, |J{' N J3| > (e — 2) (n+1). Rappelons

que pour cela on écrit [J]\ J3| + [J7 N JF| > e(n+1) et [JF\ J| + |J7 NI > e(n+ 1)
donc

(n+1)+2/J7 NIy >[I\ I3 + |3\ 7|+ 2|J7 N J3| > 2e(n +1).
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Ainsi |J]'NJ3)| = 400 i.e. |J1NJ2| = +00. Notons que cela n’implique pas que J; NJo
ait une densité > e — 3 seulement que

li >e— —.
im sup —— >e 5

Si D —lima, = a et D — lima, = b, alors il existe Jy, Jy avec d(J;) = d(J2) = 1
tel que ¢ = J; — lima,, b = Jo — lima,. En utilisant le point précédent, on écrit ensuite
J1 N Jo = {ng}tren. Une sous-suite d’une suite convergente a méme limite que la suite
elle-méme. En utilisant que ng € Ji, on a a = lima,, = b en utilisant que n; € Js. [ |

Proposition 2.30

Soit (an)n>0 une suite et supposons que N = Uszl Ji avec JyNJy =0 sik # (et
chaque Ji a une densité. Supposons que ¢ = Ji —lim a,, existent, alors C —lim a,, =

> d( k)
k=1

Ce résultat permet de traiter le cas des suites qui n’ont qu’'un nombre fini de valeurs
d’adhérence mais avec une condition restrictive. Chacune d’entre elles doit correspondre a
un ensemble Ji qui a une densité et ces ensembles partitionnent N. Ce résultat montre que
la Césaro limite existe alors et est un barycentre des valeurs d’adhérence avec des poids
correspondant aux densités associées.

Ici aussi, nous démontrons ce résultat dans R, mais la démonstration est inchangée
dans un espace de Banach.

, Z . _ k _ _
DEMONSTRATION. Ecrivons Jy, = {nf}pso et dp = d(Ji) et oy, = — > ay.

Soit € > 0 et soit IV tel que, si n > N alors, pour k=1,..., K,

< |ka{077n}|
- n+1

dk — < dk +ée
et de plus si n € J; avec n > N alors |a, — ;] < e.

Notons que, comme les J, forment une partition de N en ensembles infinis, si n est
un entier, soit n < N soit il existe k,£ tel que n = nf > N. Par suite |a,| < M :=
max (sup,,< v |an |, maxy, [(x| + €).

Enfin, si n > N, notons [N,n] = {j € NN < j < n}, de sorte que

K
— Z d(Jp)ly, = ﬂ — Z di Ly,

N—1 K
a; a; — ¥
_Z] —0 @j +Z< ]EJkﬂ[N,n}( i — k) +£k|Jkﬂ[N,n]| —dkﬁk)-

n+1 P n+1 n+1
Mais alors,
N-1
(0 D0 @ < M(N +1)
n+1 n+1

@ | D> (=)< D, laj—bl<elkn[Nn] <e(n+1);

jGJkﬂ[N,TL} jEka[N,n]
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(iii) et pour le dernier terme, on écrit

| Jk 0 [N, n]| | Ji N [0, ]| |Ji N[0, N —1]|
e e I e s
n—+1 n—+1 n—+1
< .
S €+n—i—1

Il vient alors

n—+1

K
M(N +1) N
— g < -’ _ E .
On : d(Jk)fk < + Ke + (8+ — 1) 2 |£k|

=1

K

On — Z d(Jk)gk
k=1
il suffit de faire € — 0 pour obtenir que

K
<eK + 82 |0k|. Comme € > 0 est arbitraire,
k=1

Par suite limsup,, ,,

K
limsup |0, — Zd(Jk)ﬁk =0
n—-+o0o —1
K
donc que la limite est nulle i.e. que o, — Z d(Jy )l comme annoncé. |
k=1

Supposons maintenant qu’une suite (a,) a une D-limite i.e. qu'il existe Jy avec d(Jy) =

1 tel que limjya, = ¢. Si (a,) n’a quun nombre fini d’autres valeurs d’adhérences
01, ..., Lk celle-ci sont alors toutes des Jy-limites avec J;, C N\ Jy et on peut supposer que
Jo, - - ., Jk forment une partition de N. Pour cela, il suffit de prendre € < 3 min;zp, [0 — .

Comme la suite n’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérences, il existe N tel que, sin > N,
il existe au moins un k tel que |a, —l;| < €, et alors |a, —¢;| > € pour j # k. Nécessairement
n € Jg. Cela fournit donc une partition de {N, N +1,...,} et on peut mettre les N pre-
miers termes dans Jy. Alors pour k = 1,..., K, Ji C N\ Jy donc d(J;) = 0. La proposition
nous dit qu’alors £g = C — lim a,,.

Le lemme suivant est en quelque sorte une réciproque du résultat précédent :

Lemme 2.31 (Koopman-von Neumann)

Soit (a,) une suite bornée dans C, a € C et p un réel avec 1 < p < +oo. Les
assertions suivantes sont équivalentes

- 1 <

O B 2o el =05
k=0
n

1
oy i Z .
(if) nlﬂloo n+1 o la = a 0;

(iii) D — limay, = a.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer a,, par |a, — al, on peut supposer que a = 0 et que
ap, > 0. Notons que (ay,) est bornée donc 0 < a,, < M.
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1
P e = + — =1, I'inégalité de Holder nous donne alors
p—1 PP

1 n n 1/17
p
n+1 ( 1Zak> (
k=0 k=0

1 n
= a
+1k:0

En posant p’ =

(]
=
IA

1 n 1/17/
1211*)

P
k

ce qui montre que ar — 0 si et seulement si a? — 0. Ainsi i) et ii
q q > —— Z k ) et ii)
k=0 k=0

sont bien équivalents.

1
Montrons maintenant que ) implique iii). On pose Jp = {n € N : a, > %} de sorte

1 pourje€J
queJlCJQC"‘CJkC--~.Deplus,commekajz{ pour j € Ji _on a
0 sinon

1Je0{0,...,n}| _ >
< —
n+1 = n+1 =k Zaﬂ_}o

quand n — 400 (ainsi d(Ji) = 0). Il existe donc ny tel que, si n > ny
JinA{0,..., 1
en {0, m)] _

n+1 k'

On peut de plus supposer que ng > ng_1.
Posons alors

J = J (Jk N [rg, +o00]).
E>1
Comme les Ji sont croissants, si n € J N {0,...,m} avec ny < m < np4q alors n €
U (Jg N [ng,—i—oo[) C Ji puisque les Jy sont croissants. Ainsi J N {0,...,m} C Jp N

1<e<k
{0,...,m} et

|JNA{0,...,m}| < |Jk N {0, ...,m}| <
m+1 - m+1 -
Comme m — 400 implique k — 400, on obtient d(J) = 0 et par suite d(N\ J) = 1.
1
Enfin, soit k € N*, et N =ny. Sin € (N\ J) et n > N alors n ¢ Jj, donc |a,| < 7 ce

qui montre que (N'\ J) — lima, = 0. On a donc bien D — lima,, = 0.

Nl

Montrons enfin la réciproque. Supposons iii) et soit J C N avec d(J) = 1 (donc
d(N\ J) = 0) tel que linEl]an = 0. Soit € > 0 et N. tel que si n € J et n > N, alors
ne

0 < an < e. Pour un tel n, en découpant la somme de j =0 a n en trois sommes :
— une somme sur les j < NN; dans laquelle on majore a; < M,
— une somme sur les j € J avec j > NN, dans laquelle on majore a; < e
— et enfin les termes j ¢ J et j > N., dans laquelle on majore & nouveau a; < M :

1 1 e 1
O§n+12aj = n+1 Z M+521+n+1ZM

7=0 0<5< N neJ neJ
n>Ng n>Ng
M N, N\ J)n{o,...
o MNe LA N 0.l
n+1 n+1

— e+ Md(N\J)=¢
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quand n — +oo. Ainsi
1
0< hmsupi Zaj <

1 n
et comme € > 0 est arbitraire, on obtient bien lim —— Z a; = 0. |
n+1 =

Remarque 2.32
Ces propriétés sont équivalentes a la propriété suivante :

, . - . 1 O 2 2
iv) llmn+1Zaj:a et hmmzmﬂ = |al
7=0 7=0
En effet, si on a iv) alors
n

1 ) 1 « ) ) 1 «
(2.1) T |aj —al :mjz;\aﬂ + la|” — 2R n%—ljz(:)aj’a

Jj=0

—lall* +laf* - 2{a, a) = 0.

On a donc i) avec p = 2.
n

Iversément, si on a ii) i.e 1 ZO |a]—a] — 0, on a aussi 7) s 1 —a| —
J
0 mais alors
= 1
1; j—a) < n+1jzoaj—a|—>0

n
T Zaj — a qui est la premiere partie de iv). On réécrit ensuite (2.1)
j=0
sous la forme

1 - 2 1 2 2
Hljz;m = n+1Z|ag—a| af + 2R Zaj,

- 0-— \a|2 +2R(a,a) = |af?

Ainsi
n +

qui est la deuxieme partie de iv) ce qui acheve la démonstration.

Ici la démonstration est inchangée dans un espace vectoriel normé de dimension
finie. Il suffit de choisir une norme issue d’un produit scalaire. On pourra toujours
écrire (2.1).

En dimension infinie, cela n’est plus possible et on se restreint aux espaces de Hilbert.
Dans ce cas, on n’a pas besoin d’imposer une convergence en norme mais seulement
une convergence faible (la convergence en norme sera automatique).

2.3. Suites récurrentes u,+1 = f(uy).
2.3.1. Etude au voisinage des points fizes.

Dans cette partie, nous allons étudier les suites numériques de la forme u, 41 = f(u,) ou
up € I (I C R un intervalle) et f : I — R, une fonction continue.

Ce qu’on cherche a savoir ici est le comportement de la suite (monotone, oscillante,
limite finie ou non, comportement asymptotique).



2. SUITES NUMERIQUES 19

Nous allons tout au long de cette partie considérer la suite suivante

3uy +1

Up+1 = m 1.€. Unp+1 = f(un)a f(x)

_3x+1
C2r+ 4

Il s’agit d’une suite homographique et on peut I’étudier directement a ’aide des méthodes
décrites dans la section 1.3. La premiere remarque est que cette suite ne pourrait pas étre
bien définie puisque le domaine de f est R\ {—2}. Ainsi, si pour un certain n, u, = —2,
Up+1 N'est pas définie.

Pour pallier cela, on introduit la notion suivante :

Lemme 2.33

Soit f : I — R et J C I un intervalle stable par f, c’est-a-dire f(J) C J. Si ug € J,
alors la suite u,, est bien définie.

DEMONSTRATION. Montrons par récurrence sur n que u, est bien défini et u,, € J.
Au rang n = 0, c’est I'hypothese de départ. Supposons maintenant la propriété vraie

jusqu’au rang n : pour m = 0,...,n, u,, existe et u,, € J et montrons-la au rang n + 1.
Comme u,, € J et que J est stable par f, up+1 = f(uy,) est bien défini et appartient a
J. |

Dans la suite, on partira toujours d’'un intervalle stable. La seconde propriété est
I’étude des limites possibles : si u,, — ¢ alors u,+1; — £ et comme on suppose f continue,
en passant a la limite dans u,4+1 = f(uy,) on obtient £ = f(¢) :

Lemme 2.34

Soit f : I — R continue et I un intervalle stable par f et ug € I. Si w,, — ¢ alors ¢
vérifie f(¢) = ¢.

_

On considere f(x) = gii}l, montrer que up4+1 = f(uy) n’a que deux limites possibles

qu’on notera ¢; < fs. Montrez que |{1, /03] et ]2, +00) sont stables par f et que
F((—00,~2[) CJts, +00).

Pour résoudre cet exercice, il est obligatoire de représenter f (ainsi que la diago-
nale). Pour la suite, il est recommandé de représenter 3 suites (u,) avec ug dans
chacun des 3 intervalles. Vous devriez constater une distinction entre les 2 points
fixes et 2 types de comportements tres différents.

Passons maintenant a la monotonicité :

Lemme 2.36
Soit f : I — R continue et monotone et I un intervalle stable par f et ug € I.

(1) Si f est croissante et si u; < ug alors (u,) est décroissante.
(2) Si f est croissante et si u; > ug alors (uy) est croissante.

(3) Si f est décroissante, alors les sous-suites (ug,) et (ug,+1) sont monotones,
de monotonie contraire.

DEMONSTRATION. Les deux premiers se font par une récurrence immédiate : supposons
que f soit croissante et que u; < wugy (resp. u; > wg) et montrons que, pour tout n,
Upt1 < Up (TESP. Upg1 > Up).
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La propriété est évidemment vraie au rang n = 0 et si elle est vraie au rang n, alors, par
croissance de f, unt2 = f(unt1) < f(un) = tnt1 (vesp. uny2 = f(unt1) > f(un) = tnt1)
ce qui montre la propriété au rang n + 1.

Supposons maintenant que f soit décroissante, de sorte que f o f soit croissante. Les
suites (u2y,) et (ug,+1) sont donc monotones. Pour voir que leur monotonicité est contraire,
il suffit de le voir sur le premier terme puisque (ugy,) est croissante (resp. décroissante) si
ug > ug (resp. ug < up). Mais, par décroissance de f, on a alors uz = f(uz) < f(ug) =1
(resp. uz > w1) qui implique que ug,4+1 est décroissante (resp. croissante). [ |

Il est important de voir que si f est croissante alors (u,) est monotone (mais pas
forcément croissante) donc a une limite éventuellement infinie. Si I est borné, (u,,) aussi,
donc elle converge vers un point fixe de f. L’existence d’un point fixe s’obtient directement
a 'aide du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & f(x) — z, mais celui-ci n’est pas
nécessairement unique.

De méme si I est borné et f est décroissante, les suites ug, et ug,1 convergent vers
des points fixes de f o f. Si ce point fixe est unique, alors les suites uo, et uoyy1 sont
adjacentes et convergent vers une méme limite ¢. Par suite, u, converge vers /.

Nous allons maintenant étudier le comportement de la suite (u,) au voisinage d’un
point fixe, lorsque la fonction f est un peu réguliere.

Lemme 2.37

Soit f : I — R de classe C! et I un intervalle stable par f contenant un point fixe .
—si [f'(£)] < 1 alors il existe ny > 0 tel que, 8’il existe ng tel que |u,, — | < 19, alors
uy, — £. Plus précisément, il existe 0 < r < 1 tel que, pour n > ng, |u, —€| < nor™=".
—si [f/(£)] > 1 alors il existe g tel que s'il existe n, 0 < |uy, — £] < ¢ alors il existe
m tel que |uptm — £ > eo.

Definition 2.38 (Points fixes attractifs et répulsifs)

Soit f : I — R de classe C! et I un intervalle stable par f et ¢ € I un point fixe,
f(¢) = £. On dira que ¢ est un point fize attractif si |f'(£)] < 1 et un point fize
répulsif si |f'(¢)] > 1. Si [f'(£)| =1 on dit que £ est un point fize parabolique.

Pour un point fixe attractif, une suite qui s’en approche suffisamment va converger
vers ce point. Pour un point fixe répulsif, la seule fagon de converger vers ¢ est qu’il existe
n tel que u,, = £ et alors la suite sera stationnaire & partir de n. On peut donner une
définition plus générale d’'un point fixe attractif ou répulsif a partir de cette propriété. Il
n’y a pas de résultat universel pour les points fixes paraboliques.

DEMONSTRATION. Comme f’ est continue, si |f/(¢)| < 1 (resp. |f'(¢)] > 1), en prenant r
tel que |f'(£)] < r < 1 (vesp. |f'(£)] > r > 1), il existe ng tel que, si |z — ¢| < ngy alors
(@) <7 (resp. |f/(z)] > 7).

Supposons d’abord que |f'(£)] < 1 et qu’il existe ng tel que |uy, — £| < no. Montrons
par récurrence que, pour tout n > ng, |u, — €| < ner"~"0. Cette relation est vraie au
rang n = ng, supposons qu’elle le soit jusqu'au rang n > ng. D’apres l'inégalité des
accroissements finis, si |x — £| < ng, alors

[f(x) =t = |f(z) = f(O)| < |z — €] sup |f'(z)] < |z —r

yE[z,¢]

En appliquant cela & 2 = u,, on obtient bien |u,y1 — €| = | f(un) — £| < ngor*—mo+L,
Le cas |f'(£)] > 1 et |up, — £ < 1o est similaire. Dans ce cas, on utilise I'identité des
accroissements finis. Pour tout x tel que |x — ¢ < np, il existe &, tel que

(@) =t = |f' (&)l — €] = rla — £].
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Ainsi, |tupg4n—2] < nmopourn =0,...,m,alors [ungtnt1—L| = | f(Ung+n) =€ > 7|tngtn—¥|
In
np—%
donc |upg4n — €| > m™|tp, — €| pour n = 0,...,m + 1 donc si m > % alors
nr

|Ungtmt1 — €] > no-

Regardons maintenant le cas d’un point fixe qui n’est ni attractif ni répulsif. Il n’y
a pas de résultat universel, toutefois, le résultat suivant permet de conclure lorsque f
possede un développement limité autour du point fixe un peu particulier (le terme suivant
est négatif). C’est un développement classique sur I’étude des suites.

Théoréeme 2.39
Soit a > 0 et f une fonction continue et croissante sur [0, a] telle que

(i) f(0) =0et, pour 0 < z < a, 0 < f(z) < z. En particulier, [0, a] est stable et
0 est 'unique point fixe de f dans [0, a].

(ii) Il existe A > 0 et r > 1 tel que f(z) = x — Az" + o(z") au voisinage de 0.
Alors la suite récurrente donnée par 0 < ug < a et up41 = f(uy) vérifie
1
S
()\(r — 1)n) r—1

Up ~

DEMONSTRATION. La premiere chose a remarquer est que intervalle [0,a] est stable
puisque 0 < f(z) < x < a si 0 < = < a. Ensuite, f est croissante donc u, est mono-
tone et, comme f(z) < z, u1 = f(up) < up donc u,, est décroissante, minorée par 0 donc
convergente. La limite est un point fixe et comme f(z) < z si > 0, le seul point fixe est
0. Ainsi u,, — 0.

Le deuxieme point a comprendre est que ’équivalent ne tombe pas du ciel. Si on
écrit la relation de récurrence up41 — up = f(up) — up ~ —Au, et qu’on interprete la
différence u,4+1 — u, comme une dérivée discrete, alors on pense a I’équation différentielle

y' = —\y". Les solutions de cette équation différentielle (homogene) sont de la forme

y(t) = —————
(Ar—1)t+C) =

On s’attend donc a un équivalent de la forme u,, ~ % ou, de fagon équivalente

(Cn)
1
L'~ — ou encore u} "
Cn

q T ~ Cn. Cette derniere forme est intéressante car
n—1

— comme u, — 0 et 7> 1, ul"" — 400 donc ul ™" ~ub™" —wufT" = E (u,lc;’i - u,lc_r)

k=0
n—1
— on écrit alors C'n = E C
k=0
— et on utilise un résultat de comparaison des séries divergentes : si (ay), (b,) sont
n—1 n—1
deux suites positives équivalentes telles que la série ) a,, diverge, alors Z ap ~ Z by.
k=0 k=0

s 1—r 1-r : 1—r
Ainsi, il suffit de montrer que u;_} —u;~" ~ C pour obtenir u, " ~ Cn.

Mais

ulh T = (flun)) T b = (- Ml o)) T =l
e [(1 — i o(un )T - 1]
= uqll_T(—)\(l — r)uz_l + o(uz_l)) =Ar—1)+o(1).

On a donc bien ul™" ~ Cn avec C = \(r — 1). |
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Il y a deux exemples classiques : upy1 = sinu, et up+1 = In(1 + wu,) et beaucoup
d’autres. Dans les deux cas, la méthode s’étend et permet d’obtenir d’autres termes du

développement asymptotique.
Nous allons nous concentrer sur le deuxieéme cas :

Example 2.40
Soit (un)n>0 la suite définie par ugp > 0 et up41 = In(1 + uy,). Alors u, — 0 et de
plus

En effet, remarquons que

In(l+z)=z— % + O(z?)

1
donc A = — et r = 2 dans le théoreme précédent, ce qui implique que

2
Up ~ —.
n

Pour obtenir des termes supplémentaires dans le développement asymptotique, il
faut revenir a la démonstration. Dans ce cas (r = 2), on a écrit

1 1 1 1
1-r _ 1-r _ e S
Up41 Unp, Unt1 Up ln(l ¥ 'Um) U, g(un)

1 1

avec g(xr) = ——— — —. On a ensuite fait un éveloppement limité de la fonction
In(l+z) =z
g
1
g(z) = - -

(1-5+5+00?) =

xr

1 x 1 1 9 9 1
= Z (142 — _ -

x<+2+<22 3>33+0(:U)> .

1 1

i—ﬁ$+0($).

Dans le théoreme, on n’avait utilisé que le terme a l'ordre 0 et on avait écrit
n n
1 n
-1 —1 -1 _n
Un, NE:(uk _“k_1)N§ 2739
k=0 k=0

1

) 2 _ n
i.e. up ~ —. On pose alors v, = u,, " — 5 de sorte que
n

1 n+1 1 n () 1
Uptl — Up = - - ——=]=9uy) — =
n+1 n Uni1 2 U, 2 g\un 9

1 1
= —gln + o(uy) ~ ~En-

Mais & nouveau, la série (a termes négatifs) >~ —— diverge donc ses sommes partielles
n
n—1
sont équivalentes aux sommes partielles E (Vg1 — Vk) = vy — V1 ~ v,. Comme
k=1
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n—1 1

1 nn o Inn .
Z —— ~ ——— on en déduit que v,, = ——— + o(ln n) so1t encore
6k 6 6
k=1
1
ul = g - —rgn +o(lnn).
Par suite

U = ! —2<1+lnn+o<lnn>)
T te(By) n sn "

et en développant, on obtient le résultat voulu.

Example 2.41
Soit (un)n>o la suite définie par ug € R et uy41 = sinwy,. alors

\/§ 3v31Inn Inn
Uy ~ A —— ———F+0| —= ).
n 10 n3/2 n3/2

On considere uy € R et up4+1 = sinu,. Tout d’abord, comme u; = sinug € [—1, 1],
quitte & remplacer u,, par v, = uy+1, on peut supposer ug € |—1, 1]. Ensuite, comme
v, = —uUy, vérifie la méme relation de récurrence, on peut supposer que ug > 0.

On suppose donc ug € [0,1]. Comme & — sinz est croissante sur [0,1] et u; =
sinug < ug, u, est décroissante. Elle est minorée par 0 donc converge vers un point
fixe de sin et le seul point fixe de sin est 0 donc u,, — 0.

1
Comme sinz = ¢ — éx?’ + o(z?) en 0, on peut appliquer le théoréme avec r = 3 et

1 i i 3 . . . R
A= 3 ce qui donne directement u, ~ 4/ —. Pour avoir le terme suivant, il faut a
n

nouveau revenir a la démonstration et se rappeler qu’on regarde maintenant
2
I U B S S N S
nlo e sinfu, w2 w2 \sin?u,
Introduisons alors g défini par
2 2 4
x x x
4
g(z) = —1=—+4+—+o(z")
( sin® 3 15

en 0. En utilisant le développement limité a l'ordre 2, on obtient I’équivalent du
n

4o —2 —2 -2 _ -2 _ -2 -2 2
théoreme, comme u,* — +00, u,” ~ u,” — ug* = E (u© —u ;). Mais u = —

k=1
1 X1 & "1 n n
-2 . -2 -2 -2
Ut~ 3 et Z 3 diverge donc Z(uk —upty) ~ Z 3™3 et finalement u,, % ~ 3
k=1 k=1 k=1 n
Pour obtenir le terme suivant dans le développement, on considere v, = u,,2 — 3 et
alors () )
1 g(u 1 wu 1
—9 n n
Upgl —Up =U 11 —Up—2— = = ——~ =~
mHl T T T Bt T e 37 w2 3 15 bn

1
Comme ) 0 diverge, les sommes partielles de cette série et les somme partielles
n

Inn
de > (vp+1 — vp) (donc v,) sont équivalentes, ce qui donne vy, ~ —~
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On en déduit que u,? = % + lnT" + o(lnn). Par suite
1

+ I 4 o(Inn))

( 3lnn (lnn)>1/2
(

Up —

1/2

—
w|3

V3

NG
B V3 L 31nn (lnn))

Vn 10n n
- V3 3v3lnn Inn
S Vn 12 0(713/2)

comme annonceé.

Le lecteur pourra s’entrainer en montrant le résultat suivant par la méme méthode :

Example 2.42
Soit (up)n>0 la suite définie par up € R et up41 = arctan u,. alors

3 3v6 Inn <lnn>

on 80 32 T\

Exercice 2.43

22Uy +
2un + 4

Up ~~

Faire une étude complete de la suite homographique w41 = en fonction

de ug : il y a 4 cas a distinguer.

Exercice 2.44

Soit 0 < A < 1 et (uy,) la suite définie par ug € [0, 1], et up+1 = f(u,) ou f(x) =
1 — Az?. Etudier cette suite.

\.

SoLUTION. Tout d’abord f est strictement décroissante sur [0, 1] avec f(0) =1 et f(1) =
1 — X > 0 donc [0, 1] est stable et (u;,) est bien définie.

Les seules limites possibles de (u,) sont les points fixes de f. Ceux-ci sont les racines
de 1 — A\z? = z et sont donc zg = 1'“ 1+4 et 11 = == 5 1+4 < 0. Une étude rapide de

la fonction A — 71+27 V)\IH)‘ montre que 0 <xp < 1. Comme

fl(wo) = -2 z0=1—-V1+4r< 1

on distingue 3 cas

. . 3 : . .

—s0it 1 —v14+4X > —1ie 0 <A< 1 et le point fixe est attractif. Donc si ug est
suffisamment proche de xg, alors u,, — x¢. Nous verrons plus loin que c’est le cas pour
tout up € [0, 1].

3
—s0it 1 —v/1+4)\ < —1 d.e. 1< A <1 et le point fixe g est répulsif. La suite (u,) ne

convergera vers o que si elle est stationnaire. Remarquons que f'(x) = —2\x < 0 sur |0, 1]
donc f est strictement décroissante, donc injective. Ainsi si u,, = xg alors f(un—1) = f(zo)
donc u,_1 = xg et, par une récurrence immédiate, ug = x¢. Donc u,, — xg si et seulement
si ug = xop.
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3 2
—soit 1 —vV1+4A=—-11e \A= 1 donc xg = 3 On regarde ensuite

f(x)Zf(erﬂUo)—ﬂUo:l—%(fB—g)Q—;:x—ZxQ

et le théoreme 2.39 et a nouveau u, — xg quand ug est assez proche de g et on a méme
4

3vn
On peut ici compléter ’étude en utilisant le fait que f est décroissante. On sait alors
avec le lemme 2.36 que (ug2,) et (ugp+1) sont monotones (l'une est croissante et 'autre
décroissante). Comme elles sont bornées (minorée par 0 et majorée par 1), elles convergent
toutes les deux. Comme elles vérifient la relation de récurrence v, 41 = fo f(vy) leur limite
est un point fixe de f o f.
Déterminons donc ces points fixes. Pour cela, on calcule d’abord

F(f(@) =1—-A1—=A2?)? =1—X+2x%2% — X3z

On veut résoudre f(f(z)) = x soit

le développement asymptotique u,, — x

(2.2) L—X—z+2)\%2? - N2t =0

Comme tout point fixe de f est aussi point fixe de fo f, les racines du polynémes f(z) —x
sont aussi racine de (2.2). On peut donc factoriser f(x) — . Ainsi, on veut donc résoudre

0=1-X—z+2X%2% - \32% = (1 — 2 — A2?)(1 — X\ — Az + \?2?).
Il nous faut donc déterminer les racines de 1 — A — Az 4+ A?2% dont le discriminant est
A= 2 — 4031 — )\) = A2 (4) - 3).
On distingue donc 3 cas

-Si0< A< %, A < 0 et la seule racine de (2.2) dans [0,1] est z¢. Ainsi fo f a un

unique point fixe dans [0, 1] donc wugy, et ug,+1 convergent toutes les deux vers g donc u,
aussi. Ainsi, quel que soit ug € [0, 1], u, — o dans ce cas, et pas seulement quand ug est
assez proche de x.

2
-Si A= 7 alors (2.2) a trois racines, o = 3’ x1 < 0 et la nouvelle racine x5 =

2 = xg le point fixe de f! Comme ug, et uo, 11 convergent, et que xg est la seule limite
possible, ugy, et ugny1 convergent toutes les deux vers xg donc u,, aussi. La encore, cela se

produit en fait quel que soit uy dans [0, 1], alors que nous ne connaissions ce résultat que
lorsque ug était assez proche de xg.

- Si 1 < A < 1. On a donc deux nouveaux points fixes de f o f qui sont

1—v4X -3 1+ V44X -3

S U 2

On vérifie sans peine que xo < g < x3.

Cette fois-ci z( est un point fixe répulsif de f, et on a déja vu que (u,) ne convergera,
nécessairement vers xg, que si I'un de ses termes vaut xy et que cela ne se produit que si
up = xg. On suppose donc que uy # xo. Par ailleurs, on peut remarquer que si g = fo f
alors ¢'(z) = f'(f(z))f (z) donc ¢'(zo) = f'(z0)? > 1 donc mg est aussi un point fixe
répulsif de g. Ainsi ugy,, uz,+1 ne peuvent tendre vers xg que si elles prennent la valeur
xo a partir d’un certain rang et on a vu que cela ne se produisait que quand ug = xg ce
qu’on a exclu.

Cela implique que les suites ug, et us,+1, qui convergent, donc nécessairement vers un
point fixe de f o f, ne peuvent converger que vers z2 et x3. Si elles convergeaient vers la
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méme valeur, (u,) serait convergente, ce qui est exclus. Ainsi, I'une converge vers xy et
l'autre vers x3.

Notons que si ug < xg alors u; > xp et us < xg et finalement ug,, < xg donc lim ug, <
xg donc lim ug, = z2 et par suite limug,4+1 = x3. Quand ug > xg, c’est I'inverse. [ |

Théoreme 2.45 (Convergence de la suite logistique)

Soit 0 < p < 4, la suite logistique de parametre p est la suite définie par récurrence
par ug €]0, 1] et up41 = puy (1 —wuy,). Alors, pour tout n, u, est défini et 0 < w,, < 1.
De plus,

(i) Si0 < p <1 alors u, — 0.

1
(ii) Sil < p < 3alors u, - 1——
1

(iii) Si g > 3, il existe un ensemble dénombrable C CJ0, 1] tel que, si ug € C alors
il existe ng tel que pour tout n > ng, u, =1 — —. Si ug ¢ C, u, ne converge
1
pas.

Notez que si ug = 0 ou ug = 1, alors pour tout n > 1, u,, = 0, on élimine donc ce cas.
DEMONSTRATION. On introduit la fonction f définie sur [0,1] par f(x) = px(l — x). La
premiere observation est que 0 < f(x) < % < 1 pour z € [0,1] donc [0, 1] est stable par f
et la suite (u,) est donc bien définie avec 0 < u,, < 1 pour tout n.

-1 1

Ensuite f(z) =z i.e x(p — 1 — pz) = 0 a deux solutions, 0 et £, := HZ 212,

[ p
Ce dernier point n’est dans [0, 1] que si g > 1. Enfin f'(z) = p(1 — 22) donc f/(0) = p et
f'(¢,) =2 — p. On en conclut que 0 est stable pour 0 < p < 1, parabolique pour p = 1
et répulsif pour > 1 alors que £, est stable pour 1 < p < 3, parabolique pour p = 3 et
répulsif pour p > 3. Notez que ¢; = 0, et que £, ¢ [0, 1], il est donc inutile de considérer
ce point fixe pour p < 1. Nous allons donc distinguer tous ces cas.

Cas 1. Si0O< pu< 1.

Alors f a 0 pour unique point fixe dans [0, 1] et ce point fixe est attractif. De plus, on
a alors f(z) < pxr < x pour z €]0,1] donc u,, est strictement décroissante et minorée par
0 donc (uy) converge. Comme la limite est un point fixe, u, — 0. En fait on peut voir
directement que u, < p"ug puisque Up1 < puy.

Cas 2. p=1.

Alors f a 0 pour unique point fixe dans [0, 1] et ce point fixe est parabolique. On a
toujours que f(x) < z pour z €]0,1[ donc wu, est toujours strictement décroissante et
minorée par 0 donc, comme dans le cas précédent, u, — 0. Notez qu’on est dans les
conditions d’application du théoreme 2.39 avec r =2 et A = 1 donc u, ~ —.

n

Nous allons maintenant traiter le cas 1 < p < 3 lorsque 0 est un point fixe répulsif

et £, un point fixe attractif. En regardant le graphe de f, on voit que ce cas se divise
lui-méme en trois cas.

Cas 3. 1 < pu < 2.

. 1
Dans ce cas, commencons par remarquer que si ug € [2, 1], alors up = f(up) <

1
f <2> = % < 1/2. Ainsi, quitte & remplacer (u,) par (up+1), on peut supposer que

1
0<uy < 3 On distingue alors deux cas,
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—soit 0 < ug < £,. Mais, pour 0 <z < £, < f(x) < £,. Une récurrence immédiate
montre alors que, pour tout n, up, < f(un) = Upy1 < £, Alnsi (uy,) est croissante et
majorée. Elle converge donc, nécessairement vers un point fixe de f, qui ne peut étre 0
puisque u, > ug > 0, et qui est donc £,,.

—soit £, < ug < 1. Mais, pour ¢, <z <1, x > f(x) > £,. Une récurrence immédiate
montre alors que, pour tout n, u, > f(un) = Ups1 > £,. Ainsi (u,) est décroissante et
minorée. Elle converge donc, nécessairement vers un point fixe de f, qui ne peut étre 0
puisque u, > £, > 0, et qui est donc £,,.

Dans les deux cas u, — £,,.

1
Cas 4. ;1 = 2 de sorte que /, = 3"

1 1
5 W < 3 et on suppose que 0 < uy < 7

. 1 1 , . L1
Mais, pour 0 < z < 3 r < f(z) < 3 et une récurrence immédiate montre que, pour

Comme dans le cas précédent, si ug >

tout n, up < f(un) = Unp1 < £,. Ainsi (uy,) est croissante et majorée. Elle converge donc,
nécessairement vers un point fixe de f, qui ne peut étre 0 puisque w, > ug > 0, et qui est

donc ¢, = 3

1
Cas 5. 2 < ;< 3 de sorte que 7, > 3

Le comportement de la suite est maintenant plus compliqué. Tout d’abord, f est
strictement croissante sur [0,1/2] et strictement décroissante sur [1/2,1]. En particulier,
sil, <z <1alors f(z) < f(£,) = £,. Donc, si £, < up < 1 alors 0 < uy = f(ug) < €.
Quitte & décaler (u,,) d'un indice, on va donc supposer que 0 < uy < £,,.

1 1
Ensuite posons fo = fofetmmp=—< 3 le deuxieme antécédent du point fixe par f
1

1
i.e f(10) =1 — — = {,. On définit alors par récurrence la suite (7,) par f(7,41) = 7o et
Tn+1 < To. Concrétement
1- . /1—4m
“w
Tl = —— 5

Comme f est strictement croissante sur [0, 7] et f(0) =0, si 0 < a < 79 alors le théoréeme
des valeurs intermédiaires nous donne 'existence de 0 < 8 < 79 tel que f(f8) = « et ce 8
est unique car f est strictement croissante. De plus comme f(x) > z sur [0, 79], a > S.
Ainsi la suite (7,) est bien définie pour tout n, compris entre 0 et 79 et (7,,) est strictement
décroissante. Comme elle est minorée (par 0), elle a une limite. Comme 7, = f(Tp+1),
celle-ci vérifie donc £ = f(¢) et £ < 19 < £, donc £ = 0. Ainsi 7, — 0. Enfin, la derniere
propriété est que, si x € [1,41, 7] alors

(70, £,,] pour n =0

f(@) € [f (i), )] = {[TMH] sin>1

Ainsi, si 0 < ug < 79, il existe m tel que ug € [Tim+1, 7] donc uy = f(uo) € [Tm, Tm—1];---
Um € [T1,70] et donc U1 € [10,4,).

Ainsi, apres un nombre fini de pas (qui dépend de ug), on arrive toujours dans [, £,,]
et, quitte & décaler la suite, on peut supposer que uy € [79,%,]. Remarquons alors que
f([10,€,]) = [ly, 1/4] puisque f est croissante sur [r9,1/2] et décroissante sur [1/2,£,] et

que f(€y) = £y, f(1/2) = p/4. Ensuite, comme B %, [ est décroissante sur [£,, /4]
done fo([70, 6u]) = f([lu, p/4]) = [f (1/4), £,,]- Enfin

1(5) = 2

—_
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quand 2 < p < 3 ce qui équivaut a I'inégalité facile a établir : —pu? + 4u? — 8 > 0 quand
2 < p < 3 (faire une étude rapide si besoin). Il en résulte que fo([r0,¢,]) C [1/2,£,]. Ainsi,
si ug € [10,4,), alors ug € [1/2,£,] et quitte a décaler une derniere fois la suite, on va
supposer que ug € [1/2,£,,].

On considere alors la suite (vy,) définie par v, = ug, donc vg = ug et vp+1 = fa(v,). On
vient de voir que [1/2,¢,,] est stable par fy donc v, € [1/2,£,] pour tout n. De plus, comme

f5(x) = f’(f(x))f’(;r), que pour x > %, f'(z) <0, et que, pour x € [1/2,£,], f(z) > £,,
f'(f(z)) <0 donc fj(x) > 0 i.e. f est strictement croissante sur [1/2,€,]. Ainsi, (v,) est
monotone et bornée, elle converge donc vers un point fixe de f dans [1/2,¢,]. Il nous reste
donc a déterminer ces points fixes.

Ce sont des solutions de fa(z) = z. Comme f est un polynome de degré 2, fs est un
polynome de degré 4. De plus, toutes les racines du polynome, de degré 2, f(z) —x (i.e. les
points fixes de f) sont aussi racines de fo(x) —2 = 0, on en déduit qu’il existe un polynéme
g, de degré 2, tel que fo(z) —x = (f(x) — x)g(x). Concrétement, f(z)—z =z(p—1— px)
et

fola)—z = a(p® —1—p?(p+ Do +2u°2° — p°2®) = 2(p—1— pa) (p+1— p(p+1)z+p’a?).

Les autres points fixes de f» sont donc les racines de p + 1 — pu(p + 1)z + p?x?. Mais le
discriminant de ce polynoéme est

P+ 1) =4 (p+ 1) = p®(u+1)(p = 3) < 0.

Ainsi fo a un seul point fixe dans [1/2,¢,] qui est £,. Par suite v, — €, i.e. ug, — £,.
Mais alors ugp+1 = f(u2n) = f(£u) = £, donc au final u, — £,.

l 1
Quand g = 3, le discriminant est nul et f> a un point fixe en 5“ =3 qui est également

en-dehors de l'intervalle [1/2,4,], le raisonnement s’applique donc encore.
Cas 6. > 3.

Les deux points fixes sont répulsifs donc pour que u,, converge, il faut que u,, prenne
une de ces deux valeurs. Comme f(x) = 0 que pour x =0 et x = 1 et que f(z) =1 n’a
de solution que quand p = 4, ceci ne se produit jamais puisqu’on a supposé 0 < ug < 1.
Par contre, ¢, a deux antécédents par f, ¢, et 1/p. Ils ont eux-méme 2 antécédents... Au
final, il existe un ensemble dénombrable de ug pour lesquels il existe ng tel que u,, = ¢,
et alors u, = ¢, pour n > ng. Dans tous les autres cas, (u,) ne converge pas. |

2.3.2. Le cas périodique.

Nous allons utiliser la notation suivante f°' = f, f2 = fo f, f3 = fo fo fet for =

f o fonfl_

Definition 2.46 cycle attractif

Soit f : I — R avec I stable par f. On définit qu'un point z € I est p-périodique
pour f si f°P(x) = x mais f°%(z) # 2 pour 1 < k < p— 1. Dans ce cas, on dit encore
que l'ensemble {xg = z, 21 = f(x),...,2p—1 = fP71(x)} est un p-cycle de f.

Notons qu’alors x1, ..., x,—1 sont également p-périodiques pour f. De plus, définissons
une suite récurrente par ug € I et up+1 = f(uy,). Supposons que z soit p-péiordique pour
[ et qu’il existe ng tel que u,, = x alors upy4p = fP(up,) = fP(x) = x = uy, puis,
par récurrence U ip = Un, pour tout entier k& > 0. Plus généralement si n > ng, alors
Uptkp = Up t.e. (uy) est p-périodique & partir du rang n.
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Considérons maintenant la dérivée de f°P. On a la formule bien connue (f°2)'(x) =
f'(f(@)) f'(z) puis
(f) (@) = (Fof?)(2)=f(f")(f?) (2)
= f(F@) f (f(2)) [ (x).

Une récurrence immeédiate nous donne
(fPY () = [[ £ (£ (@)).

Il est plus commode d’introduire la suite (x;) donnée par zo = x et zj41 = f(z;) =
[ (zg) de sorte que

(2.3) (f7) (@) = f'(@o) f' (1) -+ f'(wp-1).

Definition 2.47 p-cycles attractifs et super-attractifs

Soit f : I — R avec [ stable par f. On définit qu'un point x € I est p-périodique
pour f. On dit que {xg = =, 21 = f(x),...,2p—1 = fP 1(z)} est un p-cycle stable
ou attractif de f. si [(f°P) (z)] < 1.

Le cycle sera dit super-attractif si |(f°P)'(z)| = 0.

Example 2.48 Suite logistique
Si on considere f(x) = px(l —x) avec 0 < p < 4 et la suite associée uy €]0, 1],
Unt1 = f(un) (la suite logistique déja étudiée dans le théoréme 2.45) alors cette

suite ne contient de p-cycle super-attractif que si un des points du cycle est 3
1
En effet, f’ ne s’annule qu’en 3 donc f'(xo)f'(z1) -+ f'(zp—1) = 0 si et seulement si

1
I'un des z; est 5

Notez qu’avec (2.3), si le cycle est stable, alors |(f°P)'(z;)| = |(f°?)'(z0)] < 1 pour
7 =0,...,p—1 i.e. pour chaque point du cycle.

Proposition 2.49

Soit f : I — R une fonction C! avec I stable par f. On définit qu’un point z € I
est p-périodique pour f. On suppose que le p-cycle associé (zo,...,zp—1 est stable.
Alors il existe n > 0 tel que,

— si (uy,) est défini par récurrence par ug € I et upy1 = f(un)

— §'il existe k et ng tel que |up, — xx| <7

alors, pour j =0,...,p — 1, Upytjtmp — Ti+j quand m — +oo.

En d’autres termes, les termes de la suite vont tendre successivement vers le cycle.
DEMONSTRATION. Notons p = |(f°P)’(x;)| et soit r avec p < r < 1. Tout d’abord, comme
f°P est de classe Ct, pour chaque j = 0,...,p— 1, il existe n; > 0 tel que, si |z — z;| < nj,
alors |(f°P)'(z)| < r. On pose alors 79 = minn;.

Ensuite, on remarque que chaque x; est un point fixe de f°P donc, si |z — x| < n alors

[fP (@) — s = [fP(x) = [P ()] < rle— ).

En particulier, si (uy) est la suite de ’énoncé et k,ng sont tels que |un, — x| < Mo,
alors, par une récurrence immédiate, pour tout m > 0 |Upgtmp — k| < 7™ |Up, — Tk
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Quitte a renuméroter le cycle, on va supposer que k = 0 et poser mg = 0. Ainsi, pour tout
m > mg, |Ung4+mp — To| < 177" up, — x| — 0.

Il faut maintenant s’occuper des autres points. Pour cela, on utilise la continuité de f
en xg. Il existe 71 > 0 tel que, si |z — xg| < n alors |f(x) —x1| = |f(z) — f(z1)] < no. En
particulier, s’il existe n; tel que |u,, — zo| < 7, alors |up,+1 — xo| < 1Mo et donc, pour tout
m >0, [Un,+14mp — 1| < 7™ U, 41 — 21| = 0. Mais, [ungtmp — 20| — 0, il existe donc my
tel que |Ung+m,p — To| < 1 et on peut choisir ny = ny+mp pour avoir, pour tout m > my
[Ungt+1+mp — T1| <77 Ung 4y pi1 — 21| — 0.

Soit alors & < p — 2 et supposons qu’on ait montré qu’il existe des entiers my, . .., myg
tel que, si |up, — x| < no alors, pour j = 0,1,...,k, et m > my, |[ungtjtmp — 5] <
™7 U 45 — 23] Par continuité de f en xy, il existe n, > 0 tel que, si |z — x| < ny alors
|f(x) — zpq1] = |f(x) — f(zx)| < no. Comme |tpgtjpmp — ;| — 0, il existe myq > my
tel que |Ungktmy1p — Tk < Mk dONC, [Ungtkti4my p — The1| < 7o et alors, pour tout
m 2 M1, |uno+k+l+mp - $k+1| <L TR |un0+k+1+mk+1p - xk-f-l‘ — 0.

On fait ce processus p fois et on obtient des entiers my, ..., mp_1 tels que, pour j =
0,...,p—1et m>my, |ung+jtmp — €| = 0 (& la vitesse d’une suite géométrique). M

L’idée de la démonstration est simple : les points du cycle sont des points fixes attractifs
pour f°?. On commence par le premier point du cycle : si un terme de la suite u, est
suffisamment proche de ce point zg, ses itérés par f°P vont s’approcher de g, i.e. Up4xp —
xo. Par continuité de f en xg, les images de uy4kp par f i.e. Uy q14kp vont s’approcher
de z1. Comme ce point est lui aussi attractif pour f°P, dés qu’on s’en est suffisamment
approché, on a la garantie de converger vers x1. On peut donc recommencer avec x1. Une
alternative aurait été de restreindre suffisamment le voisinage de zy dans lequel on veut
trouver un terme de la suite pour que les p — 1 termes suivants soient attirés par les points
fixes correspondants. Pour cela, on utilise la continuité de f, f°2,..., f?~! pour choisir
m < o tel que si [z — o] < m, [F(@) — 21 = |F() — f(mo)] < Mo, [f°2(x) — 2] =
[f2 (@) — f2(@0)| < 10seees | fPH (@) = 2poa| = [P~ (2) — FPH(20)] < 10-

Le théoréeme suivant permet de montrer facilement que certaines suites récurrentes
convergent :

Théoreme 2.50 (Coppel)

Soit I = [a,b] un intervalle compact de R et f : I — R une fonction continue.
Supposons que [ soit stable par f et que f n’admette pas de 2-cycle. Alors, pour
tout ug € I, la suite (u,) définie par u,+1 = f(u,) converge.

Dire que f n’admette pas de 2-cycle signifie que s'il existe x tel que f o f(x) = = alors
f(z) = x. Notez aussi que si {z,y} est un 2-cycle, z # y avec y = f(z) et f(y) = z, alors
en prenant ug = x, ug, = T et uz,+1 = y et n’a donc pas de limite.

Example 2.51 Suite logistique

Si on considere f(x) = px(l —x) avec 0 < p < 4 et la suite associée uy €]0, 1],
Unt+1 = f(uy,), alors nous avons vu dans la démonstration du théoreme 2.45 que,
lorsque 2 < < 3, f n’a pas de 2-cycle. La suite (u,) converge donc dans ce cas.
Si on poursuit un peu le calcul, on peut voir que des 2-cycles existent des que p > 3
ce qui montre l'existence de ug tel que (u,) ne converge pas. Nous avons toutefois
vu que (uy,) ne convergeait jamais, quel que soit ug.

Nous allons utiliser le lemme suivant :
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Lemme 2.52

Soit I = [a,b] un intervalle compact de R et f : I — R une fonction continue.
Supposons que I soit stable par f et que f n’admette pas de 2-cycle. Pour ¢ € I, Si
f(e) > ¢ (resp f(c) < ¢), alors, pour tout entier n, f°"(c) > ¢ (resp. f°"(c) < ¢).

Evidemment si f(c) = ¢ on a toujours f°"(c) = ¢ sans que cela ne nécessite d’hypothose
sur f.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.52. Cela se fait par ’absurde. Commencons par le cas n =
2. Comme f°%(a) > a, si f°%(c) < c alors, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe < ¢ tel que f°?(x) = z i.e. un point fixe de f°2. Comme f n’a pas de cycle
de longueur 2, ¢’est donc aussi un point fixe de f. Prenons d = sup{z < ¢ : f(z) = x}.
Par continuité de f, f(d) = d et, comme de plus f(c) < ¢, on a d < ¢. Enfin, sur ]d, ],
f(z) > x sinon le théoréme des valeurs intermédiaires nous fournirait un point fixe dans
]d, c[ contredisant la définition de d. Enfin, f°2 n’a pas de point fixe dans ]d, c[ puisque ce
serait un point fixe de f.

Ensuite, comme f(d) = d < ¢, il existe ¢ > 0 tel que, si d < e < d + ¢, alors
d < e < f(e) <c On adonc f%() = f(f(e)) > f(e) > e. Comme f%*(c) < ¢, le
théoréme des valeurs intermédiaires nous fournit alors un point fixe de f°2 dans ]d, ¢[, une
contradiction.

La démonstration est identique dans le deuxieme cas en renversant toutes les inégalités.

Le cas général s’obtient par une récurrence sur n. L’hypotheése de récurrence au rang
n est :

pour tout ¢ € I, si f(c) < c alors f(c) < ¢ pour j =1,...,n et si f(c) > c alors
f9(c)>cpourj=1,...,n

Etape 1. Si fo*1 a un point fixe, fo"1(c) = ¢, alors c¢’est un point fixe de f, f(c) = c.

Nous allons & nouveau raisonner par Pabsurde. Soit donc ¢ € I tel que fo"*1(c) = ¢
mais f(c) > ¢ (le cas f(c) < c¢ est similaire). Posons d := f°"(¢). Comme f(c) > c,
I’hypothese de récurrence nous donne alors que d > c.

Supposons que

(2.4) d=f""(f(e) = f(o).

Avec I'hypothese de récurrence, si f(f(c)) < f(c) alors f‘m*1 (f(c)) < f(c) qui contre-
dirait (2.4). Cette derniére inégalité implique donc que f( ) f(¢). En appliquant
I’hypothese de récurrence avec x = f(c) on aurait alors ¢ = f°"*1(c) = f‘m (f(c) = f(o),
soit ¢ > f(c) ce qui contredit f(c) > c.

Ainsi (2.4) ne peut avoir lieu, c’est-a-dire que

(2.5) d=f""(f(e) < flo).

Mais maintenant d < ¢, f(d) = f"t(c) = ¢ > d > f(c), le théoreme des valeurs
intermédiaires montre qu’il existe z €]c, d[ tel que f(z) = d. On pose ¢ = inf{x : f(x) = d}
de sorte que, par continuité de f, f(q) = d et, comme f(c) < d, ¢ > c¢. De plus, pour
¢ <z <gq, f(x) > d sans quoi le théoréme des valeurs intermédiaires nous fournirait un
qd < q tel que f(¢') = d, contredisant ainsi la définition de gq.

Mais alors f°?(q) = f(d) = ¢ < g. Comme par ailleurs f(c) > c et que f n’a pas
de 2-cycle, on sait depuis la premiére partie de la démonstration que f°%(c) > c. Mais
alors, avec le théoréme des valeurs intermédiaires (appliqué a f%(x) — ) il existe z €]e, q|
tel que f°%(z) = x. Comme f n’a pas de 2-cycle, cela implique que f(z) = z. C'est la
contradiction voulue puisque ¢ < & < ¢ donc f(z) > d > z.

Etape 2. Conclusion.
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L’hypothese de récurrence est vraie pour n = 1 et 2. On la suppose vraie jusqu’au rang
n. Nous raisonnons encore par contradiction en supposant qu’il existe ¢ tel que f(c) > ¢
donc f°%(c) > ¢,..., f°*(c) > c mais fo"*(c) <ec.

Dans la précédente étape, nous avons vu que si f°"T!(c) = ¢ alors f(c) = c et non
f(c) > ¢. On suppose donc que f"+1(c) < c.

Mais f°"*!(a) > a donc, en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires &
fort(z) — 2, ! a au moins un point fixe dans [a, ¢[. Comme précédemment, il existe
un plus grand point fixe p < ¢, f°"1(p) = p et donc, avec I'étape précédente, f(p) = p.
Notez que f n’a pas d’autre point fixe dans |p, ¢] donc f(z) > = dans cet intervalle.

L’hypothese de récurrence nous dit alors que f"(x) > x > p pour p < = < ¢. Par
ailleurs, comme p est le plus grand point fixe de f < ¢, f°"(p) = p < ¢, il existe donc € > 0
tel que pour p <z < p+e, fo(x) < cet donc p < x < f°"(x) < c¢. Mais alors

fon+1(x) — f(fon<$)) > fon@f) > T

Comme f°"*1(c) < ¢, cela montre que f°"! a un autre point fixe entre = et ¢, donc entre
p et ¢, contredisant la définition de p.
Le cas ot f°"*1(c) > c est identique. [

DEMONSTRATION DU THEOREME DE COPPEL. On suppose que f n’a pas de 2-cycle et on
fixe ug € I. On veut montrer que si un + 1 = f(u,) alors (u,) converge.

La premiere observation est que, s’il existe ng tel que upy+1 = f(uny) i-€. Si Uy, est
un point fixe de f, alors (uy,) est stationnaire a partir du rang ng donc converge. On peut
donc supposer que u,1+1 # Uy, pour tout n.

La seconde observation est que, s’il existe ng tel que un+1 > w, pour tout n > ng,
alors (u,) est croissante a partir du rang ng. Comme elle est majorée (par b), elle converge
et le résultat est démontré. Il en va de méme si up41 < u, pour tout n > ng.

On suppose donc maintenant que un+1 — Uy change une infinité de fois de signe. On
pose

Uiy = {up @ Upgy1 —up >0} ={up + up < fup)}

U = {up @ upgr —up <0} ={uy 0 up > flup)}
Tout d’abord, comme uy,4+1 — uy, # 0, Uy, U_ est une partition de {u,,n € N} en deux
ensembles infinis (avec la seconde observation). On désigne alors par n; < ng < --- les

indices correspondant a U,
Up = {tngs Ungy ooy Unyy -} 5 N <ng <o <mgg < - - -

en particulier u,, = f°"*(up).
Par définition de Uy, f(up,) > up,. Avec le lemme précédent, on en déduit que

Unpyy = F7H (ug) = ORI (O (ug)) = FUEHTE () >

Ainsi (up, ) est une suite croissante. Elle est également majorée (par b), donc elle converge
vers une limite z € [a, b].

De méme, on peut numéroter U_ = {Un,, Uy, - - -, Umys - - - }5 VOIT qUE (U, )i €St une
suite décroissante et minorée et qu’elle converge donc vers une limite y € [a, b].

Maintenant, comme U_ et Uy partitionnent {u,} en deux ensembles infinis, ’ensemble
J des indices j tels que up,; € U_ mais uy, 1 = f(un;) € Uy est infini. En faisant tendre
J vers l'infini selon cet ensemble, on obtient que J — limuy,,; = limu,, = x alors que, par
continuité de f,

f(x) = f(J —limuy,,) = J —lim f(uy,) = J — limuy,, 1 = limuy,, = y.

Le méme raisonnement avec 'ensemble K des indices j tels que uy,; € Uy mais ty, 11 =
f () € U- montre que f(y) = =.
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Ainsi {z,y} est un cycle pour f. Comme f n’a pas de 2-cycle, cela signifie que z = y.
Mais alors, comme U_, U, partitionne {u,}, on a limu, =z =y. |

Le résultat de Coppel date de 1955 et est un précurseur d’un théoreme de Shar-
kovsky de 1960 qui, a priori, ignorait le théoreme de Coppel (et en a d’ailleurs donné
une démonstration). Nous allons maintenant donner une version partielle du résultat de

Sharkovsky.

Théoreme 2.53 (Sharkovsky)

Soit I C R un intervalle compact et f : I — R une fonction continue. On suppose
que I est stable par f et que f a un 3-cycle. Alors pour tout n > 1, f a un n-cycle.

Ce résultat se résume en général par “3-cycle implique chaos”.

Remarque 2.54

Le résultat de Sharkovsky est plus général. Il fournit un ordre sur les entiers mAn
tel que si f a un m-cycle alors il a un n-cycle pour tout n qui succede a m dans cet
ordre. Le théoreme dit donc que 3 est le plus grand élément pour cet ordre alors que
le théoreme de Coppel dit que 2 est le plus petit élément. Cet ordre est donné comme
suit : on liste d’abord les entiers impairs > 3 dans l'ordre croissant, puis les impairs
fois 2 dans I’ordre croissant, les impairs fois 22,... et on finit par les puissances de 2
dans l'ordre décroissant. En clair

3 A 5 AN 7 AN
3Ix2 A 5 x2A Tx2 A

22 A 2
En clair, si on écrit n = 2¢(2p + 1) et m = 2°(2¢ + 1) alors nAm sip # 0et a < b
ousip#0,a=bet2p+1>2¢g+1lousip=qg=0eta>0.

Example 2.55

Il est facile de construire des exemples. Il suffit pour cela de prendre une fonction
1 1

f telle que f(0) = 5 f 2> =1let f(1) =0. donc {0,1/2,1} est un 3-cycle. Pour

obtenir une telle fonction, on peut prendre une fonction affine par morceaux ou le
polynéme d’interpolation de Lagrange pour obtenir une fonction un peu plus lisse.

Remarque 2.56

La rotation d’angle 27r/3 montre que ce théoreme n’est pas vrai pour les applications
du cercle dans le cercle. De méme, la stabilité de I est indispensable. Si on prend

f :10,a] > R (0 < a < 1) définie par f(z) =

pas de n-cycle pour n > 4.

. , alors f°3(x) = z donc il n’y a
—x

La démonstration se fait en plusieurs étapes. On commence par un premier lemme
simple

Lemme 2.57
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Soit I C R un intervalle compact et f : I — R une fonction continue. On suppose
que I est stable par f. Alors si K C f(I) est un intervalle compact, il existe un
intervalle compact J C I tel que K = f(J).

DEMONSTRATION DU LEMME 2.57. On note K = [«, 8] de sorte qu'il existe a,b € I tels
que o = f(a) et = f(b). Si @« = § on peut prendre J = {a}. On suppose donc « # 3 de
sorte que a # b et, sans perte de généralité, que a < b (sinon considérer f(—z) sur —1I).

On considere alors ¢ = sup{z, a < z < b, f(z) = a}. Par continuité de f, si
cn > c—n~!est tel que f(c,) = « alors ¢, — ¢ donc f(c) = a. Ainsi ce sup est un max.
De plus, si > c alors f(z) > « sinon le théoréme des valeurs intermédiaires permettrait
de contredire la définition de ¢ puisque f(b) = 5 > a.

On considere ensuite d = min{z : ¢ < z < b, f(z) = B}. L’inf est bien atteint,
fdy=pBet f(z)<psic<z<d.

Au final, f(c) = «, f(d) = B et pour tout ¢ < = < d, @ < f(x) < (. Enfin, le
théoreme des valeurs intermédiaires nous montre que si y € K = [«, 5], alors il existe x
avec ¢ < x < d tel que f(x) =y donc J = [¢,d] répond a la question. [ ]

Notez que J n’est pas unique et que celui que nous avons construit a la propriété que
f est une bijection J — K, donc qu’aucun sous-intervalle ne réponde plus a la question.

Le second lemme que nous allons utiliser est une généralisation du théoreme du point
fixe :

Lemme 2.58

Soit I C R un intervalle compact et f : I — R une fonction continue. On suppose
que [ est stable par f.

On suppose ensuite qu'il existe des intervalles compact Iy, . .., I, tels que Iy C f(I)
et, pour k = 0,...,n — 2, Ip11 C f(Ix). Alors il existe xg € Iy, point fixe de [,
o (xz0) = xo et tel que, pour k=1,...,n —1, f°*(xq) € I.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.58. Pour n = 1, c¢’est simplement le théoréme du point
fixe. On écrit Iy = [a,b] et g(z) = f(z) — z. On suppose donc que f(Ip) C Iy donc g(a) =
f(a) —a > 0 alors que g(b) = f(b) —b < 0 donc le théoreme des valeurs intermédiaires
nous montre qu'il existe zg € Iy tel que g(xg) = 0 soit f(zg) = zp.

Pour n = 2, on suppose que Iy C f(ly). D’apres le lemme 2.57, il existe J; C I tel
que f(J1) = I. Mais alors J; C Iy C f(I1) = f°%(J1). Le théoréme du point fixe montre
qu’il existe zg € J; C Iy tel que f°%(xg) = xo et de plus f(zq) € f(J1) = I1.

Avec le lemme 2.57, comme I; C f(ly), il existe J; C Iy tel que Iy = f(Jy). Puis,
comme Iy C f(I1) = f°%(Jy), il existe Jo C I tel que f°2(J3) = I5. De proche en proche,
on construit ainsi

Jpo1CIp o C---CJi Cly
tels que foF(J) = I pour k=1,...,n — 1.

Enfin, comme Iy C f(I,—1) = f°"(Jn—1). Le lemme 2.57 nous donne alors un intervalle
JIn C Jp—1 tel que f(J,) = Ip. Mais alors J,, C Iy = f°"(J,,). Ainsi, J,, contient un point
fixe zg de f°". comme zg € J,, C Jy, f°*(z0) € fo¥(Ji) = I1, qui est la propriété voulue. M
DEMONSTRATION DU THEOREME DE SHARKOVSKY. Commencons par introduire une no-
tation : pour deux intervalles J, K, on notera K ~» J si K C f(J) Dans le lemme 2.58,
I’hypothese de départ se note donc Iy ~> I,—1 ~> « -+~ [} ~ .

On suppose maintenant que f a un 3-cycle {a, b, c} avec a,b = f(a),c = f(b) = f*(a)
et a = f(c) = f°3(a) mais b # a (a point fixe) et ¢ # b (2-cycle) et enfin ¢ # a (sinon a
point fixe) i.e. les 3 points sont distincts. Comme {b,c,a} et {c,a,b} sont également des
3-cycles, on peut supposer que a < b, c.
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On va distinguer deux cas :
Cas1.Onaa<b<ec.

On pose alors Iy = [a,b] et I; = [b,c]. Comme f(a) = b et f(b) = ¢, le théoreme des
valeurs intermédiaires nous garantit que I1 C f(Ip) i.e. I ~ Iy. De méme, f(b) = c et
f(c) = a donc [a,c] C f(I1). Notre hypothese sur a, b, ¢ implique que Iy, I C [a,c] C f(I1)
c'est-a-dire Iy ~» Iy et I} ~» I;. Notez que cette derniere relation s’itére : si I3 C f(I1)
alors f(I1) C f(f(I1))... On a donc une chaine

Ip ~ Iy ~ Iy ~ -+~ 11 ~ I

ol on peut mettre autant de I; qu'on veut (au moins 1). Le lemme 2.58 nous dit alors
que, pour tout entier n > 2, il existe x,, € Iy tel que f"(z,) =z, et pour 1 <k <n—1,
f%(z,) € I1. 1l nous reste & voir que f(z,) # f*(z,) pour k = 0,...,n — 1, mais
pour cela il suffit de voir que f°" 1(z,) # x,.

Supposons que ce ne soit pas le cas, alors x, = fo" 1(x,) € Iy NI = {b}. Mais si
n =1, b n’est pas un point fixe de f, si n = 2, b n’est pas un point fixe de f°2, si n > 3,
on devrait avoir a = f°2(b) = f°%(z,,) € I1 ce qui est également une contradiction.

Cas 2. Onaa<c<b.

Dans ce cas, on recommence le raisonnement avec Iy = [a, c] et I} = [c, b] et on montre
que Iy ~ Iy, Iy ~ Iy, Iy ~» I;. La suite du raisonnement est identique en échangeant les
roles de Iy et I7. [ |

2.4. Application a la résolution d’équations.
Un exemple classique d’utilisation des suites récurrentes est la résolution d’équations de la
forme f(z) =0 avec f une fonction un peu réguliere (au moins continue), pour peu qu’'on
ait déja une idée d’une approximation de la solution.

Le premier algorithme est celui de la dichotomie (ou bisectrice) : on suppose qu’on
connaisse ug < vg tels que f(ug)f(vo) < 0 (f est de signe opposé en ug et en vg). Le but est
de construire deux suites adjacentes uy,, vy, telles que, f(uy)f(v,) < 0, leur limite commune

sera la solution. Une fois uy, v, construits (c’est le cas pour n = 0), on regarde le milieu

Up, + v
m = Un 1 Un de lintervalle [uy,,v,]. Soit f(m) = 0 et on s’arréte puisque le processus

devient inutile, soit f(u,)f(m) < 0 (et alors f(m)f(v,) > 0) et on pose upt1 = Up,
Un4+1 = m et on remarque que f(up+1) a méme signe que f(u,) et que f(vy4+1) a méme
signe que f(v,). Sinon f(m)f(vy,) < 0 et on pose upty1 = M,Vpt1 = v, 1l suffit de
Vo — Up
2n

que les deux suites construites sont adjacentes. Mais alors elles ont une limite commune.
Comme f(uy) et f(v,) sont de signe constants mais opposés, leur limite commune est
donc positive et négative donc 0.

Cet algorithme est robuste (converge toujours, du moins quand on arrive a U'initialiser),
facile a programmer, mais pas toujours efficace (méme en partant pres d’une solution, cela
Vo — UQ

remarquer que u, est croissante, v, décroissante et 0 < v, — u, = pour voir

peut prendre du temps) puisqu’il faut ~ log, itérations pour obtenir une erreur .

L’algorithme de Newton est un peu plus efficace mais requiere d’avoir un peu plus
de régularité. Il requiere également d’avoir une premiere estimation de la racine afin de
I'initialiser suffisamment pres de la racine. Pour le définir, il suffit que f soit dérivable,
mais pour 1’étudier, on prend f de classe C2. L’idée est que si = est une solution et que
y ~ x alors

0=f(x)~ fly) + f'(y)(x —y)
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f)
f'(y)
mation de x que y. On va alors recommencer. En clair, on définit une suite récurrente par
_ fun)
[ (un)
Notons que I'interprétation graphique est simple : 1,1 est 'unique solution de ’équation
flun) + f(un)(@ —un) = 0o0r y = fuy) + f'(un)(x — uy) est I'équation de la tangente
a la courbe représentative de f en w, donc u,+1 est I'abscisse du point ou cette tangente
rencontre ’axe horizontal. Il devrait maintenant étre facile de dessiner deux graphes de
fonctions, I'une ou l'algorithme va converger (penser a une fonction convexe) et I’autre ou
il va diverger (du moins si on ne part pas de tres tres pres de la solution, si on veut une
fonction réguliere).

donc z ~ y — . Avec un peu de chance, cette valeur est méme une meilleure approxi-

un point de départ ug puis up41 = un

Théoreme 2.59 (Algorithme de Newton)

Soit f : [a,b] — R de classe C? avec f(a) < 0 < f(b) et f' > 0 sur [a,b]. On pose
Flz)=xz— f,(x) . Alors

f'(@)

— il existe un unique « €la, b tel que f(a) =0;

— il existe > 0 tel que [a — d, a + 4] est stable par F';

— sl ug € [ — 6§, + ] alors la suite définie par u,+1 = F(u,) converge vers a. De
maxiay 1] U

s onalu, —al < C7H(CH)*.

2ming, ) f
—si de plus f” > 0 et uy € [, b] alors u, est strictement décroissante et u, 1 —a ~
f"(a) 2

o)~

plus, en posant C' =

Notons que F' est bien définie et que, dans I'algorithme de Newton, on considere une
suite définie par u,+1 = F'(uy). Si cette suite converge, sa limite est un point fixe ¢ de F,
f(e)
f'(c)
DEMONSTRATION. L’existence de « résulte du théoréeme des valeurs intermédiaires et son
unicité du fait que f est strictement croissante (puisque f’ > 0) donc f(z) > 0 si z > «
et f(z) < 0siz < a. Notons aussi que a < o < b.

On remarque ensuite que F(a) = a et que

Flay—1_ 1@ fl@)f(a)
() =1— +
flla) — fla)?

mais un tel point fixe est un zéro de f : F(c) =ci.e. c=c— équivaut a f(c) = 0.

=1-1=0.

et
fla) = f(@) + (x — a) f'(z)
Flo) o= @)

donc, d’apres la formule de Taylor a l'ordre 2, il existe &, € [a, z] tel que

1 f//(ga:) 2

F(a:)—azi () (x — a)”.

Comme f est de classe C2, f” est bornée sur [a,b], et f’ atteint son minimum en un point

1 su "
n donc min f" = f’(n) > 0. En posant C' = 2W on a donc |F(z)—a| < C(z—a)?.

n

En particulier, en choisissant § assez petit [« — J, « + 0] C [a, b]. Ensuite, si on suppose
de plus que § < C~lie C§? <6, six € [a—d,a+d]ie |[v—al <6, alors |[F(z)—a <4.
L’intervalle Is := [a — §, o + 6] est donc stable par F'.
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Notons ensuite qu’une récurrence immédiate montre que si ug € Iy,
|1 — af = [F(up) — | < Cluy — ).
Cela donne la vitesse de convergence : |u; — a| < Clug — af? < C§? puis
lug — af < Cluy — a? < C*162%2 = 035*

puis

lug — o < Clug — a|2 < O+ x2+1 54x2 _ C1+2+22523
et donc une récurrence immédiate donnera

lun, — af < O ZE 22 o252

Dans le cas ot f” > 0 (f est strictement convexe), tout Uintervalle [c,b] est stable
puisque

— d’une part f(z), f/(x) > 0 pour [«,b] donc F(z) =z — f/(x) <z<b
f (196) .
— d’autre part (avec les notations précédentes) F'(z) — o = 2ff/((&3) (z —a)? > 0.
x

Notez qu’on a toujours |F(x) — a| < C(z — a)?.

Ensuite, on remarque que uy4+1 — tu, = F(u,) —u, < 0 avec le premier point donc (uy,)
est bien décroissante. Elle est aussi minorée par a donc converge. Sa limite est un zéro de
f donc «a.

Il reste & montrer I’équivalent, qui donne la vitesse exacte de convergence : avec la
formule de Taylor, pour tout n, il existe &, € [a, uy] tel que

_lf”(fn) U —042
_Qf/(un)( n )

Mais u, — a donc &, — « donc f"(&,) ~ f"(a) (car f"(a) > 0) et f'(un) ~ f'(a) (car
f'(a) > 0) et ainsi on a bien

Upt1 — = Flu,) —

1 /"(a) )

U —an~ = Up — Q).
On a ici utilisé que si une suite a une limite non nulle ¢, elle est équivalente a ¢ (ce qui
n’est plus vrai si £ = 0). [

Example 2.60

La méthode de Hénon consiste a appliquer I'algorithme de Newton au cas particulier
f(x) = 2% —a, a > 0, en partant de ug = 1. La suite ainsi définie est

1 a
ug =1, Un+1 = = | Un + —
2 Uy,
et cette suite converge vers y/a. On vérifie en effet trivialement que ]0,+00) est

1 a . .

stable par F(x) = 3 (:c + 7> et que son unique point fixe est /a.
x

Notez que si a € QQ, tous les termes de la suite sont encore rationnels.

Note pour les candidats a 1’agrégation 1

La méthode de Newton s’étend a la dimension supérieure, i.e. pour une fonction
f : R" — R” (voir Théoreme 3.1). Il faut supposer que la différentielle de f est
inversible et I'itération est alors

Tiy1 =k — dfy, (flan)-
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La démonstration est essentiellement la méme mais nécessite d’utiliser du calcul
différentiel un peu plus difficile qu’en une variable, en particulier le théoreme d’in-
version locale. Elle présente néanmoins I'avantage d’étre également utilisable dans
les legons correspondantes.

2.5. Accélération de convergence.
Une question importante en analyse numérique consiste a accélérer la convergence d’une

suite. Il s’agit donc de trouver une transformation 7' telle que, si u = (uy,) est une suite

4

convergente, u, — £, alors la suite v = T'u vérifie également v,, — £ et de plus — 0.

Up — £

Le théoréme de Césaro nous présente un procédé qui transforme une suite convergente
en une suite convergente de méme limite. Mais, si c’est bien un procédé d’amélioration de
la convergence, ce n’est pas un procédé d’accélération car les premiers termes de la suite

“+00

jouent un role trop important. En particulier, si la série > u, converge et Zun # 0,
n=0

alors u, — 0 et donc o, — 0, et o, ~ % ;:% Uy, qui converge plus lentement vers 0 que

uy, dés que u, = o(n~1).
Nous allons maintenant donner deux résultats, le premier suppose qu’on a une esti-
mation précise de la vitesse de convergence de la suite :

Théoreme 2.61 (Romberg-Richardson)
soit (u,) une suite qui converge vers une limite ¢. Supposons qu’il existe A # 0, r, s
avec 0 < s < |r| <1 tels que
up =+ Ar" +O0(s")
quand n — +oo. Soit v, la suite définie par
v = Unt1 = TUn_
1—r

Alors vy, — € = O(s™).

La suite v, converge donc plus vite vers ¢ que la suite u, puisque s < |r|. L’in-
convénient de cette méthode est qu’elle nécessite de connaitre exactement r. Par contre,
elle ne nécessite pas de connaitre A (sans quoi on se contenterait de la suite u, — \r™).

DEMONSTRATION. L’observation clé est que, si on définit la suite a = (a,,) par a,, = £+ A\r™
alors

an+1 = €+)\rn+1 = €+T(an _6) =ran+ (1 _7")6

(nt1 —TGn _
1—7r
On définit alors la transformation linéaire T' qui & une suite (w,) associe la suite

(Tw),, = Wntl 7T Ajnsi par définition, (v,) = Tu et on vient de voir que (T'a), = /.
Définissons alors € = (¢,) par ¢ = u — a de sorte que v — ¢ =Tu —Ta =T(u—a) = Te.

Mais, comme &, = O(s"), on écrit |e,| < Cs™, on a

donc

lent1 —7ren| _ lens1| +rllen] _ 7| +s ,
|1 —7| - |1 — 7| 1=

|vp — 4| = |Te,| =

qui est exactement ce qu’il fallait démontrer. |
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Notons que si on a une estimation plus précise e, = Cs™ + O(p") avec p < |s| (s n’a
plus de raison d’étre positive), alors le méme calcul donne

Cs—r
Te, = s+ O(p"
n 1—r + (p )
s Un+1 — SUn ., . n
et on peut alors itérer le processus en posant w,, = 1. qui vérifiera w, —¢ = O(p").
— s

Example 2.62 Application au calcul approché de 7

On veut calculer 7. Pour cela, on utilise

. . T
m= lim 2"sin—.
n——+o0 on

. 1s . . T N .
On considere donc la suite u,, = 2" sin o La premiere observation est que tous les
Uy, se calculent : pour les 3 premiers, ce sont des valeurs particulieres de sin que tout

lycéen doit connatre : ug =sinw =0, u; = 2sing =2uy = 4sin% =2v2=2.82....

Ensuite, on utilise un peu de trigonométrie : pour 0 < a < —,

4
.9 1 — cos2a 1—+/1—sin?2a
sin“a = =
2 2
puisque cos 2a > 0. Et comme sina > 0, on en déduit que
, \/1—\/1—511122@
sina = .
2
oz T
Ainsi, on définit g = 1, puis a1 = % et alors sin ol = ay,. Avec

cela, on peut calculer les termes suivants de la suite : uy = 3.1214, us = 3.1365,
ug = 3.1403, uy = 3.1412, ug = 3.1415.
Mais, en faisant un développement limité, on a

3 /1\"
M sin - = — — <> +0(16™").

2n 6 \4
On se retrouve donc la situation du théoréeme de Romberg-Richardson avec r = 1/4
3
™
et s=1/16et A = % qu’on ne connait pas, puisque c’est précisément m qu’on veut

Un4+1 — Un/4 _ dupy1 — Uy
1-1/4 3

calculer. On accélere toutefois la suite en posant v, =

Les termes de la suite sont

v = 3.1391, vs = 3.1414, v4 = 3.14158...
Notons qu’on connait la vitesse de convergence de (vy,) : v, = 7+ O(1/16™) d’apres
Unt1 — Up /16 _

le théoreme. On peut donc ré-accélerer la vitesse en posant w, = 1= 1/16

16 -
M. Le calcul donne alors w3 = 3.141592.

Notez que la suite (u,) utilisée ici a une interprétation géométrique. On considere
le polygone régulier P, & n cotés inscrit dans le cercle unité (de centre 0). En
considérant un triangle OAB ou A et B sont deux sommets consécutifs de ce triangle,

2
on a |OA| = |OB| = 1 alors que 'angle AOB = T De plus, la bisectrice de cet
n

angle est orthogonal au segment [AB] donc AB = 2sin T On a donc montré que
n
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le périmetre de P, est {(P,) = 2nsin T Le périmetre du cercle est 2 = lim ¢(P,).

Ainsi u, est la moitié du périmetre du polygone régulier a 2" cotés inscrit dans le
cercle unité. Celui-ci peut se construire a la regle et au compas.

27L
On peut également calculer e assez rapidement en accélérant la convergence de (1 + > —

2n
e.

La méthode de Aitken est une variante de la précédente mais ne nécessitant pas la
connaissance de r. L’idée est la suivante : quand n est grand, u, — € ~ Ar™ upq41 — £ ~
A 0 — €~ A2 et done up 1 — Uy = (Uns1 —£) — (u, —£) est proche de A(r —1)r"
alors que upyo — Upt1 est proche de A(r — 1)r"*! on devrait donc avoir une quantité

Un+2 — Un+1

proche de r en divisant : on pose ¢, = puis

Un+1 — Un
Unp4+1 — Cpln
Uy = —
1—c¢,
En remplacant ¢, par son expression, on trouve

Un41(Un+1 — Un) = (Ung2 — Ung1)Un UEL—H — UpUp+2

Up+1 — Up — (Un+2 - un—i—l) - 2Up 1 — Uy — Upy2
(un—i—l - un)z

Up + Upy2 — 2Upy1 .

Un =

= un —
Cette expression peut se ré-écrire a ’aide de l'opérateur de différence du,, = up41 — Uy €n
remarquant que 02w, = Up12 — Unt1 — (Unt1 — up) et donc

B (Oun)?

Up = Up P

Théoreme 2.63 (Aitken)

soit (u,) une suite qui converge vers une limite ¢. Supposons qu’il existe A # 0, r, s
avec 0 < s < |r| <1 tels que

up =+ Ar" +O0(s")
quand n — +o00. Soit v, la suite définie par
(Ouy)?
0%u,,

Up = Up —

Alors vy, — £ = O(s™).

On récupere donc le méme ordre de convergence que dans le théoreme précédent, mais
sans avoir besoin de connaitre celui-ci.

DEMONSTRATION. Avant de débuter, notons que O est linéaire et que, si a, = £ + A\r"
alors
dan = A(r — 1)r"
donc 0%a, = A(r — 1)%r™. Par ailleurs, si &, = O(s") alors &,41,6n42 = O(s") donc
Ozn, 0%c, = O(sM).
On écrit a nouveau u, = a, + &, avec £, = O(s"). Alors

Oy = Dy + 0, = A(r = 1"+ O(s") = A = 1r" (1 + O((s/r)"))

donc

(Oun)? = X2(r = )% (14 0((s/r)"))
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tandis que

OuZ = 0%y + 0%, = Ay — 1" + O(s") = Ar = )" (14 0((s/r)")).

Mais alors
vy — € = unfff)\rnl—i—O((s/r)n)
L+0((s/r)")
= X"+ 0(s") — A" (1 + O((s/r)"))
= A"+ 0(s") = A"+ 0(s") = O(s")
comme annonceé. |

3. Séries numériques

3.1. Généralités.

Definition 3.1
A une suite (un)n>n, On associe la suites de ses sommes partielles (Sy,)n>n, définies

n
par S, = Z U

k=ng
On dira que la série ) u, converge si la suite (S,) de ses sommes partielles a une
+oo

limite (finie) et on note Z uy, cette limite. On définit alors la suite des restes

n=ng

—+00 “+o00
anzuk_sn: Zuk—>0
k=ng k=n-+1
quand n — 4o00.

Remarque 3.2

Comme w, = S, — S,_1, si la série converge, alors u,, — 0. La réciproque étant
1

fausse (voir ) — plus bas).
n

Par ailleurs, la convergence de la série ne dépend pas des premiers termes, c’est pour
cela qu’on s’autorise & écrire Y u,, converge.

Un certain nombre de résultats de convergence consistent a transférer des résultats de
convergence de suites aux séries.

Par exemple : la combinaison linéaire de deux séries convergentes est convergente, la
somme d’une série convergente et d’une série divergente est divergente et la somme de
deux séries divergentes peut étre convergente. Nous parlerons de produits de séries plus
loin (séries de Cauchy en Section 3.6)

La seconde observation est qu’on peut transformer une suite en somme de série. Plus
précisément, si on pose vn, = Up, €t, pour n > ng + 1, v, = up — up—1 (incrément qui
fait passer de u,—1 & uy), alors la somme des vy, est téléscopique :

N
Z Up = Upy + Ung+1l — Upy + -+ UN — UN—1 = UN.
n=ng
Ainsi, > v, converge si et seulement si uy converge.

La facon la plus simple de montrer une convergence est d’étre capable de calculer

explicitement S,,, mais cela est assez exceptionnel. Le cas le plus notable est le suivant :



42

1. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

Example 3.3
Soit (u,) une suite géométrique non nulle, de raison r, alors > u, converge si et
+oo
. U Un+1
seulement si |r| < 1. Dans ce cas, g Uy = —— et R, = 17
= 1—-7r 1—7r
=no

En effet, si |r| > 1, u, ne tend pas vers 0 donc la série ) u, est grossiérement
divergente. Supposons maintenant que |r| < 1 de sorte que u, — 0. Comme

N
Ung — UN+1 u .
Uy = —2 1, ™ quand N — 400, on obtient la convergence de
= 1—r 1—r ’
=no

la série, I'expression pour sa somme et celle pour le reste.

Example 3.4
Un second exemple est le cas des séries téléscopiques, i.e. de séries dont le terme
N
général s’écrit sous la forme u, = v, — v,41 avec v, — £ auquel cas Z Uy =
n=ng
Uny — Ung+1 + Ung+1 — Ung4+2 + -+ — UN—1 + VN — Un41 donc, en faisant N — 400,
+oo
Z Up, = Up, — {. Par exemple :
n=ng
+0o0
1 1 1 1

- Comme — = — — ,onazizl

nn+1) n n+l —n(n+1)

o 1 1/ 1 1 = 1 1

— Comme ——— = = — ,on a —_— = .

n?2—-1 2\2n—-1 2n+1 n_04n2—1 2

N
1 1
— Comme In <1 + > =In(n+1) —Inn, g In (1 + ) =1In(N 4+ 1) = 400 donc
n — n

1
Z In <1 + ) diverge.
n

+0o0
Comme R (ou C) est complet, la série Z an, converge si et seulement si la suite

n=ng

(Sn)n>n, vérifie le critere de Cauchy. Pour les séries, celui-ci s’écrit donc comme suit :

Lemme 3.5 Critere de Cauchy des séries
La série ) a, converge si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy des séries :

q
2 an

n=p

pour tout £ > 0, il existe N > ng tel que, si p,q > N, <e.

Example 3.6
1
La série > — diverge car
n
2N 2N
1 1 1
> - -
2 52 X w73
n=N+1 n=N+1
donc le critere de Cauchy n’est pas satisfait.
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De fagon générale, on montre ainsi que si (u,,) décroit et > u,, converge alors nu, —
0 car Nusy < EfﬁN uy, — 0 avec le critere de Cauchy et de méme Nuoyyi <

1
S 2Vt 4, — 0. En particulier 37 vy diverge lorsque 0 < o < 1.

Une conséquence directe du critere de Cauchy est le lemme important suivant :

Lemme 3.7
Si ) |an| converge, alors ) a, converge.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier le critere de Cauchy qui résulte directement de

q q
I'inégalité triangulaire : Z an| < Z |lan|. [ |
n=p n=p

Definition 3.8

On dit que la série > u, est absolument convergente si > |uy| converge. On dit,
que la série > u, est semi-convergente si elle est convergente mais pas absolument
convergente i.e. si Y u, converge mais que »_ |u,| diverge.

Remarque 3.9

Insistons sur le fait qu'une série semi-convergente tout comme une série absolument
convergente est convergente. La seconde est en général meilleure que la premiere,
voir le lemme 3.13 et le théoreme de réarrangement de Riemann 3.52.

Remarque 3.10

Jusqu’ici tout s’étend directement aux suites et séries dans des espaces de Banach
FE, a condition de remplacer la valeur absolue par la norme de E. On parle alors de
série normalement convergente et si Y ||a,|| converge, alors > a,, converge.

Une autre conséquence du critere de Cauchy est qu’on peut sommer par paquets :

Lemme 3.11

Soit (ng) une suite strictement croissante d’entiers et (u,) une suite qui tend vers
0. Alors si Y u, converge,

+o0 400 Ng4+1—1
36 =Y 3
n=ngo k=0 n=ng

ou la seconde série est également convergente.
+oo ngr1—1

Si de plus, ngy1 —ny est bornée, alors la convergence de g g u, implique celle
k=0 n=ng

de Y uy, et la formule (3.6) est donc encore vérifiée.

'I’Lk+1—1
Notons que si ny = 2k et u, = (—1)", alors Z un = 0, la condition u,, — 0 est

n=nj
donc essentielle.
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DEMONSTRATION. La premiére assertion consiste juste & remarquer que

q Mky1—1 ng+1—1
22 un= )
k=p n=ng n=np

et comme ny — 400, le critere de Cauchy pour > wu, implique celui pour la seconde série.
La réciproque est a peine plus compliquée mais nécessite d’étre faite soigneusement :
soit M tel que ng4q1 —n; < M. Soit € > 0, il existe K > 0 tel que,
¢ mnjp1—1
—si k, £ > K, alors Z Z Up| < €}
j=k n=n;
—sin > ng, alors |u,| <e.
Soit alors N = ng et p,q > N. Il existe donc ky, ¢, tel que ng, < p < mng, 41 et ng, < q<
ng,+1- On écrit alors

q Mq+17~ p—1 Mq+1~
D un = Z Un= Y U Z n
n=p n=nj, n=ng, n=q+1
by mjt1— p—1 Mg +17
= X Z = ) wn - Z t
j=kp n=m; n=ng, n=q+1
p—1 Tl,zq+1—1
avec la convention que g = 0sip=ng, et E si ¢ = ng, 41— 1. Mais, dans ces deux
n=ng, n=q+1

dernieres sommes n > ng dont tous les termes sont de module |u,| < e. Comme de plus
P — Nk, My, 41 —q < M, ces deux sommes ont au plus M termes. On majore donc chacune
de ces sommes par Me. La premiére somme étant bornée par €, on obtient finalement

Zun < (2M +1)e.

La série ) u,, vérifie donc le critere de Cauchy et est donc convergente. [

Example 3.12

(=n"

———, u, — 0 et on a |u, + upt1| = E_TH donc Y |up, + upt1] est
convergente (somme d’une suite téléscopique) i.e. Y (up + un41) est (absolument)

convergente donc Y u, est convergente.

Pour u,, =

Nous allons d’abord nous concentrer sur les suites a termes positifs et, plus généralement,
aux séries absolument convergentes.

3.2. Séries absolument convergentes.
3.2.1. C'ritéres de comparaison.

Commencgons par une observation simple :

n
Si (uy,) est une suite positive, u, > 0 alors les sommes partielles S,, = g Uy, forment
m=0
une suite croissante et converge donc si et seulement si elle est majorée :

Lemme 3.13
Soit (up)n>0 une suite & termes positifs, u, > 0 pour tout n. Alors
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(1) > u, converge si et seulement si ses sommes partielles S, = Z Uy, sONt

majorées indépendamment de n.

+oo
(2) E Up = SUp E uy que la série converge ou non. En particulier, si o est
FCN
=0
n F ﬁnl neFr

une permutation de N,
+oo +oo
> =3t
n=0 n=0
avec la convention suivante : si ['une des séries diverge, l'autre aussi.

(3) Soit (vy,) est une seconde suite a termes positifs telle que u,, = O(v,,).

+00 +00
—Si ) vy, converge alors ) u, converge également et Z Uy, = O (Z vm>

m=n m=n

(on peut remplacer les grands O par des petits 0).

n
— Si ) u, diverge alors > v, diverge également et Z Uy, = O (Z vm>

m=0 0

(on peut remplacer les grands O par des petits o) ;

(4) Si de plus uy, ~ v, alors Y u, et > v, sont de méme nature et
— si les deux séries sont convergentes, les suites des restes sont équivalentes

+oo +00

Z Um ~ Z Um 3

m=n m=n

— si les deux séries sont divergentes, les sommes partielles sont équivalentes

n n
g Uy, ~ E U,
m=0 m=0

Lorsque u,, > 0, on écrit donc souvent (de fagon abusive) Z Up < 400 pour dire que
cette série converge. Cette notation est a réserver aux séries a termes positifs et
Z uy = +00 lorsqu’elle diverge.

Nous verrons a la fin de la section que le second point est totalement différent pour
les séries semi-convergentes.

DEMONSTRATION. Le premier point est déja démontré. Montrons le second :

Sy = Z Uy < SUp Zunzzg.

ne{0,...,N} FFfCill\Ili nel

Notons S la somme de la série avec la convention S = 400 si la série diverge. Si S = +o0,
SN—>—|—ood0ncS 400 = Set81S<+ooalorsS<S

Inversement, soit F' un ensemble fini d’entiers, il existe alors N tel que F' C {0,..., N}
et donc, en utilisant la positivité des u,,,

Zun<2un<2un

neF

et on obtient I'inégalité souhaitée en passant au sup sur les F' finis.
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Enfin, en faisant le méme raisonnement avec la série de terme général u,(,,), on obtient
que

+oo
Moy = s V= s Y
n=0

FCN
F fini "<F F fini m€o(F)

= sup Uy = SUP E Um
G=c—1(F)CN GCN

7 fini meG G ﬁnl meG

—+o00

= g Uy, -
n=0

Pour (3), rappelons que u,, = O(v,) signifie qu’il existe une constante C' > 0 et un
entier Ny tels que, pour n > Ny, u, < Cv,. Mais alors si N > Ny,

No—1 n

N
E Up < E U, +C g Up,.-
m=0 m=0 m=DNp
N
Par suite, si Y v, converge, les sommes partielles E v, sont majorées il en va de méme

n=0
n N

pour E v, donc aussi pour E uy, donc > u, converge. Inversement, si > u, diverge,

m=DNg n=0
N n

Z U, — +00 donc Z vy, — +00 quand N — 400 et Y v, diverge.

m=0 m=Np
On peut rendre cela un peu plus précis en remarquant que, si pour n > Ny, u, < Cvy,

N N +o0
alors pour M > N > Ny, Z u, < C Z vp,. En faisant N — +00 on obtient Z Uy <
m=M m=M m=M
—+00 “+o00 “+o00
C Z Uy, SOit Z Uy, = O Z Up |. Si up, = o(vy), C peut étre pris arbitrairement
m=M m=M m=M
+oo
petit en prenant Ny assez grand on obtient donc par le méme calcul que Z Uy =
m=M
“+oo
0 Z Up | . Si uy, ~ v, alors u, — v, = o(v,) donc
m=M
+o00 +00 +o00
S Y v=o 3w
m=M m=M m=M

+oo +oo
soit Z Uy, ~ Z Up.
m=M m=M
Inversement, si Y u, diverge donc > v, aussi, les sommes partielles tendent donc vers
~+00. Alors

N N 1 N N
Zovn’\’ Zvnzczzun“’zoun
n= n=

n=~Np n=Ngp
N N
donc g u, = 0 E Un |-
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Pour I’équivalent, il faut étre un peu plus précis. Pour 0 < ¢ < 1, il existe Ny tel que,
sin > Ny, (1 —¢&)u, < v, < (14 €)uy. Ainsi, pour N > Ny,

N N N
L=e) > ua< D vn<(lte) D up.
n=Ny n=Np n=Nog
N N
Ce qui montre que Z Uy ~ Z vp. Comme ces deux quantités tendent vers +oo, on
n=Np n=Np

N

peut ajouter une quantité finie de chaque coté de ’équivalent donc Z Uy ~ Z Up- |
n=0

Ce lemme nous dit qu'une fois que nous avons une série convergente ou divergente,
nous en aurons beaucoup d’autres. Regardons par exemple ce qui se passe pour la série
géométrique pour laquelle on connait une formule explicite des sommes partielles de sorte
qu’il suffit de regarder les limites de ces sommes.

Example 3.14
+oo
Si r < 1, alors pour tout a € R, Zn“rn converge puisqu’en prenant r < p < 1,

n=1
—+00

™ = o(p™) et Y. p" converge. Mais, si r > 1, alors pour tout a € R, Znar"

n=1

n

diverge puisqu’en prenant 1 < p < r, p" = o(n%™) et > p™ diverge.

Les deux criteres suivants sont des criteres de comparaison aux séries géométriques :

Lemme 3.15 (Critéres de d'Alembert et de Cauchy)
Soit (uy,) une suite réelle ou complexe.

existe.

— Critere (ou regle) de d’Alembert supposons que ¢ = lim

n—-+0o
Alors
—sif <1, la série Z uy, est (absolument) convergente.

Un

—si £ >1, la série Z uy, est (grossierement) divergente.

— Régle de Cauchy soit £ = limsup |u,|*/™. Alors

n—-4o00

—sif <1, la série Z uy, est (absolument) convergente.

—sif>1, la série Z uy, est (grossierement) divergente.

DEMONSTRATION. Pour la régle de d’Alembert, on suppose que u, ne s’annule pas a

partir d’un certain rang pour que "+1 ait un sens. Pour le cas £ < 1, on prend r tel que

n

{ < r <1 et il existe alors NV tel que, pour n > N, u"“ < r. Mais alors, pour n > N,
[un| < " N|uy| et par suite
n M n M
> Jum] <D |+ uy] >N <Y m\+ |<+oo
m=0 m=0 m=N m=0

Les sommes partielles de la série & termes positifs Y |u,,| sont donc bornées, donc cette
série converge.
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Lorsque ¢ > 1, on prend r tel que 1 < r < £ et il existe alors N tel que, pour n > N,

Un+1
n

L > ) done [un| > "N |uy| — 400, a fortiori, u, ne tend pas vers 0 donc la série

diverge.

La démonstration de la regle de Cauchy est similaire. Lorsque ¢ < 1, la suite |u,| est
majorée a partir d'un certain rang N par une suite géométrique r™ de raison £ < r < 1.
Lorsque ¢ > 1, u, a une sous-suite telle que |uy, | > r"™ avec 1 < r < £. Donc u, ne tend
pas vers 0. [ |

Notez que le cas £ = 1 est indécis (sauf si la limite est 11T auquel cas on montre
facilement que u, ne tend pas vers 0 donc que la série diverge). On peut affiner un peu la
regle de d’Alembert en utilisant des liminf et lim sup et, dans ce cas, la régle de Cauchy
est un peu plus fine dans le cas critique puisque

Unp+41 Un41

lim inf

< limsup |u, |V < limsup‘

n n

Example 3.16
Les séries > n“r™ convergent si |r| < 1 et divergent si |r| > 1 puisque

1)« n+1 1\
— avec d’Alembert, si r # 0, (n+ DA™ =(14+—=) |r|=Ir|;
(e} n
ne|r| n
Inn

— avec Cauchy, (n®|r|")V/™ = e*"n |r| — |r|.

Une autre application des criteres de comparaison est le lemme suivant :

Lemme 3.17 (Critéere de condensation de Cauchy)

Soit (un)n>1 une suite décroissante a termes positifs, u, > 0 et soit (v, )m>0 la suite
définie par v, = 2™ugm. Alors > u, et Y vy, sont de méme nature.
+oo
En particulier, la série de Riemann Z — converge si et seulement si o > 1.
n

n=1

m
DEMONSTRATION. Notons S, = Zun.
n=1
Tout d’abord, pour 2™ < n < 2m+l Ugm+1 < Uy < ugm et donc, en sommant sur ces
n (il y a 2™+ — 2m = 2™ termes)

2m+1
2™ Ugmr1 < E Uy, < 2MUgm
n=2m+1
c’est-a-dire

1
§Um+1 S 52m+1 — ng < Um.-

Mais alors

D 1 p+1
Z Uy 2> SQP+1 - 51> 5 z:lvm-
m=

m=1
De 1la on déduit que
p+1
— 81 Y u, converge, alors Spp+1 — S7 est majorée donc les sommes partielles g Um
m=1
aussi donc la série (& termes positifs) > vy, converge
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—si Y vy, converge, alors ses sommes partielles sont majorées. Il existe donc M > 0
P

tel que, pour tout p, Z Um < M et alors Sopr1 < M 4 S7. Mais alors, si n est un entier,
m=1

il existe p tel que n < 2P+ et, comme u,, est positive, S, < Sop+1 < M + ;. Les sommes

partielles de > u,, sont donc majorée, cette série converge.

Enfin, considérons u,, = —. Quand a < 0, u, ne tend pas vers 0 donc »_ u, diverge.
On suppose donc que a > 0 et alors (u,,) est une suite décroissante a termes positifs. De

plus v, = 2" = 2"(1-) egt une suite géométrique de raison 217 > 0 et 217 < 1siet

2n «
seulement si o > 1. Ainsi ) v,, converge si et seulement si & > 1 donc ) | u,, également. M

On peut considérer de facon un peu plus générale v, = p"u,» avec p > 2 un entier.

Exercice 3.18

Montrer a l’aide du critere de condensation de Cauchy que la série de Bertrand

Yo
"2 ne1n® n

converge si et seulement sia >1loua=1et 5> 1.

Terminons par le critére suivant qui complete celui de d’Alembert et est un critere de

comparaison aux séries ) —.
n

Proposition 3.19 (Critere de Raabe-Duhamel)
Soit (uy) une suite & termes positifs u,, > 0 pour n assez grand, telle qu’il existe
a > 0 tel que

1
Un+1 :1_g+0<_)
Un, n n
Alors

—si a > 1, la série ) u,, converge;
—si a < 1, la série ) uy, diverge.

(3.7)

Notons que la condition (3.7) implique que u, est de signe constant & partir d’un
certain rang, il n’y a donc pas de perte de généralité a supposer que u, est positive (des
le premier rang).

1

. nln®n
critere ne permet donc pas de conclure dans le cas o = 1.

Une autre observation est que u, = vérifie (3.7) avec a = 1 et que le seul

. . L. . 1
DEMONSTRATION. L’observation clé ici est que, si v, = 3 alors
n

Uil _ i le—é—i—o 1
Un, n+1 n n

et que la régle est donc que la proposition est déja démontrée dans ce cas. S’il n’y avait
pas les o(n~1) on pourrait directement conclure en comparant les deux suites (uy) et (vy,).
Il faut ici étre un peu plus prudent.

1+«

2
—sia>1,1< <y <a;

—sia<l,a<y<pB<l1.

Nous allons poser 8 = et v = L—{—ﬁ de sorte que
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Les valeurs de § et v ne sont pas importantes, seules ces relations comptent dans la
suite.
Supposons d’abord que a > 1, dans ce cas, il existe Ny tel que, si n > Ny,

U v
n+1 <1- 2 < n+1.
Uy, n Un
En particulier, on a une chaine d’inégalités :
U v U v U v
No+1 S No+1 ’ No+2 S N0+2, e n+1 S n+1 )
UNg UNy UNg+1 UNg+1 Un Un

En observant que toutes les quantités sont positives et téléscopiques, la multiplication de
ces inégalités donne

Un+1 < Un+1

UN, UN,

T UN . . N
c’est-a-dire u,11 < —2v,41. Comme la série > vy, converge, il en va de méme de Y uy,.
UNy
Dans le cas a < 1, toutes les inégalités sont inversées et on obtient donc w41 >

UN, " . . .
U—Ovnﬂ. Comme la série ) v, diverge, il en va de méme de > uy,. [ ]

No

Exercice 3.20: (Régle de Gauss)

Soit (u,) une suite a termes positifs u,, > 0 pour n assez grand, telle qu'il existe

a>0et k>1tels que
1
Un+1:1_a+0<k>.
Up, n n

C
(1) Montrer qu’il existe C' € R tel que v, ~ —.
n

n
1 1
Indication : considérer Inuy41 — Inwu, et utiliser E = Inn+~vy4+0 <>,
n
k=1

que nous démontrons plus loin.

(2) En déduire que > u, converge si et seulement si a > 1.

On peut multiplier les regles de ce type. Par exemple, on al suivante qui raffine le
critere de Raabe-Duhamel :

Remarque 3.21 (Critere de Kummer)
Soit (an)n>1 une suite de réels strictement positifs et soit (b, )n>1 une suite de réels
strictement positifs. Posons

Qn
Ky = by by
an+1

(1) S’il existe ¢ > 0 tel que, a partir d’un certain rang,
K, > c,
alors la série ), -, an converge.
(2) Si, a partir d’un certain rang,
K, <0
>,
n>1 bn
diverge, alors la série Zn21 an diverge.

et si
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En prenant b, = n on obtient la regle de Raabe-Duhamel. En prenant b,, = nlogn,
on peut en déduire la convergence des séries de Bertrand.

Pour montrer ce critere, supposons d’abord qu’il existe ¢ > 0 tel que K,, > c a partir
d’un certain rang N. En multipliant cette inégalité par a,1, on obtient

bpan — bn+1an+1 > Clpy1-

En sommant de n = N a n = m, il vient

m
c Z ant1 < byvan — bpy1ame1 < byan.
n=N

Les sommes partielles de la série & termes positifs ) a,, sont donc bornées, et cette
série converge.

Supposons maintenant que K, < 0 a partir d’un certain rang N. Alors bya, <
bpt1an+1, de sorte que la suite (bpan)n>n est croissante. En particulier, bya, >
byay > 0, et donc a, > b]{)%. Si la série > 1/b,, diverge, le critere de comparaison
montre alors que » | a, diverge.

3.2.2. Le théoréme de du Bois-Reymond.

Théoreme 3.22 (du Bois-Reymond)
Soit (an)n>1 une suite de réels strictement positifs.

(1) Si la série Z an converge, alors il existe une suite croissante (A\,)p>1 telle
n>1
que A\, — 400 et telle que la série

D_ Anan
n>1
converge.
(2) Si la série Zan diverge, alors il existe une suite décroissante (pn)n>1 de

n>1
réels strictement positifs telle que p, — 0 et telle que la série

g HnQn
n>1

diverge.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que la série

D an

n>1

o
converge et considérons les restes de la série Ry = g an, N > 1. Comme la série

n=N
converge, on a Ry — 0. On peut donc construire une suite strictement croissante d’entiers

(Ng)k>1 telle que

9~k
e = 5

pour tout k > 1.
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Définissons alors la suite (\,) par blocs en posant A\, = k pour Ny < n < Ngy1. Pour
les éventuels indices n < Nj, on pose par exemple A, = 1. La suite ()\,) est croissante et
vérifie \,, — +o0.

De plus,

(0.9] [e.9] Nk:+171
Z Ay = Zk‘ Z an,
n=N1 n=DNp

e e}

k Z an,
1

n:Nk

VAN
M T¢I

kR,

B
Il
—

27k <« +o0.

M

e
Il
—

La série E Anayn est donc convergente.
n>1

Supposons maintenant que la série Zan diverge. Choisissons N1 = 1. Comme les
n>1
termes sont positifs et que la série diverge, on peut construire par récurrence une suite
strictement croissante d’entiers (Vi )g>1 telle que

Nk+1_1

Z a, > 1

n=Ny
pour tout k > 1.
1
Définissons la suite (u,) par blocs en posant p, = z pour Ny < n < Ngy1. La suite

(1) est décroissante, strictement positive, et p,, — 0.

Cependant,
e’} 0 1 Nk+1—1
D pman =3 1 > an
n=1 k=1 n=Ng
1
> —.
> %
k=1
La série harmonique étant divergente, la série Z Wnay diverge. |
n>1

Remarque 3.23

Le théoreme montre qu’il n’existe pas de frontiere universelle entre les séries positives
convergentes et divergentes.

b
En effet, si 3" a, converge, il existe une suite (b,) telle que — — +o0 et telle que

n

> by, converge : il suffit de poser b, = Ajan.
c
Inversement, si > a, diverge, il existe une suite (c,) telle que — — 0 et telle
Qn
que > ¢, diverge : il suffit de poser ¢, = ppa,. Ainsi, il n’existe, au sens de la
comparaison asymptotique, ni plus grande série positive convergente, ni plus petite
série positive divergente.
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3.2.3. Le théoréme d’Abel-Dini-Pringsheim.

Les criteres de d’Alembert et de Cauchy sont des critéres de comparaison a des séries
géométriques. Pour ces deux cas, on a des cas ou le critere ne permet pas de conclure. Ce
phénomene est en fait général au vu du résultat suivant :

Théoreme 3.24 (Abel-Dini-Pringsheim)

Soit (an)n>0 une suite & termes positifs telle que ag > 0. On suppose que la série
n

> ay diverge et on note S, = Z ay les sommes partielles de cette série. Alors

k=0
+oo
(i) Z g—? converge si t > 1 et diverge si ¢t < 1.
n=0 "
(ii) Si lim In _ 0 alors lim,, 00 Go/So+ a1/S1 + -+ + an/Sn =1.
n—00 Sn In Sn

Notez que la condition ag > 0 sert uniquement a ce que S, # 0. Comme la série > a,
diverge, il existe ng tel que a,, > 0 et il suffirait de commencer les sommations a partir
de ng sans changer les conclusions du théoreme.

DEMONSTRATION. Rappelons que, comme a,, > 0, S, est croissante et la divergence de
> a, implique que S,, — +o0.
a
Montrons d’abord que | S—n diverge. Il suffit de vérifier que le critere de Cauchy n’est
n

S, 1
pas satisfait. Pour cela, notons que pour tout n > 0, il existe k, > 1 tel que 5 < 3
n+kn
On a alors,
+kn +k7l
SN Sty )

ce qui contredit bien le critere de Cauchy.
Ensuite, comme S,, > ag, pour t < 1,

an 1—t On 1-t On
— =5""—>a5 "— > 0.
St nog, =0 s,

Avec le critére de comparaison des séries positives, E St diverge également.

n
Soit ensuite t > 1 + a avec 0 < o < 1. Lorsque n est assez grand pour que S, > 1,

Gn o Gn_ _Gn 1
St = Spte T S S5
+oo
s . . a, 1
Avec le critere de comparaison, il suffit de montrer que Z 3 <o converge.
=1 n n—1
On écrit ensuite
an, 1 Sp—Sp—1 1 1 Sn—
(3.8) 22— == "1a_a<1—"1>.
S”l Sn—l Sn Sn—l Sn—l S”l

On introduit la fonction g définie sur |0,+o00) par g(x) = 1 — 2 et on remarque que
g"(r) = a(l —a)z® 2 > 0 donc g est convexe. Le graphe est donc au-dessus de la tangente
en 1 et, comme g(1) = 0, ¢'(1) = —a, cela s’écrit 1 — 2% > —a(x — 1) = a(l — ). En
introduisant cela dans (3.8), on en déduit que

anp 1 1 Sn—1\“ 1 1 1
il <—(1- == - ).
SnSpq T S Sn a\Sy, S
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1 1 1 1
Comme S—% — 0, la série téléscopique Z < @ — S%) converge donc la série Z g,—z Sa
converge également.
Pour le deuxieme point, notons que
ao/So+a1/S1+---+an/Sn ao/So+air/S1+ -+ an/Sy
In S, 1nSo+1HSl/So+ln52/Sl+"'+ln5n/5'n,1'
On remarque ensuite que
| Sh | Sh, | 1 an,
n = 1n = In ~ ——
Sn-1 Sp — ap) 1- g—z Sn
. anp, - Apn . - n o
puisque — — 0. Comme la série — diverge, la série In également et les
g >, divers > g ée
sommes partielles sont équivalentes, ce qui montre bien que
ao/So + a1 /Si + -+ an/Sn > k=05 .
In Sn In SO =+ ZZ:O In %
comme annonceé. [ |
Example 3.25
1
La série Y 1 diverge, S, = > ;_,1 =n+ 1 donc Z ———— converge si t > 1 et
= (k+1)
diverge si ¢ < 1. De plus -
n 1
k=0 Tl )
Inn '
+oo
. oy L 1 1
Si on considére la série divergente Z —,ona S, ~lInndonc — ~ ——, on en
—n nSt  nln'n

+oo
1
déduit que g ——— converge si ¢ > 1 et diverge si ¢ < 1. De plus
o nln"n

S 1
k=2 kInk

Inlnn
Notez qu’une itération de ce raisonnement nous dit la chose suivante : notons
log®! z = Inz et log®**! 2 = log® log®® x qui est défini pour = assez grand. Alors la
série

— 1.

1
Z n Hf;ll log™ n(log®* n)t

converge si t > 1 et diverge si t < 1.

Ce théoreme a un pendant pour les séries convergentes. Supposons que a, soit une

suite de termes positifs telle que > a,, converge. On suppose pour éviter les trivialités que
“+oo

an, n’est pas nulle a partir d'un certain rang, les restes r, = E a, forment donc une
k=n-+1

1
suite strictement positive qui tend vers 0. En particulier — — +o0.
Tn

1
On note alors by = — et, pour n > 1,
o

1 1 Th-1 — Tn an

Tn Tn—1 mTn—1 TnTn—1
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n
1
de sorte que S,, = Z b, = —. En particulier, la série Y by diverge. Le théoréeme d’Abel-
Tn
k=0
Dini-Pringsheim implique donc que

b?’l n
Y-y

Tn—1

diverge. Comme 7,1 — 0, par comparaison on en déduit que ) Tf“ diverge si t > 1.

1
Par ailleurs, on a vu dans la démonstration précédente que, pour o > 0, la série

by, an,
2 5En, T2 ey

converge. On obtient donc le résultat suivant :

Corollaire 3.26
Soit (an)n>0 une suite positive telle que la série Y a,, converge et telle que les restes

P, = Z a, ne soient pas nuls. Alors
k>n

o
8

S

S

S
I
4
<
S o
L

diverge si t > 1 et converge si ¢t < 1.

Un deuxieme corollaire est le suivant qui montre que 1’écart entre convergence et
divergence est aussi lent qu’on veut :

Corollaire 3.27
Soit (en)n>1 une suite strictement décroissante tendant vers 0, alors il existe une

+oo +oo
suite positive (dp)p>1 telle que Z d, diverge et Z endy converge.

n=1 n=1

DEMONSTRATION. Pour simplifier les notations, prenons ng = 0. Notons que d’apres 'hy-

pothese de stricte décroissance on a &, > 0. On pose alors p,, = — qui forme une suite
€n
strictement croissante et on pose enfin ag = pg et, pour n > 1, a, = pp — pn_1 > 0. Alors

n
Sp = Z ay = pp — +oo donc la série > a, diverge. D’apres Abel-Dini-Pringsheim, > g—n
k=0 n

a
diverge également. On pose alors d,, = il

de sorte que > d,, est bien divergente. De
Sn+1
plus

d, = an+1 _ Pn+1 — Pn -1 _ Pn 1_€n+1'

Sn+1 Pn+1 Pn+1 En

donc e,d,, = €, — eny1 et, comme &, — 0, la série > e,d, est une série téléscopique
convergente. |

3.2.4. Comparaison série-intégrale.

Théoreme 3.28 (Comparaison série-intégrale)
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Soit f une fonction continue par morceaux, positive et décroissante sur [ng, +00).
—+00 400
Alors les séries Z f(n) et 'intégrale / f(t)dt sont de méme nature. De plus,

n=ng no

si les deux sont convergentes on a, pour p > nyg

+00 +oo
(3.9) 3 fm) /‘fm&SZﬂm

n=p+1
et si elles divergent

(3.10) > s~ [

DEMONSTRATION. Comme f est décroissante, pour n <z < n+1, f(n+1) < f(z) < f(n)
donc, en intégrant entre n et n 4+ 1,

n+1
fnt1) < / F(B)dt < f(n).

En sommant sur n allant depa ¢ —1 > p,

qg—1
(3.11) S ) /ﬂWSme

n=p+1 n=p
+00 +oo
Mais f(t)dt converge (resp. Z f(n) converge) si et seulement si / f(t)de
0 n=0

est borné (resp. Z f(n) est borné) et (3.11) montre que / f(t)dt et Z f(n) sont
n=0

n=0
simultanément bornées ou non.

De plus, dans le cas de la convergence, on fait ¢ — +oo dans (3.11) pour obtenir (3.9)
et sinon, on prend p = ng pour obtenir

ny—1
e [Crmars Y o
n= no—l—l n=ng
ni ni—1
Mais Z f(n Z f(n)— f(no)+ f(n1). Comme f est décroissante, —f(ng) + f(n1)
n=ng+1 n=ng
est bornée alors que la somme tend vers 400, on en déduit donc I’équivalent (3.10). W
Example 3.29
1
On prend a > 0 et f définie par f(z) = — sur [1, +00). On vérifie par un calcul de
x
+oo
primitive que f(t)dt converge si et seulement si @ > 1. On note alors que, si

1
a > 1, (3.9) nous donne

3" 1</+°°dm_1< DI S N
£ ne — » wa_(a_l)pa—l— na_ ne pa'

n=p+1 n=p+1
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Comme p~™® = o (W) on en déduit que

|

ne " la—1)po-1
Bt n®  (a—1)p®

D’autre part, si & < 1, on obtient de (3.10) que
iv: 1 InN sia=1
ne 5\1/1_7*03 si0<a<1’

Nous laissons en exercice de montrer que ce dernier équivalent est encore valable si
a < 0.

3.2.5. Théoréme de Kakeya.

Théoreme 3.30 (Théoréme de Kakeya)

Soit @ = (an)n>1 une suite décroissante de réels strictement positifs telle que Z an,
n>1
converge. On pose

—+00
§=D an  Ta= ) @

n>1 k=n+1
et on consideére ’ensemble des sommes de sous-séries

+oo
E(a) = {anan = {0,1}}.
n=1

(1) On a E(a) = [0, 5] si et seulement si
O, € P pour tout n > 1.

(2) Si an > 7, pour tout n > 1, alors E(a,) est homéomorphe a ’ensemble de
Cantor. De plus, tout élément de Ea possede une unique écriture sous la

forme
—+00
Zenan, en € {0,1}.
n=1
DEMONSTRATION. Pour n > 1 et € = (e1,...,&,) € {0,1}", posons
n
Se Z ELag
k=1
et
B, = U [35755+Tn]~
ee{0,1}n
On a
E(a) = () En
n>1
En effet, une fois les n premiers coefficients 1, ..., &, fixés, la somme des termes restants
est comprise entre 0 et 7.
Supposons d’abord que a, < r, pour tout n. Pour tout préfixe (e1,...,e,-1), de

somme partielle s, les deux intervalles correspondant aux choix €, = 0 et €, = 1 sont

(8,8 + 73] et [$ + an, s+ ap, + 7y
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Comme a,, < r,, ces deux intervalles se rencontrent et leur réunion est
[s,8 + an +1rn) = [s,5 + rn_1].
Ainsi, a chaque étape, aucun intervalle n’est supprimé et ’on obtient
E,=10,5].
Par conséquent,
E(a) = () En=10,5].
n>1

Réciproquement, supposons qu’il existe n tel que a, > r,. Comme la suite (a,) est
décroissante, chacun des termes ay, ..., a, est supérieur ou égal a a,,. Une somme de sous-
série appartenant a l'intervalle (7, a,) ne peut donc contenir aucun des termes aq, . .., a,.
Mais elle serait alors majorée par r,, ce qui est impossible. Ainsi

E(a) N (rn,a,) =0,

et E(a) n’est pas un intervalle.
Supposons enfin que a, > r, pour tout n. Considérons I’application

©:{0, 1N — E(an),  ®((en)) =D entin.

Cette application est continue et surjective par définition.
Montrons qu’elle est injective. Soient (g,) et (1,) deux suites distinctes et soit n le
premier indice pour lequel &, # n,. Supposons, par exemple, que €, = 1 et 1, = 0. Alors

O((ex)) — (k) = an + Y (ex — M) an
k>n
> Qp — Z ag
k>n
=ap —rp, > 0.
Les deux sommes sont donc distinctes.
L’application ® est ainsi une bijection continue du compact {0, 1} sur le compact

E(ay). Elle est donc un homéomorphisme. Or {0,1}N est homéomorphe & I’ensemble de
Cantor, ce qui conclut. [ |

3.3. Un théoreme tauberien. Nous allons maintenant démontrer une réciproque
(partielle) a la derniere assertion :

Théoreme 3.31 (Théoreme taubérien)
Soit (uy) une suite réelle, positive décroissante et soient C' > 0, 0 < a < 1. Soit
n

S = E ug la n-iéme somme partielle de la série associée a (uy). Alors wu, ~ — si
n

B=Il
C

—

-«

et seulement si .S, ~ n

nl=% 11 reste

, _ . C
DEMONSTRATION. Nous venons de voir que si u, ~ — alors S, ~
n

donc a montrer la réciproque. Pour cela, il suffit de montrer que

£ = lim inf n®%u,, > C' > limsup n®“u,, := L.
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Soit alors n € N*, § > 1 et m = [nd] < nd (la partie entiere de nd). On a

m
Sm — Sp = Z up < (m—n)u, < (6 — 1)nuy,.
k=n+1
On en déduit que
1
1 m\1l-a § S,

3.12 - —((B) ")
(312) d—1 < n ml-a pl-a

: Sm_ Sn
Remarquons que si n — +o00, alors m — +o00 et donc ——, — . De plus

mi~® niTo 11—«

— — 0. Par ailleurs, il existe une suite d’entiers (ny) avec ny — +o0 telle que lim nfuy,, :=

n
lim inf n®u,, = £. En choisissant n = ny et m = [ndx] dans (3.12) on en déduit que
fle—1 C
2> —
- -1 1—«a
Cette inégalité est vraie quel que soit § > 1. On peut maintenant faire tendre 6 — 1 (en

remarquant qu’on a un rapport d’accroissement) et on obtient £ > C.
Pour la seconde inégalité, on procede de la méme facon, mais en choissant 0 < § < 1

N m
et m = [dn] < on. A nouveau, si n — +oo, m — +00 et — — 4. De plus
n

Sy — S = Z ug > (n—m)u, > (1 — §)nuy,.
k=m+1

De facon similaire au premier cas, on écrit

(3.13) nu, < 115< Sn__ (T)l_a Sm >

nl—a n ml—cx

Ensuite, il existe une suite d’entiers (ny) avec ny — +o0 telle que lim nfu,,, = limsup n®u, =
L. En choisissant n = ny et le m correspondant dans (3.13) et en faisant tendre k vers
I’infini, on obtient maintenant

<=0 " = ¢
T 1-6 1—-«
pour tout 0 < § < 1. Enfin, en faisant § — 1, on obtient L < C ce qui conclut la
démonstration. |

3.4. Développements asymptotiques.
3.4.1. Polynomes de Bernoulli.

On peut étre plus précis que le simple résultat de comparaison série-intégrale, par exemple
n

pour estimer les sommes partielles de la série harmonique E Z

k=1

Pour cela, introduisons d’abord les polynémes de Bernoulli.
xrz

ze
Soit x > 0, la fonction F': (z,2) — —
e —

1 est une fonction holomorphe en z pour {z €

C :|Im(2)| < 27} et C*° sur R x R. En particulier, a z fixé, F admet un développement
en série entiere de rayon de convergence > 27 de la forme
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o"F
ou By(z) = 5an (x,0). En particulier, B,, est une fonction C* et nous allons montrer que
z
B, est en fait un polynéme. Si on pose b, = B,(0) de sorte que
z =X
— n.n
er—1 Z n’”
n=0
+00 2"
et e = Z —'z” alors le produit de Cauchy de ces deux séries s’écrit
= n!
+oo n
ze%* bp—rx n
e? —1 Z<Z k:!(n—k)')
n=0 \k=0
. = n! k . A ,
ce qui montre que By (z) = Z mbn_kx qui est donc un polynome de degré n.

Definition 3.32 (Polynémes et nombres de Bernoulli)

Pour n > 0, les nombres de Bernoulli sont obtenus par la série génératrice
z =X
— n_ n
er—1 Z e
n=0
Les polynomes de Bernoulli sont définis pour n > 0 par

u n! &
Bu(z) = Z mbn—kﬂﬁ :
k=0

Les premiers termes se calculent par un développement limité
2
1 1
x—2> z+ <m2—x+6) 22+ o(2%)

1422+ =22+ o(2?%)
14 (
1 9 1 . . .
donc By(x) =1, Bi(z) =z — 5 et Ba(x) =2 —x + 6 Une observation supplémentaire

F(z,z) = T 21
1+ 37+ 622 + 0(22)

est que
z z 1 e+1 ZCOSh%
+o =12z = —
ec—1 2 2 e*—1 QSlnh%

est paire et s’écrit par ailleurs

z +Z—B(0)++§Bn(0)"—b ++§b””
e—1 2 0 = n! SR n:2n!Z

donc b, = B,(0) = 0 lorsque n > 2 est impair.

n+1F
Ensuite, B/, (z) = W(m,O) (avec Schwarz) qui fournit donc le n-ieme coefficient
2Oz
de Taylor de
oF 22e%? <= nBn_1(z)
ar0?) = oy = A = ) e

n=1
soit B], = nB,_1 pour n > 1. Enfin,
(1—z)z —TZ 2 N\ px(—2) +oo 1yn
F(l—x,z)zze _ ze” e :( z)e :Z( 1) Bn(x)zn
e —1 e —1 e % —1 o n!
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donc By, (1 —z) = (—1)"By(z). On en déduit que By, (1) = (—1)"B,(0) et donc que, si n
est pair By(1l) = B,(0) et si n > 2 est impair, on a By(1) = (—1)"B,(0) = 0 = B,(0).
Ensuite, pour n > 1
! 1! Brny1(1) — By
/ B, (z)dx = / r(x)de = +1(1) +1(0) =0.
0 n + 1 0 n —+ 1

Enfin, revenons aux nombres de Bernoulli qui sont donnés par

z n n
F(07z)_ez—1_nz:%n'
donc
+oob 400 Sm
z = F(0,2)(e*—1) Zn‘z” Z%
n=0 m=1

+oo /n—1
= 2 (X))
El(n —
avec un produit de Cauchy. En particulier, si n > 2, Z k:'ikk)' = 0 soit, en isolant
I(n —k)!

bnfh

n—2
1 n
n—l Zk'n— __n!k:0<k>bk'

On en déduit une relation de récurrence pour b,, n > 1.
Résumons les propriétés que nous allons utiliser en un lemme :

Lemme 3.33
1
Les polynomes de Bernoulli vérifient, By = 1, Bi(x) = = — > et, pour n > 2,

1
Bl =nB,_; et B,(0) = B,(1) et, pour n > 1, / B (z)dx = 0.
0

Enfin, les nombres de Bernoulli b, = B,,(0) vérifient by = 1, by = —%, bop+1 = 0 si
p > 1 et les b, vérifient la relation de récurrence :

1 = n+1
by, = — by,
n+1kzo< k >k

Nous pouvons maintenant donner le résultat clé de cette section :

Théoreme 3.34 (Formule de sommation d'Euler-Mac Laurin)

Soient m < n deux entiers et f : [m,n] — R une fonction de classe C", r > 1. alors

(3.14) /f ydt 4 L) 1) ) f(n)

ou
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Notons que le terme Z B;(0) f(J D(n) — fU=1(m)] n’apparait qu’a partir de r = 2.
J!
j=2
De plus, comme B;(0) = 0 lorsque j est impair, on écrit souvent cette formule a I’ordre 2r
(3.15) / F(yde 4 L) 1) >+f()

FED ) — f ) — R,

BQJ(O)
+; (29)! 1/

Re= o [ Barlt= D)2 0.

DEMONSTRATION. On va procéder par récurrence. Pour = 1, on utilise que Bf = 1 et
on intégre par partie : on obtient

k+1 k+1
| ma = [ Be-nsa
k+1
= [Bit - K)F(O)E - /k Byt — k) /(1) dt
k+1
— f(k)+£(k+1)—/k By(t—[t])f'(t)dt

1
puisque B (t) =1t — 3 On somme ensuite de k allant de m & n — 1 et on obtient

n n—1 n
[ roa = 37 “‘”f“”— / Bt~ [)(0) i

= Zf /Blt— () dt

qui est bien I'expression voulue.
On suppose maintenant I’expression valable au rang r et tout ce qu’il suffit de remar-
quer, c’est qu’on passe de R, & R,;1 par une intégration par parties : on utilise le fait que

= mB;’—&—l
fir = (17«)!T+1 / "B, (- 1)) at
r1 M=l k4l
- i 2 | Brat=nrwa
r4+1 71 k+1
- g ([ nr0]” - [ e oroa)
(- 1>T+1’“
= orr 2 B0+ 1) = B0 (8)
k=m
_1\r+2 n

Enfin, By41(1) = B,4+1(0) quand r > 1, donc on a une somme téléscopique
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(=)

[ > (Bra (D) (k + 1) = Brpa (0)£7)(0))
k=m

qui donne bien

(=)™ B,1(0), ,,, .
(r + 1)J!rl [FT)(n) = £ (m)] + Ry

comme voulu. [ ]

Note pour les candidats a 1’agrégation

Pour un développement a l’agrégation, on peut se contenter du cas r = 2 pour
un développement un peu moins ambitieux et dans ce cas, on détermine B; et

1
By par les propriété qu’on souhaite : Bf = 1 et B1(0) = ~5 Bi(1) = 3 donc

1
Bi(z) =z — 5 puis By = 2By (le facteur 2 est pratique car il simplifie les calculs)

R, =

1
donc Bs(z) = 22 — x + ¢ ol ¢ est déterminé par la propriété / Bs(xz)dz = 0 qui
0

1 1 1
donne§—§+c:0s0itc:6.

3.4.2. Asymptotique d’Euler de la série harmonique.

Donnons comme premiere application ’approximation de la série d’Euler que nous avons
déja utilisée dans I'exercice sur le critere de Gauss 3.20 :

Théoreme 3.35 (Asymptotique d'Euler)
Il existe un constante 7 (appelée constante d’Euler) telle que, lorsque N — +o0,

n

1 1 1 1

=1 - O(n
;k nnty+ o~ o T oo 1O ).

DEMONSTRATION. Notons H, = Zi et appliquons la formule (3.15) a f définie sur

k=1
1l G) (1) (—1)75!
[1,+00) par f(t) = i t—+ de sorte que fY)(t) = rE

_ 1 B2y 1 " Bor(t — [t])

. On a alors

1 BQJ 720 By (t — [t])
1 sz(O) / T By (t — [t])
— vy 22y Z2rV = ) gy,
+2n z::l 2jn2i + n t2r+l

En utilisant que Ba, est un polynéme et est donc continu donc borné sur [0, 1], on en
déduit que :
/+°° | Bar (t — [t])] e
1

1
p2r+1 dt < ?ouﬁ | Bar| . dt < +oo.



64 1. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

De plus,

T By, (t — [t]) e o
/n W‘ §?$E|B2T|/z Wdt:O(n )

On vient donc d’écrire

r—1

1
anlnn—I—%—i—zn—Zl
]:

By;(0) 1 _or
% n2j—|-0(n ).

On en déduit que H, —Inn — v, quand n — 400 et en particulier, v, ne dépend pas de

r. On écrit donc v = ~,.

1
L’expression de By donne B(0) = 6 Un calcul un peu plus pénible donne By = ~30
|

ce qui donne I’expression voulue.

Remarque 3.36

La démonstration précédente laisse penser que R, n’est pas un reste puisque notre
estimation nous a montré qu’il est du méme ordre que le dernier terme de la somme
qui le précede. Méme si cela n’est pas utile, montrons qu’on a en fait un peu mieux :

+oo . +00 k41 .
n k

t2r+1
k=n
100 k41 1 k1 s
= Bo.(t — k)| — — — | dt
kz;l/k 27"( ) <t2r+1 /k 82r+1>
k+1
puisque B, (t — k) dt = 0. Mais, avec le théoréme de la moyenne, pour chaque
k
k+1 ds 1
k, il existe si € [k, k + 1] tel que /k P = g Par suite, pour ¢ € [k, k + 1],
k
1 1

1 k+1 ds
2r+l /k g2r+1

t2r+1 Szr+1

2r+1 2r+1
g2r+2 = L2r42

< |t —sg| sup
s€[t,sk)

avec I'inégalité des accroissements finis et le fait que [t, si] C [k, k+1] (donc |t—si| <
1). Mais alors

T2 By, (t — [t]) = b+ op 41
e dt <) sup| Byl g dt
/n $2r+1 ];l 0,1] . & f2r+2

N

IN

+oo

1 o

(2r+1) ?315 | By | Z T = O(n=%1).
’ k=n

3.4.3. Formule de Stirling.

1

Une seconde application de la formule de sommation d’Euler-Mac Larin est la suivante :

Théoreme 3.37 (Formule de Stirling)
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Pour tout r > 1, on a

r

ny\n Bs;(0) 1 _
| = _ J 2r
n! 21 <e) exp jgl 25 (2) — 1) n%i 1 +O0(n™"")

. . n\n"
En particulier, on a n! ~ v/27n (—) .
e

DEMONSTRATION. Cette fois-ci, nous allons considérer f(z) = Inx sur ]0,+o0) de sorte
que

n
Zf(k):1n1—|—1n2+---+1nn:lnn!

tandis que

n
/ Inzder =[zlnz —z|f =nlnn—n+1.
1

De plus, pour j > 1, f@)(z) = (=1)771(j — 1)1z,
On applique alors la formule (3.15) et on trouve

Inn <~ Ba;(0) 1
I = — J —
Inn! nlnn—-—n+1+ — > +212j(2j—1) 31 1

1 " B (t—[t])

— ———dt

+27’ 1 t2r
N 1 /+ B2r d sz

= 1 1+ — ——
. en + + 2r Z 5 (25 — 1

=1

Z L 1 /+°° Bor(t — [Z]) dt
— ]—1 yn2—1  2r [ t2r

HT\/ﬁn "\ By(0) 1 _
1 J : 2r
n=CE Z; 5@~ DT T O(n=2")

avec le méme raisonnement que plus haut pour obtenir le O(n~2"). La encore on peut
arréter la somme & r — 1 et mettre un O(n=2"*1), ce qui est un peu plus simple.

A nouveau, 6, ne dépend pas de r et on le note donc #, mais, contrairement & la
constante d’Euler, 6 se calcule explicitement.

On a donc n! ~ 9‘/37 " On va utiliser les intégrales de Wallis

(2p)! .
/2 22p(p')2§ sin=2p
Wn = sin" tdt = 2 : 2 .
27 (p!)
0 in=2p+1
Gp+ 1] sin D

s
Cela provient d’un calcul direct pour Wy = 5 et W1 = 1 et ensuite deux intégrations

n+1 . _—
2VVn. Enfin, comme W,, est clairement décroissant

par partie montrent que W, 2 =
(0 <sint <1 sur [0,7/2])

n+1<Wn+2<Wn+1
n+2- W, — W, —
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W, n
ce qui montre que 1 ~ —L . En particulier, n! ~ 9*/:??
n
1o Wopr1 _ 2 2% (p!)* 200 p° 6%
Wop — m(2p+1)[2p)112 7 2p(2p+1) 27
montrant que 8 = /27 comme voulu. |

3.5. Séries semi-convergentes.
3.5.1. Séries alternées.

Le théoreme des suites adjacentes peut se reformuler comme suit :

Lemme 3.38 (Critére des séries alternées)
Soit (vp)n>0 une suite réelle telle que v, = (—1)"|v,| avec |v,| qui décroit et tend
vers 0. Alors

— > vy, converge;
+00

>

n=m+1

< [vmtal-

Remarque 3.39

I1 faut noter que la décroissance de |v,| est essentielle. Un exemple courant est le
-1 -H™ 1

suivant si v, = # alors v,, = (=1 — = +0(n2) est la somme de 3 suites,
v+ (=1)n n

la premiere et la derniere donnent des séries convergentes mais la seconde donnera
une série divergente. Par suite, > v, diverge.

N
DEMONSTRATION. On pose uy = Z v, de sorte que ug = vy et de plus :
n=0
(1) uont2 = uzn+|vant2| —|vant1| < ugp. Ainsi (ug,) est une suite décroissante puisque
|| décroit.

(ii) uont1 = uon—1 — |Vont1| + |von| > uop—1. Ainsi (ug,—1) est une suite croissante
puisque |v,| décroit.
(iii) won — uzn—1 = |v2n| — 0 puisque |v,| — 0.
Ainsi les suites (ug2,) et (ug2,4+1) sont donc adjacentes de sorte qu’elles ont une limite
+oo
commune. Celle-ci est donc la limite de u, i.e. Z(—l)”]vﬂ qui converge bien [

n=0

Example 3.40

a;.n
Soit @ > 0, pour —1 < x < 0, la série ) — converge (il y a méme conver-
n
xn
gence uniforme sur [—1,0]). En effet, — = (-1)
n
|z["

décroissantes, il en va de méme pour ——
n

n

':U — /7 . .

nl2l" et |z|", n~“ étant positives

d’ou la convergence de la série. Notons
que le reste se majore alors par

|$|n+1 1

CESIERRCES T

R | <
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ce qui donne la convergence uniforme. En particulier, on a pour —1 < z < 1,

400 o
3.16 —In(l1—-2)= —.
(3.16) n(l-z) =3 %
n=1
Le membre de gauche est continue en x = —1. Pour le membre de droite, on a
convergence uniforme de la série sur [—1, 0], donc celle-ci définit une fonction conti-
nue sur [—1,0]. Ainsi, l'identité (3.16) se prolonge par continuité en z = —1 et on
en déduit que
+o0o
(="
—In2= —
2.

n=1

3.5.2. Sommation d’Abel.
La technique de sommation d’Abel consiste a faire une “intégration par partie discrete” :
si (un), (vy) sont deux suites complexe telles que

— (vy,) est facile & sommer (ou du moins, la somme des v, est facile a estimer), on pose
n

alors s_1 =0 et, pour n >0, s, = ka de sorte que v, = s, — Sp_1
k=0
— (uy) est une suite telle que u, 11 — u, décroit plus vite que uy,.
On fait ensuite le calcul simple suivant :

q q q q
§ UnUp = § un(sn_sn—l) = § UnSn — § UnSn—1
n=p n=p n=p n=p
q q—1
= E UnSn — E Un+15n
n=p

n=p—1
q—1
(3.17) = UgSq — UpSp—1 — Z(u”+1 — Up)Sn
n=p

ou on a simplement fait un changement d’indice de sommation dans la deuxieme ligne.

Dans la troisieme ligne, on fait un regroupement des deux sommes en enlevant un terme

dans chacune des deux afin de sommer sur le méme ensemble (il y a plusieurs facons de

faire). Le signe — devant la derniére somme est ici pour faire apparaitre 1’analogie avec
q—1

une intégration par parties, on pourrait tout aussi bien écrire + Z(un — Up+1)Sn-

n=p

Definition 3.41 Transformation d'Abel
La formule (3.17)
q—1

q q
Z UpVp = Z Vil G, = Spil) = WSy — Vi, — Z(un+1 — Up)Sn
n=p n=p

n=p

est appelée la formule d’Abel ou la transformation d’Abel de la série Y u,vy,.

C’est plus la technique simple que la formule qu’il convient de connaitre. Toutefois,
notons, qu’on peut en déduire le résultat suivant :

Lemme 3.42 (Abel)
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Soit (uy), une suite positive décroissante qui tend vers 0. Soit (v,) une suite telle
que, si on pose s, = > ,_, U alors la suite (sy) est bornée. Alors ) u,v,, converge.

Remarque 3.43

Notons tout de suite qu’on ne suppose pas que Y v, converge, simplement que les
sommes partielles sont bornées, ce qui est plus faible, sauf quand v, est de signe
constant.

DEMONSTRATION. Notez que u, est ici une suite positive puisqu’elle tend vers 0 en
décroissant.

On va montrer que Y u,v, vérifie le critere de Cauchy : soit M tel que |s,,| < M. Soit
e>0et N tel que, sin > N, |u,| <e. Alors (3.17) nous montre que, si p,q > N,

q q—1 g—1
Zunvn < |ugsq| + lupsp—1| + Z |tun41 — Un||sn| < 2Me + MZ |tun+1 — un|.
n=p n=p n=p

Mais, comme u,, est décroissante, |up+1 — Upn| = Up — upy1 et la derniere somme est donc
téléscopique :

q—1
§ [Un+1 — Un| = up —ugr1 Sup <€
n=p
q
et donc g UpVn| < 3Me comme voulu. [ |
n=p

Notez qu’en faisant ¢ — 400, la démonstration donne en fait une estimation du reste

oo
Z UpUp | < 2Muy,.
n=p
On peut aussi remarquer que dans la démonstration, on n’a en réalité utilisé que le
fait que > |upt1 — up| converge (il suffit d’utiliser le critere de Cauchy pour cette série).
Le critere des séries alternées est un cas particulier de ce lemme avec v, = (—1)" dont

les sommes partielles sont bornées par 2. Plus généralement, si on prend v, = %™ avec
0 € R\ Z, alors
n 2i 10
Sy = Ze%nke _l-e ir(ntl)
n 1— €2i7r9
k=0
. 2
puisque €27 £ 1. Ainsi |s,| < 1= ezt et (s,) est borné. On en déduit I'exemple
—e€
suivant :
Example 3.44
Soit a« > 0 et § € R\ Z, alors
T p2imnd
(0%
n=1 n

converge (et méme uniformément en 0 €60y, 1 — 6p[+Z pour 0 < Oy < 1/2, la somme
est donc une fonction continue sur R \ Z).

Notez aussi que la transformation d’Abel transforme la série en une série qui converge
plus rapidement. En particulier, lorsque 0 < « < 1, on part d’une série semi-
convergente pour arriver a une série absolument convergente.

3.5.3. Lemme de Kronecker.
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Théoréme 3.45 Lemme de Kronecker

Soit ), ~; an une série convergente et soit (b,)n>1 une suite de réels strictement
positifs, croissante et telle que b,, — +00. Alors

b Zbkak_)o
k=1

DEMONSTRATION. Posons

n
Sp = E ay et so = 0.
k=1

Par hypothese, il existe s € R tel que s, — s. Comme ap = s — S;x_1, une sommation
d’Abel donne

n n n—1
> brar =Y b(sk = sk—1) =bnsn — Y _(ber1 — br)sk
k=1 k=1 k=1
Posons r, = s, — s, de sorte que r, — 0. Puisque
n—1
> (b1 —be) = bn — by,
k=1

on obtient

1 - b1$
Zbkak—Tn—ka bk+1—bk Tk—l-a

Le premier et le dernier termes tendent vers 0. Montrons qu’il en est de méme du terme
central.
Soit € > 0. Il existe N tel que |r| < € pour tout k£ > N. Pour n > N,

n—1 N-1 n—1
1 1 5
— b —b < — b —b — b — br).
™ k:l( k1 — b))y | < b ;( k1 — i) || + ™ k:ZN( k+1 — bk)

La premiere quantité tend vers 0, puisqu’il s’agit d’une constante divisée par b,, tandis

que la seconde est majorée par
b, — b
su S €.
bn,
Le terme central tend donc vers 0, ce qui termine la démonstration. |

Le cas a,, = —, b, = n nous donne directement le coroolaire suivant :
n

Corollaire 3.46 S
2.9 Unp,
la série g — converge, alors
n

n>1

1 n

— Z up — 0
n

k=1
Si la série Z a, converge, alors
n>1

1 n
— Z k‘ak —0
n
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La seconde assertion est une conséquence directe de la premiere mais aussi du lemme
de Césaro : si ) ap, converge, alors a, — 0 donc converge aussi vers 0 au sens de Césaro.

Example 3.47
Soit av € (0, 1) et considérons la suite (uy,),>1 définie par u, = (—1)"n®. La série

Z Un — Z(_l)nna—l
n>1 n n>1

1

converge d’apres le critere des séries alternées, puisque la suite n® + = nl%a est

décroissante et tend vers 0. Le lemme de Kronecker, appliqué a la série Zun /n,

n>1
donne alors

1 n
=3 (-1FEr — 0.
n

k=1

Ce résultat est remarquable puisque la suite ((—1)"n0‘)n>1 n’est pas bornée. On ne
peut donc pas I'obtenir en appliquant directement le lemme de Cesaro & une suite
convergente.
Le cas a = 1 montre que la condition a < 1 est critique. En effet,
2m
D (Db = (=142 + (=3+4)+---+ (=(2m — 1)+ 2m) = m,
k=1
de sorte que
1 2m 1 kk 1
am 2Dk =5
k=1
D’autre part,
2m+1
S (-Dfk=m-(2m+1)=-m-1,
k=1
et donc -
m
Lk .Y
2m+1 prt 2m+1 2

Par conséquent, la suite des moyennes

)
n>1

k=1
ne converge pas.

3.5.4. Séries de Rademacher.

Théoreme 3.48 Séries de Rademacher)
Soit (ey,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
1

Ple,=1)=Ple, =—-1) = 5

Soit (an)n>1 une suite de réels. Alors la série aléatoire

E Enln

n>1
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converge presque stirement si et seulement si

Zai < 4-o00.

n>1

Remarque 3.49

Le théoréeme montre que, pour une série a signes indépendants et équiprobables, la
condition naturelle de convergence n’est pas I’absolue sommabilité

> lan] < 400,

n>1

Zai < +0o0.

n>1

mais la sommabilité quadratique

La démonstration de la condition suffisante repose sur I'inégalité maximale de Kolmo-
gorov.

Lemme 3.50 (Inégalité maximale de Kolmogorov)
Soient X7i,..., Xy des variables aléatoires indépendantes, centrées et de carré

intégrable. Posons
k
Si, = Z X;.
j=1

Alors, pour tout A > 0,

Var(Sy)
> < ——=.
P (lg}CanN |Sk| > /\> < 2

DEMONSTRATION DE L'INEGALITE MAXIMALE. Pour 1 < k < N, posons
Ak = {|Sl| < )\, ceey |Sk_1| < )\, |Sk| > )\}

Les événements Ay, ..., Ay sont deux a deux disjoints et

N
A = >
kL—Jl K {1I<Iia<XN|Sk’ )\}

Sur Ay, on écrit Sy = Sk + (Sy — Si). L’événement Ay, et la variable Sy ne dépendent
que de Xi,..., X}, tandis que Sy — Si est indépendant de ces variables et centré. Par
conséquent,

E[14,Sk(Sn — Sk)] =
Il vient alors
E [14,5%] = E [14,S7] + E [14,(Sn — S)?] > NP(4y).

En sommant sur k, on obtient

N
E(S%) > A2 P(Ap).
k=1

Comme Sy est centré, E(S%) = Var(Sy), et donc

Var(SN)
>
P<II<I}€ELXN|S]€| )\) E P(Ag) < 2
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DEMONSTRATIONS DU THEOREME.

N
Supposons d’abord que Zai < +00. Posons Sy = anan. Choisissons une suite
n>1 n=1
. . s . N 2 —3j
strictement croissante d’entiers (N;);>1 telle que Z a, <27,
n>Nj
Pour M > Nj;, appliquons I'inégalité maximale de Kolmogorov aux variables € N;j+1GN;+15 - - - s EMAM-
On obtient

M
P max |S,, — Sn.| >277) <2% a2 <277,
(Nj<m§M| m = S| - Z "=

En faisant tendre M vers 400, il vient

P < sup |Spm — Sn,| > 2j> <277,
m>Nj

Comme ZQ*J' < 400, le lemme de Borel-Cantelli montre que, presque strement, il
Jj=1
existe jo tel que, pour tout j > jo, sup [Sy —Sn,| < 277. La suite (Sx) est donc presque
7’TL>N]'

surement de Cauchy. Elle converge presque stirement.

Supposons réciproquement que la série Z EnQy converge presque surement.

n>1

On a alors nécessairement e,a, = S, —S,—1 — 0 presque sturement. Or |g,,a,| = |ay],
de sorte que a, — 0.

Pour m < n, posons

n
Tm,n = Z ELaf.-
k=m

La convergence presque sure de (S,) implique que T}, , — 0 presque stirement, et donc
en probabilité, lorsque m,n tendent vers I'infini.

Par conséquent, pour tout t € R, E (e“Tm’”) — 1.

D’autre part, 'indépendance des variables e donne

=

E (eitTmm) — E (eitskak)

i

m
elt&k + ef'zta;C
2

Il
=

B
I
3

Il
=

cos(tag).

i

m

ca? pour tout

Prenons ¢t = 1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que 0 < cosx < e~
1
|z| < 3 Comme a,, — 0, cette inégalité s’applique a partir d’un certain rang. On obtient

alors

n n
0< H cos(ag) < exp (—c Z a%) .
k=m k=m
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Supposons par ’absurde que Z ai = +o00. Pour tout m suffisamment grand, on peut

n>1
n

choisir n > m tel que Z ai > 1. On aurait alors

k=m
n
E (eiTm’") = H cos(ay) < e 1,
k=m

ce qui contredit le fait que E (eiTm’") — 1.
Ainsi, Zai < +o00. u

n>1

Example 3.51
1 1 . . 1 - En
Prenons a,, = —. Comme E —— converge si et seulement si a > —, la série E —
ne nla 2 ne
n>1 n>1
converge presque slirement si et seulement si o > 3

En revanche, elle ne converge absolument que pour a > 1. En particulier, pour o = 1,
un choix aléatoire de signes rend presque stirement convergente la série harmonique
signée.

3.5.5. Réarrangement de Riemann.

Théoreme 3.52 (Théoreme de réarrangement de Riemann)

Soit (uy)n>0 une suite réelle telle que > uy, soit semi-convergente. Alors pour tout
+o0
a € R, il existe une permutation o telle que Z Ug(n) = Q-

n=0

En d’autres termes, si on modifie I’ordre de sommation dans une série semi-convergente,
on peut obtenir n’importe quel résultat.

DEMONSTRATION. Rappelons que > u,, semi-convergente signifie que Y. u,, converge et
> |uy| diverge.

Nous allons introduire Ey = {n : u, > 0} et E_ = {n : wu, < 0} qui forme donc
une partition de N. Aucun de ces deux ensembles ne peut étre fini sans quoi la suite u,,
serait de signe constant apreés un certain rang et la convergence de Y u, entrainerait sa
convergence absolue.

Up + |Un] un| = ug

et u;, = max(—uy,,0) = — les

parties positives et négatives de la suite u,. Ainsi Y u et > u, sont toutes les deux
somme d’une série convergente et d’une série divergente, donc elles divergent toutes deux
(vers +oo puisque ce sont des séries a termes positifs).

On fixe alors @ € R et on construit une permutation o par récurrence en posant
0(0) = 0 puis, une fois ¢(0),...,0(n — 1) construits, on pose

On note ensuite u,’ = max(uy,0) =

n—1
min{E; \ {c(0),...,0(n—1)} si Y o <o
U(Tl) — k=0

n—1 '
min{E_\ {c(0),...,o(n = 1)} si Y u,u) >a
k=0
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En d’autres termes, tant qu’on est en-dessous de «, on ajoute le premier terme positif
qu’on n’a pas encore utilisé et tant qu’on est au-dessus, c’est le premier terme négatif
qu’on ajoute.

Comme F, et E_ sont tous deux infinis, o(n) est bien défini. Il est aussi évident que
o est injectif (une fois l'entier o(k) choisi, il est éliminé par construction pour n > k).
Montrons par I’absurde que ce o est aussi surjectif sur N (donc o est une bijection N — N
c’est-a-dire une permutation). Soit donc N = minN \ ¢(N) qui existe si o(N) # N et
supposons que N € F; (le cas N € E_ est similaire). Cela signifie qu’il existe un rang
no a partir du quel o(n) € E_ et, par construction, est une énumération de E_ i.e.
{me E_: m>oc(ng)} ={o(n) : n>ng}. Mais alors, pour n > ng,

n no— n no— n
O Uplm) = D Uy T D Uo(m) = D Uy D Ug (1m)
m=0 m=0 m=nyg m=0 meE_
m>o(no)

n
ce qui contredit le fait que Z u;(m) — +00 quand n — +o0.
meE_
m2>ao(no)
Notons aussi que lorsque n varie, o(n) ne peut rester ni dans F; ni dans E_. Cela
résulte de la démonstration de la surjectivité de ¢ mais est aussi une propriété de toute

permutation, vu que F;, E_ sont infinis.
+o0

Nous allons maintenant montrer que la série Zug(n) converge et vaut a. Fixons
n=0
e > 0. Comme ) u, converge, u, — 0, il existe donc N; tel que, si n > N, |u,| < e. On
définit ensuite M. = maxo~1({0,..., N.}) de sorte que, si m > M, o(m) > N. et donc
|ucr(m)| <Eé.

n
Posons maintenant S,, = Z Ug(m)- Comme o(m) ne peut rester ni dans F; ni dans
m=0

E_, il existe M > M. tel que (M) € E; de. Syy—1 < aet o(M+1) € E_ i.e.
a < Sy = Sy-1+ Ug(rr)y < Sy—1+ ¢ < a+ e. Montrons par récurrence sur m que
a—¢e < Syrm < a+e. On vient de voir que c’est vrai pour m = 0, supposons que ce soit
vrai au rang m. Mais alors, comme Sy 4m+1 = SM+4m + Us(M4m+1) On & deux possibilités :

—so0it —e < Syr4m < a et alors, par construction (M +m+1) € Ey et M+m+1 >
M. donc 0 < ug(prpmy1) S € et alors a —e < Sypmir < a+eg;

—80it & < Spr4m < a+¢ et alors, par construction o(M+m+1) € E_ et M+m+1 >
M donc — < ug(pr4me1) < 0 et ainsi @ —e < Spyrypmir < a+e.

On a donc montré que, pour tout € > 0 il existe M tel que, si m > M, |Sy, —a| < ¢
c’est-a-dire que S, — o comme annoncé. [ |

_

n
Dans cet exercice, nous utiliserons I'asymptotique d’Euler s,, := Z = Inn+vy+e,

k=1
avec £, — 0.

(_1)n+1 n (_1 k+1

Tetgnizz

k=1

(1) Soit a, = . Montrer que o9, = so, — S,. En

+00 (_1)k+1
déduire Z —
k=1
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(2) On considére maintenant la suite (by,)n>1 obtenue de la facon suivante by =

a1 =1,by=a3 = 3 by = as = —3 by =as = £ i.e. on prend deux termes
.- . .. 1
positifs puis un terme négatif. .S,, = Z br. Montrer que Ss;, = S45, — §(sn +
k=1
+oo
Son) et en déduire que Z by converge et déterminer sa valeur.
k=1

3.6. Produit de Cauchy. Pour comprendre le produit de Cauchy de deux séries,
oo

il convient de passer d’une série numérique a une série entiere formelle i.e. de g Up A

n=0
o0
E up 2"
n=0
o o
Mais alors, si on a deux séries formelles g up 2" et g vp 2" leur produit est donné
n=0 n=0
par
oo o oo (0@ o
E Um 2™ E v | = E E umvnzm+"zg E U Up | 2P
m=0 n=0 m=0n=0 p=0 \m-+n=p

en regroupant les termes de méme degré. Cela conduit a introduire la notion suivante :

Definition 3.54

Soient u = (up)n>0 €t v = (vp)n>0 deux suites réelles ou complexes. Le produit
de Cauchy des séries ), squn et >, o v est la série 3 o qwp, de terme général
w = u * v donné par

g UmUn = E unvp n = E up nUn.

m-+n=p

La premiere difficulté est que le produit de Cauchy de deux séries convergentes peut
(="
vn+1

alors

étre divergent. En effet, si u, = v, =

1P 1y 2
Z\/n—i—l\/p—nJrl nz\/ —i—l\/p n+1

0
Mais, pour -1 <z <p+1lona(z+1)(p+1—2)< (§+1)2 donc

wpl > 2L 41
p—P+1 2

quand p — 400 donc la série ) w,, diverge (grossierement). \
Le probléme ici est que les deux séries ne sont que semi-convergentes. A 'opposé, on a

Théoreme 3.55 (Cauchy)
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Si > wu, et Y v, sont absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy
converge absolument et de plus, en notant u * v = (wy),

+oo +oo +00
(3.18) pr = (Z um> (Z vn> :
p=0 m=0 n=0

DEMONSTRATION. Il s’agit en fait essentiellement du théoréme de Fubini pour la mesure
de comptage. On commence par supposer que u, > 0,v, > 0 de sorte que w, > 0. On
note Ty = {(m,n) e N :m+n < N} et Qn = {(m,n) € N : m,n < N} de sorte que
Q|ny2) CTN C QN et alors

N/2 N/2

5 Um, E Un, = 5 UmVp < 5 Um Un,
m=0 n=0

(m7n)€QN/2 (m’n)eTN

N
= Z Wp
p=0

N N
<Y U= (Z um> (Z vn>
(m,n)EQN m=0 n=0

—+00 —+00
< (Z um> (Z Un> < +o00.
m=0 n=0

Cela montre que la série ) w, converge puis, en faisant N — 400 que
+oo +o0 +00 +oo +oo

(o) () <5 m= () (0)
m=0 n=0 p=0 m=0 n=0

c’est-a-dire le résultat pour les séries a termes positifs.

Par suite, comme on a clairement |w| < |u| * |v| si Y uy, et > v, sont absolument
convergentes, »  w, également. Il reste donc & montrer (3.18). Pour cela, on estime les
erreurs commises dans les inégalités ci-dessus puisque

e () () (5) (5

quand N — 400 et que

N “+o00
S o= wy Y w,
p=0 p=0

(m,n)eTN

quand N — +o00. Il reste donc a voir que la différence de ces deux quantités tend vers 0.
Pour cela, on remarque que

E U Uy — g UV = E Uy Un,

(m,n)eEQN mmnelN (m,n)eQN\TN

N-—1 N
= Z Z Um Un,
m=1n=N-m+1
[N/2 N N N

]
U, Z Un + Z Um, Z Un,-

m=1 n=N-—-m-+1 m=[N/2]+1 n=N-m+1
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Remarquons que dans I’avant dernieére somme, comme m < N/2, n=N —M +1 > N/2.
Par suite, 'inégalité triangulaire (et 'ajout de quelques termes positifs) nous donne

Z UmUn — Z U Up | < Z‘um‘ Z ’Un|+ Z |um|z‘vn‘

(m,n)EQN mnely m>0 n>N/2 m>N/2 n>0

Mais > |um], > |vn] < 400 donc Z |t Z |un| = 0 quand N — +oco donc

m>N/2 n>N/2
E U Up, — g U Uy, — 0
(m,n)eEQN mneTlN
comme annonce. [ |

On peut en fait faire un peu mieux :

Théoreme 3.56 (Mertens)

Si la Y u, est semi-convergente et > v, est absolument convergente, alors leur
produit de Cauchy converge et de plus, en notant u x v = (wy),

+o0 +o0o +oo
(3.19) pr = (Z um> (Z vn> .
p=0 m=0 n=0

N +o0
DEMONSTRATION. On note Uy = Z Uy, — U = Z Uy, avec la convention U_1 = 0 de
m=0 m=0

N +o0o
sorte que Uy, = U,, — U,,_1 pour tout m > 0. On note ensuite Vy = Z v, — V = Z Un,

n=0 n=0
et enfin

N
Wp = pr = Z Uy Uy, = Z (U, — Up—1)vp,
p=0

(m,n) :m+n<P (m,n) m+n<P
= Z UmU’I’L - Z Um—lvn
(m,n) :m+n<P (m,n) :m+n<P
= 2 Uwa= > U
(m,n) :m+n<P (m,n) :m+n<P-1

p
= Z Unvn = Z Up_,vp.
n=0

(m,n) :m+n=P

Soit alors € > 0. Il existe M, N tels que, pour m > M, |U,, — U| < ¢ et pour n > N,
P—M +o00

|vn| <e/M. On prend en outre C' > 0 tel que pour tout P > M, Z lvun| < Z lun| < C

n=0 n=0
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et pour tout m > 0, |U,, — U| < C. Alors,si P> N+ M — 1,

P P
Wp —UVp| = |> U nvn—UZvn =D (U -Up)

Zi n=0 Z 0

< Z (U =Up-nvn|+| >, (U=Up_n)vn
= n=P—M+1
- P

< Z U= Up_nllonl+ Y |U=Up_n||vnl
= n=P—M+1

<

Ce—i—MCM =2Ce

ou on a utilisé que P—n > P—(P—M) = M dans la premiére somme donc |[U—-Up_,| < ¢
etn>P—-M+1>N+M-1— M+ 1= N dans la seconde et que cette somme a
P—(P—M+1)+1= M termes.

Comme ¢ est arbitraire, on a bien montré que Wp — UVp — 0 et comme UVp — UV
on obtient le résultat voulu. [ |

Remarque 3.57

Ce théoreme admet une réciproque : si pour toute série convergente » u,, on a

> (u*v), est également convergente, alors ) |v,| converge.

C’est une conséquence (facile) du théoréme de Banach-Steinhaus qui n’est pas (plus)

au programme de 1’agrégation : on considere cv = {(up) : (un)n>0 converge} I'espace

des suites convergentes muni de la norme [|uy||co = sup,,> [un|. C’est un espace de

Banach (exercice).

On se donne (v,) une suite telle que, pour toute suite u, telle que »_ u, converge,

alors > (u*v), converge. Sur cv, on définit alors les formes linéaires Ly par Lyu =
Z (U, — Upp—1) Uy, = Z UmUn = (u*v)y (avec la convention u_; = 0 pour

m4+n<N m4+n=N

N N
la premiere expression). On a |Lyu| < (Z |vn|> ||lul|oo soit || Lyl < Z |vp|. Pour

n=0 n=0
I'inégalité inverse, on écrit v, = |vn|ei9” et on prend u, = e~ n pour n < N et
un = 0 pour n > N de sorte que u € cv et que Lyu = ZTJLO |vn|, on obtient bien
N N
que [|Ly[| =) |vn|. Ainsi [|Ly|| =) |vn|- En particulier, [[v]l1 = supysg | Ly
n=0 n=0

Comme (uy,) converge si et seulement si ) _(u, —upn—1) converge, ’hypothese sur (vy,)
nous dit que, pour tout u € cv, Y y(u*v) converge ce qui implique que (u*v)y est
borné, i.e. supy>q|Lnu| < +oo. Le théoreme de Banach-Steinhaus implique alors
que [[vl[1 = supy>o [ Ly || < +oo.

Outre 'exemple ci-dessus qui montre que le produit de Cauchy de deux séries semi-
convergentes peut diverger, voici quelques exemples classiques qui montrent 1'utilité du
théoreme :

Example 3.58
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n n

x
Soient x,y € C et (up)n>0, (Un)n>0 définis par u, = — et v, = v On a Zun =
= = n! n!

oo n —+00
Z xX Yy s .

g T =c et E v, = €” et les deux séries convergent absolument. Par ailleurs
n!

n=0 n=0

n—k __ (Jj—'_y)n
(wsv)n Zk' (n—k)! n'zk'n— y a n!

avec la formule du binéme de Newton. Ainsi, la formule de Cauchy nous donne
ety = e%el.

Example 3.59
Soient z,y € C avec |z, |y| < 1 et (un)n>0, (vn)n>0 définis par u, = 2" et v, = y".

+oo +oo
OnaZun :Z:U" = et Zvn =

absolument Par allleurs siy 7é 0 et x 7é Y,

et les deux séries convergent

1 (33 n+1
n n — | = n+1 n+1
T y) —x
u*vn—Zajk”k y”Z(y) =y % =Y -
k=0

Y

par sommation d’une suite géométrique. Si z = y le calcul est plus simple puisqu’on
a alors

u*vn—Zxk"k (n+1)z"

(notez qu’on obtient la méme chose en faisant y — = dans la formule précédente ce
qui est légitime puisqu’on voit que (u * v), dépend continiment de z et y par son
expression en tant que somme). Enfin, si y = 0, c’est encore plus simple puisque

u*vn_§:$knk n’

cette somme étant réduite a un seul pomt (14 encore, on peut faire y — 0 dans le
premier calcul et obtenir le méme résultat).
Le théoreme de Cauchy nous donne alors

+ZOO e yn+1 B 1
ey T A-o-y)
et
+o00o 1
Z(n + 12" = —
n=0 <1 - x>

(qui peut s’obtenir a I'aide de la dérivation des séries entieres).

Il est utile de savoir que le produit de Cauchy d’une série convergente et d’une série
divergente peut converger et méme que le produit de Cauchy de deux séries divergentes
peut converger.

Example 3.60
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Soit (uy,) une suite et (v,) défini par vg = 1, v1 = —1 et v, = 0 pour n > 2. Alors
(u*v)g = up et, pour n > 1,

n

n
(’LL * U)n = Z UkUn—k = Z VpUp—k = Up — Un—1-
k=0

k=0
+oo
En prenant w,, = 1, on obtient E (uxv), = 1 avec une série absolument convergente
n=0

. . .y . 1
bien que ) u, diverge. Plus généralement, si u,, = —avec0<a<1lona
n

1 1 «
|un = un—1| = no  (n—1)° ~ ol
+o0
(avec les accroissement finis) donc & nouveau Z(u * V), converge absolument bien
n=0
que Y uy, diverge.
: (="
Par contre, si u, = ——, alors
1 1 2
i =t = e e Y e
+0o0
et cette fois-ci Z(u * V) diverge.
n=0
Example 3.61
Soit (uy,) défini par ug = 1 puis u, = 2"~! pour n > 1 et (v,) défini par vo = —1
puis v, = 1 pour n > 1. Comme uy,, v, ne tendent pas vers 0, > uy, Y v, divergent.
Par ailleurs, (uxv)y = upvg = —1, (u*v); = upvy +uvg = 1—1 =0 et, pour n > 2,
n n—1 n—1
(Wsv)n = Y upvpp=—untup+ Y up=-2""+1+Y
k=0 k=1 k=1
1— 2n71
= ot ol — S =0
+ 1+ 11— 9

de sorte que > (u *v),, converge.

3.7. Accélération de convergence de séries.
3.7.1. La sommation d’Fuler.

La méthode de sommation d’Euler est une méthode d’accélération de convergence parti-
culierement efficace pour sommer les séries alternées.

Commencgons par la définir pour les suites.

Définissons T, 'opérateur qui, & une suite (uy,)n>0, associe la suite (vy)n>0 donnée par

1 n n k
vn:nz< >auk.
(1+a) — k

En particulier, T, est un opérateur linéaire.
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Example 3.62
Les deux exemples les plus simples sont les suites constantes et les suites
géométriques :

n
— Si uy, = ¢ pour tout n, alors T,u = ¢ puisque Z (Z) at = (I+a)"
k=0

14 ar\"
— Si u, = cr”, alors v = T,u est donnée par v, = ¢ ( 1—:_ ) . Notez que si |r] < 1,
a
+ ar . .
alors T < 1 donc si (uy,) converge, (v,) aussi.
a

Nous verrons plus loin que c’est toujours le cas. La réciproque est fausse puisque, si

1—-a

0<a<letu,=(—1"alors v, =
S L
de sorte que u, = r™ ne converge pas alors que v, = 0.

n
) — Oetsia>1,onposer=-—1/a

Avant de poursuivre, commencons par signaler la propriété suivante :

Lemme 3.63

b
Sia,b>0,T,T, =T, avec ¢ = )

— > 1.
l1+a+0d

DEMONSTRATION. Notons que si v = T,u, w = Tyv = TyT,u alors

o = £ E6) () 0

J=0

(3.20) _ ‘"0 :A (Z) (?) <1ia>k u;.

Il faut maintenant utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.64
Pour tout x € C et pour tout 0 < j < n,

Si(z) = znj (Z) (’;) o = (’;) 2 (1 + )",

k=j

DEMONSTRATION DU LEMME 3.64. Pour j = 0, on trouve

n

So(zx) =Y (Z) aF = (1+a2)"

k=0
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puis
" /n " /n d
51(1‘) = Z (k) kak = Z (k) xaxk
k=1 k=1
= <k‘> x£$ = xd—Sg
k=0
= nz(l4z)" !
et enfin, pour j =2,...,n
o=\ k=1 (k=41 <~ (n) I,
k=j k=3
1 (n ;& 2 da
- 3 (1) -
k=0
= (n) 2/ (14 z)" 7
J
comme annonceé. [ |

Avec ce lemme, (3.20) devient

(140w, = Zn: (?) <1ia>j <1+ 1ia>njajuj.

§=0
1+a+b\" ¢ ab \’
- () 20 () -
1+a = J 1+a+b
1 145 b
et on conclut en remarquant que m =1+ ﬁ. [ |

La seconde observation est que 7, préserve la convergence des suites :

Proposition 3.65
Soit a > 0, si u = (uy) a une limite ¢ alors T,u converge également vers £.

Notez que pour les suites géométriques, la convergence est 1égerement plus rapide.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, comme les suites constantes sont invariantes par Ty,
T, =V, onaT,u—{=T,(u—~¥). On peut donc supposer que ¢ = 0.

Soit M une borne de uy, |u,| < M. Soit alors € > 0 et N > 1 tel que, si n > N,
|un| < e. On a alors, pour n > N,

|mmw:uim§@%mguim§@%wk
) ot 35 ()

La seconde somme se majore par la somme de Kk = 0 a N qui vaut €. Pour la premiere,

est croissante pour k allant de 0 & n/2. Ainsi, si n > 2N, tous ces

n
on observe que ( i
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coefficients sont majorés par

= <

(n> n(n—l)--]-v(!n—N+1) 7\:

Comme a* < max(1,a’V) pour k =0,..., N et au final, on obtient la majoration

Nmax(1,a¥)M

|(Tau)n| < N 1 +a)n <

en prenant n assez grand, par croissance comparée. |

Definition 3.66

n +oo

Soit (un)n>0 une suite, s, = Zuk les sommes partielles de sa série s = Zun
k=0 n=0

(convergente ou non). Pour a > 0, la transformation d’Euler T,s est la transforma-

tion d’Euler des sommes partielles (7).

On dit que Y u,, converge au sens d’Euler vers { si Tys, — L.

Nous venons de voir que si »_ u, converge alors elle converge au sens d’Euler vers sa
somme.

Proposition 3.67
Soit a > 0, (un)n>0 une suite et (v,) la suite définie par

n
- a n k _ a
Unp = szo <k> a U = 1 +a(Tau)n.

n
Alors Tys, = ka i.e. la transformation d’Euler de (uy) est la suite des sommes

flo=
partielles de la série

n—1
DEMONSTRATION. Soit (0,,) = T'(s,) et écrivons o, = g Vg avec vg = opy1 — ok. Alors,
k=0

comme " = 0, on peut écrire
n _|_ 1 - 9 p

+1
Un = Ons1—0 _¥n (n+1>ak3k—1 - <n>aksk
(1 +aytt =\ K (14a)m = \k

() o)



84 1. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

s n+1\ [n n . ny\ n -
En utilisant < I ) = (k) + (k B 1), avec la convention <_1> = <n i 1) =0, on en

déduit que
n+1 n
_ k
= e g (0) =« (3) o
1 ntl oo . il -
_ +
— g (X () s ()
k=0

k=0

n+1
S
a wloy
= +1Z<>“u
(14 a)mtt = \k

avec la convention s_; = 0. [ |

Le restant de cette section consiste a montrer que la transformation d’Euler permet
dans certains cas d’accélerer la convergence.

Example 3.68
Appliquons ce procédé a la série
+oo ot
In(1 = 1) —, <zl
a1+ 0) = 3 (1" :

(qui converge) avec a = 1/ac. On en déduit que In(1 + z) = " v, avec

T +11//:fg H 2 < ) N k;il e ljx)n+1 /Olkz":() <Z> (=1)*tdi

1 1 1
= — 1—t)"dt = .
(1+1/x)ntl /0 ( ) (n+1)(1+1/z)n+1

On en déduit que

+00 41
n(1+2)=> (-1)" _Z (n+1 +1/x)n+1
n=0
qui revient a In(1 + ) = —In (1 — ﬁ) La nouvelle série converge beaucoup

plus vite lorsque z est proche de 1 (comme une série géométrique de raison 1/2) et
converge méme pour tout xz > 0.

3.7.2. Une seconde transformation d’Euler, transformation binomiale.

La méthode précédente requiere a > 0 pour accélérer la convergence. Toutefois toute la
partie algébrique est maintenue tant que a # —1. Ce cas est intéressant en lui-méme mais
nécessite une renormalisation.

Definition 3.69

Soit u = (uyp) une suite, sa transformation binomiale est la suite v = Bu définie par

Up = Zn: <Z> (—1)%uy.

k=0
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Example 3.70
Supposons que u = 0y, i.e. Uy = Opm (Symbole de Kronecker). Alors

0 sin<m

(Bu)n = (n) (=)™ sin>m’

m

En particulier (Bu),, ne tend pas vers 0.
De méme, pour ¢ € R, si u = (") une suite géométrique, alors (Bu), = (1 —¢)" qui
tend donc vers 0 si 0 < ¢ < 2 mais diverge si ¢ < 0 et si ¢ > 2.

On peut noter que (Bu), = liml(l + a)"(T,u),. En adaptant la démonstration du
a——

lemme 3.63, il est facile de voir que B(Bu) = Bu. Cette opération est donc involutive.
L’exemple précédent montre qu’on peut transformer une suite divergente en une suite
convergente.

La deuxieme observation est qu’on peut ré-écrire v,, a ’aide de 'opérateur de différence
(Au)y, = Upy1 — Uy En effet, (A%)g = ug puis (Au)g = u3 — ug et ensuite

(A%u)y = (Au); — (Au)g = ug — uy — (ug — up)

= 0 (3) v 0 (F) o+ 27 () v

En continuant, on se rend donc compte du fait suivant :

Lemme 3.71
Pour tout m, n,

321 @ =3 (1) O

En particulier,
— la transformation binomiale de (u,) est donnée par (Bu), = (—1)"(A"u)p.

— Si ug — 0 alors, pour tout m, limy, 1 %(A”u)m = 0.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que, (3.21) avec m = 0 donne (Bu),, = (—1)"(A"u)g
puisque (—1)"7F = (=1)"(—1)*.

Montrons maintenant (3.21) par récurrence sur n. Pour n = 0, cette formule se réduit
& Uy = Uy et pour n = 1, c’est la définition (Au)y, = —up, + Umt1. Supposons que la
relation soit vérifiée au rang n. Alors

(A" ), = (A"Au)y,

= i (@ (=" " (s 148 = Umr)

k=0

n+1 n
= Z (k: ﬁ 1) (=) Z (Z) (1)
k=0

n+1
n bl n el
- <k " 1) (—1)" F e+ S (k:) (—1)H g,

k=0
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avec la convention <_1> = <n i 1> = 0. On conclut en utilisant que <k B 1) + (k;) =

<n2:—1> pour k=0,...,n+ 1.

Montrons enfin que lim;,— oo —n(A"u)m = 0 quand u, — 0. Soit donc € > 0 et soient

N, M tels que, pour tout k, |ri| < M et, pour tout k > N, |rg| <e. Alors

1 « k(P 1 & P 1 < (p
s (()n < G (g X (7))
k=0 k=0 k=N-+1
N pN
< T +e<2¢

pour p assez grand.

D (p—k+1
La derniere ligne a été obtenue en utilisant <1];> = plp—1) k'(p +1) < p"N pour
¢ p ¢ p |
la premiere somme et Z ( k> < Z < k:) pour la seconde. |
k=N+1 k=0
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant :
Théoreme 3.72 (Euler)
—+o00
Soit (up)n>0 une suite telle que Z(—l)"un converge. Alors
n=0
—+00 “+oo
(A™u)g
> (-1 = 31 G
n=0 n=0
. L —1)P
DEMONSTRATION. Commengons par ré-écrire u,, : posons oy, = 5 (APu),, de sorte que
“+o00
ap = uy et, en vertue du lemme 3.71, limy 1+ o, = 0. On a donc u, = Z(ap — Qpy1)
p=0

c’est-a-dire

+oo 1
(=1)P (=P o
Up = Z ( op (Apu)n — W(AP U)n .
p=0

L’étape suivante consiste a ré-écrire

+o00o

(APu)g = > (=1)" ((APw),, + 2(AP M u),,).
n=0

Pour cela, on écrit o = (APu),, donc

2APu + APy = (21 + A)APu = ((APu), + (APu)y41)

n

donc
N

D (=1 ((APw), + 2(AP ),

n=0

=(APu)g + (APu); — (APu)y — (APu)y + -
+ (DN (APu)y + (~1)N (APu)n 41
=(APu)g + (=) (APu) 41 = (APu)g



4. PRODUIT INFINI 87

quand N — +oo.
_1)P

En multipliant par ( on obtient donc

9p+1

oo _1) _1)p+!
@ = v (Gl e, - S arn, ).

n=0
Mais alors
N 1\ N +4o0 1)P _ 1
i@, = S5 (G, - SR,
p=0 p=0n=0
+0o0 N - 1\t
- 2_%(—1)";)(( o~ o (arh >n)
+oo 1 \N+1
= > (" (Un - (;N)H(AN“U)n> :
n=0

La premiere ligne étant une somme (finie) de séries convergentes, la derniére série est
convergente. Comme Y (—1)"u, converge, il s’en suit que > (AN*1y), aussi. On vient
donc de montrer que

+oo ) (_1)N+1 +oo

N
> (1) ZZ spi (Ao =~y > (=D)"(AN ),

n=0 p= n=0

En utilisant (3.21), on en déduit que

400 N+1 400 N1
St = S e e 3 S (Ve
n=0 p= =0 n=0
N N+1
1 N +1
- > G- 3 (V) S
p=0 n==k
+00
Comme Z(—l)"un converge, Ry := Z(—l)"un — 0 quand k£ — +oo. Ainsi, comme
=k
" N+1 Na+1
remarqué au début de cette démonstration, oNH Z ( i > R; — 0 quand N — +o00,
k=0
ce qui donne le résultat cherché. |

4. Produit infini

4.1. Convergence de produits infinis.

Definition 4.1

Soit (zp)n>1 une suite de nombres complexes non nuls. On dit que le produit infini
+0o0 +oo

H zn converge vers £ et on note H zp, = £ si la suite des produits pp = H Z

n=1 n=1
converge vers £.




88 1. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

+00 +oo
Notez qu’on définit de la méme facon H zp qui existe si et seulement si H Zn
n=N+1 n=1
400 N 400
existe et dans ce cas H Zn = (H zn> < H zn> . En particulier, en faisant N — +o0,
n=1 n=1 n=N+1

on trouve £ = £limy_ 400 HzioN 41 %n €t cette derniere limite existe des que £ =1 et vaut
alors 1.

La difficulté dans 'usage des produits infinis est qu’il est difficile d’utiliser le critere
de Cauchy pour les produits. En effet, il faudrait estimer, pour N > K

N K K N
PN — DK = Hzn—HZn: (HZ"> ( H Z”_1>
n=1 n=1 n=1 n=K+1

et il n’y a a priori pas de méthode générale pour faire cela.

Toutefois, le lemme suivant est une exception car il consiste a écrire [ [ z,, = exp(>_ log z,,).
Il convient ici d’étre prudent. Si les z, sont des réels positifs, on a log[[z, = >_logz,
mais, pour des nombres complexes, cette formule peut étre fausse. Par exemple log e3im/d —
3im/4 (dans la détermination principale du logarithme) mais (e37/4)2 = ¢=""/2 donc
log(e%™/*)2 = —ix/2 # 2loge®™/*. La démonstration consiste & contourner cette diffi-
culté.

Lemme 4.2
Soit (zp)n>1 une suite de nombres complexes telle que z, # —1 pour tout entier n.

+00 too
Si la série E |2n| converge, alors le produit H(l + z,) converge vers un nombre
n=1 n=1

¢ # 0. De plus, cette convergence et la limite correspondante ne dépendent pas de
I’ordre des termes.

+00
, a0 1
DEMONSTRATION. Comme Z |zn| converge, il existe N tel que, pour n > N, |z,| < 7
n=1
“+oo
Tout d’abord, observons qu’il suffit de montrer que H (14 z,) converge. En effet, en

n=N
+oo +oo

remarquant que H (1+2,) #0,si H (14 2,) converge vers £ # 0, H(l + z,,) converge
5 n<N n=N n=1

vers £ = L], (14 2,). Ainsi, quitte a remplacer la suite (z,) par (z,4n), on peut donc

supposer que |z,| < B pour tout n > 1.

Mais alors log(1 + z5,) est défini par la série entiere

too N s
log(1 + z,) = » (—1) )
k=0

D’autre part 1 + 2, = exp (log(l + zn)) et donc,

N N N
H(l +z,) = H exp(log(1 + z,)) = exp (Z log(1 + zn)> :

n=1 n=1 n=1

N N
Ainsi si Z log(1 + z,) converge, il en va de méme de H(l + zp).

n=1 n=1
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Il suffit alors de remarquer que

+o00 -Zj+1 +o00 1
|log(1 + 20)| = |20l | (=1)/ = | < |2al| Y 57| = 2l2al-
= Il =0 2

Le critére de comparaison nous dit alors que, puisque ) z,, converge absolument, il en va
de méme de > log(1 + z,) et alors

N 400
H(l + z,) — exp (Z log(1 + zn)> # 0.

n=1 n=1
On pourra noter aussi que si o est une permutation de N*, alors »_log(1l + 2,(n))
“+o0o
converge encore vers la méme limite donc H(l + Z5(n)) converge et sa limite ne dépend

n=1

pas de o. [ |

Remarque 4.3

Si les z, sont des fonctions sur un ensemble A plutdt que des nombres complexes,

alors la méme démonstration montre que si ) |z, (t)| converge uniformément sur A,
+oo

il en va de méme pour H (1 + 2y (t)) et que cette fonction ne s’annule qu’aux t pour

n=1
lesquels il existe n tel que z,(t) = —1.

4.2. Quelques exemples.

Example 4.4
ﬁo ( L ) 1
- =) =x.
ol n 2
. . - . 1 1
La convergence de ce produit est immédiate puisque } |1 —— —1| = > —
n n
converge. Pour déterminer sa valeur, on remarque que
N N o N ni1
1 n®—1 ==
() = M5 =10
2 2 n_
n=2 < " n=2 " n=2 n—1
34 N _ N+1 N+1 1
_ 23, N-1_N _ N - =
23 N-1_N_ — 2 2
12 N—2 N-1 1

puisque ce produit est téléscopique.

Example 4.5 Le produit d’'Euler
Le produit d’Euler est ’expression suivante du sinus

+o0 22
sinz = z 1— ——
111 )

et ce produit converge uniformément sur tout compact ce C.

DEMONSTRATION. Si K est compact, il est borné donc inclus dans un disque K C D(0, R).
2 2 2 2

z z R

— = 1’ = u < —-. Comme la série > /5l converge, le produit

Mais alors, si z € K, |1 — 2 EREE
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infini est bien uniformément convergent sur K. Il nous reste donc a identifier la limite du
produit.
On commence par écrire

2n
donc A A
. ¥ —e % I 1 142 2n T 2n
e R =Y, ( “%) —( —Z%) ~

On pose alors

Pu(z) = ;Z[<1 +i%>2n - (1- z;n)%]

En utilisant le bindome de Newton, on voit que P, est un polynéme impair de degré
2n — 1 et que son terme de plus petit degré est z (cela se voit aussi en calculant P/ (0)).
Ses racines sont faciles & déterminer : tout d’abord (2" = ¢2" si et seulement s’il existe

ke{-n+1,...,n} tel que ¢ = ehT/ng ou encore e~ kT/2n¢ = ¢ihT/2n¢ T es racines de P,
vérifient donc
o—ikm/2n (1 —ii) _ ikm/2n (1 +ii) ‘
2n 2n
Il n’y a pas de solution quand k = n et pour les autres k£ on trouve z = 2n tan %77. Ainsi,
les racines de P sont z; = 2ntan g—z, ke {-n+1,...,n—1}. En regroupant zj et z_,
on obtient donc une factorisation de P, sous la forme
n—1
P,(z) = oznz]}_[l (z 2n tan ) Bnz H (1 o ton lm) )

Il est un peu plus facile de déterminer (,, que o, puisqu’en développant le produit on voit
que 3, est le coefficient de z dans P, i.e. 8, = 1 donc

11 ()

2
Fixons z et posons uy (k) = i : pour 1l <k <n-—1letu,(k)=0sik>n
2ntan 5
de sorte que
+oo
P,(z) ==z H(l — up(k))
k=1
2
Remarquons que limy,_, 4 o un (k) = (%) = ay, avec 0 < |uy, (k)| < |ag| et D |ag| converge.

Enfin posons

N
n) =z H (1 — un(k))

k=1
de sorte que

N
@n+1(n) = Qn(n)| = |zun(N +1) [T (1 = un(k))
Ty
< ellun (N + 1) TTA + Jan)]
+oco =
< 2 T + laxDlan+]

k=1
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ot le produit infini converge car 3 a;, converge. Par suite Y-y (Qn+1(n)—Qn(n)) converge
uniformément en n et comme cette série est téléscopique, cela signifie que (Qn converge
uniformément en n.

On peut donc intervertir les limites en N et n et obtenir que

+o0
PO = i L) = Bl ()
N
- I 1i = i 1—
W i O () = i = [1(1 =)
+oo
2 \2
o ((NE
(- G)

k=1
qui est la formule d’Euler.
Il y a d’autres facons de démontrer cette formule, la plus efficace est d’utiliser le
théoreme de factorisation de Hadamard des fonctions entiéres d’ordre fini. |

Nous donnerons un autre exemple concernant la fonction ¢ de Riemann dans le théoreme
??

5. Quelques applications en théorie des nombres

L’utilisation des séries se trouve des 'origine de la construction des nombres.
En effet, I'idée naive de construction des nombres réels consiste a considérer ’en-

“+oo
semble des nombres de la forme Z % avec a, € {0,...,9} et N € Z qui correspond &
n=—N

Iécriture décimale des nombres aya_pni1 - Sag, ajae - --. Clest d’ailleurs souvent comme
cela que les réels sont (ou du moins étaient) introduits au college. Une premiere diffi-
9 9.10—™
+00 :

culté est que I’écriture décimale n’est pas unique. En fait, > "> Ton = m =

10~™*! en d’autre termes, le nombre 0, a; - - - Gym—26m—19999. .. avec a;,—1 # 9 est en fait
0,a1 -+ am—2(am—1 + 1)0000.. ..

Mais la principale difficulté n’est pas la : il faut pouvoir donner un sens a la série et
pour cela, il faut construire un ensemble dans lequel toutes ces séries convergent... Une
solution consiste & construire R = Q, le complété des rationnels. Nous reviendrons sur ce
point plus loin.

5.1. Une surprenante formule pour 7.

Proposition 5.1 (Bailey, Borwein, Plouffe)
On a

E%] 4 2 1 1
T = = = = — .
16" \8n+1 8n+4 8n+5 8n+6

n=0

DEMONSTRATION. Notons que, comme
4 2 1 1 4 2 1 1
— — — < + + -
n+1 8n+4 8n+5 8n+6 qn+1 8n+4 88n+5 8n+6

: . (. , 8
qui est donc < 8. La valeur absolue du terme général de la série est borné par Ten donc
la série est bien convergente.

La clé de cette formule est d’écrire cette série comme une intégrale d’une fraction
rationnelle, puis de décomposer cette fraction rationnelle en éléments simples et de la

calculer.
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Pour cela, on observe que

1/V2 k1 1/v/2 to0
/ 78 dfl:' — / E $k_1+8n dx
0 1—x 0 n=0

too  no-1/2 T 9—(k+8n)/2
=Y [ ey T
0 k + 8&n
n=0 n=0

+oo 1

1
2R/2 £ 16" (8n + k)’

k—1+8n 1/2

Ici, on utilise que la série entiere > x a pour rayon de convergence R =1 > 2~
pour intervertir sommation et intégration et que 2% = 16" pour conclure le calcul.

Ainsi
*2"’1 4 2 1 1
£<16" \8n+1 8n+4 8n+5 8n+6
B /W§ 4% V21— 2t) — 8(a3 + 25)
o 0 ]. —1178

IVE ga 12 4 4 g2
— 42 oy SRt
\[/0 1+ 2% /0 11—

ol on a factorisé le numérateur et le dénominateur par 1 — z* dans la premiere intégrale
et fait un changement de variable t = 2 dans la seconde. On a donc deux décompositions
en éléments simples a faire.

Pour la premiere, on factorise

£4 +1= (.CC - eiﬂ/4)(x o 67”’/4)(.% - 63i7r/4)(x o 6731'#/4)

d’ou on déduit la décomposition

dx

1 a a b b

1+2% 5 _ cin/d + 21 + T _ edin/d + T e dm/4’
On multiplie par 2 — ¢™* et on fait = = ¢/ pour obtenir
_ 1 B 1 14
(eiw/4 _ €—i7r/4)<ei7r/4 _ €3i7r/4)(€i7r/4 _ e—3i7r/4) 2\/5(_1 + Z) 4\/§

3im/4 3im/4

et on fait z = e pour obtenir
1 1—1

et on multiplie par x —

b= (e3im/4 — eim/4)(Bim/4 — gim/d)(eBin/d _ o=3in/0) — 4./3"
Ainsi
1 B 1 —1—3 -1+ 1—1 1+
11 42 \z— e/ Sy Sy SO T

1 —z++?2 r+/2
o2\ 22— V2241 22+ V2r+1
en regroupant les termes par deux. On écrit ensuite
—z+ /2 1 2242 V2
2 w1l 242 + 2
22—V2r+1 2222241 (V2(x - 1/v2)) 41

z+2 :1 2 ++/2 n V2
22422 +1 22242241 (ﬁ(:p+1/\/§))2+1.

et
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En intégrant ces termes, on aura un logarithme pour les 2 premiers et pour les seconds
termes

arctan(v/2x — 1) + arctan(v2z + 1).
V2

1—22

/ dx 1 <lnm2+\/§x+1

Ce terme vaut arctan a une constante pres, on en déduit

\@:1:
= +2arctan —— | +C
st +1 0 4y/2 2 — 2z +1 1—a?

et enfin
1/\/5 d
4\/5/ %:ln5+2arctan2.
0 z*t+1

On évalue maintenant la seconde intégrale. Comme
-t =1 -tHA+3) =1 —t)(1 +t)(1 +t?),

on peut écrire
t+t2 t a c+dt

A (0-0D0+8) 1=t 1+&

1
On multiplie par 1 — ¢ et on fait ¢t = 1 pour obtenir a = 3 on prend ensuite ¢ = 0 pour

obtenir a + ¢ = 0 donc ¢ = —a et enfin on multiplie par t et on fait tendre ¢ vers l'infini
pour obtenir —a + d = 0 donc d = a. Ainsi

1244 42 12 q¢ 12 gt 1 [Y2 2tdt
[ - [ [
o 1-—1t4 o 1=t Jo 1+ 2J), 1+1¢

1 5
= In2-— g
n arctan2 2n4

= t 1+ In5
= arctan 5 + 5 In5.

Au final, on a donc

1/\/5 d 1/2 t tQ 1
4\@/0 1 —I—:Cx4 B 4/0 1%154 dt =2 <arctan2 + arctan 2) =

1 s
en vertue de la formule arctanz + arctan — = 5 quand z > 0. Rappelons qu’on montre

X
cette formule en constatant que la dérivée du membre de droite est nulle donc ce membre
est constant et la constante s’obtient en évaluant en x = 1. |

Cette formule permet de calculer la décomposition de 7 en base 16 i.e. en hexadécimales.

5.2. e est irrationnel.
Théoréme 5.2
+o0o
Le nombre e = Z — est irrationnel.

k!
k=0

1
I1 va de soi que la série ) i converge, par exemple avec le critere de d’Alembert, (et

e est par définition sa somme).
n

DEMONSTRATION. Notons u, = i les sommes partielles de la série. Comme la série
k=0

définissant e est a termes (strictement) positifs, la suite (uy,) est strictement croissante et
sa limite vérifie e > u,,.
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On écrit ensuite

+o00 1 1 1 1
[ — + + 4+ ...
k:zn;rl k! m+1)! (n+D(n+2) m+DIn+2)(n+3)
= L <1+ + ! + )
 (n41)! (n+2)  (n+2)(n+3)
< ! 1+ ! + ! +
(n+1)! n+1l (n+1)2
B 1 1 1
B (n—i—l)!l—n%rl_nn!'
1
On pose alors v,, = u,, + — de sorte que u,, < e < v,. De plus v, —u, = — — 0.
nn! nn!

Notons qu’une conséquence immédiate est que e n’est pas un entier puisque 2 < 3=
11
us <e< T < 3.

Supposons maintenant que e soit rationnel et écrivons e = P la fraction réduite de e.
q

Comme e n’est pas un entier ¢ > 1. On a alors
nlu, <nle < nlv, = nlu, + —.
n

Mais n!u,, est un entier et, en prenant n > ¢ > 1, n!ZZ aussi (puisque ¢ est un des facteurs
q

de n!) et nlu, < nle < nlu, + 1 une contradiction (un entier coincé entre deux entiers
consécutifs). [

Noter qu’on aurait aussi pu écrire gnlu, < nlp < gnlu, + 9 et 5 nouveau gnluy, nlp
n

sont des entiers et g/n < 1 pour n assez grand, ce qui est un cas particulier du lemme
suivant avec g, = n! et p, = nlu, :

Lemme 5.3
Soient p,, g, deux suites d’entiers et a € R. Supposons que 0 < g,a — p, — 0 alors

a est irrationnel.

p |gnp — Pndl

DEMONSTRATION. Si a est rationnel, a = = et alors = |gna — pn| > 0. Mais

q
alors g,p — pnq est un entier non nul, donc |g,p — prg| > 1 et on obtient la contradiction
voulue

< |Qna_pn| —0

Q| =

quand n — 4o0. [}

5.3. m est irrationnel. Il est un peu moins commode de définir 7. Une des fagons
de faire est de définir e* pour z € C par sa série enticre, puis cos z = Re'®, sinx = Im e™*.
On montre ensuite que sin est périodique et impaire, et on note 27 sa période puis on
remarque que sin7T = 0 et enfin que sin est positive sur [0, 7] et bornée par 1. Enfin, on
montre que cos0 = 1, cosm = —1 et que sin’ = cos, cos’ = —sin. Ce sont ces propriétés
que nous allons utiliser pour montrer :

Théoreme 5.4

Le nombre 7 est irrationnel.
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Il y a de nombreuses démonstrations de ce fait, par ordre chronologique, on peut
mentionner Lambert, Hermite, Cartwright, Niven et Laczkovich pour les plus connues.

DEMONSTRATION DE NIVEN. On raisonne par I’absurde en supposant que m = P avec D, q

: : . : . : a"(p—qx)"
des entiers (strictement) positifs. On introduit ensuite fy(z) = —————— et d’observer
n!
que fp est un polynome de degré 2n a des coefficients entiers divisés par n!. De plus, le
terme de plus petit degré est ™ donc féj )(O) =0 quand j < n. Quand j > n, on utilise la

formule de Leibniz pour voir que

f(J)<.T) — ZJ: ] dkggn ﬂ _ Zn: l ] dkgcn dj—k?(p — qx)n
" prt k) dzF dzi—k — n! \k/) dzF dai—k

puisque les dérivées d’ordre > n + 1 de x™ sont nulles. Enfin quand on évalue en 0, on

- dFam 0 sik<n
utilise W(O) = {n! Gk —n donc
- & (p — qz)"
fP0) = —— 55 () €z

Ainsi, dans tous les cas fq(zj ) (0) est un entier. Comme f, <p - :1:) = fn(x), la méme chose

et vraic en 7 = p/a s pour tout J. 1900, £ (%) € 2.
q
On introduit ensuite

Fo(z) = falz) = [P (2) + [0 (@) = + (1) [ ()

qui prend des valeurs entieres en 0 et en ™ = P De plus
q

d

a[FT’L(:c) sinz — F,(z) cosx] = F)!(x)sinz + F,(z)sinx = f,(x)sinz.
Pour cette derniere expression, on remarque simplement que

F() = [P @) + (@) = = (1" £ (@)

mt2) _ (fn est un polynéme de degré 2n). Il en résulte que

puisque j}g
/7r fn(z)sinzdz = [F),(z)sinz — F,(x) cos x]g = F,(7) + F,(0)
0

C’est donc un entier.
Enfin, posons ¢(z) = z(p — gz) de sorte que ¢'(z) = p — 2qz donc ¢'(z) > 0 sur
[0,p/(29)] = [0,7/2] et ¢'(x) < 0 sur [r1/2,7]. Comme p(0) = p(m) =0, on en déduit que

sur [0, 7]
2
p p pm
0 < - < e = — = —,
< z(p q@__¢<%>
Il en résulte que

1
0 < fa(x)sinz < ] <Z

Comme de plus f,, est continue et pas identiquement nulle, il en résulte que

s 1 n
O</0 fn(a:)sin:cdxgwﬂ (%) .

™
En prenant n assez grand pour que ﬂ% (%)n < 1, on en déduit que / fn(x)sinx dz est
0

un entier dans |0, 1[, une contradiction. [ |
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5.4. Approximation rationnelle. La construction de R montre que tout nombre
réel s’approche par des rationnels. La question que nous nous posons ici est la vitesse a
laquelle on peut approcher un nombre réel.

La premiere observation est qu’un rationnel s’approche mal par d’autres rationnels.
En effet, si P9 st une fraction réduite et si 2 est une seconde fraction réduite, o # g

40 q q0
donc Pentier pog — gpo # 0, en particulier |popg — gpo| > 1. alors

po _p|_ 1 [pog—apol _ C
@ q| lgol a7 gl
avec C' = 1/|qo|. En particulier, si r, = Pr st une suite de rationnels qui converge
dn

Do - . N
vers r = — alors |r — 7,| > Cq,!. Nous verrons un résultat similaire pour les nombres

algébriques dans la section suivante.
La situation est bien meilleure pour les irrationnels :

Théoreme 5.5 (Dirichlet)

Soit z € R\ Q. Alors il existe une suite de rationnels b telle que
dn

4

g2

an

Remarque 5.6 (Théoreme de Hurwitz)
Ce résultat n’est pas optimal. Hurwitz a montré que si x € R\ Q, alors il existe une

. . Dn
suite de rationnels — telle que

dn
< 1
In| \/gq,%

Il existe plusieurs démonstrations de ce fait, que ce soit a ’aide de suites de Farey,
de fractions continues ou, de fagon plus originale, de ’arbre de Stern-Brocot. La

‘ P
v

1
constante — est optimale.

V5

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer x par —x, p, par —p,, on peut supposer que z > 0.
11 suffit de montrer qu’il existe une infinité de couples de nombres entiers (p, q) avec
p>0et qg>1tels que
P 1
T —= —.
ql ¢

Pour un entier N, on considere alors I’ensemble de parties fractionnaires
N-1
g +1
Fy = {kz —[kz], k=0,...,N} C [0,1]= JL_JO HJN{

(5.22) <

Il y a N + 1 entiers dans I’ensemble de gauche et N parties a droite. D’apres le principe
e~

des tiroirs et des chaussettes, 'un des intervalles []JV, ‘% [ contient donc au moins deux

éléments de ’ensemble de gauche i.e. il existe 0 < k </ < Net0<j<N—1tels que

ka — [ka], o — [(a] € [j j+1

NN [ On pose alors gy = £ —k et py = [z] — [kx]| deux entiers
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avec py > 0 et 1 < gy < N. De plus

1 1

T — = |lx — [lx] — (kx — [kx])| < = < —

lae = p| = |tz = [t2] = (k= ke < 7 < -
1
ou encore a;—p—N < .
aN 5N

Cela montre qu'il existe bien des fractions P qui vérifient (5.22). S’il n’y avait qu’'un
q

nombre fini de telles fractions (réduites) 27 il en existerait une pour laquelle d = |gz — p|

1
serait minimal. Comme x ¢ Q, d > 0. Il existe alors N tel que 0 < N < d. On considere
alors le couple (py, gn) fourni par la construction précédente. On aurait alors gz —pn| <

— < d, contredisant la minimalité de d. |

N

Corollaire 5.7
Soit a € R\ Q. Alors Z + aZ et Z + aN sont denses dans R.

DEMONSTRATION. La premiere est une conséquence directe d’un résultat bien connu que
nous avons posé en exercice précédemment : les sous-groupes de R sont soit denses soit de
la forme aZ. avec a > 0.

En effet, soit G un tel sous-groupe, si G = {0} alors G = 0Z. On suppose donc G que
n’est pas de cette forme. Il existe alors 0 # xg € G et, quitte a remplacer z¢ par —z¢, on
peut supposer xg > 0. Alors

A={z € G, >0}
est une partie non vide de R*. Elle admet donc un inf qu’on note a = inf A. On distingue
deux cas

~ Sia =0, alors G est dense. En effet, il suffit de montrer que A est dense dans R™ et
alors — A sera dense dans R™. On prend donc y > 0 et ¢ > 0. Comme inf A = 0, il existe
x € Aavec 0 < z < e. Il existe ensuite n € N tel que nz <y < (n+ 1)z < nx + ¢ donc
0 <y—nx < e Comme nr € A, on vient d’approcher y par un élément de A & € pres,
montrant ainsi la densité de A dans RT.

—Sia > 0, alors G = aZ. En effet, tout d’abord a € G car sinon, il existe une suite
(an) d’éléments de G tels que ap4+1 < ay, et a, — a. Mais alors 0 < a,, —a,+1 — 0 et ainsi,
il existe n tel que 0 < a, — ap+1 < a et comme a, — apt+1 € G, cela contredit la définition
de G. Mais alors, pour tout n € N*, na € A et, s’il existait b € A qui n’était pas de cette
forme, alors il existerait n € N tel que na < b < (n+1)a et donc 0 < (n+1)a—b < a
alors que (n + 1)a — b € A. Cela contredit & nouveau la définition de a. Ainsi A = aN* et
au final G = aZ.

Comme Z+ aZ est un sous-groupe de R. Nous allons montrer la contraposée : si Z+aZ
n’est pas dense, alors « € Q. En effet dans ce cas, Z+ aZ est de la forme aZ, Z + oZ = aZ.
En particulier 1 € Z C aZ c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Z tel que 1 = agq, i.e. ¢ € Z*

1
et a = — € Q. Ensuite 1 + a € Z + oZ = aZ, il existe donc p tel que 1 + a = ap i.e.
q

o= b_ 1 € Q comme annoncé.

Ce raisonnement ne s’applique pas a Z + aN qui n’est en général pas un sous-groupe
de R (sauf si a € Z auquel cas Z + aN = Z). On suppose maintenant que o € R\ Q. Pour
montrer la densité de Z + aN dans R, il faut montrer que si a < b € R, avec b —a < 1,
il existe p € Z et ¢ € N tel que a < p+ ga < b. On sait déja que Z + aZ est dense dans
R, il existe donc 7, s € Z tels que 0 < r 4+ sa < b — a. Notez que s # 0 quand on suppose
b—a<1.Sis>0alors z:=r+ sa € Z+ aN. On prend ensuite ng € Z avec ng < a et
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on considere les nombres kx + ng = kr + ng + ksa € Z + aN pour k € N. Notez que la
présence de ng assure que pour £ = 0 on a un nombre < a et, comme x > 0 ces nombres
tendent vers l'infini avec k. Mais on passe d’un nombre au suivant avec un pas z < b — a,
la longueur de l'intervalle a, b donc forcément on rencontre |a, b[ i.e. |a, b] contient bien un
élément de Z + aN.

On peut aussi raisonner par ’absurde et dire que si ces nombres ne rencontrent pas
la, b[ alors il existerait ko tel que kox+ng < a < b < (kg+1)z+ng. En particulier z > b—a,
une contradiction.

Enfin, si s < 0, on raisonne de la méme facon en prenant ng > b et en considérant
ng — kx. [ |

Example 5.8 (Densité de sinn dans [—1,1])

Pour tout ng, {sinn, n > ny} est dense dans [—1, 1] donc tous les nombres entre —1
et 1 sont valeurs d’adhérence de la suite (sinn)p>o.

Pour la densité, comme {sinn, 0 < n < ng} est fini, celle-ci est équivalente a la
densité de {sinn, n > 0} (nous laissons en exercice de montrer que priver une partie
dense d’une partie finie ne détruit pas la densité).

Ici, on utilise que 7 est irrationnel donc que Z + %N est dense dans R. Comme
S :x — sin 27z est continue, I'image de Z + %N par S est dense dans I'image de S.
Comme sin 27 (m + %n) = sinn, on obtient bien que {sinn,n > 0} est dense dans
[—1,1].

Example 5.9

1
La -
nsinn

n’a pas de limite.

En effet, il existe une suite d’entiers ny — +oo tels que sinng — 1 donc ——
ng sin ng
0. La seule limite possible est donc 0.

1
On écrit ensuite sinn = sin 2r5-. Comme 7 ¢ Q, d’apres Dirichlet, il existe pg, gk

avec qp — +00o tels que
L pg

2r g

1
<

1
ou encore ‘q—k - pk’ < —. Mais alors
2w qk

1
| sin g, | = ‘sinqu—k‘ = ‘sin27r (q—k —pk>‘ < —
2 2 qx
et finalement )
—— > 1.
| sin gy

Ainsi, la suite ne peut tendre vers 0 et n’a donc pas de limite.

nsinn

5.5. Construction d’un nombre transcendant. Nous allons maintenant construire
un nombre transcendant. Rappelons les déinitions suivantes :

Definition 5.10 (Nombres algébriques et transcendants)

Un nombre a € R est algébrique de degré d s’il existe un polynéme ) de degré d a
coefficients rationnels tel que @Q(a) = 0 mais que P(a) # 0 si P est de degré < d a
coefficients rationnels.
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On dira que a est transcendant s’il n’est pas algébrique.

En particulier si a est algébrique de degré d et si Q est un polynome de degré d
a coefficients rationnels tel que Q(a) = 0 alors a est racine simple de @) puisque sinon
Q'(a) =0 et Q' est de degré d — 1.

L’ensemble A des nombres algébriques est dénombrable : Un polynome de degré d a
au plus d racines. Ainsi, notons Zg = {x € R : Q(x) = 0}, alors son cardinal est |Zg| < d.
Par ailleurs Qg[z], 'ensemble des polynémes a coefficients rationnels de degré d, qui est
en bijection avec Q%! est dénombrable. Ainsi

AUUZ@

d=1QeQq[X]

(ce n’est pas une réunion disjointe) est une réunion dénombrable d’ensembles finis et est
donc dénombrable. Comme Q C A, A n’est pas fini.

Comme R n’est pas dénombrable, les nombres transcendants, i.e. ceux qui ne sont pas
algébriques, forment un ensemble non dénombrable. Le paradoxe est qu’il est difficile d’en
trouver. Avant d’en construire un, montrons une propriété d’approximation des nombres
algébriques :

Lemme 5.11 (Liouville)
Soit @ un nombre algébrique de degré d > 2 (donc non rationnel). Alors il existe

P

C > 0 tel que, pour tous entiers p, ¢ premiers entre eux, 7
q q

Remarque 5.12 (Théoréeme de Roth)

Ce résultat est souvent appelé l'inégalité de Liouville et elle fournit un critere de
transcandence. Si on peut trouver une suite de rationnels (p,/gn)n (sous forme

1
a— P < 7 alors a n’est pas algébrique de degré d. Donc, si
n qn

on peut faire cela pour tout d, a n’est pas algébrique donc transcendant. Certains
nombres transcendants (tels que e) échappent toutefois & ce critere.

Un résultat profond de Roth (qui lui a valu la médaille Fields en 1958) dit que, si a
est algébrique de degré > 2, alors pour tout € > 0, le nombre de fractions réduites
p/q telles que

réduite) telle que

1
q2+5

p
a— =

q
est fini. Cela fournit un critere de transcendance plus fort.

<

DEMONSTRATION. Soit @ de degré d a coefficients rationnels tel que Q(a) = 0. Comme a
est algébrique de degré d, a est racine simple de @, Q'(a) # 0.

Ecrivons Q(x Z b—x avec an, b, des entiers. Quitte a multiplier () par Hn ob

n=
on peut supposer que b, = 1 et que @ est a coeflicients entiers.
Comme @)’ (a) # 0, il existe donc un voisinage Ja —r, a+r[ tel que, pour = €]a—r, a+r],
w <|Q'(x)] < 2|Q'(a)]. Mais alors, si t €]a —r,a+ r|, il existe x €]a — r,a + r| tel que
2!@’( )|t —al
Q)] =1Q(t) — Qa)| = Q' (2)||t — a {> 1Q'(a)

asur la—r,a+rl.

| | donc ) n’a d’autre racine que
Tr—a
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Comme on a supposé que a ¢ Q, si p, g sont des entiers tels que ¢ > 0 et b €la—r,a+r|
q

alors

d d—n,n
P ’Zn:() anq- P 1
07 ‘Q <Q)‘ N ¢ S

puisque Zizo ang®"p™ est un entier non-nul. On en déduit que

p‘> ‘Q@)‘ .

T T 2Qa)] T 2@ (@)le?

Par ailleurs, si P ¢la —r,a+ r[ avec ¢ > 1 alors
q

a— p‘ >r> Ld.
q q
3 _ . 1
Le lemme en découle en posant C' = min(r, S0 ()] ). [
Théoreme 5.13 (Liouville)
+oo
Le nombre £ = Z Tow! est un nombre transcendant (appelé nombre de Liouville).
n=0
, s . - . 1 1
DEMONSTRATION. La premiere observation est que la série converge puisque Ton! < Ton
Ensuite, sa limite est irrationnelle car en posant
n
1
Un = Z 10*!
k=0
et en remarquant que
+o00 400
1 1 1 10 1
> S > 157 < g o
10% = 10+t £~ 10k = 9 10(n+D)!
k=n+1 k=0
L W_1 o li lors le 1 5.3 = 10™
on au, < £ < up + 9 T0mIDT n applique alors le lemme 5.3 avec ¢, = et
Pn = qnlUn.
Mais de plus,
pa| 10 1 10 1
0< ' o In 9 10(»+D! "~ 9 qg—i—l'
D’apres le lemme 5.11, £ n’est pas algébrique de degré < n + 1. Comme n est arbitraire,
L est bien transcendant. |

5.6. La somme des inverses des premiers diverge. Soit (p,)n=1,.. la suite des
nombres premiers rangés par ordre croissant : p; = 2,p3 = 3,p3 =5,p4 =7, p5s = 11,... A
ce stade, cette suite pourrait encore étre finie (mais il est facile de montrer que cela n’est
pas le cas).

Nous allons montrer le lemme suivant :

Lemme 5.14
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1
Z — > flog log N. A forciori, il y a une infinité de

n pn<N Pn

Pour N assez grand,

nombres premiers et g = +00.
n>1 Pn

DEMONSTRATION. La seconde partie résulte évidemment de la premiere puisque Inln N —

400 donc la somme n’a pas un nombre fini de termes.
La seule propriété des nombres premiers que nous allons utiliser est que tout nombre

entier n est produit de facteurs premiers < n. En particulier, pour tout n, on écrit
“+o0o

1 1
1 227

i1 Pn

Pn

et cette série converge (absolument). En notant M = (V) le nombre d’entiers premiers

plus petits que NV et en utilisant le produit de Cauchy,

M
1 1 1
H 1 :H 1~ Z ki ks Far
npn<N1——  n=11— " ky,. . kyP1 P2 " "Pn
DPn

Pn

Mais, comme dit plus haut tout entier < N g’écrit comme produit de nombres premiers

< N donc sous la forme pl p2 . pﬁ}‘[/f . Il en résulte que

IN

Mais ensuite, pour 0 < z

dessin), pour t > 2,

1

. 1
; [T Ve —ep (o0 3 -

n:pp <N

Il reste a comparer

Z>/ de N

n<N
|

pour obtenir le résultat.
On peut faire mieux en utilisant le théoréme des nombres premiers qui nous dit que

7(N) = l+en) env=0 <lnlN>

IN(

et une sommation d’Abel. En effet, il suffit de remarquer que si p, < k < pp4+1 alors
1 sik est premier
P . Mais alors (en

n(k) = mp, = 7(pn—1) + 1 donc n(k) —w(k —1) = .
0 sinon
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utilisant que 7(1) = 0 et la formule asymptotique de 7)

5 1 g:w(kz)—w(k—l) _iw(k) _iw(k—m
Dn k k k
n:pn <N k=1 k=1 k=1
— k P kE+1
N-1
_7(N) 1 1
-~ 7 7T(k)<k_k+1>
k=1
_ ), N a(k)
N — E(k+1)
=S Ni k) w(N)
- L2 2
— — k2(k+1) N
R . o Ni k) w(N)
- o 2
P klnk P klnk k:lk (k+1) N
£k 1 (k) 1 R g X k)
C =0 t =0 1 t —_—
O Tk <kln2k> R I Ik )’ essemeséklnke £ 2k + 1)
convergent. Leurs sommes partielles sont donc O(1) tout comme WSV ) Ainsi
N-1
1 1
— =) +0(1).
n:pn <N Pn k=2 klnk
Comme la série ) Tk diverge et STy décroit, ses sommes partielles sont équivalentes

donc

N
a lintégrale
o zlnz

1 / N de
Pn 9 wlnz
En faisant un changement de variable ¢ = In x on obtient

N
/ da :/ lnNﬁ:lnlanlnan
2 In2 13

rlnx

n:pn <N

Nous venons donc de montrer le résultat suivant :

Théoreme 5.15 (Mertens)
Si (pn) désigne la suite des nombres premiers, alors quand N — +o0,

i ~ Inln N.

npp<N PP




Chapitre 2

Suites dans R?

Avant de passer a la suite, relisez le chapitre précédent et réfléchissez aux résultats qui
restent vrais pour les suites vectorielles.
1. Relations de récurrence linéaire

Les suites récurrentes linéaires a pas > 2 se ramenent a des suites multiples : on
considere une suite donnée par uo, ..., u,—1 et une relation de la forme

Untp = AOUp + A1Up+1 + -+ + Gp—1Untp—1-

On introduit alors une matrice colonne

Un
Un+1
Un+p—1
et la matrice
0O 1 0 0 0
o o 1 0 ---
A=1: = = - : — (03’—171 Iy )
: . : ’ : ap al,...,0p—1 )
00 0 0 - 0 ( 1)
ap ap a2 az -+ Qap-1

de sorte que Uy,y1 = AU,.

Concentrons-nous maintenant sur I’étude de suites récurrentes U,1 = AU, avec A €
M,,(C) générale. Notez que si A est une matrice réelle, elle est ici considérée comme
complexe. Nous allons utiliser le résultat suivant de votre cours d’algebre linéaire, que
nous ne démontrons pas ici :

Théoreme 1.1 (Décomposition de Jordan)
Soit A € My4(C), alors il existe trois matrices D, N, P € My(C) telles que
(i) P est inversible;
(ii) D est diagonale et N est triangulaire supérieure nilpotente ;
) D et N commutent, DN = ND;
) A=P(D+ N)P~L

(iii

(iv

Ce résultat est aussi appelé décomposition de Chevalley ou de Dunford... Rappelons
que si N =0 et que, comme D et N comuttent, pour tout k,

k I o min(k,d—1) & o
(D+N)F=>"(7) DN = ) ') DFINT.
=0\ =V

De plus, si Uy = AU,, alors U,y1 = P(D + N)P~'U, donc, en posant V,, =
P~ 'U,, on a Vi1 = (D + N)V, et donc V,, = (D + N)"Vq et, au final U,, = PV,, =

103
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P(D+ N)*"P~'Uy. Cela montre en particulier que 'espace vectoriel des suites de la forme
Up+1 = AU, est un espace vectoriel de dimension p.
Dans le cas des suites récurrentes a 2 pas, upt2 = au, + bu, 1 (avec a # 0 sinon on

a une suite géomérique a partir du rang n = 1), on introduit U,, = uun ) qui vérifie
n+1
01 , :
. La réduction de Jordan est alors de la

a b

forme A = P(D + N)P~! avec D la matrice des valeurs propres. Celles-ci sont racine du
polynome caractéristique

Unt1 = AU, avec A la matrice A = (

. o —X 1 .2 .
PA(x)—det(A—xI)—det<a b—a;>_x br —a

qu’on appelle aussi le polynéme caractéristique de la suite. On regarde donc le discriminant
b2 + 4a. Il y a alors 2 cas :
— Soit b? 4+ 4a # 0 et le polynéme caractéristique a 2 racines distinctes A, Ao. Par

suite, la matrice A est diagonalisable. Dans la décomposition de Jordan, D = <)\1 0)

0 Ao
A0

et N = 0. Il en résulte immédiatement que U,, = P < 0 >\3> P~1U,. Cela montre que

up, = aA} + By avec o, B € C.
—Soit b2 + 4a = 0 et le polynome caractéristique a une racine double \g. Notons que
Ao # 0 puisqu’on a supposé que a # 0. Dans ce cas A n’est pas diagonalisable puisque sinon

A = P)\gIP~! = \oI ce qui n’est clairement pas le cas. Ainsi D = M\l et N = <8 (1)>

Mais alors N2 = 0 donc, pour n > 1

1
(D+N)"=>" (?) (Moo)" I NI = NI 4+ nAoIl " N.
§=0

On peut écrire cela (D+N)" = nAoIy ™ H(D+N)+(1-n)\gI§ donc A" = P(D+N)"P~ =
nAol§ ' A+ (1 —n)AoI} et enfin

U, =A"Uy = n)\ofgilAUo + (1 — n))\(]IgUo = ’I’L)\QfgilUl + (1 — ’I’L))\()ISU(_)

La premiere ligne donne u,, = /\olg_lul + (1 —=n)NoLJup = uprol§ + (AU} — u0> nAol./
040
En particulier, cela montre que u, = (o + fn)A\j avec a, 5 € C.

Enfin, supposons que a, b, ug, u; soient réels. Une récurrence immédiate montre alors
que si Upiro = auy + bupyp alors u, est réel pour tout n. On voudrait alors ré-écrire
directement les formules précédentes pour que tout soit réel. Cela se fait comme suit :

— Si le discriminant b% 4+ 4a > 0 alors les deux valeurs propres Ai, Ay sont réelles. On a

Ul — A
toujours u, = aA] + BNy avec o, 5 € R. Cela se voit tout de suite puisque o = #
1= A2
/\1U1 — Up
et = ———.
b A1l — A2

— Si le discriminant b* +4a = 0, alors A\g = b/2 € R et u,, = (a+ fn)A} avec a, 8 € R.
A nouveau, le fait que «, 8 € R et non C se voit en les écrivant en fonction de ug, u1.

— Si le discriminant b? + 4a < 0, alors les deux valeurs propres sont des complexes
conjugués, Ay = \. On les écrit alors sous forme polaire A\; = pe? et Ao = pe™, 0 ¢ 77
(sinon les racines seraient réelles). Ainsi

Un, = ap™e™ + Bpe™ ™ = (o + B)p" cosnb + i(a — B)p" sinnb.
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u
Ainsi, on peut écrire u,, = p"(acosnf+bsinnb) avec a = ug € Ret b = 710 —ug cotan 6
psin

donc a,b € R.
2. Application a l’inversion numérique de matrices

2.1. Le rayon spectral d’une matrice.

Lemme 2.1 (Gelfand)
Si || - || est une norme sur My(R) (ou My(C)) alors pour toute matrice A, p(A) =

lim ||A”H% existe, ne dépend pas de la norme choisie sur M 4(R). Cette quantité est
appelée le rayon spectral de la matrice. Lorsque la norme est subordonnée a une
norme sur R% ou C¢, alors p(A) < ||A].

Lorsque A € M, (C),

p(A) = max{|A| : A valeur propre de A}.

Remarque 2.2

L’inégalité p(A) < ||Al| n’est pas vraie pour toutes les normes (pour voir cela, il
suffit de la remplacer la norme par un petit multiple). Elle est également vraie pour

toute norme plus grande qu’une norme matricielle telle que la norme de Frobenius
1

2

n
(Hilbert-Schmidt) i.e. [|[ai jlij=1,.allr = | D lai;l’

2,j=1

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que la norme est de la forme ||A]| = |||A]]| ou
|| - ||| est une norme subordonnée & une norme sur R™. Tout d’abord, il n’y a rien a faire
quand A est nilpotente puisqu’il existe alors ng tel que, pour tout n > ng, A™ = 0 donc
|[]JA™[||*/™ = 0 pour n assez grand et alors p(A) = 0. On suppose donc que A n’est pas
nilpotente donc |||A™||| # 0 pour tout n. On pose alors u, = In |||A"||| et, puisque la norme
est subordonmée, |[| A"+ < []|A%]|||[| ™[], de sorte que

Untm = I [[JA" T[] < I [[JA"[[[{[|A™|]| < In][|A™]]] + In [[JA™]]] = up + -
Ainsi (u,,) est sous-additive donc lim % existe donc lim H\A”]H% = limexp % aussi. Notez
que lim Q;—n = inf %l < up implique p(A) < ||4].
Dans le cas général, il existe C tel que %\HAH] < ||A]| < C|||A]|| Alors

1
Cl/n
Le membre de droite et celui de gauche tendent tous deux vers p(A) donc lim ||A™||'/"
aussi, en particulier, cette limite ne dépend pas de la norme choisie.

AP < A < LAl

Supposons maintenant que A soit une matrice complexe (si A est une matrice réelle,
on considere ses valeurs propres complexes) et notons provisoirement

r(A) = max{|A| : A valeur propre de A}.

Nous allons équiper M ;(C) d’une norme ||-|| subordonnée & une norme ||-|| sur C”, identifié
a My 1(C) (le contexte précisant si || - || est une norme d’une matrice ou d’un vecteur).

Si A est une valeur propre de A et si v # 0 est un vecteur propre associé alors, quitte a

1
remplacer v par W’U, on peut supposer que |[v|]| = 1. De plus, v est aussi vecteur propre
v

de A™v pour la valeur propre A" donc ||A"v|| = ||A"v|| = |A|". En particulier ||A™| > |A|"
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donc HA”H% > |A|. En faisant tendre n — +o00 on en déduit que p(A) > |A|. Comme ceci
est vrai pour toutes les valeurs propres, p(A) > r(A).

Nous voulons maintenant montrer l'inégalité inverse, p(A) < r(A). L’inégalité est
triviale quand p(A) = 0, on peut donc supposer que p(A) > 0.

Rappelons ensuite que le théoreme de Cayley-Hamilton nous dit que P4(A) = 0 ou
Py est le polynome caractéristique de A, Py(x) = det(A — ). Ainsi

d
DA+ " (~1)0;A77 =0

ou 01 = —trace(4), o4 = det(A)... et, de maniere générale, les coefficients sont, au signe
pres, les fonctions symétriques élémentaires en les valeurs propres de la matrice (Formule
de Newton). Il en résulte que

oot = () rtay < (%) sty < () reanap,

Cayley-Hamilton implique alors que

d d
1A% <3 Joy 1A% < Z() A4+

i=1 =1

soit finalement

(2.23) 1A%) < 20 = Dr(A) ] A

Remarquons ensuite que r(A™) = r(A)™ donc (2.23) appliqué & A™ donne
JA™) < (27 = D)r(A)™ | A4

) 1
En élevant a la puissance po on a donc
m

d d 1 1 d—11

lam |7 < (24— D)mar(A)a|Am| T

i )dgl. Comme
1

On fait ensuite tendre m — 400 et on en déduit que p(A) < r(A)dp(
"7 = p(A)'74 pour obtenir

on a supposé que p(A) > 0, on peut simplifier par p(A) X
p(A)é < r(A)é qui est I'inégalité voulue. [

Le lemme suivant sera utile dans la prochaine section :

Lemme 2.3 (Householder)

Soit B € M,,(C). Alors, pour tout € > 0, il existe une norme || - || sur M, 1(C) telle
que la norme ||| - ||| sur M,,(C) subordonnée & || - || vérifie |||B||| < p(B) + ¢.

DEMONSTRATION DU LEMME DE HOUSEHOLDER. On commence par triangulariser B : il
existe une matrice 7' triangulaire supérieure et une matrice P inversible telle que T =
P~!BP. Notez que la diagonale de T contient les valeurs propres et qu’on peut faire cela
de sorte que |t; ;| < |tnn| = p(B).

On considere alors § > 0 et la matrice Ds = diag(1,d,...,0" 1) et Ty = Dé_lTD(; =
(PDs)~'B(PDjs). Cette matrice est obtenue & partir de T en laissant la diagonale inva-
riante, puis en multipliant la seconde diagonale par §... le coin supérieur droit par §»

tin tipg tiz o tin t11 Stig 0%t1z oo "y,

0 tg2 f23 -+ tlon 0 tos Otag oo " 2Hg,
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On définit alors ||z||s = |[|(PDs) 'z« et ||| - |||s la norme subordonnée. Par suite
| B||5 |(PD;)” " Ba|| [(PDs)~ ' PDsy|
11Bllls = sup 1202 = g TEITFlee =
a#0 1@lls  wzo 1(PDs)'alleo  yro 1y[lo
Ainsi [[|B|l[s = [||T5|l[cc ol
n
IT5llle = sup [Tozfo = sup max > Ts(G k)
llzloo=1 lzlloo=17="5m |
n n
Jmax > |Ts(j, k)| = max D [tl0" .
k=j k=j
Il suffit alors de prendre § suffisamment petit pour que, pour tout j = 1,...,n — 1,
n
Z |t x|0" 79 < e. Alors
k=j+1
[1T5lllo < mmax [t +& =[tnn| +e=p(B)+e
comme souhaité. |

2.2. Méthodes itératives d’inversion de matrices. Nous allons maintenant uti-
liser les suites récurrentes pour calculer 'inverse d’une matrice (ou plus modestement la
solution d’un systeme). Pour cela, rappelons que le rayon spectral p(A) d’une matrice
A € M, est le rayon du plus petit disque dans C qui contient toutes les valeurs propres
(complexes) de A ou encore le maximum des modules des valeurs propres complexes de A
(ou de fagon équivalente des racines du polynome caractéristique). On a montré dans le

lemme 2.1 que p(A) < ||A]| et que p(A) = lim ||A”H%

Théoreme 2.4 (Méthode itérative de résolution de systeme)
Soit A € M,,(C) une matrice inversible et b € M,, ; un vecteur colonne. On suppose
que A s’écrit sous la forme A = M — N ou M est également inversible. On définit
alors la suite récurrente
o € Mn,l
{an =M"'Nzy,+ Mo

Cette suite converge vers 'unique solution de ’équation Ax = b si et seulement si le
rayon spectral de la matrice M~'N, p(M~'N) < 1.

Cette méthode n’a d’intérét que si M est facile a inverser (et qu’on arrive facilement
a montrer que A est inversible). Voici deux cas particuliers :

— Méthode de Jacobi : A est une matrice a diagonale D = diag A strictement dominante,
|| > >, laij|. Daprés le lemme de Hadamard, une telle matrice est inversible. Dans
ce cas, on pose M = D et donc N=M —A. Onaalors M 'N=1—M"1A.

— Méthode de Gauss-Seidel : dans ce cas, on prend pour M = D + Ty, ¢ ot Tjp ¢ (resp.

Tsup) est la partie triangulaire inférieure (resp. supérieure) de A (M est inversible s’il n’y
a pas de zéro sur la diagonale) et pour N = M — A = —Tg,,,.
DEMONSTRATION. L’idée de la méthode est que si on a une solution a, Aa = b alors
Ma = Na+bdonca= M~ Na+ M~1b (et réciproquement) i.e. a est un point fixe de la
fonction f(z) = M~ Nz + M~1b (et c’est le seul car A est inversible). Ce point fixe a est
donc la seule limite possible de la suite u, 41 = f(uy).

La suite de la méthode consiste donc a introduire y; = x —a alors y, vérifie la relation
de récurrence yrpr1 = M ~INy. Par suite y, = (M -IN )kyo et on veut montrer que y
converge vers 0 quelle que soit la valeur initiale yg de la suite.
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Supposons d’abord que p(M~'N) > 1. Dans ce cas, M~'N a un vecteur propre u
(# 0) correspondant & une valeur propre A M ~!Nu = \u avec |A| > 1. Si on choisit yog = u
alors y; = \Fu qui ne converge pas vers 0.

Le cas p(M~!N) < 1 repose sur le lemme de Householder. On prend £ > 0 tel que
p(M~IN) 4+ ¢ < 1 puis on choisit sur My, 1(C) la norme || - || donnée par le lemme de
Householder (toutes les normes étant équivalentes, on choisit celle qu'on veut). Ainsi on
a toujours ||[[M~IN||| < 1 et donc |[|(M~IN)¥||| < [[|M~IN]|||F — 0 et alors ||yx| =
J(M N Yegoll < (1IN ol] — 0. o

3. Application a la résolution d’équation f(x) =0 en plusieurs variables.

Nous allons maintenant adapter ’algorithme de Newton au cas des fonctions de plu-
sieurs variables :

Théoréeme 3.1 Algorithme de Newton en plusieurs variables

Soit © un ouvert de R™ et f : Q — R™ une fonction de classe C2. On suppose
qu’il existe un point z, €  tel que f(z.) = 0 et d,, f est inversible. Alors il
existe un voisinage U de z, tel qu’on puisse définir I’application F' définie sur U par
F(z) =z~ (df) " f(a).

De plus, si zg € U, la suite (z,,) définie a partir de xy par la formule de récurrence
Znt1 = F(x,) est bien définie pour tout n, converge vers z, et de plus la vitesse de
convergence est quadratique, il existe C' > 0 telle que ||[z,11 — 24 || < Ollzn — 242

DEMONSTRATION. Nous allons identifier R™ avec les matrices colonne et que nous munis-
sons de la norme || - ||2. Les matrices (m,m) sont munies de la norme subordonnée. Pour
alléger les notations, ces deux normes seront notées || - ||. Enfin, la différentielle est alors
identifiée & la jacobienne de sorte que F s'écrit F(z) =z — Jp(z) "L f(z)

D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage U = B(z.,n) C Q de
z, tel que f soit un difféomorphisme entre U et f(U). De plus, f étant de classe C2, son
inverse f~! aussi. Enfin, Jy(z) est inversible pour tout z € U et Jy(2) " = [Jp-1 (f(x))] "

Nous allons maintenant poser K = B(z,71/2) C U qui est compact. De plus t —
Jy-1(t) est continue de f(K) dans GLy,(R) (les matrices inversibles) et M — M~ est
continue sur GL,,(R) (et méme C') donc z — Jy(z)~! est continue sur K donc bornée.
On note

M = sup ||Jy(x) 7.
zeK

Comme f est C%, z — J¢(z) est C! sur U. Sa différentielle est donc continue sur le compact
K donc bornée par un nombre L > 0. L’inégalité des accroissements finis implique donc
que, si x,y € K alors

17(2) = Tl < Lllz — y.
Comme f(z4) =0, si € B(x4,7n/2), on écrit alors
Fo) =2 = - 20— Jy(@) (@) = 2 — 20 — Jy(0) " (f(2) — f())
—Jp(@) 7 (@) = flzs) = Tp(2) (@ — )

1
= —Jp(2)7! /0 [T (zs 4+ t(z — 24)) — Jp(2)](x — @) dt

ou on applique le théoreme fondamental de I'intégration a ¢(t) = f(:z* + t(x — a:*)) i.e.

1
F(@) - fla) = (1) — p(0) = /0 (1) dt.
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Mais alors, en prenant la norme
1
|F(x) — x| = HJf(x)_l/o [T (zs 4+ t(z — 24)) — Jp(2)] (@ — @) dtH

< @) 7| ’/01 [Jf(zs + t(z — 22)) — Jp(2)] (2 — 2) dtH

IN

1
M/O [T (20 + t@ — 2)) — J5(@)] (@ — )| dt
1
< M/o HJf(x*—l—t(ﬂs—x*))—Jf(ac)HHx—fL’*Hdt
< LM/ltdtHx—x*HZ:
0

2 _ _
Soit alors r < min (Z’L]W) et © € B(xy,7) C B(z+,n/2) on aura [|[F(x) — x| <
LM

THZE—IE*HQ < TT’Q < r par choix de r. Ainsi B(zx, 1) est stable par F. Par conséquent,

la suite (z,,)n>0 donnée par x,11 = F(z,) est bien définie dés que z¢ € B(x,, 7). De plus,
dans ce cas, le calcul précédent donne

#ns1 = 2l = [ F(@n) = 2] < == lln = .|
LM
Comme ||z, — 24| < 7 et p := — "< 1, on a ||[zp41 — 2| < pllzn — 24| donc

|zn — x| < p"||xo — 4] = 0 d.e. x,, — x,. Toutefois la vitesse de convergence vers 0 est
bien plus rapide. |
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