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CHAPITRE 1

Transformée de Fourier discrete

1. La transformée de Fourier discréte
Dans toute ce chapitre, N sera un entier N > 1. On notera w = e2™/N,
On considére CV muni de son produit scalaire

N-1
<u,v> = Z Uk V.-
k=0
La norme associée est notée ||.|[2. Plus généralement, pour 1 < p < oo, si u = (ug,...,un_1) € CV,
on note
N-1 1/p
ull,, = (Z uk|p> pour 1 <p<ooet|lul = sup |ugl.
k=0 =0,...,N—
Rappelons que si (e;) =0,... n—1 est une base orthonormée, alors tout vecteur u € CN s’éerit
N-1 N-1 1/2
w= Y (u,ep)ex, et deplus [[ully = | D |(u,e;)f?
k=0 j=0

On commence les indices & 0 car on identifie CV avec 1’ensemble des suites (u;);cz de période N. Cet
ensemble est alors noté ¢2(Zy) —ou Zy est {0,..., N — 1} muni de ’addition modulo N.

EXERCICE 1.1.
. . , . 1 : 1 jrd
Soit (fj)j=o,...n—1 la famille de vecteurs de CN définie par fik = Wuﬂk = ﬁe%”kﬂv -
coordonée du j-ieme vecteur. Montrer que (f;) est une base orthonormée.
Cette base est appelée base de Fourier de CVN.

la k-ieme

DEFINITION 1. Pour u € ¢*(Zy), on notera Fy[u] la suite des coeflicients de u dans la base de
Fourier, renormalisé par v N. Plus précisément, si v = (ug, u1,...,un—1), alors

N-1 N-1
Fnlu)(j) = <u, \/ﬁfj> = Z upw Ik = Z upe—23kT/N
k=0 k=0

On appelle Fyu la transformée de Fourier discréte de u. On notera encore u; = Fyu(j).

REMARQUE 1.1. Certains auteurs préferent définir la transformée de Fourier discrete comme

1 N-1 1 N-1
]:'N ul(k) = (u, fr) = — ukwjk — ukef2ijk:7r/N'
(k) = {u fi) = —= ;;) i ];)
Toutes les propriétés ennoncées ici s’adaptent a cette normalisation.

LEMME 1.2 (Linéarité).
La transformée de Fourier discréte Fn est linéaire i.e. Fn[Au+ pv] = AFn[u] + pFn[v]

PROOF. Le produit scalaire est linéaire dans la premiere variable! O

EXERCICE 1.2.
(1) Montrer que Fn[u] est N-périodique.
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(2) Déterminer Fy[d¢] avec §; le ¢-eme vecteur de la base canonique. On note 1 = (1,...,1),
détermine Fy[1].
(3) Supposons que N = pq et soit &z, défini par d,z, (k) =1 si k est un mutliple de p, k = {p,

£=0,...,9g—1et épz, (k) = 0sinon. Montrer que Fy[0pz] = ¢dqz (dqz, défini de maniere
similaire).
N-14¢ N-1
(4) Montrer que si u est N-périodique, alors Z Up = Z U,

k=t k=0
(5) Soit u € *(Zy) et a € {0,..., N —1}. On définit v = T,u par v; = uj_, — ou I'addition est
modulo N, c’est-a-dire qu’on considere u et v comme des suties N-périodiques— et w = M,u
par w; = eQ“”UU Déterminer Fy[v] et Fn[w] en fonction de Fy[u].
(6) Soit u € £?(Zy) et définissons v = Zu par v; = u_;. Déterminer Fy [v] en fonction de Fy [u].
Que peut-on dire si u est réelle paire (On calculera Fy[u] en fonction de Fy[u]).
(7) Soit N > a > 0 des entiers tels que N # 2a. On considere les deux suites (ug) et (vg) définies

par
i sik=N-a L
. 5 sik=N-aouk=a
up=4—53 sik=a et wv; = ) .
. 0 sinon
0 sinon

Montrer que

2maj 2maj
Fnu(j) = isin I et Fno(f) = cos Nj'
THEOREME 1.3. La transformée de Fourier discréte vérifie les propriétés suivantes:
(1) Inversion. Pour j=0,....,N—1, on a
| N1
—— o ik
U= kz_% Upw

(2) Parseval. +(Fy(u], Fy[v]) = (u,v), c’est-a-dire
N-1 | N2
7 = > Fnlul() Fwn]().
=0

(3) |Fnlullly = VN|ully (Plancherel), | Fx[u]llo, < llully et lullo < N7!Fxlulll,-
(4) Convolution. Pour u,v € (*(Zy), on définit la convolution uxv € (*(Zy) par

’LL*U E UEVj—k-

Alors Fnluxv](j) = Fnlu](§)Fn[v](j)-

Jj=0

DEMONSTRATION. 1. Le plus simple est d’utiliser ’exercice 1. 1 on ecrlt la décomposition de
u dans la base orthonormée (fi)i=o0,..N—1, U = Z;V:_Ol (u, fi) f; = \F Ej 0 ' Fnlu](§)f; et comme
fi(k) = fin = 2”]’“/1\[ on retrouve bien

Nl | Nl .

2. Le plus simple est d’encore utiliser I’exercice 1.1: on écrit les décompositions de u et de v dans
la base orthonormée (f;),=o,... n—1, et alors

1 —

1 1 N
N Z ﬁfl\[[u](])ﬁ

Ju

n

(w,v) =) (u, f;){v. f;) =

<.
Il
<
H
=}
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3. Pour la norme ||.||,, c’est u = v dans Parseval. ||Fnul||., < |ull; est I'inégalité triangulaire et

ul| o < N7 Fnlulll; est I'inégalité triangulaire appliquée & la formule d’inversion.
4. 11 s’agit simplement du calcul suivant

N-1 N—1 /N-1 .
]:N [u * U] (]) = Z u * ’U(k)e_ziﬂjk/N = Z ( Ug’l}k_g> e_Qiﬂjk/N

k=0 k=0 =0
N-1 N-1 N-1 N—1+¢
— U <Z Vg€ 2177jk/N> — Z wp ,Uk672i7rj(k+2)/N
£=0 k=0 =0 k=0
N-1 N—-1+¢
_ ueef?iﬂ‘jf/N Z Ukefm'ﬂ-jk/N
£=0 k=t
N —périodique
N—-1 N-1
_ upe= 2N Z e 2mIR/N
£=0 k=0

EXERCICE 1.3.
Redémontrer ce théoreme a I'aide des propriétés des suites géométriques.

REMARQUE 1.4. Le point (1) du théoréme fait qu’on note parfois Fr' = F_y. Cela montre aussi
que Fy est une bijection.

~ EXERCICE 14.
A T’aide de I'inégalité de Holder

/

11
< llall ol 2+ 2 =1

N-1
E akbk
k=0

montrer que

1_1 141_1
No~a|lull, < [IFnfulll, < N7 7 o],

EXERCICE 1.5. Principe d’incertitude
Pour a = (ag, - ..,a,) € C on note suppa = {k : ay # 0} son support et ||al|, = [suppa| = #{k :
ay # 0} le nombre de coordonées non nulles.

(1) Montrer que |[ul,||Fnlulllo > N.

1/2
Indication: On montra que |Fy[u](j)| < (W) / |Fn[u]llo & aide de Cauchy-
Schwarz et de Plancherel-Parseval.
(2) Pour une application linéaire T' : CN¥ — C¥ on notera encore T' = [t; ;] sa matrice dans
la base canonique. Sa norme de Froebinius (ou de Hilbert-Schmidt) est la norme ¢2 de la
matrice, c¢’est-a dire

1
2

—
[N

N-1
TNy = | D Itisl (T8, 1)

4,J=0 J,k=0

avec (0;)j=o....N—1 la base canonique de CV.
(a) Montrer que si (e;);=0,... N—1 €t (fj)j=0,...n—1 sont des bases orthonormées, alors

N-1 2

ITly = | D KTei fi)I?

4,5=0
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(b) Montrer que |IT)| < ]l
Indication: prendre ey un vecteur tel que ||Teglla = ||T]| et compléter en une base
orthonormée (e;);j=o n—1.
(3) Soient S,¥ C {0,...,N — 1} tels que |S||X] < N. On note Ps la projection définie par
(Psu)r, = uy si k € S et (Psu)y =0si k¢ S. Montrer que ||PeFnPs| < /|S]Z].
(4) On note S° le complémentaire de lensemble S. En déduire que, si suppu C S, alors
|PsFnu]||3 < C(S, )| Pg-tl|3 —on précisera C(S, ).
(5) En déduire que, pour tout u € C¥,

[ully < DS, %) ([[Pseullz + || Psellz) -
Indication: Utiliser le fait que u = Psu + Pscu et montrer d’abord que |u| < (1 +
C)||Pse Fn[Psul| + || Pseul|.
2. La transformée de Fourier rapide

Une estimation rapide montre que le calcul de la transformée de Fourier discrete d’un signal de
longueur N nécessite (N — 1) multiplications (complexes) et N(N — 1) additions.
L’algorithme de Cooley et Tuckey est basé sur une factorisation de Fy lorsque N est pair.

Ecrivons donc N = 2m, wy = e2™/N et notons que w? = w,,. On remarque alors que
2m—1
—jk —jk —jk

(1) FPomlylk) = yjwy'" = > yjwy'" + > Yiwy’
Jj=0 j=0,..., 2m—1j pair j=0,..., 2m—1j impair
m—1 m—1 m—1 m—1

(2) = yawy " + Z y21+1w;;(2l+1)k = Z yarwr,* + wit Z Yar1wpy,
1=0 1=0 1=0 1=0

(3) = Fnlyp)(k) + w;fk]:m[yi](k)

ol y, et y; sont les sous-suites de y des termes d’indice pair et impair, c’est-a-dire

Yp = (Yo, Y2, - Y2m—2) €t Yi= (Y1,Y3,-- - Y2m—1)-

Notons que P, = Fp,[yp](k) et Fnlyi](k) sont m périodiques, et qu'il suffit de les calculer pour
kE=0,...,m—1. On effectue alors les m multiplications I}, := w;,k}'m [y:](k) et on remarque que,
pour k=0,...,m — 1, Fo[y](k) = Py + I et Fom[yl(k +m) = Py — I.

La transformée de Fourier d’ordre pair IV se calcule donc a 'aide de deux transformée de Fourier
d’ordre N/2 et de N additions et N/2 multiplications. Le nombre d’opérations est donc

2((N/2-1)* + N/2(N/2 = 1)) + N/2 + N ~ N?/2.
N—_——
les 2 Finyz + et x

On divise donc le nombre d’opérations par environ 2.

Le gain devient plus important si m est a son tour pair. Dans ce cas, on peut recommencer et on
divise a nouveau le nombre d’opération par 2.

L’algorithme de FFT (Fast Fourier Transform) fait précisément cela, il divise le nombre d’opérations
par 2 tant que possible. L’idéal étant que N soit une puissance de 2, N = 2P. Dans ce cas, le nombre
d’opérations est de I'ordre de p x N = Nlog N. En général, si N = 2Pm, le nombre d’opérations est
de 'ordre de p2Pm?2.

La commande matlab correspondante est £ft. Pour un signal x de longueur N, la commande
fft(x) calcule Fy[z](k — 1) en utilisant Palgorithme de Colley-Tuckey. Notez que l'indexage des
signaux en matlab commence & 1 et non a 0, ce qui explique le —1 dans la formule.

Notez que cette commande permet, en option, de calculer F,,[x] avec m pas nécessairement la
longueur du signal. Ainsi si z est de longueur N et

—sim < N alors £fft(x,m) calcule F,,,[Z] ou & = (2o, ..., %Tm—1) la troncature de = & m termes

—sim > N alors £ft(x,m) calcule F,,[Z] ot & = (x0,...,2ZnN,0,...,0) le prolongement de z par
des 0 jusqu’a obtenir un signal de longueur N (0-padding en anglais).
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Cette option est pratique si N est grand mais pas une puissance de 2 puisqu’elle permet d’utiliser
Palgorithme de Cooley-Tuckey optimal en prenant m = 2P avec p bien choisi (en général on prend le
premier m = 2P > N).

3. Quelques solutions

3.1. Exercice 1.1.
Notons que

N-1 1 Nl
o, im(j—35 )k
(£i: fi) g_o Jikfir k= ¥ E_O 2im(G—3")k/N

Sij = j', e2imU—3%/N = 1 donc (fj, fi) = 1. Si j # j', on somme une suite géométrique de raison

e20=I)7/N £ 1 car j—j € {~N +1,...,N — 1} \ {0}. Par suite

1 — ¢2im(i—3")N/N

<fj7f]/> = 1— eQiTr(j—j/)ﬂ'/N =0

puisque €2 = 1 si (et seulement si) £ est un entier.

3.2. Exercice 1.2.

1. Il suffit de remarquer que j — e2™*/N est N-périodique, ce qui résulte du fait que e?™* = 1.

2. .7:1\[[5@](]) = \/N<5g, fj> = \/m donc .7:1\[[5@] = \/Nﬁ = (1,6_2iﬂ£/N, cey e_2iﬂ£(N_l)/N) =
VN f_; (avec un abus de notation).

En utilisant & nouveau la sommation de la série géométrique, Fn[1](j) = ZN ' 2imik/N

N sij=0

. = Ndo
0 sinon
3. On a
pg—1 4 q—1 , q—1 4
FN[(SpZN}(E) _ Z 6PZN —227r€k/pq — Z e—QzﬂKkP/pq _ Z e—QzTer/II — ].‘q[]_](k)
q sik=jq
{O sinon = @z (F)
ol on a utilisé la question précédente pour k =0,...,q — 1 et la g-périodicité de F,.

4. Cela résulte du calcul suivant (prendre j = 0 pour commencer): on note j tel que jN < £ <
(j+1)N —

N—1+4¢ (j+1)N-1 N—1+¢
2w = ), wk ), w
k=t k=t k=(j+1)N
(j+1)N—1—jN N—1+L—(j+1)N
= Z Uk45N + Z Uk+(j+1)N

k=t=jN k=(j+1)N-(G+1)N
N— 0—jN N-1
- z £ w= Y
k=0— k=0 k=0

avec la périodicité.
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5. D’une part
N—-1 N—1+a
]:N[Tau](j) = Z Uk—aeizmjk/N = Z Uk€72i7rj(k+a)/N
k=0 k=a  N_périodique
N-1
— uk672i7rj(k+a)/N _ 672i7rjafN[u](j)
k=1
donc Fn[T,u] = M_,Fn[u]. Ensuite
N-1 N-1
fN[Mau](,])) — uke2i7rja/Nef2i7rjk/N — Z uk672i7r(jfa)k/N — FN[U](] _ a).
k=0 k=0
En d’autres termes Fn[Myu] = ToFn[u)].
6. En utilisant la N-périodicité,
N-1 N-1 N-1
FnlZu](j) = Z u_pe 2mIRIN — 0 4+ Z un_pe 2GRN /N — gy Z upe?mIt/IN
k=0 k=1 =1
N-1
= uge” 2 TEIIN = Flu)(—j).
£=0
Par ailleurs
N-1 N-1
Fnul() = upe 2mik/N = N " age? ™R IN = Fy[a)(—j).
k=0 k=0

Dong, si u est réelle paire, & = u = Zu, Fn[u](j) = Fnlu](—j) = Fn[Zu](j) = Fnu](j) donc Fulu]
est réelle paire.

Si w est réelle impaire, & = v = —Zu, Fy[ul(j) = Fnlu](—=j) = Fn[Zu](j) = —Fn[u](j) donc
Fn|u] est imaginaire pure et impaire.

7. 1l suffit de constater que u = 1(0y_, — 6,) et que v = 1(dn_q + J,) puis d’utiliser la question
2.

3.3. Exercice 1.4.
L’inégalité de Holder implique (1/¢' =1—1/q)

N-1 N-1 N-1 e /N_1 1-1/q
lally = >~ laxl = 3 laxl1 < (Z 1%") (Z 1q) = N'"Y1|ja].
k=0 k=0 k=0 k=0
Par ailleurs, [, < N'/?||al| . Ainsi

IFN[ulll, < NYPIFnfullle < NYP|full, < NP ],

D’autre part
lull, < NY4|ull o, < NV Fy[ulll, < NYVPFylu]]l,-

Notez qu’on peut légerement améliorer ceci pour 1 < ¢ < 2 < p < oo. Alors en prenant r = 2/q €
[1, c0], Hélder donne

N-1 N-1 Ur N1 o\ 17U .
lall? =" Jax|? < <Z |ak|qr> <Z 1> =N"= |al3
k=0 k=0

k=0

soit [[al|, < N%_%HaHQ. En prenant s = p/2 € [1, o], Holder donne

N-1 N-1 s /n—1 \ 1=1/s .
2 s p=2 9
lallz = laxl* < (Z |ax|? ) (Z 1) =N |all,
k=0 k=0

k=0
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soit [jall, < N2 all,- Ainsi

1_ 1. - - 10 arl=1y 4 _ aA;3_1_1
1FxTull, < N273 | Fafully = N0 flully < N2 707 fu]
et
lull, < N2~7 5| Fy[ulll,

qui dans les cas p = g = 2 redonnent Parseval.
Les constantes optimales dans ces inégalités ne sont connues que depuis peu.’

3.4. Exercice 1.5.

1. On utilise Cauchy-Schwarz (=Holder pour p = 2) comme dans Uexercice précédent, mais en
utilisant qu’on ne somme que sur les j dans le support!

N-1
FNldDl < Y ful = D fux
k=0

kesupp u
1/2
< |suppul'/? Z || Cauchy-Schwarz
kesupp u
N—1 1/2 | |12 _ 1/2
supp u
= |suppu1/2<2|uk2> = =20 (va )
k=0
avec Parseval. Ensuite
1/2
, |suppu|1/2
IFalu]()] < |fN[ J(k)[?
kesupp}'N
1/2
1/2
< |S“pp“| max | F[u]l

kesupp F[u]
j€supp fN [u]

- <|u|| |7l )1/2m e

2. On utilise simplement que

N-1 N-1 N-1
2
lal® = > Kasa)l? = > Ha. B = Y [{oy,a
§j=0 §=0 §=0

si (a;) et (8;) sont deux bases orthonormées. Donc

Tl = > WT8;60)1° =Y 1T = Z (T05, fu)l®

Jik J jk
= D & T f)* = Z IT* fi|I?
7.k
= ZK@]?T fk Z| Tejvfk
i,k

1J. GILBERT & Z. RZESZOTNIK The norm of the fourier transform on finite abelian groups. Ann. Inst. Fourier,
sous presse.
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En prenant eg tel que ||Teg|| = max, .|z|=1 [|T=|| = ||T'|| (on utilise ici la compacité de {z : [|z] =
1}, puis en complétant par en une base orthonormée de C*, on trouve
N-1
T, =D [Tejs fi)? =Y ITe;]1> > || Teol* = [T
Jik J=0

3. Le plus simple est de remarquer que (Fn[0;],0k) = | f; k| i.e. que la matrice de la transformée
de Fourier discrete est donnée par

1 1 1 e 1
1wl w2 - (N-1)
o 4 N
Fn = [w P jk=1,.N = w w w
1w (N-1) aN-1) (N1

(Notez que Parseval s’écrit FnFp = NI). Alors

N-1

IPeFnPsl| < 1PsFuPslly = | Y [(PeFnPsd;, o)l
7,k=0
2 2
N-1
= | Y [FnPss, Pes)l | = [ 0k € S(FNG;, 6) 2
J,k=0 jes
= VISIEL
4. Sisuppu C S alors Psu = S donc
[1PeFnlu]ll = [PeFnPsull < [|[PeFnPsllull < VISIIE]]ull
S|z 2 S|[z)\ 2
= (B vt = (B0 et + roe sl

1/2
- <SJ|VE|) (1P Fylul| + || Poc Fylul])-

Comme on a supposé que |S||2] < N, on en déduit que

EAN
| PeFlull| € — || P F [U]H<7N (| PeeFv[ul]ll
>J N >~ Y N ~ S N .
- (m)” N —|S||z]
N
N
5. Notons C = m Notons que supp Psu C S donc, pour tout u, |PsFn[Psul]l] <

C||Pse Fn[Psul||. Alors
[Psu+ Pseul| < ||Psul| + [|Pseull = | Fn[Psull| + || Pseul|  (Parseval)
< |[PeFn[Psu] + Pee Fy[Psull| + || Pseul| < [|PoFn[Psull| + || Pee Fn [Psull| 4 || Pseul|
< (A +O)|PeeFn[Psull| + [ Pseul
avec la question précédente. Enfin
lull < (A +O)PseFnu— Pseull| + || Pseul| < (14 C)|[Pae Fn[u]l| + (1 4 O)||Poe Fn [Pseu] || + || Pseull
< (1 +O)|PseFlulll + ((1+ C)VN + 1) || Pseu

ol on a utilisé le fait que || Pgev|| < ||v|| et Plancherel.

]




CHAPITRE 2

Séries de Fourier et transformée de Fourier a temps discret

1. Fonctions 1-périodiques, convolution

Dans ce chapitre, nous allons fréquemment intégrer des fonctions périodiques. Commengons donc
par l'exercice suivant:

EXERCICE 2.1.

Soit f une fonction T-périodique. Montrer que f a+T

f(t) dt ne dépend pas de a.
Dans ce chapitre, nous noterons

LP(T) = {f L-périodique sur R : [ f[|, := (j;)l l[f@)P dt) < +oo} pour 1 <p < o0
{f 1-périodique sur R : || f||, := supess|f(t)| < +o0}

— / F0)g(D) dt
0

EXERCICE 2.2. A Dlaide de l'inégalité de Holder:

[of=(Jor) (o) e oo

montrer que LP(T) C L4(T) si p > q.
Donner un exemple de fonction qui soit dans L?(T) mais dans aucun espace LP(T), p > ¢. Ainsi
LP(T) € LU(T) sip > q.

Enfin, on note

Ceci définit un produit scalaire sur L?(T).

La convolution de deux fonctions continues 1-périodiques est définie par

1
— [ (gt~ oy
0
EXERCICE 2.3.

Montrer que f * g est continue et 1-périodique et que f * g = g * f. Montrer que si f est de classe C!
et g de classe C* alors f * g est de classe C* ! et (f % )b+ = f() 5 g(k),

THEOREME 2.1 (Inégalité de Young).
Soient p,q,r tels que % + % > 14 %, alors pour toutes fonctions continues 1-périodiques, f,g, on
allf*gll, < Iflllgll- En particulier, L’application (f,g) — f * g se prolonge en une application
bilinéaire symétrique de LP x LT — L".

Sir=+00 et si % + % =1 alors f * g est une fonction continue.

DEMONSTRATION. Admettons ce théoréme dans sa généralité — la démonstration est la méme que

dans LP(R%)-, mais notons que
—si p=¢q=1, c’est Fubini:
[ [ e ||gx—t>|dtdx—/ 01 ([ 1ote - 010r) a
—t+1
- /|f |/ )| de dt = /|f |dt/ j9(a) do

dx

IA

/0 1 / fgte—
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avec l'exercice 2.1.
—si 1% + % =1 c’est Holder:

(f 1 f(t)l”dt>1/p (f ot - t>|th)l/q

1 1/p T 1/q
([1rera) ([ weras)” =i,
a nouveau avec 'exercice 2.1.

Enfin, avec I'exercice 3, si on sait le montrer quand %—F% =1 —l—% et sir’ < r donc %—I—% >1+ %,
alors [|f * gll,, < [[f =gl < £l ll9ll,- 0

IA

/ gt -1 dt\

2. Séries de Fourier des fonctions 1-périodiques (principaux résultats)

DEFINITION 2.
Soit f € L'(T) (donc f est 1-périodique). Pour k € Z, le k-iéme coefficient de Fourier est donné par

1
ex(f) = / F(tye 2Tt g,

Pour N € N, la N-ieme somme partielle de f est donnée par

N

Sy = 3 eulf)er .

k=—N

Enfin, la série de Fourier de f est donnée par

S(HE) = erlf)e” ™.

keZ
Notez qu’on ne dit rien (pour l'instant) de la convergence de S(f).

EXERCICE 2.4.

(1) Montrer que f — ¢k (f) est linéaire.

(2) Soit 0 <a<b<1let f=X[p. Déterminer cy(f).

(3) Soit a € Ret j € Z, T,f(t) = f(t —a) et M;f(t) = e*™!f(t) (notez que ces nouvelles
fonctions sont encore 1-périodiques). Déterminer ci (T, f) et cx(M; f) en fonction de cg(f).

LEMME 2.2 (Riemann-Lebesgue). Si f € LY(T), alors |lcx(f)llo. < [Ifll; et ex(f) — O quand
k — +oo. En d’autres termes (ci(f)) € co(Z).

DEMONSTRATION. Le premier point est simplement 1'inégalité triangulaire:

1 ) 1 ) 1
|ck<f>|=\ / f(t)e‘z”’“dt‘s [ ez = [irnae =11,

Dans I'exerercice précédent, on a remarqué que si f = X[q,4) alors cx(f) — 0. Mais, par linéarité,

Si f = Zj\;l )\jX[aj’bj]’ alOl"S
N
ax(f) = Z/\jck(x[aj’bj]) —0.
j=1

Enfin, soit f € L*(T) et soit ¢ > 0. Il existe f. de la forme f. = Zivzl AiX[a; b;) tel que [ f — fe|l < e/2.
Par ailleurs, il existe K tel que, si |k| > K alors |cx(f:)| < ¢/2. Enfin

e (Nl = ler(f = fe + f)l = ler(f = fo) + en(f)l < lew(f = fOl + lew(f)l < Nf = felly +len(fo)l <€
]

ce qui montre bien que ¢, (f) — 0.
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NOTATION 1. On note e, la fonction ey(t) = e*7**. On note Py (t) I'espace des polynomes
trigonométriques de degré < N, c’est-a-dire

N
Pn = Vect {e, k—N,...,N}—{ Z ape2 ™t aje(C}.

k=—N

Notez que ci(f) = (f, ex)-

EXERCICE 2.5.
Montrer que {ex, k= —N,..., N} est une base orthonormée de Py.
Notez que ceci implique que Sy (f) est la projection orthogonale de f sur Py.

THEOREME 2.3.
La suite {ex }rez est une base orthonormée de L*(T). En particulier Sy (f) — f dans L*(T), ce que
nous écrirons

F&) = S()(E) =Y er(f)e ™ dans L*(T).

kEZ

De plus, on a lidentité de Plancherel

/0 FOR &t =S [ex(f)

kEZ

et de Parseval

/0 FOa@ dt =3 el Hene)-

k€EZ
Enfin f — (ck(f)) est une bijection linéaire continue de L*(T) — (?(Z).

Ceci résulte de I'exercice précédent et de la densité des polynomes trigonométriques dans L%(T),
fait que nous admettrons (provisoirement).

Rappelons que si une suite f,, converge vers f dans L?(T) alors une sous-suite de (f,) converge
presque partout vers f. Pour les séries de Fourier, on a mieux

THEOREME 2.4 (Carleson-Hunt).
Pour 1 <p < oo, si f € LP(T) alors Sx(f) — f presque partout.

Ce résultat est faux dans L'(T).

EXERCICE 2.6.

(1) Calculer f *ey.
N

(2) En déduire que Sy(f) = f * Dy avec Dy (t) = Z er(t).
k=—N
sin(2N + 1)wt
sinmt

(3) Montrer que Dy(t) =

DEFINITION 3.
N

Dy(t)= Y exlt)=

k=—N

sin(2N + 1)t

- est appelé le noyau de Dirichlet.
sin i

Notons que fol Dy(t)dt =1 et que, pour t € [0,1], Dy(t) n’a pas de limite quand n — +o0.

THEOREME 2.5.

(1) Il existe C tel que, pour tout N >2 C~'InN < ||Dy|; < CInN.
(2) Il existe une fonction f € L*(T) tel que Sn(f) ne converge pas vers f dans L*(T)
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DEMONSTRATION. Regardons Dy de plus prés: c’est une fonction paire, qui a un maximum en
0, Dn(0) = 2N +1 et est de signe (—1)* sur l'intervalle [k/(2N + 1), (k+1)/(2N + 1)]. Pour calculer

1/2
DNy = / | Dy (t)|P dt, on utilise la parité pour se ramener a [0, 1/2] et ensuite on découpe [0, 1/2]
—1/2

en intervalles sur lesquels Dy est de signe constant. Le premier interval [0,1/(2N + 1)] est un peu
particulier car sin 7t s’annule sur cet interval, et le dernier interval n’est que de longueur moitié des

autres [N/(2N + 1), (N +1/2)/(2N + 1)]. Pour simplifier les notations, posons M = 2N + 1. On

obtient donc
1/2
2 / | Dy (t)] dt
0

1D~y

_ /1/M sin M rt dt—s—Nz_:l/(kH)/M sir.LMﬂt dt+/1/2 Si?Mﬂt a
sin 7t = Jk/m sin 7t N/M | sinmi
sin 7t kL gin 7t

= dt —— | dt

M/ sm7rt/M t M Z/ sinwt/M ten

ol
1 1/2
< in Mrt|dt

Y2 | sinMnt| | = [sinaNJ2N + 1)] N/(2N+1)|Sm il

NS “snmt 1/2 L e
N/M z/ |sinM7rt|dt:7/ | sin rt| dt

N/M (2N +1) Jn

1/2— N/(2N + 1)
= [sinaN/@N )] -

1
0

Par ailleurs, pour s € [0,7/2] 25 < sins < s donc pour N > 1 (i.e. M >3 et 0 < wt/M < m/3 pour

la premiere intégrale)
1
1 / Y sinwt da < /0
M J, |sinmt/M /1
>
0

Il reste donc a voir que la somme des autres termes a un comportement en In M. Mais
> —

1 k+1
M/k /]Hl 1)* sin 7t B 1 S 1
- M sin 7 ( k—i—l)/M - Mrsinm(k+1)/M ~ 72(k+1)

On conclut alors en remarquant que, d’une part

sin 7t
3t/2

sin 7t

dt

oL /7”1 ksinrt 1 < 1 < 1
sin 7t ad” M 51n77k/M Mﬂ'blnﬂ'k‘/M Mrsintk/M — 2k
sinmt/M

]VZ—I 1 N 1]Vz—l/k+2dx _1/N+1d$_ ln(N+1)/2
pt m2(k+1) = w2 =k ® w2 J, x 2

et d’autre part
1
71 N.
Z T

La deuxieéme partie du théoréme prov1ent du fait que I'application L*(T) — LY(T) f — Dy * f a
pour norme ||Dyl|;.

Un théoréeme de S. Banach permet de conclure. Ce fait est admis ici.
O
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Enfin, Rappelons qu’une suite (a,),>0 est dite Césaro-convergente si ses moyennes de Césaro
. ag + [N + [e2%
n+1

LEMME 2.6.
Une suite convergente est Césaro-convergente vers la méme limite, mais la Téciproque est fausse.

convergent.

DEMONSTRATION. Supposons que a, — £, en particulier (a,) est bornée, disons |a,| < M. Soit
e > 0 alors il existe N tel que, sin > N, |a, — £| < /2. Mais alors

at+-tan ag =L+ Fan | _ lag =€)+ -+ |lan—1 — L]+ |ay — L]+ -+ |an — /]
n+1 n+1 - n+1
NM n—N+1
< + €.
n 2n
Mais, si K > 2NM/e et sin > K alors NM/n < e/2 donc
7%4_“.—“1"—6 <e.
n+1
La suite (—1)™ fournit un contre-exemple a la réciproque. O

Regardons maintenant les moyennes de Césaro des sommes partielles d’une série de Fourier.

R 1 ;XN

k=0 k=0
Mais
N k N
1 2imjt _ 1 -\ _2imwjt
N+1Z k= N+1Z Z ¢ 1ZZX{—’€7~»’9}(])6

k=0 k=0 j=— k=0 j

puis on fait une intervertion des sommes
N
1 Dy = Z Xk k}G) J2imjt _ Z 1- il G2t
N+1 1 N+1 r N +1

ol a; = max(a,0), en remarquant que k € {0,...,Net 5 € {—k,...,—k} équivaut a |j| € {k,...,N}.
Notons que la sommation porte uniquement sur les j € {—N,..., N}.

Comme pour le noyau de Dirichlet, cette somme se calcule. Pour ¢ # 0, on se rameéne & une somme

de série géométrique:

N . . N
1 sin(2j + )7t 1 1)
F = — I (2]+1)Z7‘rt
N N+1Z sin 7t (N—&—l)sinﬂ'tjgo me

1 etmt _ 6(2N+3)i7\'t

_ (25+1) 17'rt I i
(N —|—1 sm7rt Ze (N +1)sinmt o 1 — e2imt

_ 1 m _ 6(2N+2)z7rt _ 1 e(N—i—l)iﬂ't e—(N-‘rl)iTrt _ e(N+1)i7rt
(N + 1)sinnt e~imt — eimt (N + 1)sinwt e~imt — gimt

1 (sin(N + D)7t

 N+1 sin 7t

Pour ¢t = 0, on utilise a nouveau le fait que Fy est un polynéme trigonométrique et est donc continu.
L’expression obtenue se prolonge bien par continuité en 0 et Fy(0) = N + 1.

DEFINITION 4. Les moyennes de Césaro des sommes partielles de la série de Fourier sont appelées
Sommes de Fejer de f. Le noyau

N . . 2
7] Yimit 1 sin(N + 1)mt
Fy = 1— L) e2imit =
N ZN< N+1),° N+1\~ sint

j=—




18 2. SERIES DE FOURIER ET TRANSFORMEE DE FOURIER A TEMPS DISCRET

est appelé noyau de Fejer.

THEOREME 2.7 (Fejer).
Si f e LP(T), 1 <p < +oo, alors Fy x f — [ dans LP. Si f € C(T), alors Fx x f — f uniformément.

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant que nous admettrons.

LEMME 2.8.
Soit 1 < p < +oo et soit f € LP(T). Pour x € R, notons 7,f la fonction de LP(T) définie par
_ , .. R4 sto LP(T)
T f(t) = f(t —x). Alors Uapplication o mf

Pour p = +o0 ce résultat est fauz, a moins de remplacer L>°(T) par C(T).

est continue.

DEMONSTRATION. Il faut remarquer que fol Fy(t)dt = }/71\\;(0) = 1 donc

Fy s f(2) - f(z) = / Fv () (x — t)dt — / Fy () dtf () = / Fa () (mf () — f(x)) dt.

Par suite (pour p = 1, c’est I'inégalité triangulaire),

1 1/2
1By f =1, < [ IEv@(s@) - @)l at= [ F(ollns = flp
0 ~1/2

ou on a utilisé la périodicité de f et de Fiy et le fait que Fy > 0.
Soit maintenant ¢ > 0. Notons d’abord qu’il existe § > 0, tel que, si [t| < 6, |7 f — fll;» <e.
Mais, pour & > 0 fixé, en écrivant sin®(N + 1)wt = & — 2 (e? (Nt 4 o=2im(N+1E)

/ Fy(t)dt = ; /1/2 Xo<|t|<1/2 <1 - l(ezm(Nﬂ)t + 62m(N+1)t)> dt
s<|t|<1/2 N+1J 1 sin®at \2 4
_ co(p) B ent1(p) +c—n_1(p)
2(N+1) 4(N +1)
ol (t) = w. Notons que ¢ est bornée (avec une borne dépendant de 6), donc ¢4 (n41)(¢) — 0

ainsi, il existe Ny tel que, si N > Ny, alors

/ Fy(t)dt <e.
s<lil<1/2

Enfin, notons que [|7.f — fl, < 7 fll, + 71, = 2/l fll,-
Il en résulte que

Py f—fl, < / En(@llef — Flly dt + / Ex@llrf — Fll, dt
tI<s s<[t|<1/2
< / F(t) dte + 22| ],
1]<6
< (1+20fl)e
puisque Fy > 0. O

COROLLAIRE 2.9.
— L’application | — (cx(f))rez est injective sur LP(T), 1 < p < +oo et sur C(T).
— Les polyndmes trigonométriques sont danses dans LP(T), 1 < p < +oo et dans C(T).

DEMONSTRATION. Si cx(f) = cx(g) pour tout k, alors Fy * f = Fx * g pour tout N. En passant
a la limite, on obtient f = g.
Notons enfin que Fiy * f est un polynéme trigonométrique. (]
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THEOREME 2.10 (Dirichlet).
— Soit f une fonction bornée, 1-périodique et supposons que f ait une limite a gauche et a droite en un
point tg, f(tg) et que de plus elle ait des dérivées a gauche et a droite en ce point f’(tat), c’est-a-dire

t—tx  t—to
Alors la série de Fourier de f converge (ponctuellement) en to:

ch(f)emﬂ'kt _ f(ta) + f(tg_)

2
keZ

— Soit f une fonction continue, de classe C' par morceaux, alors la série de Fourier de f converge
uniformément vers f.

EXERCICE 2.7.
Soit f une fonction continue, de classe C! par morceaux, montrer que cx(f’) = 2imkey(f).

DEMONSTRATION. Commencons par la deuxiéme partie du théoréme. II suffit de voir que f est
uniformément de Cauchy, donc convergente. D’apres le théoreme de Fejer, sa limite ne peut étre que
f- Mais, comme ¢ (f") = 2irkeg(f), pour k #£ 0, c(f) = ﬁck(f’) donc pour p,g > 1oup,q<1

1/2 1/2
q

ch(f)e%nkt < Z ‘Ck:(f)‘ _ %Z |Ck§€f )| < % Z |Ck(f/)|2 Z%
k=p k=p k=p

k=p k=p

avec Cauchy-Schwarz. Comme f’ est continue, f' € L?(T) donc avec Parseval Y |ck(f")|? converge
et est donc de Cauchy. De plus Y k=2 converge aussi, on en déduit immédiatement que la série de
Fourier de f est uniformément de Cauchy.

La premiére partie est plus subtile. D’abord, quitte & remplacer f par f(t—tg), on peut supposer
que to = 0. Ensuite, en remarquant que Dy est paire d’intégrale 1,

0 1/2

Dx(tydt= [ Dy(tydt=+.
—1/2 0 2
Par suite
_ N B N
SNf(‘J)—w = DN*f(o)_w
0 0
= Dy (t)f(—t)dt — f(0T) Dy (t)dt
—1/2 -1/2
1/2 12
+ Dy (t)f(=t)dt — f(07) Dy (t)dt
0 0
= Ay + By.
Il suffit donc de voir que
0 0 .
Av = Dy()f(=t)dt = f(07) [ Dn(t)dt = Dy (6)(f(~t) = £(07)) dt
~1/2 12 i
1/2
= /_1/2 X[=1/2,00Dn () (f(=t) — F(0T))dt — 0

et de méme pour By. Mais

D) (f(—t) — FOOT))x[-1/2.0] f(=t)— f(0%) ¢

X[71/2,0] SIH(QN + 1)7Tt

t sint
f(_t) _ f(0+) t eiTrteQiTrNt _ e—iTrteQiTrNt
= - X[—-1/2,0] ;
t sint 21

= g4 (t)eQiﬂ'Nt _ g,eszt
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donc Ay = en(9+) —en(g—). Alnsi, si g1 est bornée, le Lemme de Riemann-Lebesgue implique que
Axy — 0.

it

t
Il n’est pas difficile de voir que 2,6_72& est une fonction continue (donc bornée) sur [—1/2,1/2].
isinm
: . f(=t)—f00F) 4 -
Par ailleurs, il existe n > 0 tel que , pour —n <t <0, — s - f(0™)| <1, en particulier,
f(=t) = f(0F) , . . : ,
T est bornée sur [—7,0]. Elle est évidemment bornée sur [—1/2, 7] puisque f est bornée
—t) — f(0t+
donc %ﬂ))q,l/g,o] est également bornée. Comme
f(=t) = £(0F) te'r!
t = - _ _—
9+() t X120 97 in e

on conclue poour gy. On traite g_ de la méme facon.

3. Compléments

3.1. Comparaison entre coefficients de Fourier et transformée de Fourier discrete.
Soit f une fonction continue 1-périodique et notons

J :

(ot N est un entier). Les coefficients de Fourier de f sont donnés par

1
:/ f(t)e—QiTrktdt
0

Si on approche ces coefficients par la formule des trapezes alors, en notant w = e

¢ 1R~ L (J) o /N 1
ak(f) = e (f) = N f(N) 7 Zyg &
=0

donc ci(f) =~ xFnlyl(k).

11 faut toutefois étre prudent: cx(f) — 0 alors que %]-' ~N[y](k) est N-périodique. Cette approxi-
mation ne peut donc étre bonne pour tout k, ce qui peut étre vu en estimant le reste dans la formule
des trapezes.

2imw /N
’

Une fagon plus directe de voir cette qualité d’approximation est la suivante: Nous allons chercher
a approcher f de deux facgons distinctes & ’aide d’un polynéme trigonométrique & N termes (et de
degré < N/2).
Commengcons par traiter le cas N pair, donc N/2 est un entier.
N/2
Z Oék€2i7rkt.
—N/2+1
Une premiere fagon de faire est de prendre la série de Fourier et de la tronquer:
N/2
[~ Z cr(f)e?imkt,
=—N/2+1

On obtient ainsi une approximation optimale au sens L2.
Une seconde fagon de faire consiste a chercher un polynéme trigonométrique qui interpole f en
N points. Nous choisissons ici les points k/N, k =0,..., N — 1. On veut donc trouver les «y tels que
N/2

f (]{7) _ Z ape2imhi/N

k=—N/2+1
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ou encore, en utilisant la N-périodicité du membre de droite
N-1
_ kj
yi = D Brw
k=0

On reconnait une transformée de Fourier discrete

Qg pour k=0,...,N/2
avec [y =
ap—y pourk=N/2+1,..., N -1

1
inverse y = NFx'[3] donc 3 = N}—N [y].
Les deux approximations sont tres proches I'une de 'autre si f est un peu réguliere, donc ay, >~
ci(f) pour k=—-N/2+1,...,N/2. On retrouve donc

{ck(f) pour k=0,...,N/2

1
NI =0 ) pow k= N2 41 N -1

Notez qu’il y a une légere disymétrie entre les indices positifs et les négatifs: on approxime cq, les N/2
termes ci,...,cnyz et les N/2 — 1 terms c_q,...,c_nj241-

Traitons maintenant le cas N impair, donc N = 2M + 1 (donc M = [N/2]). On peut toujours
approcher f d’une part par une somme partielle de sa série de Fourier

M

fl" Z Ck(f)eZiﬂ-kt.

k=—M

Notez que cette somme a exactement 2M + 1 = N termes. D’autre part, on cherche toujours un
polynéme trigonométrique qui interpole f en j/N, j=0,...,N — 1. On veut donc

. M
- J\ 2inkj /N
y].—f(N>— Zake J
k=—M

ou encore
N-1

yj = Z 5k62i7rkj/N

k=0

o pour k=0,...,M
ap_ny pourk=M+1,...,N—1
polyndmes sont proches I'un de I'autre donc On retrouve donc

N 1
avec () = . A nouveau, y = NFy'(8] donc 3 = N]—'N[y]. Les

cr(f) pour k=0,...,M

1
—F k) ~ .
N Nll(k) {ck_N(f) pourk=M+1,...,.N—1=2M

Notez que cette fois-ci on approxime autant de termes d’indice positif (c1,...,cp) que négatifs
(0717...,071\/[).
EXERCICE 2.8. Supposons que f soit un polynome trigonométrique de degré < N

N

&)= > cx(fe >

k=—N

Montrer que
1 1 N j
t)ydt = —— — .
[ o= 30 (75)

En déduire que ¢, = Fan+1ly](k) onyestlasuitey = (f(0), f(1/(2N +1)),..., f(2N/(2N + 1)).

2N +1
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REMARQUE 2.11. En Matlab la commande fftshift permet de reclasser les coefficients d’une
suite (obtenue par une FFT) de sorte qu’elle soit classée de la méme fagon que les coefficients de
Fourier qu’ils approchent.

Plus précisément (en supposant N impair N = 2M + 1 pour fixer les idées) si

= [f(1/N) f(2/N) ... f((N-1)/N)]
et y=fft(x) alors y = [y1 ...yn] ol

e~ Lep-1(f) k=1,...,.M+1
Tl Leramof) E=M+2,.. 2M+1.

Alors z=fftshift (y) est la suite

z = [CIJM+2 ces YoM+1 Y1 o-- yM+1]

1
de sorte que zp ~ ch_M_g(f).

La commande ifftshift effectue la permutation inverse.

3.2. Fonctions T-périodiques.

Nous nous sommes restreints aux fonctions 1-périodiques par comodité. Les résultats de ce
chapitre s’adaptent sans peine aux fonctions T-périodiques si on remarque que f est T-périodique
si et seulement si fr(t) = f(tT) est 1-périodique.

Les coefficients de Fourier sont alors définis par

1 T
; 1 )
cg(f) =cr(fr) = / f(tT)e_Q”rkt dt = T/ f(s)e—Zurks/T ds
0 0
et la série de Fourier de f est alors donnée par
S(f)t) = S(fr)(t/T) = ch 2Z'Tfkt/T — ZC{(f)eZi”kt/T,
kez kEZ

Une alternative est d’utiliser la définition des séries de Fourier comme projection orthogonale des
fonctions sur I’espace des polynémes trigonométriques. Pour cela, remarquons d’abord que e?™* est
T-périodique si et seulement si A = k/T" avec k € Z. De plus {e*™/T} 5 est un systeme (une base)
orthonormé de L?([0,T]) muni du produit scalaire

T
=7 [ s

(notez qu’on prend une moyenne, ceci permet de prendre le coefficient de Fourier d’indice 0 comme
étant la moyenne de f). Donc le k-ieme coefficient de Fourier est donné par

cg(f) <f, 2mkt/T / 10 72z7rkt/T di
la série de Fourier est donnée par
S(F)(t) = Z <f, e2iﬂ-kt/T>€2i7rkt/T _ ch(f)e%ﬂkt/T
kEZ kEZ
et Parseval s’écrit

—/ DEdE =3 lex(f)?

kEZ

Les résultats de convergence sont inchangés.
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4. Solutions des exercices

4.1. Exercice 2.1. Il existe k € Z tel que (k— 1)T < a < kT. 1l suffit alors d’écrire

T+a kT T+a
[roa = [swa | saa
a a k

T

kT —(k—1)T T+a—kT
/ f(t+ (k=1)T) dt+/ f(t+ET)dt
k

a—(k—1)T T—kT

T a—(k—1)T T
/a(kl)T @y de+ /0 fl)ydt = /0 f@)dt

4.2. Exercice 2.2. Il suffit de remarquer que % > 1, on peut donc appliquer Holder (avec I’

([

On cherche f : R — R, 1-périodique, positive, telle que / f(z)?dx < +o0 mais, si p > ¢,
0

indice s = p/q au lieu de p)

/lf irat = /\f |q1dt<(/ e |‘”th) p(/olldt>

Notez que dans ce cas, || f[[, < [/f]l, si ¢ <p.

1—q/p

fo z)Pdx = +oo. Il suffit évidemment de définir f = fy sur [0,1) puis de le prolonger par 1-
per10d1c1te a R, ce qui se fait en posant f(x) = fo(x — |z]]), =] le plus grand entier < x.

Rappelons que fol m < 400 si et seulement si « < 1 ou =1 et §> 1 (ce dernier cas

ce voit par changement de variable ¢t = Inx).
Ainsi, il suffit de prendre fo(x) = Wlllnml)?

4.3. Exercice 2.3. On fait le changement de variable s =z —t, t = x — s:

/f (2 — 1) dt = / f(@ - s5)g )ds—/Olg(S)f(x—S)ds=g*f(:v)

en utilisant ’exercice 2.1.

F : (x,t) — f(t)g(z —t) est continue, le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un
parametre donne la continuité de f % g. De plus, si g est de classe C* alors F admet k-dérivées
partielles par rapport &  continues 9% F(z,t) = f(t)g*®) (z—t), le théoréme de derivation des intégrales

dépendant d’un parametre montre que f * g est de classe C* avec (f * g)(*) f OFF(z,t)dt =
g™ . Comme fxg = g*f, si f est de classe C! alors fxg aussiet (fxg)) = (g*f)(l) =gxf) = fWxg.
Donc si f est de classe C' et g de classe C*, alors f % g est de classe C**! avec

(f )50 = (1% ) D) = (FO 4 g)® = O s g,
Enfin

1 1
fro+ )= [ fgla+1-tdt= [ e -0dt =7 g(a)
0 0
par 1-périodicité de g.

4.4. Exercice 2.4. La linéarité résulte directement de la linéarité de I'intégrale.
Soit 0 <a<b<1let f=xpqp. Alors

b —2imkb _ ,—2imka —in(b—a)k _ im(b—a)k —imk(a+b)
_ —2imkt 1, _ € e __—irk(a+b) © € _ ¢ .
= dt = = = b—a)k.
c(f) /a e ik e ik o sin 7(b—a)
Remarquez que cx(f) — 0.
Enfin

1 ) a+1 ) )
Cr (Taf) — /0 f(t _ a)efm‘n'kt dt = / f‘(t)67217rk‘(t+a) dt = 67217rkack(f)
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avec ’exercice 2.1 alors que

1 1
e (M; f) = / F(t)e¥imite2imkt gt = / FO)e 2D 4 = ¢ (f).

4.5. Exercice 2.5. Comme on a 2N + 1 vecteurs dans un espace de dimension 2N + 1, il suffit
de vérifier que ce systéme est orthonormé. Mais

1 1 i a
o , L 1 sij=k
<€j7 €k> _ / e2imit o —2imkt 34 _ / e2im(G=F)t ¢ — 2inG—k)_y ' J )
0 0 m =0 sinon

4.6. Exercice 2.6. D’abord
1 1
frea) = [ FOSTE0 d = [ e = o(fento)
0 0

en remarquant que e =1 i ¢ € Z.

Mais alors
N N
Sn(f) = Z f*ekf*<z ek> = fx Dy
k=—N k=—N
par linéarité du produit de convolution.
Enfin, Dy s’obtient a I’aide d’une sommation de suite géométrique: pour ¢ # 0

N ) —2iwNt _ 2im(N+1)t imt ,—2im(N+1/2)t _ 2in(N+1/2)t in(2N + 1)t
Di(t) = Z Q2imkt _ € e e e _ sin2N 4 )7 .

. " 1— 62i7rt e’iﬂ"t efi'n't _ eiwt sin 7t

4.7. Solution de l’exercice 2.8. Soit Py l'espace vectoriel des polyndmes trigonométriques de

. 1 1 < ]
5 N = Zimkt o= _N,...,N}.
degré N, Py = Vect {e Kk oo, N} Commef—>A f(t)dtetf—>N+1jz_:Of<N+1)

2imkt —
k=

sont toutes deux linéaires, il suffit de vérifier que ces deux applications coincident pour e

—N,...,N.
1

Mais / e2mkt 4t = 0k,0 et en sommant la série géométrique de raison e2imk/(N+1) £ 1 pour

0
k=—-N,...,—letpourk=1,...,N

N 1—e2imk(N+1)/(N+1) .
L Z p2imkj/(N+1) _ marn — =0 sik #0 '
N+1 = 1 sinon
1 .
Pour la seconde partie, ¢, (f) = f(t)e 2™kt 4t est obtenue en intégrant sur [0, 1] un polynéme

0
trigonométrique de degré N + |k| < 2N. Donc

L ; - .
i (f) Z f ( > e~ 2RI/ BN — Fant1lyl(k)
=0

:2N+1j 2N +1 ON + 1

avec y = (f(0), f(1/(2N +1)),..., f(2N/(2N +1)).



CHAPITRE 3

Théoremes d’échantillonage

Le principe général est de reconstruire une fonction ou une approximation d’une fonction dont on
connait certaines propriétés & partir de certaines de ses valeurs (un échantillon).

Par exemple, si on sait qu'une fonction est un polynome de degré n, alors on peut la reconstruire
a partir de ses valeurs en n + 1 points. Il en va de méme pour les polynomes trigonométriques.

Nous allons ici établir un résultat similaire pour des fonctions dont la transformée de Fourier est
a spectre compact.

1. Quelques rappels d’analyse de Fourier

Dans ce chapitre nous utiliserons la normalisation suivante pour la tranformée de Fourier des
fonctions f € L2(RY) :

F(&) = FI11(€) := /R e A et f(1) = FA0) = /R (e de.
Voici quelques propriétés él’ementaires (leurs démonstrations sont laissées en exercice):
(i) La transformée de Fourier F et son inverse sont linéaires.

1 sit b St git#0
(ii) Notons x(q(t) = S% € [a,] et sinct =< * S? 7 . Alors
’ 0 sinon 1 sit=0

.7:[)([_1/271/2]](5) = sinc ’/Tg.

(i) [|F[f]lloe < ILF15-
(iv) F[f](€) — 0 quand £ — +co

Indication: Commencer par le faire pour f = x4, puis pour les fonctions simples.
(v) SiTuf(t) = f(t—a) et My f(t) = ™8 f(t) alors F[T, f](§) = e~ >™ @8 F[f)(€) = M_,FIf]

et F[Ma fI(€) = F[f1(§ — a) = ToF[f][xi).
(vi) Si f,t;f(t) € L'(R?) alors (fém(f) = F|-2int; f](€)
(vii) Si 1.0y, f € L'(RY) alors F[dy, f](€) = 2in€, FIF](€).
viii) Si f € Ll(Rd) est tel que F[f] € L*(RY) alors F~![F[f]] = F[Ff]] = f.
(ix) f

)

ix F[f] est injective, non surjective.
(

x) Si f,g € L'(RY),

/ f(@)7() dz = / FOg©de ot [ fa)g@de= / (65 de
R4 R4 Rd Rd

En particulier, si f € L1(R?) est tel que f € L1(R?), on peut appliquer cela a f et g = F~1[f] =

F[f]. On obtient alors

[ @R [ 1f@ras pis [ st = [ fe

On peut alors étendre la transformée de Fourier F et son inverse F~! de L'(R%) N L2(R%) a
L?(R%). Notons que si f € L?(R%), la transformée de Fourier est une limite dans L?(R?) (et non
directement une intégrale comme ci-dessus), par exemple

(

FUNS = ) T (t)e~ 20 at.

25
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On peut montrer que F est une bijection linéaire L2(R?) — L?(R?) dont I'inverse est I’extension de
1
La convolution de deux fonctions de S(R?) est définie par

frglx /fx— y)dy = g * f(x)

et alors f/;k\g = fﬁ
Enfin, le support d’une fonction continue est d’efinie comme

supp f = {z : f(x) #0} =R\ U{Q,: Q ouvert (borné) , f(z) =0 pour z € Q}.

Notons que si  est un ouvert borné tel que f(z) = 0 sur £, et si g est une fonction bornée telle que
g(x) =0siz ¢ Q,alors [,, f(x)g(x)de = 0. Inversement, si [, f(x)g(2) dz = 0 pour toute fonction
g bornée telle que g(z) = 0 si x ¢  (donc en particulier pour g = ¢/ yq) alors f = 0 sur 2. Ainsi

supp f = R4\ U{Q,: Q ouvert borné, y f(z)g(x) dx = 0 Vg bornée, g(x) =0 pour x ¢ Q}.

Notons que cette définition ne nécessite plus la continuité de f et s’applique dés que f est intégrable
sur les ouverts bornés, par exemple si f € LP(R?). Nous la prendrons donc comme définition du
support.

Le spectre d’une fonction et spec f = suppf.

2. Théoréme de Shannon

LEMME 3.1.
Soit f € L2(R?) une fonction a spectre compact. Alors f est développable en série entiére (en partic-
ulier, elle est de classe C*).

DEMONSTRATION. Notons d’abord que si f € L?(R?) alors f € L?(R%). Donc si f est a support
compact, donc inclus dans une boule B(0, R) alors, avec Cauchy-Schwartz,

1/2

1/2
/\f<§>|d5= |f(£)|d€§</ 1d£> (/ |f<§>|2d5> < +oo.
R B(0,R) B(0,R) B(0,R)

Donc f € LY (R%) et alors la formule d’inversion de Fourier montre que

f(x) — f(§)62i7r(z,§) df :/ . f-(g)e%'n(z,g) df

Rd

En particulier, f est continue. Mais

+
8

o \k
2im(x,£) __ (2”7) k

e

~
Il
=

11 suffit de voir qu’on peut échanger sommation et intégration a ’aide du théoréeme de Fubini. Prenons
d = 1 pour simplifier:

10 o, +00 .
) = 7 (2Z7r)k . k (2%7T)k L Ik
I )/[R’R] f(f)k:0 o (@€) Z( o /[R’R]g f(g)dg)

k=0

Pour cela, il suffit de voir que

“+oo
];) /[R,R]

Notons que Hle < \/ﬁ”f)t = V2R||f|, donc f(x) < V2Re* 2l f||, pour = € C. O

(217r)

@) e d5<Z / AR f¢))dg = corre

fH < 400.
1
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THEOREME 3.2 (Théoréme d’échantillonage de Shannon).
Soit f € L2(RY) a spectre [—b,b]? et soit h < %. Alors f est déterminée uniquement o partir de ses
valeurs f(hk), k € Z%. Plus précisément

(4) o) =3 f (’”;’“) sine 27 ( - hj)

et cette série converge dans L?(RY). De plus

-~ h\? A
I o —imh(k,§)
) fo-(5) (%)
kezd
dans L*([—m/h,7/h)).
Enfin, si g est aussi a spectre [—b,b]"™ alors

i (2) £1(2)(2)

kezZd
REMARQUE 3.3.

(1) Le lemme 3.1 montre que f(hk/2) a bien un sens.
(2) Le terme

(h/2)* > f(hk/2)g(hk/2)

kezd

de la formule (6) est Papproximation de I'intégrale

f(x)g(a)de
]Rd

par la méthode du trapeze. Le théoréeme de Shannon dit donc que, dans le cas des fonctions a
spectre compact, la méthode du trapeze donne un résultat exact pour le calcul des intégrales
(a condition évidemment de prendre un pas suffisament petit).
Ceci est heuristiquement interprété comme suit: une fonction a spectre [—b, b] ne contient
aucun détail de résolution < 1/2b.
(3) Notons

g ronse) = (2) 5 1 (+- )0 ().

Comme f,(t) = f(x —t) est également & spectre [—b, ], on peut appliquer (6) & f, et g. On
obtient alors f*xg = f *p g.

DEMONSTRATION. Pour simplifier, nous ne ferons la démonstration qu’en dimension 1.

Comme f = 0 hors de [-1/h,1/h] D [—=b,b], on considére d’abord f comme une fonction sur
[—1/h,1/h] seulement. Ecrivons alors sa série de Fourier : pour € € [—1/h,1/h], f(&) = Z cr(f)et™hke
keZ
et cette série converge dans L?([—1/h, 1/h]). Pour obtenir (5), il suffit alors de calculer les coefficients
de Fourier :

~ B YR ) W o~ .
a(f) = 9 ~/—1/h f(f)e_”hkfdg — 5‘/Rf(§)e2m(_hk/2)£d§

car f =0 en dehors de [—~1/h,1/h]. Le théoréme d’inversion de Fourier donne donc

o~

cu(F) = 2 F(-hk/2)
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La formule (6) est simplement Papplication de la formule de Parseval pour la transformée de
Fourier puis pour les séries de Fourier:

/ f(@)g(x)dz F©7©)de = / fe7@a
R R [ l/h 1/h]

Zf —hk/2)g(—hk/2)

kEZ kEZ

- ng(hkﬂ)g(hk/?)

keZ

_ ng (_h2k> eiﬂ'hk§ _ ng <h2k) efiﬂ’hkﬁ

kEZ keZ

Il
~
—~
N
=2
~—

jol

|

Enfin

dans L%([-1/h,1/h]). Notons que le membre de droite de cette identité est une fonction 2/h-
périodique, alors que le membre de gauche n’est pas périodique, mais la restriction de cette fonction
périodique & la période [—1/h,1/h]. Ainsi

~ h hEN _;
Fe=5> 1 <2) e R 1)
keZ
dans L*(R). L’inversion de Fourier étant continue sur L?, on peut intervertir la sommation et

I’intégration:

f@) = FA@ =5 21 () 7 ]

kEZ

h AN A A
- f <) / 6717rhk:.£6217rx£ df
2 kEZZ 2 ) Jam
1/h
_ Z f <hk> / 2iw(z7hk/2)£d£.

kEZ 1/h
Un calcul simple donne
1T — 1/h
ﬁ /1/ e2im(z—hk/2) fdf — ﬁ e hLZ) = sincz—ﬂ- T — hfk
2 J am 2 | 2im(z — hk/2) | _, ), h 2 )
On retrouve donc bien la formule (4). O

REMARQUE 3.4. Soit (a,) € (3(Z) et soit p(&) = Y oz are™™ ™. Cette série converge dans
L?([-1/h,1/h]) est d éfinit donc une fonction de cet espace. On peut donc définir f € L%(R) tel que

ooy &) si&e[-1/h,1/h]
&) = 0 sinon

donc la transformée de Fourier de cette fonction). La démonstration ci-dessus montre que

(qui est dans L?(R) et & support compact donc dans L!(R); f est

et cette série converge dans L?(R) (et méme mieux, voir plus bas).
Le théoreme de Shannon permet donc & la fois de convertir un signal continu (& spectre compact)
en un signal a temps discret et vice versa.

PropoOsITION 3.5.
La série (4) converge uniformément vers f.
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DEMONSTRATION. Faisons la pour d = 1 pour simplifier. 1l suffit de montrer que la série (4) est
uniformément de Cauchy. Elle sera donc uniformément convergente et comme sa limte au sens de
L?(R) est f, sa limite uniforme aussi. Mais

q
hk\ . 27 hk
w3 (5) o ()

k=p
1/2 1/2
q 2 q 2
hk 2w hk
< — su E sinc— (@ — —
I / < 2 ) meg Pt h < 2 >
g hi\ |2 2 i\ 2\
T
8 < E — su E sinc— | — — .
® a f<2) $e§<kez h< 2> )

k=p

Soit maintenant € > 0. D’apres la démonstration du théoréeme de Shannon, f(hk/2) est le k-ieme
coefficient de Fourier de f vu comme fonction de L?([—1/h,1/h]). D’apres Parseval, >_ |f(hk/2[* <
+00, il existe donc N tel que, si p,qg > N (ou si p,q < —N) alors

1/2
5 <e.
k=p
Ainsi, si on montre qu’il existe C tel que
2 hk\ |? 2 ?
S(x) == Z sincf7T (m — 2) = Z sinc <Ijx — kw) <C
kezZ keZ
alors (8) montre que
1/2

q

sup Z

sinc 2—7T (m — hk) i
z€R k=p h 2

donc (4) est bien uniformément de Cauchy.
Mais S(x) est 2/h-périodique et paire, il suffit donc de montrer que S est bornée sur [0,1/h]. Par

ailleurs,
{1
<
Ainsi, en posant X = 2%z € [0, 27]

. 2 1
Z|SIHC(X—I€7T)| = 5+ Z m

. sin
|sinc x| =

8|~

keZ k>3
<
< 5+Z \k|—2 =C < 400
k>3
puisque |X — kx| > |k|r — | X| > |kl — 27 = (|k| — 2)7. O

EXERCICE 3.1.

(1) Montrer que la dérivée k-iéme de sinc est de la forme

sine ) g — Py (z)sinzx : Qr(x)cosz
akt+l
avec Py, Q) des polynomes de degré au plus k.
C
(2) En déduire qu’il existe une constante Cy, telle que sinc ¥ (k)z < T +k| B
x

(3) En déduire que les séries dérivées de (4) convergent également uniformément.
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3. Suréchantillonage

Dans le théoréme précédent, on peut se contenter de prendre le taur d’échantillonage h = /b
ce qui permet de reconstruire f a partir du minimum possible de valeurs. La convergence de la série
(4) est au sens L? et méme uniformément, mais cette série est trés sensible au bruit: une petite
perturbation de I’échantillon {f(hk/2)}; peut entrainer une grande erreur dans la sommation, voire
une série divergente!

Nous allons maintenant voir comment, en suréchantillonant, c’est & dire en prenant h < 7/b, on
peut accélerer la convegence.

THEOREME 3.6. Soit f a spectre [—b,b]¢ et soit h < 1/b. Soit v € C>(R?) une fonction positive,
telle que v(§) =0 si |§] > 1 et telle que
JRGLESE
Rd
Alors

0 s (55 () (5 ) e ().

kezd

REMARQUE 3.7. (1) Comme ~ est de classe C* a support compact, ¥ € S, en particulier,
pour tout k, il existe Cj, telle que |§(x)| < (HC‘W Comme f(hk/2) et sinc 7 (x — hk) sont
bornés, la série (9) converge trés rapidement.

(2) Quitte a perdre un peu de régularité de v et donc de décroissance de 7, on peut rendre cette

derniere explicite. Plus précisément, soit £ un entier, alors v = (%)£ X[=1/6,1/0 * X[—1/£,1/¢] *

% X[=1/¢,1/¢ (k — 1 convolutions) est & support [—1,1], positive, paire, de classe c-t,
d’intégrale 1 et 7(€) = (sinc27m&/£)? donc décroit & I'infini en |¢]7¢.

(3) Cette formule est aussi plus stable que la précédente. Imaginons que chaque f(hk) soit

mesurée avec une erreur €y, alors 'erreur commise en reconstruisant f a I’aide de ces mesures

est
1+ bh _[1—">bh 7@ . (1+bh)7r 7@
— ExY o x 5 sinc B — T 5

kezad
S (1=bh ( bk
T\ Ton 2

qu’on majore par

qui peut étre controlée et est en général tres petite. Par exemple, si on prend ¢ > 2 dans

la construction précédente, on voit sans peine que 7(¢) < £¢(1 + |¢])~¢. L’erreur est alors

1—(bh)? -1
h

14 bh
%max\eﬂ Z
kezd

approximativement max |eg|
Sans ce facteur 7, il est possible que

diverge !
DEMONSTRATION. Pour simplifier, nous ne ferons la démonstration qu’en dimension 1.
Reprenons la formule (5), pour ¢ € [—1/h,1/h],
~o _h hk\  _irhke
(5) f@%—Qg;f(z)e :
Soit alors ¥ une fonction de classe C* telle que

1 size[-b
Y(z) = {0 siz¢[-1/h,1/n]
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Comme f(ﬁ) est & support [—b,b], en multipliant (5) par v, on obtient

(10) fle) = g > 1 <’;’“) eTITRE Y (€),

kezd

Pour obtenir la formule (9), nous allons construire ¢ de la fagon suivante:
Soit ¢ = % (% + b) et d = % (% — b). Soit v la fonction donnée dans I’ennoncé du théoréme et
définissions -4 par v4(x) = (lﬂ (’”) Notons que 74 est de classe C>°, & support [—d, d], positive, paire,

et [, 7va(z)dz = 1. De plus Ja(&) = (df).
Soit alors Y = Y * X[—c,c]- Comme 74 est de classe C*° et x[_. € LY(R), v est de classe C>°.

Comme b(z) = /RX[—c,c] (t)y (Idt) dt = /CC7 <x ; t> dt

on remarque que ¥ > 0, si |z] > c+d et t € [—¢,c] alors |[x —t|/d > 1 donc 7y (IT_t) = O et P(z) =

Y(x) = fR ~va(x —t)dt = 1.

Pour conclure, notons que 9 (x) = V() = 2¢7y(dx)sine 2wex.

Comme dans la démonstration précédente, il suffit alors d’appliquer la formule d’inversion de
Fourier terme & terme dans (10). O

En pratique, les fonctions ne sont pas & spectre compact. Elle sont méme souvent a support
compact et une telle fonction ne peut pas avoir un spectre compact. Toutefois, il arrive souvent
que l’essentiel de la masse de f soit contenue dans un compact. Il est alors raisonnable de vouloir
approcher f par

Suf(z) =Y f(hk)sinc E(x — hk).
kezd
Notons qu’il faut donner un sens & f(hk), ce qui n’est pas possible pour une fonction f € L? sans
supposer des propriétés supplémentaires. Nous allons ici nous contenter de supposer que f € S(R9).
Nous aurons besoin de résultat suivant, que nous laissons en exercice:

EXERCICE 3.2 (Formule sommatoire de Poisson).
Pour f € S(R?), montrer que pour tout ¢ € RY,

ez kezd

Indication. Le membre de gauche est une fonction 27/h-périodique en chaque variable, il suffit donc
de la regarder sur [—7/h,m/h]¢ et de la développer en série de Fourier. Le calcul est essentiellement
le méme que pour la formule (5).

Nous pouvons maintenant obtenir ’erreur d’approximation de f par Sy f.

THEOREME 3.8. Soit f € S(RY) et soit h > 0. Alors, pour tout x € R?, il existe une fonction
Xz € L®(R?) avec |x.| < 1 telle que

2 ~
(12) S =N = e [ wlOfiOk
Par ailleurs,
~ 1 o 27
(13) F©) = Gryah" 2 ke N — 3 f<ghl>,

kezd leZa\{0}

Enfin, pour f,g € S(RY),

(14) Fng(©) = Frg(&) + 2" fe) Y 5(5 ‘T’“)

kezd\{0}
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~ 2
REMARQUE 3.9. Si h est choisi tel que f|§|>7r/h |f(€)]d¢ < € alors |Shf — f| < ﬁ.

DEMONSTRATION. Le formule (13) s’obtient simplement en séparant le terme [ = 0 dans la formule
sommatoire de Poisson.

La série définissant f *j g converge dans L?, on peut donc prendre la transformée de Fourier
terme-a-terme:

Fong(©) =0 Y Fl@ye ™R g(nk) = 2m)2f(6) > 5 (f - Q,Zrl)
kezd lezd

avec la formule de Poisson. En séparant le terme [ = 0 dans cette derniere somme et en notant que
(2m)?2f(€)g(€) = f * g(£), on obtient (14).

Soit
N e\ L —ih{k.g)
F(f)-Zf(f—hl)—Wh Zf(hk)e
lezd kezd
avec la formule de Poisson. Comme dans la démonstration du théoreme de Shannon, on en déduit

immédiatement que @(f) = F(E)X[=r/h,m/h]4- Ecrivons alors

~

F(§) = f(§) +al§)
oua(§) = Z f(g — 2}Zrl> de sorte que
1€Z4\ {0}
SuF©) = J©) = FEOXinmama = FE) = (J) + &)X npnnyma — F©)
= (Xien/horme — 1) F(E) + X(mr/hmymjaa(S).

Par inversion de Fourier, on a alors

oS = D) = | Shf = f(©ede

B /d (X(m /o nit = D) F(©) e + /d X[ /nm/mjaa(€)e’ 9 g
R Rd

-/ ~FleeitOae
&¢[—m/h,m/h]?

T 27 )
. /Rdx[*“/hm/hwf (é— hz) RICEINTS

leza\{0}

-/ ~leyetoslag
§¢[—m/h,m/h]?

+ F(&)e (=i ge.

1€74\{0}
Soit alors ¢ ¢ [—m/h,7/h]%, il existe un unique I € Z% \ {0} tel que & € [~ /h, 7/h]? + 1 et on définit
alors

~/§€[—7r/h,7r/h]d+l

o 3L _ ia,6)

Xa(§) =
2
Notons enfin que si & € [—7/h,7/h]¢ + 1 avec | € Z\ {0} alors ¢ ¢ [—n/h,7/h]%. O

EXERCICE 3.3 (Formule de Quadrature).
Montrer que si P est un polynéme trigonométrique sur [0, a] de degré < p , i.e.si P(x) = Zi;l_m_l cre
alors

(15) /O Pz)dz = ng (k?)) .

ikx/a
b



CHAPITRE 4

Filtres

1. Définitions

Un systéme est un appareil dans lequel on peut distinguer une entrée (input) et une sortie (output).
X =Y
[d

C’est donc une application A : - ou X (resp. J) est lespace des entrées (resp. sorties)

possibles.

On dit que c’est un systeme MIMO s’il y a des entrées multiples x4, . .., x, et des sorties multiples
Yis-- -, Ym. Mathématiquement, cela revient a définir les entrées et les sorties comme des vecteurs
= (T1,.. ., %) €6 Y = (Y1, Ym)-

Un systeme est dit analogique ou a temps continu si les entrées sont des signaux dépendant d’une
variable “continue” (dans R? ou plus généralement un ouvert 2 —ou sa fermeture Q- de R?). 1l est dit
a temps discret (parfois numérique) si les entrées sont des signaux dépendant d’une variable discréte
(i.e. indexées par Z4).

Un systeme est instantanné ou sans mémoire si la sortie & un instant donné ne dépend que de
Pentrée & cet instant. Mathématiquement, cela peut s’écrire Ax(t) = A(z(t)) C’est par exemple le
cas d’un circuit électrique fait uniquement de résistances.

On dit qu'un systeme vérife le principe de superposition si A est linéaire. Tous les systémes que
nous considérons dans ce cours seront de ce type.

Un systeme est réalisable ou causal si la sortie a un instant ¢y ne dépend que de l’entrée avant cet
instant. Mathématiquement, cela s’écrit: pour tout tg, si x1(t) = x2(t) pour t < tg, alors Axq(tg) =
./4932 (to)

Pour a > 0, notons 7,z le signal 7,2(t) = z(t — a), c’est-a-dire le décallage d’un temps a du signal.
Un systeme est invariant ou stationnaire si, pour tout a > 0, Ar,z = 7, Axz. En d’autres termes, un
retard & ’entrée provoque le méme retard a la sortie.

Si X et YV sont des espaces de fonctions (de suites) muni d’une norme (typiquement un espace LP
ou 7 ou C*), on dira qu'un systéme est continu si x), — = dans X’ implique Az — Az dans Y.

EXERCICE 4.1. On considere les systemes suivants:
(1) L’amplificateur idéal: y(t) = kx(t), k > 1;
(2) La ligne de retard: y(t) = z(t — a), a > 0;
(3) Le systeme dérivateur: y(t) = 2/(¢).

Quelles propriétés sont vérifiées par ces systemes.

EXEMPLE 4.1. On considére le circuit RC. La sortie vérifie RC'y/(t) + y(t) = z(t). Si le conden-
sateur est initialement déchargé, on peut supposer que z(t) — 0 et y(¢) — 0 quand ¢ — —oo (ou plus
simplement x(t) = y(t) = 0 pour t < ty).

La solution générale de I'équation différentielle RCy'(t) + y(t) = x(t) s’obitent a laide de la
méthode de la variation de la constante:

— I’équation homogene associée a pour solution y(t) = et/ RC,

— On cherche une solution sous la forme y(t) = A(t)e ¥/ EC ce qui conduit & RCN (t)e ¥/ = x(t)
donc

t
y(t) = (Ii + % N z(s)es/ BC ds) e /RO,

33
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— La condition initiale implique que x = 0 donc

¢
y(t) = / z(s)es D/ RC qg = / 2(8)X[0,4-00) (t — s)e” =/ RC s — h o 2(t)
—00 R

1 —Z
avec h(z) = EX[O#OO)(JJ).Q P/ RC

Notez que h € L' avec ||h|l, = RC donc si z € LP alors y € LP avec ||y||, < [|2]|,[|z]|, = RC|z|,.
Sip+# 1, comme on a aussi h € L avec 1/p+1/p’ =1 on a de plus y € Cp.

On voit sans peine que ce systeme n’est pas instantané, est causal et stationnaire. Ce dernier fait
est une conséquence directe du fait qu’il s’écrive & ’aide d’une convolution.

2. Filtres

Nous allons maintenant nous intéresser a des systemes a noyau, c’est-a-dire qui s’écrivent sous la
forme

(16) Ax(t):/ﬂh(s,t)x(s)ds

avec © C R? ou, dans le cas des systémes a temps discret,

(17) Az(k) =) h(j,k)a(j)

JEQ
avec Q C Z%. Dans ce cas, h est appelé la réponse impulsionnelle du systeme.

Pour que ceci ait un sens, il faut faire un minimum d’hypotheses sur la réponse impulsionnelle
et/ou Pentrée z.

Notons que (16) est définie si

— soit pour (presque) tout ¢, s — h(s,t) est localement intégrable, c’est-a-dire pour tout K borné,
S5 |h(s,t)|ds < 400 et 2 est bornée & support borné

— soit pour (presque) tout ¢, s — h(s,t) est localement bornée, c’est-a-dire pour tout K borné,
SUpgc i |R(s,t)| < +00, et = est intégrable a support borné,

— soit h est borné et x € L1.

La deuxiéme condition permet de définir Ax deés que = € LP a support compact. Si on sait que
A est continue sur LP, cela permet alors d’étendre la définition de A & tout LP. Mais en général, A
n’est plus donné par (16) mais par

Az(t) = lim h(s,t)x(s)ds
R—+o0 JonB(0,R)
ot B(0, R) est la boule de centre 0 de rayon R.
Pour (17), il suffit de remplacer les intégrales par des sommes.
Expliquons maintenant le terme “réponse impulsionnelle”:
— dans le cas discret, prenons pour z la suite x = §;, définie par d;, = (;,,;)jez avec dj, ; =

1 sij=j
{O ) J=Jo (le symbole de Kronecker). Ainsi = est une “impulsion” et alors
sinon

Az (k) = h(j, k)j,,; = h(jo, k).
JEQ
Le noyau impulsionnel est donc la réponse a une impulsion.

— dans le cas continu, on peut faire le méme calcul formellement. Pour le justifier, il faut un
peu de continuité, par exemple si on suppose que h € L>® (donc A : L' — L'). On peut alors
prendre une approximation de I'unité en tg, i.e. une suite x, € L' telle que, quel que soit ¢ € L™,
[ zi(z — t)p(t) dt — ¢(z) pour presque tout z. Alors A(zy(z —-)) = [h(s,t)zx(z — s)ds — h(z,t)
pour presque tout x.

Il est important de noter que le noyau est déterminé par le systeme:
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LEMME 4.2. Si un systéme a un noyau impulsionnel, alors ce noyau est unique.

DEMONSTRATION. Ceci provient du fait que, si pour tout f & support borné, [ h(s)f(s)ds =0
alors h = 0 (ce qui est encore vrai si on remplace l'intégrale par une somme).
Donc si [ h(s,t)z(s)ds = [ h(s,t)z(s)ds alors

/ (h(s,t) — h(s,t))z(s)ds = 0
donc h = h. O

La stationarité du systéme implique:

PROPOSITION 4.3. Si A a un noyau impulsionnel, alors A est stationnaire si et seulement si ce
noyau est de la forme h(s,t) = h(t — s) i.e. si Ax(t) = h*z(t).

DEMONSTRATION. Supposons que A soit stationaire. Alors A s’applique soit & des signaux
périodiques, soit & des signaux définis sur R? en entier, soit & Z%. Supposons que ce soit R%, les
autres cas étant similaires. Alors

A(ryz)(t) = / h(s,t)z(s —a)ds = h(s,t)x(s —a)ds = h(s+ a,t)x(s)ds.
Rd Rd Rd
D’autre part,
T A(2)(t) = A(z)(t —a) = / h(s,t —a)x(s)ds.
Rd
Donc pour (presque) tout (s,t) et tout a, h(s + a,t) = h(s,t — a). Pour simplifier, ne tenons pas
compte du “presque”. Alors h(s,t) = h(s —t+t,t) = h(s —t,t —t) = h(s —¢,0). Donc en notant
h(z) = h(—z,0) = h(0,x), on a bien h(s,t) = h(t — s).}
Inversement, un tel systéme est stationnaire:

Ta(h*x)(t):h*f(xfa):/Rdh(xfaft)f(t)dt:/Rdiz(xft)f(tfa)dt:ﬁ*(Taf)(t).
O

DEFINITION 5. Un filtre A (linéaire) est un systéme linéaire continu stationnaire et causal.
Il est dit stable si A : L>° — L continiiment.

Pour qu’un filtre soit stable, il suffit que son noyau soit dans L'.
Notons ey la fonction ey (t) = e*™ et soit fy = Aey. Notons que T,ex = ex(a)ey. Donc si A est
stationnaire, alors

f)\(t — a) = Taf)\(t) = A(Tae)\) = A(ek(a)e)\) = 6)\(04)./4(6)\).

Si fy est continue, on peut prendre t = 0 et x = —a, on trouve fy(z) = f1(0)ex(z). Donc ey est
un vecteur propre de A pour la valeur propre f(0).

En général, on a f)(t —a) = ex(a)fr(t) pour presque tout ¢t. Si on prend ¢y un point pour lequel
ceci est vrai et x = tg —a, a € R, (donc a = tg — x) alors fi(x) = fa(to)ea(to)ex(z). Donc ey est
encore un vecteur propre de A pour la valeur propre fy(to)ex(to).

On a donc montré la proposition suivante :

PRrROPOSITION 4.4. Soit A un filtre stable et stationnaire alors, pour tout A € R, ey est un vecteur
propre de A. La valeur propre associée est appelée fonction de transfert du filtre.

Les deux propositions sont évidemment liées: si h est le noyau impulsionnel d’un filtre et H sa
fonction de transfert, alors H = F[h]. Formellement, avec les notations précédentes, fy = h*x ey =
FIh)(N)ex. Ce calcul se justifie si h € L'. Ainsi Fly] = F[h * ] = F[h]F[z] ou encore Fly] = HF[xz].

1En général h(s,t) = h(s — (t —t') +t—t/,t) = h(s —t+t',t —t +t') = h(s — t + t/,#') ce qui permet de choisir
un ¢’ tel que h(z) = h(—z +/,t') a un sens pour presque tout = et h(s,t) = h(t — s).
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Notons enfin que, formellement, 2 = 3 ¢, e, et alors

Axr = A (Z cnem) = Z cnAleny).

neZ
Ce calcul peut se justifier si on suppose un peu plus de continuité, par exemple que = € L?([0,T])
(A=1/T) et que A : L?([0,T]) — L? continiiment.

DEFINITION 6. Soit A un filtre stable et stationnaire et H sa fonction de transfert. Le gain du
filtre (exprimé en décibels, dB) est défini par
G(A) =20log |H(N)|.
La largeur de bande du filtre est la bande fréquentielle

H 2
{)\ SHO)P > S“pf)'}
Le gain d’un filtre est la constante K = H(0) = h(0) = limy_, o0 k1 (t) olt hy(t) = u * h(t) =
fioo h(s)ds (u = X[0,+00) fonction de Heaviside) est appelé la réponse indicielle du filtre.
Le temps de réponse du filtre est le temps que met la réponse indicielle pour atteindre un certain
hi(t) — K 95
—_— | >

pourcentage de sa valeur maximale, 95% en général: ¢, est tel que, si t > ¢, alors % Z 100"

Notons que si |[H(N)[? > M alors 2G()\) > 2|Gpax(N)| — 20log2 et —20log2 = —3,46dB.
La largeur de bande d’un filtre est donc la bande dans laquelle 'atténuation d’un filtre est inférieure
a 3dB.

EXERCICE 4.2. Déterminer la fonction de transfert du filtre RC.

EXERCICE 4.3. Dans un filtre RLC, la tension de sortie est reliée a la tension d’entrée par ’quation
différentielle
LCy" + RCyY +y = z.
Déterminer la fonction de transfert de ce filtre.

3. Filtres déterminé par des équations différentielles
3.1. La classe de Schwartz.
DEFINITION 7. La classe de Schwarz est I’ensemble
S(R)={f :R — Ct.q. f€C®R) et Vk,l €N, (1+ [z)*|0'f(z)| =200 0}

En prenant k = 2, on obtient 8'f = o((1 + |z[)~2) donc 8" f € L*(R). Notons aussi qu’on peut se
contenter de demander que z*9' f(x) — 0 pour tout k (en développant (1 + x)¥).

LEMME 4.5.
Si f € S(R) et si P est un polynome, alors fP € S(R).

Plus généralement, si f € S(R), P,Q des polynémes tel que Q ne s’annule pas sur R, alors
P
o) fes.

, P P @ P,
DEMONSTRATION. Comme () ne s’annule pas sur R, af est de classe C*°. De plus <Q) = 5@
avec P, un polynéme. La formule de Leibnitz dit alors que
) ! kp. r(l—j)
P ) ok p; pU—i
k ( _ Z l J
x f = Ci—~— —0
Q 25T
puisque 1/@Q’ est bornée (Q est un polynéme qui ne s’annule pas) et z*P; f(!=7) — 0. O

Notons qu’on peut remplacer P/Q par toute fonction g de classe C* dont toutes les dérivées
croissent au plus polynomialement, [g)(x)| < C;(1 + |z|)*, en particulier par g € C°.
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PROPOSITION 4.6.
La transformée de Fourier est une bijection S(R) — S(R).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, notons que F[f] est de classe C>: Comme f € L*(R),

/ f 7217rt§ dt.

( 5)‘ J(2imt) f(t)e | = (2mle) £

= (L+ )72 (1 +[t)*@nlt))'|f()] € L'(R)

erLt —0

Mais F(t,€) := f(t)e 2™ est de classe C™ et
o'F
ael

et indépendant de . Le théoreme de Lebesgue de différentiation des intégrales montre donc que
FLf1(€) = [ F(t,&)dt est k-fois différentiable et que

1 !
e = [ T toat= [ amt) e i = F(-2im) 1)

Montrons maintenant que £¥0'F[f](£) — 0 ou, de fagon équivalente,
(2im€)" 0 FIF1(€) = (2im€)" F[(=2imt)! £](€) — 0.

Notons g; = (—2int)! f € S(R) d’aprés le lemme précédent. Mais alors, une intégration par parties
montre que

Flal€) = /R gi(t)e > dt = [gi(t)eF TS + 2imE /R gre” 2 dt
—2imté tlér_noo gl(t)e—%ﬂ'tf + 2iméF 1] (&) = 2imEF[g1)(€).

Par une récurrence immédiate, on en déduit que (2in&)* F[(—2int)! (&) = F[o* ((—2imt)' )] (&) — 0O
avec Riemann-Lebesgue, puisque ak((—Qiﬂt)lf) € S C L' (formule de Leibniz).

Le fait que la transformée de Fourier soit bijective est une conséquence directe de la formule
d’inversion de Fourier: si f, f € L(R) alors

0= [ Feeea

Cette formule s’applique donc a f € S(R). O

- tl}?oo g1 (t)e

REMARQUE 4.7. Au cours de la démonstration, nous avons établi que, pour f € S(R),

FI0£1(&) = 2im€ F[fI(§) et IeFIf1(E) = F[=2imt fI(€)-
Ces formules restent valables avec la méme démonstration si f € L'(R) et respectivement f € L' et

tf € LY(R).

PROPOSITION 4.8.
Soit g € S(R), qo,---,qn € C. Si le polynome Q(z) := Z?:o ¢;x’ n’a pas de racine imaginaire pure,
alors Uéquation différentielle
n
Z 9% 557 at] -

a une unique solution dans S(R). Cette solutzon est donnée par

e = 52

REMARQUE 4.9. Notons que le fait d’imposer & la solution d’étre dans S(R?) implique qu’on
impose une condition initiale 37y — 0 en £oo pour tout j.
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DEMONSTRATION. Si une telle solution y existe, alors elle admet une transformée de Fourier ainsi
que toutes ses dérivées. De plus (voir la remarque 4.7) F[07y](§) = (2in€)? Fly](£). Ainsi, si une
solution dans S(R) existe, alors

n ay _ n ay
Flgl F jz::oqj@ _jz_:oqj}-{atj]

= ) q;(2img) Flyl(€) = Q(2im&) Fly](€)
j=0

Fulle) = 5o

11 suffit donc de vérifier que ceci définit bien une fonction de S(R) pour inverser le calcul et obtenir
une solution. Mais ceci résulte directement du lemme 4.5 qui implique que Fly] € S(R) puis invoquer
le fait que la transformée de Fourier (inverse) envoie S(R) sur S(R). O

Enfin, nous avons
THEOREME 4.10. Soit A le filtre défini par Ax =y ou y vérifie ’équation différentielle
(18) Y+ gy @y + oy = ™ A+ praz™ Y 4 el + o

Soient P et Q les polynomes P(x) = ijxj et Q(x) = Z qj:cj.
3=0 3=0

Supposons que deg P < deg Q et que Q n’ait pas de racine imaginaire pure, alors A : S(R) — S(R),
P(2i
est stationnaire, et sa fonction de transfert est donnée par H(§) = ﬂ

Q(2im€)’

DEMONSTRATION. Remarquons que si ¢ € S(R) alors g := ppz™) + p 12D 4. e +
cor € S(R) et de plus Flg] = P(2in€)F[z]. La premiére partie du théoréme est donc un corollaire
immédiat de la proposition précédente. Pour la deuxieme partie, il suffit de remarquer que si y est
une solution de (18), alors

(7)™ () + g1 (ray) V() + - + @1 (7ay) () + @0 (Tay) (D)
=yt —a) + gu1y" V(= a) -+ @y (- a) + qoy(t — a)
= P ™ (t — @) + P12V (t —a) + -+ 12 (t — a) + cox(t — a)
= P (1) ™ () + P (1) TV () + - ea(raz) () + co(Tam) (B).
On a donc bien 7, A(x) = A(7,)(z) d’ou la stationnarité. O
3.2. Réduction des fractions rationnelles en éléments simples.

THEOREME 4.11.

P
Soient P et QQ deuz polynémes et soit F' = 5 la fraction rationnelle associée. On peut donc supposer

que le terme de plus haut degré de Q est x™ et écrire Q(x) = (v — ay)** -+ (x — a;)¥. Alors on peut
écrire de maniére unique

avec A € C et E un polynome de degré deg P — deg (), appelé la partie entiére de F'. Les racines
ai,...,a; de Q sont appelées les poles de F et

la partie polaire de F' associée au pole a;.
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PROOF. Sideg P > deg @, en faisant la division euclidienne de P par @), on écrit P = EQ + R et
alors FF = F + é avec deg R < deg @ et (sans racine commune).

R R
Il suffit donc de savoir exprimer — = sous la forme
Q (x_al)kl ...(x_a,l)kl

=
<0

l
Aj,
DM

Cela se fait par une récurrence sur le nombre de racines de Q.
Si Q n’a qu'une seule racine, Q(z) = (r — ay)* il suffit d’exprimer R(x) dans la base 1, (z —
ai),...,(x —ap)1,

k1
R(z) = ZAl,k(ﬂU —ap)"
k=1

pour obtenir le résultat pour R/Q.
Si Q a au moins deux racines, Q(z) = Q1 (z)(z—a;)* avec Q1 (z) et (r—a;)* sans racine commune.
Ils sont donc premiers entre eux. D’apres le théoreme de Bezout, il existe deux polynomes C, D tels
que C(z)Q1(z) + D(x)(z — a;)® = 1, donc C(z)R(x)Q1(x) + D(z)R(z)(x — a;)¥ = R(x). Mais alors
E(x) _ C(@)R(z)Qi(x) + D(@)R(z)(z —a)™ _ C(z)R(z) 4 D@)R(z)
Q Q1(z)(z — ar)™ (x —ap)k Qi(z)
A nouveau, on fait une division euclidienne de CR par (z — a;)¥ et de DR par QQ; pour se ramener

a des fracion rationelles dont le numérateur est de degré inférieur au dénominateur et on applique
I’hypothese de récurrence. O

EXEMPLE 4.12. La démonstration du théoreme montre comment décomposer une fraction ra-
tionnelle qui n’a qu’un seul pole et comment obtenir la partie entiere.

Si a est un pole simple: F(z) = (xlz()xQ)(x) avec Q1(a) # 0, alors la décomposition s’écrit
- 1
_ A R
F(z) = - + @)
De plus, on a alors 3
R(z) _ _ R(x)
(@) =F(x)(zr—a) =X+ O () (x —a)

EXERCICE 4.4.
1 siz>0

0 siz<0
Soit a € C avec R(a) > 0 et soit fy définis par fi(z) = e “u(x) et f_(x) = e*u(z) = f+(—=z).
(1) Montrer que f+ € L'(R) N L?(R) et calculer leurs transformée de Fourier.

Soit u la fonction de Heaviside, u(x) =

1
a? + 4m2£2°

1
——————. Quelle est sa transformée de Fourier?
a £ 2irx

(2) En déduire la transformée de Fourier de py = puis celle de

a+ 2imx

(3) Calculer la dérivée n-ieme de

On montre ainsi que, pour Ra > 0,

1 —1)* . 1 1)k
e iatd i R [ (SR BT

et
= f[tkefatu(t)}(f) et (2/”1_;{:'_0/)]6 = —]:[tkeatu(—t)}

k!
(2im& + a)F
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On en déduit immédiatement le résultat suivant:

PROPOSITION 4.13. Soit A le ﬁltre défini par Ax = v ot y vérifie 'équation différentielle (18).
Soient P et Q les polynémes P(x Zpﬂ:ﬂ et Q(x Z q]mj

Supposons que deg P < deg @ et que Q n’ait pas de racine imaginaire pure. Alors
— A est stable et continu LP — LP pour tout p > 1
— A est réalisable si et seulement si toutes les racines de @) ont une partie réelle négative.

DEMONSTRATION. Dans ce cas, la partie entiére de P/Q est une constante, éventuellement nulle.
Ecrivons comme la décomposition en éléments simples de P/Q

(2271’6 kk' kk
=B+ )] Z e DD Z I
Q(2ir€) == (2im€ — aj)k o (2im€ — a,
out E est une constante, Ra; > 0si j € J; et Ra; < 0sij e J_. En écrivant b; = —a; si j € J_, nn
peut donc réécrire

k; k;
P@in) gy STEIY At | et | @)+ S0 F Y Ajtt | evtu(-0) | (€).
k=1

Q(ng jeJ_ k=1 jeJ_

P(2im€)
Q(2img) —
Q@ a partie réelle négative (resp. positives) et a son support dans [0, +00) (resp. (—o0,0]).

On voit aussi facilement que hy,h_ € L*(R) puisque ces fonctions ont une décroissance exponen-
tielle en I'infini.

Ainsi, le filtre A s’écrit A(z) = Ex + hy xx + h_

Ce filtre est causal si et seulement si h_ = 0. Il est stable et continue L? — LP pour tout p > 1
puisque .. * |, < s 1], 0

Ainsi

E + Flhy]+ F[h_] ou E est une constante, h4 (resp. h_) correspond aux racines de

3.3. Les filtres de Butterworth et de Tchebichev. Les filtres de Butterworth sont les filtres
donnés par une fraction rationnelle, qui sont causals, stables, et tels que

1
HNP = ———, X >0.

2n?
1+ (%)
A 2n A 2n )
Cherchons les racines de 1 + <)\> = 0: on veut (A) = ¢e'™ donc A\ = A.e'? avec 2n0 = 7w+ 2jw

A 2n o

soit @ = (2j+1)w/2n,j =0,...,2n—1. Les racines de 1+ (A) = 0 sont donc A\ = \e27U+1/2)/2n
C

j =0, dots,2n — 1. 1l en résulte que

2n—1 1 2n—1 227_‘_
H(A)H(A) = |H( 1_[() \— )\ ezTr(Q]-‘rl)/Qn H TN — 2/L'7T)\cei77(2j+1)/2” ’
j j=0

On veut écrire H sous la forme H(A) = P(2iw)\)/Q(2iw\). La forme de H nous indique qu’on peut
prendre P constant. Comme nous n’imposons qu’une condition sur le module de P/Q, on peut
commencer par chercher Q réel: Q(t) = 3. gxt* avec g, € R, alors pour A € R H()\) = P/Q(2in)\) =
P/Q(—2im\). On veut donc PP =1 on prend P =1 et

2n—1 . . i ;
2w\ — 2w\ eim(2i+1)/2n
2imA\)Q(—2iTA) = .
Qme(-zim) = I o
Pour les filtres de Tchebychev, on demande
1
[HN)|* = Ao >0,

14 a?T2(N)’
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ou Ty, (x) est 'unique polynéme de degré n T, (cosx) = cosnz. Un calcul montre que

[n/2]

T (x) = g ’;)(_1)’6(]:(;1__2:))!!(256)”2’6'

EXERCICE 4.5. Déterminer les racines de T,,.

4. Solution de ’exercice 4.4

Pour p > 1 f? (resp. f”) décroissent exponentiellement en 400 (resp. —o0) et est continue sur
son support [0, +00) (resp. (—00,0]) donc [ fY < 400 i.e. fi et f_ sont dans tous les espaces LP.

Tt oimte e~ (at2ing)ey +o0 1
— —at —2i7 dt J - -
A = [ e ], T e
puisque e~ (@127t _, 0 quand ¢t — +oo0. De méme
0 ‘ (a—2im€)t] T 1
Flf _ at  —2imwté dt = e e —— .
10 = [ eve e M =

La transformée de Fourier est une bijection L? — L? et son inverse est F~1 = ZF ot Zp(t) =
p(—t). En d’autres termes F = ZF " donc Flp+](§) = ZF Hp£](§) = Zf=(§) = f=(=€) = fz(&).

Ona a? + i1772962 - % <a +12i7rx * a —12i7rx) B %(gm_(x) + ¢~ (z)) done
—alel
Flll O = 5o (Flos)(€) + Flo-)©) = 5 (e7*%ule) + () =

Un calcul simple (par récurrence) donne

</7(k) _ (—l)k k!(Qiﬂ')k (k) _ k!(2i7r)k
+ (a + 2im&)k+1 - (a — 2im&)k+1

Mais F[p{"] = (2in€)* Flo4](€) et Fp™)] = (2im€)* Flp_](€) donc

F 1 _ (_1)k k_—a& t F 1 _ 1 k a&
(a+2im&)k+H1] Kl Fertule) e (@ — 2Am&)F+L | Hé etu(=¢)
Notez que cette formule n'est pas justifiée correctement si k = 1 car ¢4 ¢ L'. Elle est néanmoins
vraie comme une simple intégration par parties de la transformée de Fourier inverse du membre de
droite le montre.
Notons enfin qu’on peut parfaitement supposer que a € C avec Ra > 0 sans rien changer au
résultat.

= Fl(=2imt)* £4](€) et = Fl(=2imt)* £-](6).







CHAPITRE 5

Fonctions holomorphes

1. Préliminaires

1.1. Domaines.
Nous noterons I un interval de R, borné ou non, ouvert & droite/a gauche ou non I = (—o0, +00),
(—00, 3), (=00, ], (—a, B]... I désignera linterval ouvert correspondant.

Un chemin de classe C! dans C est une application v : I — C de classe C! (i.e. v(t) = z(t) +iy(t)
avec x,y des fonctions de classe C! & valeurs réelles) telle que, de plus ~(t) # (t') pour t #t' € I.

Si v(a)) = v(83) nous dirons que le chemin est fermé.

On notera Im~ = {y(¢) ¢ € [a, F]} U'image de ~.

La dérivée de v est 7/ (t) = a'(t) + 9y (t) et, si v/ (t) # 0, c’est le vecteur directeur de la tangeante
a Im~ au point y(t) et iv/(¢) est le vecteur normal & Im~y en ce point.

Rappelons qu'une partie E' de C est connexe si on ne peut pas écrire E = E1UFE5 avec E; = ENO;,
O1, O3 deux ouverts distincts non vides. En d’autres termes, F est connexe si les seuls ensembles qui
sont & la fois ouverts et fermés dans E sont @) et E.

Une composante connexe d’un ensemble E est une partie de C' C E qui est connexe et tel que si
C c C' C E avec C’ connexe alors C = (',

En d’autres termes, un ensemble est connexe s’il est d’un seul tenant et une composante connexe
est un morceau d’un seul tenant de F.

Dans tout ce chapitre, nous dénoterons par 2 un ouvert de C tel que, de plus, le bord 9Q2 de Q2
soit constitué d’un nombre fini de chemins de classe C'. De plus, ces chemins seront deux types:

— soit ils sont fermés, ils délimiteront alors une composante connexe bornée de C \ Q2 et seront
dits intérieurs;

— soit ils ne sont par bornés, ils délimiteront alors une composante connexe non-bornée de C\
et seront dits extérieurs.

Un exemple simple est le disque @ = D(a,R) ={z€C : |z —a| < R}.

1.2. Intégration le long d’un chemin.

DEFINITION 8.
Soit v un chemin de classe C! et f une fonction définie sur I'image de ~. L’intégrale de f le long de
est définie par

(19) / f(z)dz = / F () dy(t) = / Fr®)Y (8) dt

a condition bien siir que cette derniére intégrale soit bien définie i.e. que |f o~y.y'| € L1(I).

EXEMPLE 5.1.
Soit T = {2 € C : |z| = 1} le cercle unité. Une paramfrisation du cercle unité est donnée par
v(t) = et t € ]0,2n]. Alors v/(t) = ie® et

/f(z) dz =1 " flet)et dt.
T 0

43
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t+ivVT— 12 site[—1,1]

Une autre paramétrisation est donnée par y(t) = . Alors
P par 7(t) {t?i T—(t—272 sitel24]
i site[-1,1]
Yt =4 Vit L . Ainsi

T site(2,4]

/Tf(z)d / ft+1\/1t2)\/7dt+z/ fE—2+iyv/1—-(t—2 ﬁdt.

Le lecteur courrageux pourra vérifier a I’aide d’un changement de variable bien choisi que ces deux
expressions coincident. C’est un fait général qui résulte directement de la formule du changement de
variables:

THEOREME 5.2.
La formule (19) définissant / f(2) dz ne dépend que de Im~ et pas de vy lui-méme.
v
EXERCICE 5.1.

Soit P un polynome et v = T, déterminer /

T z

P(z)dz et/TP(Z)dz.

DEFINITION 9.
Soit Q2 un ouvert ayant les propriétés définies en section 1.1. Soit 77, ...
i, ...,k les chemins intérieurs. Alors

z)dz:zm: f(z)dz—i f(z)dz
(=17

k=1""7%

e . -
,7s, les chemins extérieurs et

Le signe — pour les chemins intérieurs s’interpréte comme suit: supposons que toutes les paramétrisations
des chemins soient telles que ces chemins soient parcourus dans le sens trigonométrique. Alors les nor-
males i7/(t) sont dirigés vers l'intérieur de €2 pour les chemins extérieurs mais vers l'extérieur pour les
chemins intérieurs. Le signe — permet d’inverser cela.

1.3. Dérivation sur C.
Une fonction f sur C peut étre identifiée & une fonction F sur R? par la formule F(x,y) = f(x + iy).
Nous noterons alors

B B B B)
a—i(a;ﬂ'y):a—i(a:) et Fi<x+iy):?§(y)'

zZ—Zz . _
et y = ——. On peut donc voir z et 2z

24
. Ny « Z2+zZ z—Z
comme deux variables indépendantes (de méme que z et y) et on a alors f(z) = F ( 5 3 )
i

z
En notant z = x + iy (donc Z = x — iy), on a x =

En prenant ce point de vue,

g()_;ai’ z+2zZ z—2 +i87F 2+Z z2—2\
8- T 28: \ T2 "o 2oy \ 2 %

—3|Z -]
et de méme

L= 5| Fe+ el

EXERCICE 5.2.
Calculer
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2. Fonctions holomorphes
2.1. Généralités.

DEFINITION 10.
Une fonction de classe C! sur € est dite holomorphe en zy € € si la limite

lim f(z0 +h) — f(20)
h—0 h
. ‘ _fz2o+h)— f(20) _Of of .\ _
existe. Dans ce cas }1’13%) A =3, (20) et 55 (20) = 0.

DEMONSTRATION. Nous allons supposer que f est de classe C2 pour simplifier. Alors, en notant

F(z,y) = f(zo+z+1iy) et h=x+ 1y
fo+atiy) = f(z0) _ Flay) = F0,00 1 (aF
ox

OF 9 9

= - j W (g‘i(zo)x + Z?J:(zo)y> + O(x +iy)

puisque 22 + y? = (z + iy)(x — iy). On veut donc que

0 0
. i i (ai(z‘o)x + a;j(%l@)

ait une limite quand (z,y) — (0,0). En prenant y = x — 0, cette limite vaut

alors qu’en prenant y = —x — 0, cette limite vaut
1 af aof
11— (83:(20) - ay(zo)) :
of

Ces deux quantités doivent étre égale, un calcul simple montre que ceci implique a—f(zo) =i=—(20)

OF (O TN o L |
ou encore —- (20) = 5 (&r (20) + lay (zo)) = 0. La limite vaut alors
of

0 0
G o) = 5 g (o) + g1 (o) = o)

comme annoncé. On utilise ici le fait que si a = b, alors a = (a +b)/2. O

On verra plus tard que la réciproque est vraie aussi.

EXERCICE 5.3.
Montrer que les combinaisons linéaires et les produits de fonctions holomorphes sont encore holomor-
phes.

2.2. Formule de Cauchy-Pompéiu.
Une bonne partie de la suite de ce chapitre repose sur la formule suivante que nous admettrons:

THEOREME 5.3 (Formule de Cauchy-Pompéiu). B
Soit Q un ouvert de C a bord régulier (ayant les propriétés définies dans la section 1.1) et soit ' D Q
un autre ouvert. Soit f de classe C* sur Q' (i.e. f de classe C' au voisinnage de Q). Soit a € 2, alors

fla) = L f) ds — X of ~ dm(z)

2T Joo 2 —a T )0z z—a

ou dm(z) désigne la mesure de Lebesgue de C ~ R?.
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En particulier, si f est holomorphe sur €2 alors on a la Formule de Cauchy

fla) = 1 (2) dz.

2T Joq 2 —a

Cette formule a d’'importantes conséquences. En premier lieu, on a le résultat suivant:

THEOREME 5.4.
Soit f une fonction de classe C* sur un ouvert 2. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) f est holomorphe sur Q;

(2) % =0 sur §;

(3) f est développable en série entiére au voisinage de tout point de .
En particulier, une fonction holomorphe est de classe C*.

, . . 0
DEMONSTRATION. On a déja vu que si f est holomorphe sur €2, alors a—{t =0 sur Q.
z

0
Supposons maintenant que —J_c =0 sur Q.
Z

Soit a € Q, comme {) est ouvert, il existe R > 0 tel que D(a, R) C Q. Soit 0 < r < R. Définissons

0
une nouvelle fonction g sur D(0, R/r) par g(z) = f(a + rz). On vérifie sans peine que 99 — 0 sur

- 0z
D(0,R/r) D D(0,1). De plus, f étant de classe C', g aussi, en particulier, g est bornée sur D(0,1).
D’apreés la formule de Cauchy, pour z € D(0,1),
1 g(¢ 1% g(e?
9(2) = 5~ ()dC:* ig )
i Japo,1) C — 2 2 Jo e —z
L[ g(e”)
2 Jo 1—e 0z

e do

(20) =

Mais, comme |ze~ | = |2| < 1, on a

—+oo
1 i
k=0

De plus cette série est normalement convergente en 6 (& z fixé) puisque

—+oo —+oo
Zsup|(e"ez)k| = Z |2]* < +o0.
k=0 9 k=0

On peut donc introduire (21) dans (20) et échanger la sommation et l'intégration:
1 27 “+oo +oo 1 o0
— i0 —i6 \k _ i0y ,—iko k
o) = 5 [t =Y (5 [ o)

k=0 k=0
+oo
= ) a(k)z"
k=0

ou )
30 = 5 [ g(ee 0 as
T Jo

est le k-ieme coefficient de Fourier de la fonction 6 — g(e?) = f(a+re’). Comme f(z) = g((z—a)/r),
on en déduit que

+oo A
g(k) k
f(z) = W(Z —a)
k=0
et f est bien développable en série entiere au voisnnage de a. Notons que, comme g est bornée, §
aussi, le rayon de convergence de cette série est donc > r.
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On sait maintenant que f est développable en série entiere au voisinage de a: f(z Z fe(z—a)

avec un rayon de convergence R > 0 (et nécessairement fo = f(a)). Donc cette série converge
(uniformément) sur D(a,r) pour tout r < R. Ainsisi |h| < h

flath) — fla)
h

+oo
1
= Eszhk — f1 quand h — 0.

Ainsi f est bien holomorphe et f; = %(a). O

En utilisant les propriétés des fonctions développable en série entiere, on en déduit tout de suite
le résultat suivant

COROLLAIRE 5.5.
Les combinaisons linéaires, les produits, les quotients, les composées, les dérivées, les primitives des
fonctions holomorphes sont encore holomorphes.

(Pour le quotient et les composées, il vaut mieux utiliser la caractérisation a ’aide de la dérivation
par rapport a z).
3. Quelques propriétés des fonctions holomorphes

Revenons un moment sur la démonstration du théoreme 5.4. En utilisant la convergence uniforme
de la série > fx(z — a)¥ sur D(0,7) ainsi que de ses séries dérivées, on peut dériver sous le signe >

et obtenir
Z fk: Z kfi(z —a)

En particulier 2f, = %(a). On peut réitérer ce raisonnement et obtenir k!f = g%{(a) d’ou
10 9k k
&f (:-a)
(22) oy =3 g

sur D(0,r).

PROPOSITION 5.6.
Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert ) connexe. S’il existe a € Q) tel que, pour tout k € N,

ak
(’TZ"C(G) =0, alors f =0 sur .
o f
DEMONSTRATION. Soit Z =42z € Q : P -5 (2) =0VEk
ok
Comme f est de classe C*>, Zj, := {z €Q: 5 {:( )= 0} est fermé donc Z = () Z, est fermé.

Par ailleurs, si a € Z, alors (22) montre que f(z) = 0 au voisinnage de a, donc sur ce voisinnage,

k
‘32{ (z) = 0 pour tout k. Ainsi Z est ouvert, il est aussi fermé, non vide, dans Q connexe, donc

N

COROLLAIRE 5.7 (Prolongement analytique).
Soient Q1 et Qo deux ouverts tel que Q2 N Qg soit connexe. Soit f1 une fonction holomoprhe dans
Q1 et fo une fonction holomorphe sur Q. Supposons qu’il existe a € Q1 N Qo tel que, pour tout k,

ok fi " fa

9ok (a) = =5 (a), — par evemple si f1 = fa dans un ouvert w C Q1 NQ. Alors il existe une unique
fonction holomorphe f dans Q1 U Qs telle que f = f1 dans Q1 et f = fo dans Qs

DEMONSTRATION. En effet, f; = f3 dans Q; N Qs d’apres la proposition précédente. O
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COROLLAIRE 5.8.
Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert. Soit les zéros de f sont isolés, soit f est identiquement
nulle sur la composante conneze de ) contenant un zéro.

DEMONSTRATION. Il suffit de restreindre f & une composante connexe et de montrer que si f
n’est pas nulle sur un ouvert connexe, alors ses zéros sont isolés.

Soit donc a tel que f(a) = 0 et supposons que f # 0 sur €.

11 exsite R tel que D(a, R) C Q. On peut alors écrire le développement en série entiere de f

+oo ak . k
o=y Ttk
k=0 ’

Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe n tel que

8f anflf
R =0
fla)= @)= = 5@
mais B"f
on (@) # 0.
On dit que a est un zéro d’ordre n de f. Mals alors
T o9k k +oo gk k—n
o°f (z—a) of (z—a)
f(z) = < @(G)T =(z—a)" < w(a)T =(z—a)"g(2)
Z Z_a)k_n Cette série entitre est te dans D(a, R) d
avec )——————. Cette série entiere est encore convergente dans D(a onc
g(= 3zk %l g ) g
est encore une fonction holomorphe, en particulier g est continue. Mais g(a) = 192 f( ) # 0 donc g
ne s’annule pas sur un voisinnage V' de a. Comme (z — a)™ ne s’annule qu’en a, f ne s’annule pas sur
V\ {a}. Ce zéro est donc bien isolé. O

4. Formule de la moyenne
Revenons aux conséquences de la formule de Cauchy.

PROPOSITION 5.9.
Soit Q un ouvert et v un chemin fermé qui soit le bord d’un ouvert w C Q. Soit f une fonction
holomorphe sur €. Alors
/ f(z)dz =0.
.

Inversément, si une fonction f de classe C' vérifie fA/f = 0 pour tout chemin fermé de la forme
ci-dessus, alors f est holomorphe.

DEMONSTRATION. On considere g(z) = (z — a) f(2) de sorte que g est également holomorphe sur
Q. Comme w C Q, g est holomorphe donc C' au voisinage de w. On peut donc appliquer la formule

de Cauchy pour obtenir
0=g(a) :/ 9(2) dz = /g(z) dz.
Ow # — @ ¥

La récirpoque est admise. O

EXEMPLE 5.10. Cette formule est tres utile pour calculer certaines intégrales. Par exemple, on
trouve fréquemment le raisonnement suivant pour calculer la transformée de Fourier d’une gaussienne

ORI
/e_ﬂ_ﬁe_%ﬂ.tg dt — €_ﬂ§2 / e—ﬂ(t+i§)2 dt
R R

_e2 a2 g2
= e”g/e”dSZe”E.
R

9(&)



4. FORMULE DE LA MOYENNE 49

On peut justifier ce raisonnement de la fagon suivante: d’abord

R

2 SN2

g(§) = lim 67”5/ e Oy,
R—+o00 R

On considere alors le contour v = v, U2 U3 U ~y4 avec
— 11 ={t, t € [-R, R]} et pour cette paramétrisation, dz = dt donc

R
/ g(z)dz = / e ™ dt —Rotoo / e ™ dt = 1.
Y1 -R R

—v2 ={R+it, t €[0,&]} et pour cette paramétrisation, dz = id¢t donc

3 )
/g(z)dz:/ e~ m(R+iD* gt
Y2 0

€l L
/ g(z)dz §/ e Bt s L 0.
Y2 0

— y3 ={t+1i&, t € [R,—R]} et pour cette paramétrisation, dz = d¢ donc

—R
V3 R R

— vy ={=R+it, t €[£,0]} et pour cette paramétrisation, dz = idt donc

0
Y4

Mais alors

Enfin,

0= [1eds= [ szt [ seast [ f@de [ Fed o rmie 140 - G0 10
¥ 71 72 ¥3 Y4
On trouve donc bien g(§) = ems’.
Notons qu’on a utiliser une courbe « continue et C' par morceaux (plutét que C'). La formule de
Cauchy-Pompéiu est encore valable dans ce cas, donc ces corrolaires aussi.

THEOREME 5.11 (Formule de la moyenne).
Soit Q@ = D(a,r) un disque de centre a € C et de rayon r > 0. Si f est holomorphe sur Q et continue

sur § alors
1 27

f(a) fla+ rew) do.

:ﬂ ;

DEMONSTRATION. Soit g définie sur D(0,1) par g(z) = f(a + rz). Alors g est holomorphe sur
D(0,1) et continue sur D(0,1). Soit ensuite 0 < ¢ < 1 et g4(z) = g(tz) de sorte que g soit holomorphe
sur D(0,1/t) D D(0,1). En particulier g; est de classe C! sur un ouvert contenant D(0,1). On peut
donc lui appliquer la formule de Cauchy:

1 9:(2) L [P gi(e™) .
= g(0) = gu(0) = — de= — © )i a9
S = g0 =g =g [ OFace o [T e
1 2m ) 1 2m
ge(e?)dh = —

il i0
o7 /. o /. f(a+rte’”) do.

Mais f est continue sur D(0,1) donc bornée donc |f(a + rte’)] < M € L'(0,2m) uniformément en
t,0 et, quand t — 1, f(a + rte’?) — f(a + re?®) pour tout 6. Le théoréme de convergence dominée

implique que , ,
1 4 ; 1 4 ;

= — fla+rte®)dsd — — fa+re)do
2T 0 2T 0

f(a)
quand ¢t — 1. O
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THEOREME 5.12 (Principe du maximum).
Soit Q un ouvert connexe de C et soit f une fonction holomorphe sur €2, continue sur Q. Si|f| atteint
son mazimum dans Q alors f est constante. En d’autres termes, |f| ne peut atteindre son mazimum
que sur 0S2.

DEMONSTRATION. Soit M = {z € Q : |f(2)] = sup,cq|f(2)|}. Supposons que M # 0 et soit
a € M. Ainsi, pour tout z € Q, |f(2)| <|f(a)].

Si f(a) = 0 alors f = 0. Supposons donc que f(a) # 0. Alors, quitte & multiplier f par

@

|f(a)*’

Comme M = f_l({§ eC: [ = f(a)}) = f~Y(T) est I'image réciproque d'un fermé par f
continue, M est fermé.

Puisque a € Q ouvert, il existe un disque D(a, R) C Q. On peut alors appliquer la formule de la
moyenne sur D(a,r), r < R:

on peut supposer que f(a) = 1.

1 2m )
1=f(a) ==— fla+rei?)do.

- 271— 0
: 1o o 1 " o
Comme on a aussi 1 = o dé, on en déduit que % 1— f(a+re”)dfd =0, ce qui implique
T Jo T Jo

27
(23) L 1 —Ref(a+re?)dd = 0.
21 Jo

Mais |Rf(2)| < |f(2)] < 1 donc 1 — Ref(a+ re?®) > 0 et (23) implique alors que Ref(a + re?’) = 1
et par suite, en utilisant encore que |Rf(2)| < |f(2)| < 1, |f(a + re?®)| = 1 pour tout r < R et tout
0 € [0,27]. Enfin Ref(a+re?) =1 et |f(a+re??)| =1 impliquent f(a + re??) = 1.

En d’autres termes, f(z) = 1 sur D(a, R) donc D(a, R) C M NQ donc M est ouvert, comme il
est aussi fermé, M est une composante connexe de 2 qui est connexe, donc M = Q. O

5. Transformée de Laplace

DEFINITION 11. Soit f un signal dépendant d’'une variable ¢ € R. On appelle transformée de
Laplace de f la fonction de la variable complexe z donnée par

Lf(2) = /Rf(t)e_” dt

définie pour tout z € C tel que I'intégrale converge i.e. tel que |f(t)e™*t| = |f(t)|e Rt e LY (R).

LEMME 5.13.
Le domaine de la transformée de Laplace de f est une bande {o_ < R(z) < o4}. Chacune des deux
inégalités stricte < est éventuellement large < et ce domaine est éventuellement vide.

Si f € LY(R) est causal i.e. sisuppf C [0,+0c) alors ce domaine contient tout le demi-plan
R(z) > 0.

DEMONSTRATION. Pour le premier point, écrivons
0 “+o00
Lf(z) = / ft)e =t dt +/ f(t)e * dt.
—o0 0

Supposons qu'il existe 21, 22 avec R(21) < R(z0) et | f(t)e >t = |f(t)e RV € LY (R) et |f(t)e 2t =
|f(t)e ®(=2)t| € LY(R) alors

— pour R(2) > R(z1) et t > 0, —N(2)t < —RN(20)t donc |f(t)e | < |[f(t)e =] et |f(t)e *t| €
L'(R).
—pour N(2) < R(22) et t <0, [F(t)e | < |f(t)e =2 et |f(t)e >t € L1(R).

Ainsi, pour R(z1) < R(z) < R(22), Lf(2) est bien définie. 11 suffit donc de prendre o_ = inf{o :
ft)le=7" € LY(R)} et o = sup{o : |f(t)le"" € L}(R)}.
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Enfin, si f € LY(R) et supp f C [0, +00) alors

+oo
Lf(z) :/ f(t)e =t dt.
0
Mais, si R(z) > 0et t >0, |[f(t)e =t <|f(t)] € L}(R) donc Lf(z) est bien défini. O
Notons que si z = 2in€, Lf(2in€) = f(f) la transformée de Fourier de f. Plus généralement,
Lf(a+2ir€) = e~ f(£). On en déduit que

COROLLAIRE 5.14.
La transformée de Laplace est injective.

PROPOSITION 5.15.
Soit Q un ouvert de C a bord régulier et (', B, 1) un espace mesuré.

Soit F' une fonction sur Q' x Q telle que

— pour presque tout t € ', z — F(t,z) est holomorphe dans Q

— il existe p € LY(Y) tel que pour tout (t,z) € Q' x Q, |F(t,2)| < o(t).
Alors la fonction f définie sur Q0 par

f(z) = /,F(t,z) dt

est holomorphe sur €.

DEMONSTRATION. On utilise la formule de Cauchy: pour z € Q, il existe D(z,7,) C et alors

1 F
2 Jopzry C— 2
Mais, si ¢ € 0D(z,7r,), t € &, C(t <) < 7"( ) donc avec Fubini,
flz F(t,¢)d / / dCdt
( ) (el ( 2'L7T ’ aD(Z 'f"z) C— z
: : 9 F(t(Q) F(t,Q) o(t) 9 F(t()
M 1 D Q < — 12 | =
ais alors, si ¢ € D(z,r,), t € &, oy C—o—i2| S 72 et T
F
¢, C) < <p(t). Ainsi, on peut dériver sous les intégrales et obtenir
(¢ —z —iy)? 2
C)
dtd¢ = 0.
5‘2 QZW///dD(Z ) 0z C ¢
Donc f est bien holomorphe. O

COROLLAIRE 5.16.
Soit f une fonction de la variable réelle R. Si la transformée de Laplace Lf de [ est définie sur
Q={o_ <R(z) <04}, alors f est holomorphe sur .

Cela résulte directement de la proposition précédente et de la démonstration du lemme 5.13.

EXERCICE 5.4. Soient f,g deux fonctions de la variable réelle et soit Q; = {of < R(z) < O’_{}
(resp. Qg = {0? < R(z) < 0%}) le domaine de Lf (resp. Lg). Montrer que
(1) pour A\, u € C, LINf + pgl(z) = ALf(2) + pLyg(z) pour z € Oy N Q.
(2) Si f-(t) = f(t+ 7) alors pour z € Qp, Lf(2) = e™*L[f(2).
(3) Si f—(t) = f(—t) alors pour z € —Qy = {_ai <R(2) < =o'}, Lf_(2) = Lf(—2).
(4) Pour z € Qy, Lf(2) = Lf(2).
()
(6)

Pour z € Q¢, Lf'(2) = 2Lf(2).
6) Soit ty € C, alors pour z € Qf + 29 = {07 +R(z) < R(z) < UfL + R(20)}, Lle*™tf](z) =
Lf(z— z0).
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(7) Soit a > 0, alors pour z € Qy, L[f(at)](z) = a 'L f(z/a).
(8) Pour z € QN Qy, L[f *g](z) = Lf(2)Lyg(z).

6. Séries de Laurent, transformée en z
Une série de Laurent est une série de la forme E akzk.
k€EZ

DEFINITION 12.
Soit a = (ag)kez une suite complexe. La transformée en Z de a est définie par

z) = Zakzk.

kEZ

Comme pour la transformée de Laplace, écrivons

Sat = 3w +Zakz Za (2 ) +Zw

kEZ k=—o0
+oo
On reconnait donc deux séries entieres Z a2 qui converge pour |z| < R, (éventuellement R, = 0) et
k=0
k
% a_1,Z* (Z = 1/z) qui converge pour \Z| < pdone 30 ay, (1)" converge pour |z| > R_ =1/p.
Enfin, notons que si z = re%"* alors Za(z Z apr¥e? ™ est la transformée de Fourier & temps
kEZ
discret (i.e. la somme de la série de Fourier) de la suite (axr*)kez.
Ainsi on a
LEMME 5.17.

Soit a = (a)rez une suite complexe. Alors la transformée en Z de a est une fonction holomorphe
sur un anneau {R_ < |z| < Ry}.

L’application a — Za est injective.

Enfin, si a € (1(Z) est causal, i.e. si ar, = 0 pour k < 0, alors a est holomorphe sur un disque

{]#| < R}.

11 faut prendre garde & ne pas se méprendre sur l'injectivité. Celle-ci signifie que si Za(z) = Zb(z)
sur un méme anneau {R_ < |z| < Ry} alors a = b. Ceci provient directement de l'injectivité de la

transformée de Fourier a temps discret.
1

Afin de montrer 'importance du domaine, cherchons les suites donc la fonction f(z) = ——,
a € C\ {0} est la transformée en z. Comme f a un péle en «, on voit que pour que f(z) = Za(z) sur
un anneau {R_ < |z| < R4}, cet anneau est soit entierement inclus dans {|z| < |a|}, soit entierement
inclus dans {|z| > |al}.

Mais, pour |z| < |a|,

1 -1 1 BTN
z—azzl—z/azzz(&> = Za(z)

k=0
avec ay = 0 pour k < 0 et a; = —1/a**! pour k > 0.
Par ailleurs, pour |z| > |af,
“+o0
1 1 1 1 a\k
z—a zl—a/z zkzo(z> (2)

avec by, = 0 pour k > 0 et by, = o~ %+ pour k < 0.

EXERCICE 5.5. Solent a = (ak)kez, b = (bi)rez deux suites complexes et soit 2, = {R® < |z| <
4} (resp. % ={R" < |z| < R%}) le domaine de Za (resp. Zb). Montrer que
(1) pour A\, € C, Z[Aa + ubl(z) = AZa(z) + pZb(z) pour z € Q, N Q.
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(2) Sian(k) =a(k+n) alors pour z € Q, \ {0}, Za,(z) = 2" Za(z).

(3) Sia—(k)=a(—k) alors pour z € 1/Q; = {R}"' < |2| < RZ'}, Za_(2) = Za(1/2).
(4) Pour z € Q,, Za(z) = Za(Z).

()

5) Soit @ € C\ {0}, alors pour z € aQ = {aR_ < |z| < aRy}, Z[(o*ap)](2) = Za(z/).
(6) Pour z € Qr NQy, Zla*bl(z) = Za(z)Zb(z).
LEMME 5.18.

Soit a = (ag)rez et f(z) = Za(z) pour z € {R_ < |z| < Ry} (qu’on suppose non-vide), alors pour
tout k € Z, et pour tout R_ <r < Ry

1 —k—1
—_— d p—
3im )32 “ T 9k

1 2m

f(reit)eﬂ'kt dt

ap =

avec la paramétrisation rT = {re' t € [0, 27]}.
Inversement, si f est holomorphe sur {R_ < |z| < Ry}, alors il existe a tel que f = Za sur

{R_ < 2] < Ry}

DEMONSTRATION. Une série entiere est uniformément convergente & l'intérieur de son domaine
de convergence, on peut donc échanger intégration et sommation sur {R_ < [z| < Ry}:

27
2i f(re )e ikt gt = Za pd @it ekt qp
T JEZ
Tr .
= Z a]r] / eIte™ Rt qt = qpr®.

J€Z

Pour la seconde partie, on définit évidemment a = (ay)rez par

1 27 ) )
f(re”)e_mt dt.

ap =
21k J,

Comme t — f(re) est de classe C', d’aprés le théoréme de Dirichlet, axr® € ¢*(Z) pour tout

R_ < r < R4. Donc la transformée en Z de a, Zakzk est définie pour R_ < |z| < Ry, elle

kezZ
y est donc aussi holomorphe et est égale a f sur chaque rT, R- < r < R4, ie. f = Za sur

R_ < |z| < R4. O
7. Calcul des résidus

Soit f soit une fonction holomorphe sur un anneau D(a, R—,R:)\{a} ={z € C : R_ < |z—a| <
Ry}, alors en appliquant le lemme 5.18 & g(z) = f(a + 2), f admet un développement en série de

Laurent
= Z ap(z — a)”
kez
sur un anneau {z € C : R_ < |z —a| < Ry}.
De plus, toujours avec le lemme 5.18, pour R_ <r < R,

. f(z)dz = a_y,

2im |z—a|=r
en particulier, cette intégrale ne dépend pas de r.

DEFINITION 13.
Soit f une fonction holomorphe sur un anneau D(a, R_,Ry)\ {a} = {z € C : R_ < |z —a| < Ry }.
On appelle résidu de f en a le coefficient d’indice —1 de son développement en série de Laurent en a

et on le note Res(f,a). Ainsi
1

Resh) =g [ s

pour tout R_ <r < R,.
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Soit € un ouvert a bord régulier et soit {aq,...,a,} un ensemble fini de points de Q. Soit f une
fonction holomorphe sur Q\ {a1,...,an}.

Pour chaque a;, il existe r; tel que D(a;,7;) C Q. De plus, en prenant les r; assez petits, les
D(aj,7;) ne s'intersectent pas. Soit alors Q = Q\ U D(a;,7;) de sorte que f soit holomorphe donc C!
au voisinnage de . En prenant a € Q et en appliquant le théoréme de Cauchy-Pompéiu & (z—a)f(z)

(c’est-a-dire essentiellement la proposition 5.9) / f(z)dz = 0. Mais
a

f(z)dz = f(2) dz—QiWiRes (f,ai)
) 19)

=1

" f(z)dz = ” f(z)dz — ;/@

d’apres les calculs précédents. On a ainsi démontré le théoréeme suivant:

D(ai,ri

THEOREME 5.19 (Formule des résidus). Soit Q un ouvert & bord régulier et ay,...,a, n points
distincts de Q. Soit f une fonction holomorphe sur Q\ {a1,...,a,}, alors

(2) dz = 2i7rZRes (f,ai).
i=1

f
o0

EXEMPLE 5.20. A nouveau, ce théoreme est tres utile pour le calcul de nombre d’intégrales. Par
exemple, pour calculer

e—2i7r:vt e—2i7‘rzt R e—2i7‘rzt
R 1+t r (E+9)(t—1) R—+too J_p (t+10)(t — 1)

—2imxt
Fixons z et soit donc F(t) = (t—i')ﬁ qui est une fonction holomorphe sur C \ {¢,—i}. On
i)(t—1i
prend alors R > 1 et v = v U7y avec 71 = {t,t € [-R, R]} — un segment de droite — et vy, =
{Rcosf + isinf, 6 € [0,7]} — un arc de cercle. Ainsi v est une courbe fermée, continue, C! par

morceaux.
Comme R > 1, v est le bord d’un domaine qui contient ¢, un péle de F. Donc

/F(z) dz = 2iwRes (F,1).

Mais, d’une part
—2imat

F(t) = € _ fe—zmx(t—iﬂ) 1
t+)(t—14) 2 t+i t—21

_ ie*m o~ 2ima(t—1i) 1 _ 1
2 t—i+2i t—1

e [ (—2imz)k D) (1 =X -k 1
- 2 <Z( k! : (t_’)k> (22'2((21')’6) _tz')

k=0 k=0

2mx

e 1 +oo
_ Y
= 5T +k§70c:e(t i)

21

avec des ¢, qu’on ne cherchera pas a calculer. Il en résulte que
2inRes (F,i) = me?™.

Notez qu’il est plus simple de remarquer que G(t) = (t — i)F(t) est continue (i.e. que le pdle i est
simple) donc Res(F,i) = G(i). La calcul ci-dessus explique comment obtenir le développement en
série de Laurent en entier.

D’autre part,

R 27
/ F(z)dz = / F(z) dz+/ F(z)dz = / F(t) dt+/ F(RcosfH+iRsinf)(—Rsin0+iR cosd) db.
Y 7 Y2 -R 0
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672z7ract 672i7ract
/ F(t / dt —>/7dt
R 2+1 R 12+1
7 € L'(R).

Ensuite, en remarquant que
|14+ (Rcos +isin0)?| = |1 + R%*?| > |R?e*?| —1 = R* — 1,
que | — Rsiné + iRcosf| = R et que

La premiere intégrale

puisque |F(¢)| =

‘e—2imc(Rcos 0+1isin 0)| _ ‘e—2imcRcos 96271'st1119| — echRsinO
on obtient
27 27
F(Rcosf + iRsinf)(—Rsinf + iR cos 6) dﬁ‘ < R/ |F(Rcosf + iRsin®)|df
0 0
2R 27 .
— R2 — 627er sin 6 de.
Mais, si @ < 0, e2™*Esin8 <1 pour § € [0,27] donc
27
4R
’R/ F(Rcos&—l—stmO)cosGde‘ R;T — R too 0.
0

(Ceci est faux pour z > 0 pour lequel cette limite est +00). Ainsi
7217r:vt
/ z)dz —
R 2+1

e—2i7r;vt
———dt = ™ = e 2",
r t“+1

Pour z > 0, on peut soit remplacer v2 par le demi-cercle (exercice), soit utiliser la parité pour
obtenir 42 = {Rcosf +isinf, 6 € [0, 7]}

e—inxt
o dt= e 2™ = e 27lel,
r ?2+1

siz <0 dou

8. Solutions des exercices

P
8.1. Exercice 5.1. On veut déterminer /P(z) dz et / (2) lorsque P est un polynome. Par
T T %

linéarité, il suffit de le faire lorsque P(z) = zF. Mais alors, en paramétrant T par e

I’exemple 19.
2m i(k+1)t 727
/zkdz:i/ etktelt 4t = [e } =0
T 0 k+1 ],

. 27
- oikt .
dez—i/Q etft qt = {’f}o =0 Slk#o.
0

T 2 sinon

it comme dans

alors que

En écrivant P(z2) = ap + a1z + -+ + ayz" on trouve / P(z)dz =0 et
T

N

J
/ P& 4, = 3 [ £ dz = 2irag = 2ixP(0).
T

z z
j=0"T
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0 jy)? , 0 iy)J .
8.2. Exercice 5.2. On a O +iy) =j(z+iy)’ et O +iy) = ij(x +iy)’ ! donc
ox ay
07 1[0z 04 jla iyl = iyt
0z 2| 0x y 2
alors que _ _ _ . .

0z7 1 %H% iyt 42 4 ay) 0
0z 2i| 0z oy | 2i o

8.3. Exercice 5.3. Pour les combinaison linéaire, c’est simplement la linéarité de la limite.
Pour les produits, pour que f soit holomorphe, il faut que f(zo + h) — f(20). Mais alors

f(z0 +h)g(20 + h) — f(20)9(20)

h
_ 20+ h)g(z0 +h) — (20 + h)g(20) + f(20 + ")g(20) — f(20)9(%0)
h
~ 70 22 (0) + P o)g(zo).
Notons qu’au passage, on retrouve la formule
a(f9) 9g of

W(ZO) = f(Zo)@(Zo) + g(zo)g(zo)



APPENDICE A

Espaces de Hilbert

1. Définitions et exemples

Dans ce cours, H désignera un espace vectoriel sur K = R ou C. Dans la mesure du possible, nous
ne distinguerons pas les deux cas. Dans les formules ci-dessous, il suffira en effet de considérer que, si
aeRCC, alorsa=aet Rea=a.

DEFINITION 14.
Une application (-,-) : H X H — K est un produit scalaire si

(1) (z,y) — (x,y) est sesqui-linéaire, c’est-a-dire si, pour tous x,y, z € H et tous A\, u € K|

(24) Azt py,z) = M, 2) + ply, 2);
(o Ny +pz) = M)+ B, 2).
(2) (x,y) — (x,y) est symétrique, c’est-a-dire si, pour tous =,y € H
(25) (y,z) = (z,y).

3) La forme quadratique associée x — (x, x) est définie positive, ¢’est-a-dire si, pour tout x € H,
q q
(x,x) > 0et (z,x) = 0 si et seulement si x = 0.

REMARQUE A.l.

Dans la pratique, on ne vérifie que (24), (25), que (z,z) > 0 et que (z,z) = 0 implique x = 0. Les
autres propriétés s’en déduisent automatiquement.

EXEMPLE A.2.

(i) On peut munir ¢2 = {(z;)i=0.. n—1 € K"} du produit scalaire

n—1
(w,p) = 3w
i=0
(ii) Soit (92, B, ) un espace mesuré et
L*(Q,p) = {f : Q — K telles que /Q |f(2)]? du(z) < +oo} .
On munit L?(Q, 1) du produit scalaire

(f.9) = /Q £ (2)9(@) d(z)

qui est bien définie d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ @@t an < ([ |f<w>|2du<x>)l/2 ([ 19k anto))

(iii) Dans le cas particulier 2 = Z¢ muni de la mesure de comptage on obtient 'espace

1/2

% =22 = { (ar)geze : pour tout k € Z4, ap € K et Z lax|? < +oo
kezd

57
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muni du produit scalaire

<a7b> = Z aka-

kezd

NOTATION 2.
On note ||z|| = v/{x,z). Nous alons démontrer que ceci définit bien une norme, qu’on appelle la
norme associé au produit scalaire.

La norme et le produit scalaire sont liés par les formules suivantes:

PROPOSITION A.3.

Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-) et ||| la norme associée. Alors, pour tous
z,y € H,
2 2 2
(26) Iz +yll” = llzlI” + [lylI” + 2Re(z, ).
Inversement,

1 2 2 ,
Tz +yl” +llz—yl") siK=R
(27) (zy) =41 :
T2l +ity” s K=C
k=0
Cette derniere formule est appelé la polarisation de la norme.
DEMONSTRATION. Pour (26), il suffit de développer
e +yl* = (& +y,2 +y) = (@.2) + (@) + y.2) + 4,y)
et de remarquer que (z,y) + (y,z) = (z,y) + (z,y) = 2Re(z, y).
On remplace alors y par —y dans (26) et on obtient
lz = ylI* = lz|* + [ly|* - 2Re(x, y).

Le cas K = R de (27) d’obtient alors en sommant les deux identités (dans ce cas, Re(z,y) = (z,y)).
Pour le cas K = C, on remplace également y par +iy dans (26) et on obtient

2 2 2

=+ ayll” = [[=]” + |y~ + 2Im(z, y)

2 2 2

e —ayll” = ll=|” + [[y[I” — 2Im(z, y).

(27) s’obtient en sommant les 4 identités ainsi obtenues. ]
THEOREME A.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-) et ||| la norme associée. Alors, pour tous
z,y € H,
[z, )| < llz[[[[y]]-

Cette inégalité est une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
Enfin x — ||x|| est une norme.

EXERCICE A.1.
Déduire de 'inégalité de Cauchy-Schwarz que 'application (z,y) — (x,y) est continue de H x H — K
ol H est muni de la norme ||-|| associée au produit scalaire.

DEMONSTRATION. Notons d’abord que, pour A € K et € H,

Azl = v/ (AzAz) = \/AXW@ = \/IAIZIIJSII2 = [Alll]l-

Par ailleurs, ||z|| > 0 est trivial et ||z|| = O si et seulement si z = 0 est une re-formulation de (z,z) =0
si et seulement si x = 0.

Pour = 0 ou y = 0, la linéraité implique que (z,y) = 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz est
triviale.
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Soit # € R et z,y € H \ {0} alors, pour t € R, Hx + tewa2 > 0. Mais

0 112 2 , )
[l + tey||” = llzl)” + [[tey]|” + 2Re (z, tey) = ||z[* + 2tRe e~ (. y) + £2]ly]]* > 0.
Mais, si un polynéme de degré 2 est de signe constant, son discriminant est négatif, donc

[Re (e~ (z,9))]” — ll=[*|ly]* < 0.

En choisissant @ pour que e~%(z,y) = |(z,y)|, c’est-a-dire  'argument de (z,7) (e* le signe de (x, y)

si K =R), on en déduit
(@, )| < [lz[[]ly]-
De plus, s’il y a égalité, il existe 6 tel que le discriminant du polynome ¢ — Hx + temyH2 soit nul, c’est-

a-dire que ce polyndéme a une racine (double) t¢: Hx + toei9y|‘2 = 0. On en déduit que = +tpe’’y = 0,
donc que x et y sont bien colinéaires.
Il reste donc 'inégalité triangulaire a démontrer. Mais

lz+yl* = Jall* + lly|* + 2Refe,y)
< ll® + llyll* + 21, )|
<l + gl + 2l ly]
= (ll=ll + llyl*
d’out ||z 4+ y|| < ||z|| + ||y|| en prenant la racine carrée. O

PROPOSITION A.5 (Identité du parallélogramme et de la médianne).
Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-) et ||-|| la norme associée. Alors

(i) Identité du parallélogramme: pour tous x,y € H,
2 2 2 2
2 +ylI” + llz = ylI” = 2(=[” + lly[)-
(ii) Identité de la médianne: pour tous x,y,z € H,

_sc-i-y
2

2
2 2 2
4” H e — gl = 2012 — al? + |12 — ],

DEMONSTRATION. L’identité du parallélogramme s’obtient simplement en écrivant
2 2 2
lz+yl” = [l + llyI” + 2Re (z,y)
et
2 2 2
lz —yl” = [l + llyI” — 2Re (z,y)

et en sommant les deux.
L’identité de la médianne s’obtient en remplacant x par z — z et y par z — y dans l'identité du
parallélogramme. O

EXERCICE A.2.
Soit X un K-espace vectoriel muni d’une norme ||-|| telle que, pour tous z,y € X,

2 2 2 2
lz+yll” + llz = ylI” = 2(}«]" + ly[I")-

Montrer que

1 .

Jle ol —llz—yl’) siK=R
z,Yy)= 4 .
OISt sk=c

k=0

définit un produit scalaire sur X tel que ||z]|* = (z, z).

3
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SOLUTION DANS LE CAS K = R. On définit
1 2 2
{w,y) = 7z +ylI” = llz =yl

et on veut vérifier que c’est bien un produit scalaire. Pour commencer, notons que (z,y) — (x,y) est
1
continu car la norme est continue. Notons ensuite que (z,z) = ~(||2z|* + ||0])% = ||=||* car ||-|| est

une norme. Si on montre qu’on a ainsi définit le produit scalaire, la norme ||| lui est bien associée.
De plus, il n’y a plus qu’a montrer que (-, -) est bilinéaire, symétrique. Ce dernier point est également
trivial, il faut donc montrer que (z + z',y) = (z,y) + (z/,y) et (A\z,y) = Xz, y).

Notons que

Yeta'y) = ot +yl* =z +a —y|’
et que
/ 2 2 / 2 / 2
Az, y) + (@ y) = e+ yll” = llz = ylI” + 2" +yll” = [l=" =yl
On veut donc montrer que, pour tous z,z’,y € X,
2 2 2 2 2 2
o +a" +ylI” +llz—yl” + 2" —ylI” = llo + 2" = ylI” + |z +ylI" + 2" + "

Mais, avec l'identité de la médiane (qui résulte directement de l'identité du parallélogramme),

2 2 2 2
Iz —ylI” + 2" —ylI” = 5 (I2y — (= + )| + [« — 2'|")

DN =

et
2 2 1 2 2
lz +yl” + e + ull” = 5 (12 + (@ + 2" + |lz = 2"]]").
En posant © = x + 2/, on remarque qu’on veut donc montrer que
2 2 2 2
(28) 2y + ull” + 12y — ull” = 2fly — wll” + 12y + ul”.
Mais, en appliquant 'identité du parallélogramme (cotés u et 2y + u), on obtient
2 2 2 2 2 2
2(112y + ull™ + [[ull”) = I2ylI” + 12y + 2ul]” = 4/ly[|” + 4[|y + ul|".
Par suite,
2 2 2 2 2 2 2 2
12y + ull” +2lly — ull” = 2[lyllI” + 2lly + ull” + 2y — ull” = [Jull” = 6][y[” — 3[lul|

avec I'identité du parallélogramme. Mais maintenant, le membre de droite ne change pas si on remplace
u par —u, (28) en résulte immédiatement.

Déduisons en maintenant que (A\x,y) = A(z,y). Pour A = 2, c’est (x + z,y) = (z,y)+ (z,y) et une
récurrence immédiate montre que (nx,y) = n(z,y) sin € N et z,y € H donc aussi <%x, y> = %(m, y).
En combinant les deux, on obtient <§x,y> = %(w,y> pour tous p,q € N, ¢ # 0 et tous x,y € H.

Mais alors, si A € Ry, il existe deux suites d’entiers (p,) et (g,) telles que p,/¢, — A. Alors

%x — )\xH =
déduit que (\z,y) = Az, y) pour tous A € Ry et z,y € H.

Enfin, 0 = (0,y) = (x —z,y) = (z,y) + (—z,y), i.e. (—z,y) = —(z,y). Ainsisi A € R_ et
z,y € 'H, alors

Bo — /\‘||x|| — 0d.e P2z — Az dans H. Par continuité du “produit scalaire”, on en
n n

<>‘I7y> = 7<7)‘Iay> = >\<£E,y>.

On a donc bien définit un produit scalaire. |

2. Projections orthogonales

Dans toute cette section, on désignera par H un espace de Hilbert, (-,-) son produit scalaire et
|I]l la norme associée.
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2.1. Projection sur un convexe fermé.

DEFINITION 15.
Un espace muni d’un produit scalaire (-, -) et de sa norme associée ||-|| est appelé un espace de Hilbert
s’il est complet (pour cette norme).

EXEMPLE A.6.
02, 0% et L*(Q, 1) sont des espaces e Hilbert.

DEFINITION 16.
Un ensemble C' C H est conveze si, pour tous z,y € C et tout A €)0,1[, Az + (1 — N\)y € C. En
particulier, tout sous-espace vectoriel de H est convexe.

Un point e € C est dit extrémal sie = Az + (1— Ny avec z,y € C et A €]0, 1] implique z = y = e.

PROPOSITION A.7.
Soit H un espace de Hilbert et soit B = {x € H : ||| < 1} sa boule unité (fermée). Alors B est
conveze et l’ensemble de ses points extrémaux ExtB est la sphére unité S ={x € H : ||z|| =1} de H.

DEMONSTRATION. En fait, toute boule B(a,7) = {z € X : ||z — al| <r} d’un espace de Banach
X est convexe: si z,y € B(a,r) et 0 < A < 1, alors
Az 4+ (1= A)y — all Mz —a) + (1 =Xy —al
Az —all+ (1 =)y —a)]
Ar+(1=XNr=r.
De plus, on a toujours ExtB C S. En effet, si x € B\ S, alors a := ||z|| < 1. Soit alors u € X avec

IAIA

1—
lu]| = Ta. Alors z = S (z 4+ u) + 3(z — u) et

1—a_1—|—a
2 2

o+ ull <zl + fJull = o + <1

et x +u # x car u # 0.

Le dernier point n’est pas vrai dans tout espace de Banac. Par exemple, si le support de p n’est
pas réduit a un point i.e. si g n’est pas un multiple d'une masse de Dirac, alors cette propriété est
vraie dans les espaces LP (2, B, ) si et seulement si 1 < p < 4o0.

Soit donc « € B et supposons que = Ay + (1 — )z avec ||y, ||z|]| < 1et 0 < XA < 1. Alors, avec
Cauchy-Schwarz,

L=lz)* = [y+ (1= Nz’
(29) = Nllll* + (1= 2)?[lz]” + 2A(1 = MRe (y, z)
< Nyl® + (1= 222 + 2201 = Nlyll1=]
< (Ml + =Nl <1
Donc ces inégalités sont des égalités. Ainsi, en premier lieu, ||y|| = ||z|| = 1, y et z ne sont donc pas
nuls. Ensuite, on a égalité dans Cauchy-Schwarz, donc z = py. Comme |ly|| = ||z|| = 1, on a de plus

|| = 1. L’identité (29) implique alors que
1=A+(1-XN2+2X1—-MRep

qui implique Repp =1 (car A # 0 et A # 1) et, comme || = 1, on obtient y = 1. Ainsi z = y, mais
alors z = Ay + (1 — A)z = y et x est bien extrémal. O

EXERCICE A.3.
(1) Détermienr les points extrémaux de la boule unité de £, = (R™, ||.||,) et de £5° = (R™, ||.||__)-
(2) Soient E, F' deux espaces normés et ¢ : F +— F une bijection isométrique (linéaire). Soit C
un convexe de E.
Montrer que ¢(C) est un convexe et que si £ est un point extrémal de C, alors ¢(&) est
un point extrémal de o(C).
(3) Les espaces (5, £2 = (R™,||.||,) et £5° sont-ils isométriques.



62 A. ESPACES DE HILBERT

THEOREME A.8 (Théoréme de la projection).
Soit C un ensemble convex fermé dans un espace de Hilbert H et soit x € H. Alors il existe un unique
y € C tel que
lz —yll = d(z,C) := inf{||lz — 2]|; z €C}.
Ce point est appelé la projection orthogonale de = sur C et noté y = Pe(x). C’est l'unique y € C tel
que, pour tout z € C,

(30) Re(z —y,z —y) <O0.

REMARQUE A.9.
— d(x,C) est bien défini car c’est 'infimum d’un ensemble de nombre positifs. Le théoréeme montre
que, dans un espace de Hilbert, cet infimum est atteint en un unique point.
— Si C est compact, alors la distance est toujours atteinte car la distance est I'infimum d’une
fonctions continue (la norme est continue) sur C. Notons aussi que si zp € H, alors d(x,C) =
d(x,C N B(x, ||z — z0||)) On peut donc supposer que C est bornée. En particulier, en dimension
finie, la distance est toujours atteinte. Mais, si H est de dimension infinie, le raisonnement n’est plus
valable car un ensemble fermé borné n’est pas forcément compact !
— En général, si H n’est pas un Hilbert, 'unicité n’est pas garantie. En effet, dans ¢5°, prenons
C={z€eR?: |z|| <1} et x=(2,0). Alors, pour tout ¢ € [—1,1],

|z — (1,1)| = max(1,|t]) =1 =inf{[|z — 2|, : 2 €C}.
— Par ailleurs, si H n’est pas un Hilbert et est de dimension infini, la distance peut ne pas étre
oo

atteinte. Par exemple, soit X = ¢! = {(an)n>1 : Y |an| < +oo} muni de la norme ||(ay,)||, = Z |an]
n=1
et soit C:={(an) € ¢* : Y, o, (1 —2"")a, = 0}.

Notons que C = ker T avec T : {* — C, T'(a,) =, ,(1—27™)a,. Notons que |T(a,)| < ||(an)]];
donc T est continue, et T est évidemment linéaire. Ainsi C est bien un convexe fermé.

Soit maintenant x = (1,0,...) € £ \ C. Supposons qu’il existe a = (a,,) € ¢! telle que ||z — al|, =
d(z,C) :=d.

Comme z ¢ C, on a x # a et alors d = ||z — al|; > 0 et comme 0= (0,0,...) €C,d < ||z —0|, =
el = 1.

Montrons d’abord que d < 1. En effet, soit b de la forme b = (8,—713,0,0,...) avec 71 =
(1-1/2)/(1—-1/4) € [0,1[ et 5 € R, en particulier b € C. Alors ||z — b||; = |1 — 5| +71|6]. En prenant
B =1, on obtient donc ||z — b||; =1 < 1. Notons que |1 — 3|+ v1|5]| est minimal pour 5 = 1 (il suffit
de tracer le graphe de 8 — |1 — 8| + 1|0, qui est une fonction continue, affine par morceaux et donc
la pente change en 0 et en 1 ol sa valeur est facile & calculer).

— Premier cas, a; # 1. On voit immédiatement que (a;,0,0,...) ¢ C. Soit donc k le premier
entier k > 2 tel que a # 0 donc a = (ay,0,...,0,ak,...) et

lz = all, = 11— ax| +lax| + Y layl-
J>k+1

Soit alors b € C de la forme b = (8,0,...,0,—7,03,0,0,...) avec v, = (1 —1/2)/(1 —1/2F) € [0,1]
et BER. Alorsa+beC et
lz —a=bll, =1 — a1 = Bl +lar —wBl+ D lal.
j>k+1
Mais, en choisissant 8 =1 —aq, |1 — a1 — O] + |ax — vB] = |ax — 7% (1 — a1)] < |1 — a1| + |ag]| (car
ay # 0). Pour voir cela, il suffit de dessiner le graphe de ¢ : 8 — |1 — a1 — 8] + |ar — v 5] qui est affine

par morceaux et change de pente en ay /v, et en 1 —aq ou elle atteint son minimum (car 0 < v < 1).
Sil—a; #0,alors p(1 —a;) < ¢(0). On en déduit que pour le b correspondant a 8 =1 — ay,

lz—a—0l, <[t —ar|+lax| + > laj| = [lz —al;-
j>k+1
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Donc le minimum de || — ¢|| n’est pas atteint en ¢ = a.

2 tel que a; # 0 donc a =
,B,=008,...) avec 6 = (1 —

— Dernier cas: a; = 1. A nouveau, soit k le premier entier k >
(1,0,...,0,ak,...) et soit maintenat b € C de la forme b = (0,...,0
27F)/(1—27%"1) €]0,1[ et B € R. Alors
|z —a—=bll; = |ar — bk[ + a1 — 0br| + |arto| +--- .

On étudie donc ¢ : t — |ar — t| + |ag+1 — O6t| qui est & nouveau continue et affine par morceau avec
des changements de pente en ¢ = ap+1/ et en ¢ = a ou elle est minimale (car 0 < § < 1). Donc
Y(a) < ¥(0) et, en prenant 8 = ag, i.e. b= (0,...,ax, —day,0,...),onaa+beC et

[z —a—=0bll; = ¢(ar) + arpe| + - <P(0) + |agio| + - - = [l —all;.
Donc le minimum de ||z — ¢|| n’est pas atteint en ¢ = a.

Tous les cas ayant été exclus, le minimum de ¢ — ||z — ¢|| ne peut donc étre atteint sur C.

Revenons maintenant a la démonstration du théoreme.

DEMONSTRATION. Pour z € C, Pex = x et tout est trivial. Soit donc = ¢ C et notons d = d(z,C).

Par définition, il existe une suite (y,,) C C telle que, pour tout n > 1, d? < ||z — ynH2 <d?>+1/n.
Mountrons que cette suite (y,,) converge. Pour cela, il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. D’apres
I'identité de la médianne,

2
2 2 Yp T U
2(|lyp — 21" + llyq — || )4sz724

< 2d®+1/p+d>+1/q) —4d* =2/p+2/q

2
||yp *qu

2
Y € C donc Hx - %H > d?. Ainsi (y,) est de Cauchy dans H qui

est complet, donc (y,) converge. Soit y sa limite. Comme C est fermé, y € C et, par continuité de la
norme, ||z — y,|| — ||z — y||. On a donc bien ||z — y|| = d.

Supposons que ¥y’ soit un autre élément de C tel que ||z — ¢/|| = d. Alors, avec 'identité de la
médiane

Y
car, par convexité de C, Z2—22

2
2 2 y+y
Iy =1 =20y =l + by’ =)~ o~ 5L < o+ ) - a2 =0

donc y =1y'.
Soit maintenant z € C et ¢ €]0,1[. Soit z; = (1 —t)y + ¢tz € C de sorte que

lz—yl* < v =zl =z -y +t(y—2)|I”
= |lz—yl* + ]z — ylI* + 2tRe (& — y,y — 2).
En simplifiant, on en déduit
2Re (z —y,z —y) < tl|lz—y|”,
En faisant tendre ¢ — 0 on déduit immédiatement que
Re(r —y,z—y) <0.

Inversement, si pour tout z € C, Re {(z — y,z — y) <0, alors

2 2 2 2
e =217 = llz—y+ =2 =z —yl"+ ly = 2" + 2Re (z —y,y — 2)
= llz—yl” +lly —2I” = 2Re z — g,z —y) = o — y||”
donc y = Pe(z) par 'unicité de I’élément z de C qui minimise ||z — z||. O

ProrosITION A.10.
Soit H un espace de Hilbert et C une partie convexe fermée de H. Alors l'application Pe : H — C est
continue. Plus précisément, pour tous xri,xo € H,

(31) ||Pc$1 7Pcl‘2H S HSEl 7{E2||.
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DEMONSTRATION. Soient x1,xe € H et posons y; = Pexy et yo = Pewa. Siy; = ys alors (31) est
triviale. On peut donc supposer que ||y; — yz2|| # 0. Alors, pour tous z, 2’ € C,
Re{x1 —y1,z—y1) <0 et Re(wy —1y2,2 —y2) <O0.
En prenant z = y5 et 2/ = 4; et en additionnant, il vient
Re(z1 —y1 — (72 — y2),92 — 1) < 0.
On en déduit que
lyr —w2l> = Rellyr — val® = Re(ys — z1 + 21 — 22 + 72 — Y2, 91 — 12)
= Re(y1 — 21— (y2 — 22),y1 — y2) + Re(z1 — 22,91 — y2)
< @ — w2, y1 — o)
avec le calcul précédent et Rez < |z| pour z € C. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors que
2
lyr = w2ll” < llwy — 22|l lyr — v2ll-
Il suffit de simplifier les deux membres par ||y1 — y2|| pour obtenir (31). O
2.2. Orthogonalité.

DEFINITION 17.
Deux vecteurs x,y € H sont dits orthogonauz si (x,y) = 0.

Si ‘H est un espace réel alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que —1 < ”(x, /ig>” <1. On
TIY

peut donc définir I’angle entre deux vecteurs z,y € H \ {0} par 6(x,y) = arccos ||<;H’”yy> . Dans ce cas,

deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur angle est 7/2, ce qui justifie la nomenclature.
LEMME A.11.

Soient x,y € H. Alors x ety sont orthogonaux si et seulement si

(32) lz +yl1* = llzl* + lyl* et e +iy|* = Ja* + [ly]*.

Notons que ces deux conditions se réduisent a la premiére dans un espace réel.
DEMONSTRATION. On a
2 2 2
lz +yl” = llzl” + lyll” + 2Re (z,y)
et
2 2 2
[+ ay[|” = [[=(]” + [lyl|” + 2Im (z,y).
Donc (32) est équivalent & Re (x,y) = 0 et Im (z,y) = 0, c’est-a-dire a Uorthogonalité de z et y. O
DEFINITION 18.
Soit A C 'H, son orthogonal est 'ensemble
At ={z €H : pourtout y € A, (x,y) =0}.

LEMME A.12.
Soit A C H. Alors A+ est un sous-espace vectoriel fermé de H.

DEMONSTRATION. Si z,2’ € AL et A\, u € C alors, pour tout y € A,
(Az + pa',y) = Mz, y) + piz’,y) =0

donc Az + px’ € AL,
Si @, € AL est une suite convergente dans H et x sa limite alors, pour tout y € A4,

0= <xn7y> - <x,y>

par continuité du produit scalaire, donc (x,y) =0 et z € AL, O
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EXERCICE A.4.
Soit A C H. Montrer que
At = (A)F = (Vect A)* = (Vect A)*.
THEOREME A.13 (Projection sur un sous-espace vectoriel fermé).
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors

(i) pour tout x € H, Prx est l'unique y € F tel que v —y € F+;
(ii) P est une application linéaire continue.

DEMONSTRATION. Soit d’abord = € H et supposons que y € F est tel que z —y € F+. Alors,
pour tout z € F, y — z € F et est donc orthogonal & y — z. On a donc

F)? = iof |z —2|* = inf ||z - —z|?
d(z, F) inf llo —2|" = inf [l —y +y - 2|

inf lz — ull? 2
inf [l = yl* + 1y - 2]

2
=z -yl

Pour cette dernicre égalité, d(z, F)2 > |lz —y||* est trivial et on obtient d(z, F)2 < ||z —y||* en
prenant z = y. On en déduit que y = Prpx d’apres l'unicité dans le théoreme de projection sur les
convexes fermés.

Réciproquement, Pr(x) est caractérisé par la propriété d’étre 'unique y € F tel que

Re(r —y,z—y) <0 pour tout z € F.
En particulier, si on prend w € F, # € R et z =y + e’%w, on obtient
Ree (z —y,w) <0 pour tout w € F, € R.

Mais, avec 8 'argument de (z — y, w), on obtient |(z — y,w)| < 0 pour tout w € F donc (x — y,w) =0
pour tout w € F, c’est-a-dire # —y € F+. (On pourrait aussi prendre § = 0,7,7/2, —7/2 ce qui
montrerait que la partie réelle et la partie imaginaire de (z — y, w) sont & la fois négatives et positives
donc nulles).

On a déja vu avec la proposition A.10 que z — Ppx est continue (et méme Lipschitzienne). Il
reste donc & montrer la linéarité. Mais si z, 2’ € F et A\, u € C, alors
APpz + pPsz’ € F
car F' est un espace vectoriel et
e 4 pa’ — (\Ppz 4 pPra’) = Mz — Ppx) + p(z’ — Pra') € F-
car F est un espace vectoriel. D’aprés la premiere partie de la démonstration,

APpx + uPrz’ = Pp(Ax + px').

THEOREME A.14.
Soit F' un sous-espace fermé de H. Alors H = F @ F*.

C’est-a dire que tout x € H s’écrit de fagon unique x =y +y*~ avecy € F et y* € F- et que les
applications x — y et & — y~ sont continues.

DEMONSTRATION. On a z = Prx + v — Ppx et, d’apres le théoréme précédent, Prx € F et
x — Pr € F. De plus, ce théoreme montre que c’est 'unique décomposition z = y + y* avec y € F
etyt =2z —yeFt

Enfin, dans les notations du théoréme, x — y est Pp et & — y* est I — Pg (I Tidentité H — H).
Les deux sont continues. O

COROLLAIRE A.15.
Soit A C H, alors (A+)+ = Vect A.
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DEMONSTRATION. On a A+ = (Vect A)* donc (4+)+ = ((Vect A)l)l. Il suffit donc de montrer
que si F' est un sous-espace fermé, alors (F1)t = F.
Mais F'+ st I'unique sous-espace vectoriel de H tel que H = F @ F+ (somme directe topologique)

et les élélements de F et ceux de F- sont orthogonaux. Cette propriété est symmétrique en F et F-
donc (F+)t = F. O

COROLLAIRE A.16.
Soit A une partie de H. Alors A est totale dans H (i.e. VectA est dense dans H) si et seulement si
At =0.

DEMONSTRATION. On a ‘H = Vect A @ A+ donc H = Vect A si et seulement si A+ = 0. O

COROLLAIRE A.17.
Lespace C.(R) est dense dans L*(R).

DEMONSTRATION. 11 suffit éviemment de montrer que 1’ensemble C.(R; R) des fonctions continues
A support compact et a valeurs réelles est dense dans L?(R;R) 'ensemble des fonctions de L*(R) &
valeurs réelles (si f € L?(R), on écrit f = f1 + ifs avec f1, fo € L?(R;R) et on approche fi, fo par
g1, 92 & valeurs réelles,... détails laissés au lecteur).

Soit g € L*(R;R) qui soit dans (C.(R; R))J‘7 c’est-a-dire

(33) pour tout f € C.(R;R) /Rf(t)g(t) dt =

On veut montrer que g = 0.
Ecrivons g = g, —g_ avec g4, g— > 0 et dans L2(R). Alors (33) implique que, pour tout f € C.(R),

(34) /fg+dt/f

Soit alors deux réels a < b et soit (f,) une suite de fonctions continues telle que 0 < f, < X[q,3]
et fr(t) = 1sia <t <bet f,(t) — 0 sinon. Par exemple, on peut prendre f, continue, f, = 0
en-dehors de [a,b], fn(t) =1 pourt € [a+ (b—a)/2n,b— (b—a)/2n] et f, affine sur [a,a+ (b—a)/2n]
et sur [b— (b—a)/2n,b)].

En écrivant (34) pour f = f, et en faisant appel au théoreme de convergence dominée, on en

déduit que, pour tous a < b,
[ aa=[ g
[a,b] [a,b]

Par ailleurs, de Cauchy-Schwarz on déduit que
1/2
[, oeat| <vi=a( [loswR) < i=alol,
a,b R

Donc les deux mesures p = g4 (t)dt et v = g_(t) dt sont finies et coincident sur tout interval. Elles
sont donc égales partout, c’est-a-dire g = g_. Mais, ces deux fonctions sont de support disjoint, elles
sont donc nulles partout, donc g = 0. (Il

COROLLAIRE A.18.
L’espace C([a,b]) est dense dans L?([a,b]).

ESQUISSE DE DEMONSTRATION. Pour approcher f € L?([a,b], on comence par prolonger f par 0
en-dehors de [a, b], on approche se prolongement par ne fonction g € C.(R), alors la troncature de g,
9l[a,5) approche f sur [a,b]. Les détails sont laissés au lecteur. O

Notons que si D est dense dans C([a,b]) pour la norme |||, alors D est dense dans L?([a, b]).
En effet, soit f € L?([a,b]) et € > 0. Alors, par densité des fonctions continues dans L?, il existe
fr€C([a,b]) tel que [|f — fill, <e/2.
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Il existe alors g € D tel que ||fi — g/, < Ws. Mais alors

12— 9122y = /bel(t) P OREE E2/bldt: =
Flesh ], =4b-a2 /, 1

Par suite e

3
1F = 9ll 2y < 1 = Fill aqagyy + 11 = 9l p2gaeny < 5 +5 =

Le criteére suivant permet souvent de déterminer si une partie D de C([a, b]) est dense.

THEOREME A.19 (Citeére de densité de Stone-Weierstrass).
Soit IC un espace compact et A une partie de C(IKC,K) telle que
(i) A est une “algébre” c’est-a-dire un sous-espace vetoriel tel que de plus, si f,g € A alors le
produit fg € A;
(ii) A sépare les points de IC, c’est-a-dire si x,y € K alors il existe f € A tel que f(z) # f(y);
(iii) A contient les constantes;
(iv) Si K = C, on suppose de plus que A est stable par conjugaison: f € A implique f € A.
Alors A est dense dans C(IC,K).

La condition iii sert essentiellement & éviter le cas A = {f € C(K) : f(a) = 0}.

DEMONSTRATION. Le cas complexe se déduit du cas réel car, si f € A, alors
Ref=7f+f et Imfzif_f
2 2

sont toutes deux dans A grace a4 'hypothese (iv). On pose alors Ag = A NC(K;R) I'ensemble des
fonctions de A qui sont & valeurs réelles. Il suffit de remarquer que Ag vérifie toutes les hypothese du
cas réel du théoreme de Stone-Weierstrass: Ag est clairement une sous-algebre, contient les constantes
réeles et sépare les points car si f € A est tel que f(z) # f(y) alors Re f(z) # Re f(y) ou Im f(z) #
Im f(y). Donc Ag est dense dans C(K;R)

Enfin, A = Ag + iAg est donc dense dans C(K;R) +iC(K;R) = C(K; C).

Il suffit donc e démontrer le théoreme dans le cas réel. Cette démonstration est découpée en
plusieurs étape.
Etape 1. Il existe une suite de polynémes réels (r,)n>0 qui converge uniformément sur [0,1] vers la
fonction racine carrée r : t — /1.

Définissons (r,) par récurrence, en partant de 7o = 0 et en posant

Tyt (t) = rp(t) + %(t —ra(t)?).

Notons que 7, est définit par une formule de récurrence de la forme r,,11 = fi(r,) ou f a été choisie
pour que

(a) fi(x) soit polynomiale en x et en t;

(b) z < fi(z) <Vt pour 0 <z <Vt

(c) le seul point fixe de f; soit v/t.
On peut vérifier que les seuls polynémes de degré < 2 qui vérifient ces conditions sont de la forme
fe(x) =2+ b(t — 2?) avec 0 < b < 1/2.

La propriété (a) implique que si r,, est un polynéme en t alors 7,41 aussi. La propriété (b)
implique que, si rq = 0 alors (r,) est croissante et majorée, donc convergente. Enfin (c¢) implique que
T — VL.

Il reste donc & voir que la convergence de (r,,) vers v/t est uniforme. Cela résulte du théoreme de
Dini:

THEOREME A.20 (Dini).

Soit KK un espace compact. Si (uy,) est une suite croissante de fonctions continues u, : K — R qui
converge simplement vers une fonctions continue u : K — R, alors cette suite converge uniformément
Vers u.
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Reportons provisoirement la démonstration du théoreme de Dini et montrons qu’on peut tres bien
s’en passer: posons e, (t) = v/t — 7, (t). Alors

lental = ‘\/’E—Tnﬂ(t)‘Z‘\/i—rn(t)—;(t—rn(t)z)
= lenltl|1 = 5(VF+ ral0)

ol (1-%).

IN

On en déduit que

len(t)] < leo(t]) <1 - \/i>n =Vt (1 - */i>n < sup 2(1—s)s”

2 2 1/2<s<1

n n \"
t s =1—+/t/2. Mais (1—5)s™ est imal 1),d nl <201 — <
en posant s Vt/ ais (1—s)s™ est maximal en n/(n+1), donc |e,| < ( n—|—1> <n+1) <
2

n+1
Deuxieme étape. Si f € A alors |f] € A.

On peut supposer que f # 0 et poser a = ||f|..On a alors f%(z)/a® € [0,1] pour tout z € K.
Comme 7, est un polynome et que A est une algebre, on a r,(f?/a?) € Asi f € A. An passant a la
limite uniforme — c’est-a-dire dans C(IC,R), on obtient

If] = anliriloorn(fz/az) €A

Troisieme étape. Si f,g € A alors max{f, g} € A et min{f,g} € A.
Supposons d’abord que f,g € A. 11 suffit alors de remarquer que

1
max{f, g} = §(f+g+ |f —gl)
et que

win{/, g} = 3(7 +9 -1/ ~ o)

pour avoir le résultat.

Dans le cas général, remarquons que A vérifie les mémes hypotheses que A.Tout résultat vrai
pour A I'est donc aussi pour A.

Enfin, notons qu’une récurrence immédite implique que si f1,..., f, € A alors max{fi,..., fn} €
A et max{fi,..., fn} € A
Quatrieme étape. Soient x,y € K avec x # y. Alors, pour tous a,3 € R, il existe h € A tel que
h(z) = a et h(y) = 5.

On a supposé que A sépare les points il existe donc g € A tel que g(z) # g(y). De plus, on a
supposé que la fonction constante 1 € A. On pose alors

00—«
g(y) — g(z)

qui est dans A et vérifie les propriétés voulues.

h=al+ (g9 —g(@)1)

Cinquieme étape. Soit f € C(K;R) et € K. Alors, pour tout € > 0, il existe une fonction g € A telle
que g(x) = f(x) et, pour tout y € K,

g(y) < fly) —e.

C’est ici que la compacité de K va intervenir de fagon cruciale.
Pour tout z € K, z # x en prenant o = f(x) et 8 = f(z) dans I’étape 4, nous obtenons une
fonction h, € A telle que h.(z) = f(x) et h,(z) = f(z). Définissons h, = f(z)1 (fonction constante).
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Comme f et h, sont toutes deux continues et égales en z, il existe un voisinage ouvert V, de z tel
que, pour tout y € V.,

h:(y) < f(y) +e.

Mais tout z € V,, les V, forment donc un recouvrement ouvert de . Comme K est compact, il existe
un nombre fini z1, 29, ..., 2z, tels que

K= V(Zl) U V(ZQ) U---u V(Zn)

Soit alors g = inf{h,,,hs,,...,h,, }. D’apreés ’étape 3, g € A. De plus, si y € K, il existe k tel que
€ Vz, donc g(y) < hz (y) < f(y) +e

Derniere étape. Soit f € C(K;R). Alors, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction g € A telle que

If =9l <e. Ainsi f € A donc A est dense dans C(K;R) donc A aussi.

Soit donc f € C(K;R) et ¢ > 0. D’apres I'étape précédente, pour chaque x € K, il existe une
fonction g, telle que g, (z) = f(x) et, pour tout y € K, g.(y) < f(y) +e.

Comme f et g sont continues et égales en z, il existe un voisinage ouvert U(z) de x tel que, pour
tout y € U(x), g(y) > f(y)—e. Comme K est compact, il existe donc un nombre fini U(z1), ..., U(Zm)
qui recouvrent encore /C,

K=U(z1)UU(xz)U---UU(zp)-
Soit alors ¢ = max{gs,,...,Js,}. D'apres I'étape 3, ¢ € A. De plus, si y € IC, alors il existe k tel que
y € U(xzy) done p(y) > g2, (y) > f(y) — e. Par ailleurs, il existe [ tel que ¢(y) = gi(y) < f(y) +€. On
a donc bien

fly)—e<ely) < fly) +e
pour tout y € K. O

DEMONSTRATION DU CRITERE DE DINI. Il s’agit & nouveau d’un raisonnement de compacité.
Soit £ > 0, pour chaque z € K, il existe un entier N(x) tel que, sin > N(z), 0 < u(z) — u,(x) < e/3.

Comme u et uy(y) sont continues, il existe un voisnage ouvert V(x) de x tel que, si y € V(x),
alors [u(z) — u(y)] < /3 et [un(e(y) — e ()] < /3.

Enfin, comme K est compact, et est recouvert par les V(:IJ)7 on peut extraire un recouvrement
fini de K, c’est-a-dire qu’il existe x1,..., 2, tels que K = V(xy) U--- U V(x,,). soit enfin N =
max{N(z1),...,N(zm)}.

Mais alors, si @ € K, il existe zj tel que x € V(x) donc si n > N —donc n > N(zp) et
Un () = UN () (%)~

0<u(@)—un(z) < u®@)—un(,(®)
< @) — k) + uler) = un ) (Tr) + Un () (€) = Un () (2)
< L.,
-3 3 3
avec les calculs précédents. O

2.3. Bases orthonormées.

DEFINITION 19.
— On dit qu’une suite (e;);cr est orthonormée si pour tout j,k € I,

(ej,ex) = 0k := {

— On dit qu’une famille de vecteurs (e;) cr est totale si Vect{e;, j € I} est dense dans H.
— On dit qu’une suite (e;);er est une base orthonormée si elle est orthonormée et totale.

0 sij#k

1 sinon

ExXEMPLE A.21.
— La base canonique (e;);j>0 —ou e; = (0,...,0,1,0,...) le 1 étant & la j-ieme coordonnée— est or-
thonormée dans £2.
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~ la suite de fonctions (e;);ez définie par e;(t) = €?™* est orthonormée dans L?*(0,1). Nous
verrons que c’est ne fait une base orthonormée.

LEMME A.22.
Toute famille orthonormée (e;);jey est libre.

n

DEMONSTRATION. Ecrivons z = Z zrej,. On veut montrer quesiz =0 alorsz; =--- =z, =0.

) k=1
Mais

n . . .
T sim €41, 0n}
(x,em) = Trej, € = xr(ej, ,em) = ) .
m) <Z Tk m> ; (€su em) {0 sinon

En particulier, si x = 0, alors pour tout m, x,, = (z,e,,) = 0, le systéme est donc bien libre. |

Notons qu’au cours de la démonstration de ce lemme, nous avons établit la premieére partie de la
proposition suivante:

PROPOSITION A.23.
Soit (ej)je une famille orthonormée finie et soit F = Vect {e;, j € J}. Alors tout x € F s’écrit

r = Z (x,ej)e;.

jeJ

lzl* =D I, e5)?

jeJ

De plus,

Plus généralement, si x € H, alors

Przx = Z (x,e5)e;

jeJ

>l e < ).

jeJ

et de plus, on a I'inégalité de Bessel

DEMONSTRATION. Pour la deuxiee partie de la proposition, il suffit alors de calculer

=] = <x,x>—<Z<x,ej>6j,z<x,ek>ek>

jeJ keJ
= E E (z,e;) xek (€ej,ex) E E (x,ej) ;vekdjk
jeJ ke jeJ ked
2
= > lze))l
jed

Pour la derniére partie, on utilise la premieére partie pour écrire Ppx = Z (Prz,ej)e;. Mais
jeJ
(Prz,e;) = (z,¢;) + (Ppa — z,¢5) = (z, €;)

car Ppx —z € F-. L’inégalité de Bessel se déduit de ||z||> > || Ppa||* et du calcul de || Ppa|| fait plus
haut. g

Notons aussi que la définition d’une base orthonormée est différente de celle d'une base algébrique
(sauf en dimension finie). Les deux sont libres mais, dans une base algébrique (e;),er, tout élément
x € 'H s’écrit comme une combinaison linéaire finie des e; alors que dans une base orthonormée, tout
élément x € H s’écrit comme une limite de combinaisons linéaires finies des e;. Une base algébrique
contient donc beaucoup plus d’éléments (une quantité non dénombrable en dimension infinie) qu’une
base orthonormée (qui est dénombrable pour les espaces de Hilbert séparables, voir plus loin).
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En fait, pour une base orthonormée, tout élément = de H s’écrit comme une série qui généralise
la proposition précédente:

THEOREME A.24 (Parseval).
Supposons que H ait une base orthonormée dénombrable (e, )ner. Alors tout élément x € H s’écrit

T = Z (x,ej)e;.
jeJ
De plus, pour tous x,y € H, on a les identités de Parseval

@ lll® =D e eg)f;

nel

(i) (0,9) = (@, e,){m en)-

nel
DEMONSTRATION. Pour simplifier, notons I = N.

n
Notons F), le sous-espace vectoriel Vect {eq,...,en}. Soit x € H et z, = Pp,x = Z (x,ej)e;.
§=0

Comme la famille (e;);>0 est totale, ||z — x| = dist (z, F},) — dist (z,|J,;»¢ Frn) = 0 quand n —

n - “+ o0
+o00. En d’autres termes, x est la limite de Z (x,e;)e; quand n — 400 c’est-a-dire = Z (x,ej)e;.

j=0 =0
Le restant s’obtient comme dans le cas des suites orthonormées finies dans la proposition A.23 en
utilisant la continuité du produit scalaire pour passer des sommes finies aux séries. O

COROLLAIRE A.25.
Supposons que H ait une base orthonormée dénombrable (ey)n>0. Alors Uapplication
02 — H
+oo
gn)nZO = Z £nen

n=0

S:(

est une isomorphisme qui préserve le produit scalaire (donc aussi la norme, en particulier S est
continue ainsi que son inverse).

On peut évidemment remplacer les indices n > 0 par n’importe quel ensemble d’indices dénombrables.
DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que S est bien défini, c’est-a-dire que, si (&,)n>0 € €2,
oo
alors la série +Z &nen converge. Mais pour cela, il suffit de voir qu’ell est de Cauchy, ce qui résulte de
la propositioﬁl TAO.23:

q 2 q
Z&nen = Z'gn‘Q
n=p n=p

De plus, on voit immédiatement que S est linéaire.

+oo
Ensuite, le calcul fait dans la démonstration du lemme A.22 montre que si x = Z &nen alors

n=0
&n = (z,e,), donc S est injective.

En utilisant ce lien entre z et &, on remarque que nous avons déja vu (avec le théoreme de
Parseval) que S est surjective et préserve le produit scalaire. O

Rappelons enfin qu'un espace de Banach est dit séparable s’il possede une famille dénombrable
totale. Nous allons maintenant voir comment transformer une telle famille en une base orthonormée.

THEOREME A.26 (Orthonormalisation de Gramm-Schmidt).
Soit (aj)j>0 une famille libre dénombrable. Il existe alors une famille orthonormée (e;);>0 telle que,

(35) pour tout k£ > 0, Vect {eg, ..., ex} = Vect {ag, ..., ar}.
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Notons que (35) montre directement que si la famille de départ est totale, celle d’arrivée aussi et
est donc une base orthonormeée.

Avant de démontrer ce résultat, notons qu’on en déduit immédiatement avec le corollaire A.25
que:

COROLLAIRE A.27.
Tout espace de Hilbert H séparable posséde une base hilbertienne dénombrable. En particulier, H est
isomorphe a £2.

CONSTRUCTION DE GRAMM-SCHMIDT. Le principe est extrémement simple, si z € H et F est

un sous-espace fermé de H (par exemple de dimension finie), alors x — Prx est orthogonal & F'.
ao

On pose donc eg = —H i On suppose alors e, . . ., e; construits et on pose Fj, = Vect {eq,...,ex}
ao
~ L ~
et Gr11 = ak+1 — Pr ag+1 € F-. Comme a1 ¢ Vect {ao, ... ,~ak} = Vect {eg,...,ex}, on a agpq1 #0
N ak+1
et est orthogonal a eq,...,ex. Il suffit alors de poser ax4+1 = + O

@kl



APPENDICE B

Rappels d’intégration et espaces L?

1. Quelques rappels sur P'intégration

Dans ce cours, tous les espaces mesurés (€2, B, 1) seront supposés o-finis, c’est-a-dire qu’il existe
une famille d’ensembles (£2,,),>1 telles que

(1) pour tout n > 1, Q2,11 C 2,
(2) Ups1 20 =9
(3) () < +oo.

THEOREME B.1 (Fubini).
Soient (Q1,B1, p1) et (Qo, By, no) deux espaces mesurés o-finis et soit f une fonction mesurable sur

Ql X QQ.
Si f >0, alors les trois intégrales suivantes sont égales (éventuellement toutes trois infinies)

/leQg [z, y)du @ pa(x,y), /Q1 < o, f(:r,y)d;@(y)> dus (),

et

Axﬂﬁ@wmwﬁwm»

En particulier, les fonctions x — / flz,y)dus(y) ety — / f(z,y)dui(x) sont mesurables.
QQ Q2

Si f est a valeurs réelles ou complexes, la méme chose est vraie si on suppose de plus que

/ |f(z,y)|dpy @ pa(z,y) < +oo.
Q1 X0

Dans ce cas, les trois intégrales sont évidemment finies.
THEOREME B.2 (Convergence Monotone — Beppo-Levi).
Soit (2, B, 1) un espace mesuré. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables sur Q) telles que

(i) pour p-presque tout t € Q, fn(t) est croissante;
(ii) fn > 0 p-presque partout.

Alors lim f,, existe p-presque partout (on autorise lim f,(t) = +00) et

i [ fu(©) dut) = [ im0 dutt

n—-+4oo n—-+o0o
(en particulier, les deux membres sont finis ou infinis simultanément).

THEOREME B.3 (Convergence dominée — Lebesgue).
Soit (Q, B, 1) un espace mesuré. Soit (fn)nen et f des fonctions mesurables sur § telles que

(i) pour p-presque tout t € Q, fn(t) — f(t) quand n — +o0
(ii) 4l existe une fonction intégrable ¢ sur Q telle que, pour p-presque tout t € Q, |fn ()| < @(2),
et done |f(t)] < p(t).

Alors /Q fu(t) du(t) — /Q f(t) du(t) quand n — +oo.

73
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Rappelons qu’une fonction est intégrable ¢ au sens de Lebesgue si elle est mesurable et si
lp(®)| du(t) < 400. On ne suppose plus ici que la suite de fonctions est positive. Cette hypothese
Q

est remplacée par I’hypothese de domination de la fonction par une fonction ¢ intégrable.
On déduit immédiatement de ce théoreme les résultats suivants sur la continuité et la dérivabilité
des intégrales dépendant d’un parametre.

COROLLAIRE B.4 (Continuité des intégrales dépendant d’un parametre — Lebesgue).
Soit (2, B, 1) un espace mesuré et (X,d) un espace métrique. Soit F' : Q x X — C une fonction telle
que :
(i) pour p-presque tout t € Q, x +— F(t,x) est continue;
(ii) il existe une fonction intégrable ¢ sur ) telle que, pour tout x € X et pour pu-presque tout
teQ, [F(t,z)| <o)l

Alors f : X — C définie par f(x) = / F(t,x) du(t) est continue sur X.
Q

DEMONSTRATION. Soient = et zo € X. Alors
f(x)—f(xo):/F(t,x) du(t)—/QF(t,xo)dp(t):/Q(F(t,x)—F(t,xo)) du(t).

Q

Mais, pour u presque tout ¢, |F'(¢,z) — F(t, )| < 2¢(t) € L' et, par continuité de F' en zg, F(t,z) —
F(t,z9) — 0 quand x — x9. D’apres le théoréme de convergence dominée, f(z) — f(xo) quand
T — T, donc f est continue en x. O

COROLLAIRE B.5 (Dérivabilité des intégrales dépendant d’un parameétre — Lebesgue).
Soit (2, B, 1) un espace mesuré et X C R, Soit F' : Q x X — C une fonction telle que :

(i) pour p-presque tout t € Q, x +— F(t,x) est dérivable;
(i) 4l existe une fonction intégrable ¢ sur § telle que, pour tout x € X et pour u-presque tout
t€Q, [F(t,z)| < |e)];
(iil) il existe une fonction intégrable 1 sur Q telle que, pour tout x € X et pour u-presque tout

teq, g—i(t,x) < |w(@)|;

Alors f + X — C définie par f(x) = / F(t,z) du(t) est dérivable sur X.
Q

2. Les espaces LP comme espace de Banach

Soit 1 < p < 400 un nombre réel et (2, B, 1) un espace mesuré avec p une mesure o-finie.
Typiquement, on prendra:

— Q un ouvert de R? et x la mesure de Lebesgue;

— Q0 =17%0ou Q=N et p la mesure de comptage i.e. pour tout A C Q, u(A) = |A| le cardinal
de A.

On définit alors

LP(Q,p) = {f :Q — C, f p— mesurable, /Q|f(x)|pd,u(a:) < —l—oo}.

On munit cet espace de la “norme” définie par

%
111, = ([ 1@ au) "
Ceci définit une norme au sens ou:

(i) Pour tout f € LP(%,u), on a ||f|[, > 0 et |f[|, = O si et seulement si f = 0 p-presque
partout.
(ii) Pour tout f € LP(Q, ) et tout A € C, on a Af € LP(Q, p) et [[Af]|, = [A| f]l,
(iii) Pour tous f,g € LP(Q,pu), on a f+g € LP(Q,p) et [|f + g, < [If[l, + llgll,-
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DEMONSTRATION. Notons que (ii) est triviale. Pour (i), on utilise le fait qu'une fonction positive
d’intégrale nulle est nulle presque partout. Enfin (iii) sera démontrée plus loin. Notons toutefois que

P
lf+ gl < (fl+g))P = 2P (W) < 2°71(|f|P + |g|P) par convexité de la fonction x +— zP sur
[0,400). Donc si f,g € LP(Q, u) alors f 4+ g € LP(£2, p). O

Pour p = +00, on définit
L>®(Q,u) ={f : Q2 — C, f u— mesurable, il existe K > 0 telle que |f(z)| < K, u—p.p.}.
On équipe cet espace de la “norme” (au méme sesn que ci-dessus)
[flloe = inf{K |f(z)] < K p—pp.}.

REMARQUE B.6.
— On notera simplement LP(Q) = LP(pu) = LP := LP(Q, u) selon que £, 4 ou les deux sont implicites.
Si p est la mesure de comptage, on note en général ¢(Q2) = LP(Q, ).
— Notons que || f||,, n’est pas le suprémum de f mais le suprémum essentiel. Les deux peuvent
1 size@

différer. Par exemple, si f est définie sur R par f(z) = )
0 sinon

alors sup |f| = 1 alors que

Il fllo =0 (Q est de mesure nulle donc f(x) = 0 presque partout pour la mesure de Lebesgue).
La notation L™ est justifiée par 1’exercice suivant:

EXERCICE B.1.

(1) Montrer que si f € L7N L* alors, pour tout p > ¢, f € LP.
(2) Montrer que, de plus, [|f|[, — [|f|l., sip — +oo.

Les “normes” que nous avons définies ne distinguent pas toutes les fonctions mesurables dans le
sens que || f — g||p = 0 n’implique que f = g p-presque partout et non partout.

Pour contourner cette nuisance, on redéfinit LP(£2, 1) de sorte que ses éléments soient des “classes
d’équivalence” de fonctions. Plus précisément, si f € LP(Q,pu), on peut définir f comme étant
I’ensemble des fonctions h telles que f — h = 0 p-presque partout et on notera h ~ f. En parti-
culier, h € LP(Q, u) et ||h][, = |[fl|,- De plus, si f ~ h et h ~ g alors f ~ g (une réunion finie — et
méme dénombrable- d’ensembles de mesure nulle et encore de mesure nulle), donc f = h. Enfin, on
définit

1£1lp =[£I,

et on vient de voir que ceci ne dépend pas du choix de f dans f .

Enfin, si f et § sont les classes d’équivalence de f et g € LP(Q,p) et A,p € C, on définit
Mo+ 1g = (Af + ng)” et on vérifie aisément que cela ne dépend pas du choix de f et g dans f et g.

On a donc deux espaces vectoriels. Le premier est constitué de fonctions et le second de classes
de fonctions. Dans le premier, on n’a pas une vraie norme (|| f|| = 0 n’implique pas f = 0) alors que
dans le second si!

On notera les deux espaces LP(Q ) et on utilisera l’abus de language suivant: soit f une fonction
dans LP (2, p) pour siginifier soit ferLr (Q, ) et soit f € f. Cela est trés commode, mais il faut faire
attention que f = g signifie alors f = g u-presque partout et que, si on prend zo € €, alors f(zg) n’a
pas de sens si pu({zo}) = 0.

EV1demment si on sait que dans f il existe une (nécessairement unique) fonction continue, le
fe f qu’on prend est cette fonction continue et alors f(zo) a son sens usuel.

De méme, si p est la fonction de comptage, i.e. dans €7, ce probléme ne se pose pas car p({zo}) =

THEOREME B.7 (Inégalité de Holder).

1 1
Soit (2, B, p) un espace mesuré. Soient 1 < p,p’ < 400 avec — + — =1 (avec la convention que si
p p
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p =1 alors p’ = 400 et vice versa). Soit f € LP(Q,u) et g € ) (Q, ), alors fg € L*(Q, ) et

1
v

<ZQﬂmamdmm<(lyﬂmfmu0;(éwuwdmm)p

De plus, la premiére inégalité est une €égalité si et seulement s’il existe € R tel que f(x)g(x) =
e f(x)g(z)]. Si f # 0 alors la seconde inégalité est une égalité si et seulement s’il existe une
constante réelle A > 0 telle que

‘Af@ﬂ@W@)

(i) pour 1 <p < +oo, |g(x)] = A|f(z)[P~! u-presque partout;
(ii) pourp =1, |g(z)| < X p-presque partout et |g(x)| = X\ pour p-presque tout  tel que f(x) # 0;
(iil) pour p = o0, |f(x)| < X p-presque partout et |f(x)| = X pour p-presque tout x tel que
g(z) # 0.

REMARQUE B.8.
— Si p =2 alors ¢ = 2 et I'inégalité de Holder est simplement l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

— La premiere inégalité et son cas d’égalité sont triviales.
La p lité et d’égalité sont trivial

EXERCICE B.2.

m
1
Montrer que, si les 1 < p; < +o00 sont tels que Z — =1, alors

i=1 4"

‘/Hﬁmmm
Q=1

m
< [T,
i=1

EXERCICE B.3.
On considere R muni de la mesure de Lebesgue dz. Pour une fonction f sur R et A > 0, on défini une
nouvelle fonction fy sur R par fy(z) = f(Ax).
(1) Calculer || fxl|, en fonction de [|f][,.
(2) On suppose que, pour tous f € LP(R) et tous g € L1(R), fg € L"(R) et que

(36) 1£gll, < £l llgllq

En remplagant f,g par fy, g dans (36) et en faisant tendre A vers 0 et vers +oo, quelle
relation obtient-t-on sur p, g, r.

(3) On suppose que p, g, r vérifient la relation obtenue & la question précédente. Démontrer (36)
a l'aide de Holder.

DEMONSTRATION. Si f = 0 ou si g = 0, alors I'inégalité de Holder est triviale. De méme, les cas
p =1 ou p = 400, 'inégalité est triviale (ainsi que son cas d’égalité). Supposons donc qu’on ne soit
dans aucun de ces cas. On peut alors poser

(Y NArAY
“‘(um) v <g¢>'

Comme log est concave, on voit facilement que, pour 0 < o < 1, u*v'=* < au + (1 — a)v. En
particulier, si on prend a = 1/p, on trouve

1 dgl LU 1 gl
1l gl = 2 A1 2 gty

En intégrant par rapport a p, on obtient le résultat.
Pour le cas d’égalité, on utilise le fait que log est strictement concave, ce qui entraine que, pour
0<a<l,u'™<au+ (1—a)vamoins que u = v. Le résultat s’en déduit. O
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THEOREME B.9 (Inégalité de Jensen).
Soit (Q, B, 1) un espace mesuré avec p une mesure finie. Soit J : R — R une fonction convezxe de
classe C*. Pour f € L'(Q, u), on note

1
) = =5 | 1@ )
sa moyenne sur ). Alors

(i) [Jo f]-, la partie négative de Jo f est dans L* (2, 1), donc / Jo f(x) du(x) est bien définie
Q

(éventuellement +00);
(ii) J({f)) < (Jo f), c’est-a-dire

I g [0 1) < s [ 56@) duto)

DEMONSTRATION. Comme J est convexe et de classe C!, pour tous a,t € R,
J(t) > J(a) + J'(a)(t — a).
On applique ceci & t = f(z) et a = (f), ce qui donne
(37) T(f(2)), = J(f@) = T(f(@) = T(F) + T (N f @) = T {IS)-
En particulier, soit z tel que J(f(z))_ # 0 alors J(f(x))+ =0, donc

0<J(f(x) < =JUMNf@)+T UM = TUFH)
< DN @]+ 1T DS = TEI-

Comme f € LY, |J'({f)||f(z)| € L' et comme p est une mesure finie, les constantes sont intégrables,
done [J'({(fN{f) — J({f))| € L. Ceci démontre le premier point.
Enfin, en intégrant (37), on trouve

1 - o> o T U) o) — -
i L@ @) > o [ ane) + 2B [ )= i auta).
On vérifie aisément (exercice) que
1
7 L 1@ = 1) duta) o
L’inégalité de Jensen en découle. O

L’hypothese sur J peut étre adoucie. N’importe quelle fonction convexe convient, car celle-ci
vérifie une inégalité de la forme J(t) > J(a) + ¢(t — a), mais ¢ = J'(a) uniquement si J est dérivable
en a.

Nous pouvons maintenant en déduire une seconde démonstration de Holder:

SECONDE DEMONSTRATION DE HOLDER. Quitte & remplacer f et g par |f|, |g|, on peut supposer

que f,g > 0. A nouveau, les cas p = 1 et p = 400 sont triviaux, on suppose donc que 1 < p < 400.
Soit ' ={z € Q : g(z) > 0}. Alors

/ £7(2) dpu(a) = / Fa)dp@) + [ ) du) > / £7(2) dpu(z)

Q Q Q\Q Q

alors que
/ f@)g(@)dpz) = | Flo)g@) du(z) et / g(@)? du(x) = / g(@)” du(z).
Q Q Q /

L’inégalité de Holder pour une intégration sur € résulte donc de I'inégalité de Holder pour I'intégration
sur €. On peut donc supposer ' = , c’est-a-dire que g ne s’annule pas.
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’

Dans ce cas, on peut définir la mesure dv(z) = g(z)?" du(z) et F(x) = f(z)g(z)?/P. Notons que

v(@) = [ 1dv(z) = [ gl du(o)
Q Q
donc v est une mesure finie. De plus

1 1 /7 !/
— [ Fl@)dv(z) = ————— [ f(@)g(z)™"/Pg(x)” dv()
v(2) /Q /Qg(x)p du(z) /Q

/Q F(@)g(x) dpu(z)
/ g(@)? du(z)
Q

/ 1
puisque —% +p =9 (1 — > = 1. Enfin, 'inégalité de Jensen avec J(t) = |t|P donne

p
/ F()gl) du(z) ) / Fla)Pg(x) ™" g(x)? du(z)
Q S Q

/ o) dpu(z) / o) du(z)

Q

Q

qui donne le résultat. U

EXERCICE B.4.

(1) Montrer que si J est strictement convexe, alors on a égalité dans Jensen si et seulement si f
est constante.
(2) En déduire le cas d’égalité dans Holder.

EXERCICE B.5. (Inclusion des espaces L)
(1) Soient 1 < p; < pa < 4+00. Montrer que si f € LP* N LP2 alors,
(a) pour tout p; < p < pe, f € LP,
(b) lapplication p — log [ |f|P est convexe sur [p1,pa].
(2) Pour chaque p € [1,00], trouver f € LP(R) tel que f ¢ LY(R) pour g € [1,00], ¢ # p.
(3) A quelle condition sur p, q a-t-on ¢P C £97?
(4) Soit (2,B, 1) un espace mesuré et soit 1 < p < oo. Montrer que, pour f € LP(Q,pu),

1115
my(t) < tpp.
THEOREME B.10 (Inégalité de Minkowski).

Sotent (Q, B, ) et (F,B,Ay) deuz espaces mesurés o-finis et soit 1 < p < +oo. Alors, pour toute
fonction f v ® u-mesurable,

1

(39) ([(] f(x,y)ldu(y)>pdv(x)>; < [ ([ aw)” au

En particulier, si le membre de droite est fini, celui de gauche aussi. De plus, on a égalité si et
seulement si f est de la forme f(x,y) = a(z)B(y).

En d’autres termes

- / (@) duy)
Q

E / e — )l du(y),

ce qui généralise

/ f@t) d,u(t)' < / [f(t)] due(t) (qui est le cas T un singleton muni de la mesure de
Q Q

comptage).
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DEMONSTRATION. Il suffit évidemment de supposer que f > 0 et que f > 0 sur un ensemble de
mesure positive.

Notons aussi que le théoreme de Fubini implique que y — /f(x,y)p dy(z) et H : = —

/ f(z,y) du(y) sont mesurables.
Q

On suppose que le membre de droite est fini, sans quoi I'inégalité est triviale.
Soit f, = fxg, avec B, = F, N {(z,y) € T'x Q : |f(z,y)| < n} et F, une suite croissante de
parties de I' x £ de mesure finie telle que |J F,, =T x Q. Pour f,,, le membre de gauche de (38),

(A<Agﬁﬂ%y”®4w)p&ﬂ@>;

est fini. Par ailleurs, d’apres le théoreme de convergence monotone, ceci converge vers

([ ([ s du<y>)pdw<x>); .

On peut donc supposer que cette quantité est également finie.
D’apres Fubini “positif”,

JRERE

Mais, avec Holder (1/p+1/p" = 1),

([ st anty >) (P~ dy(a)

= //fw W) H ()P~ dy(2) dpu(y).
( [ sy dm))” ’ ( [y dm))l »

([ st dv<x>)w ([ dv<x>)1_1/p.
1l en résulte que

[reraws [ ([ sy ) "’ u<y>(/FH<x>Pdv<x>)l_l/p.

1-1/
Comme on a supposé que / H(x)? dvy(x) # 0, 400, on peut simplifier les deux membres par </ H(x)? d*y(z))
r r

IN

/F f,y) H ()P dy ()

et on obtient le résultat.

COROLLAIRE B.11 (Inégalité triangulaire pour la norme LP).

Soit (2, B, 1) un espace mesuré avec p une mesure o-finie. Soient 1 < p < +oo et f,g € LP(Q, p).
Alors

1f +gll, < IIfIl, + llgll,
et on a égalité si et seulement si g = A\f avec A > 0.

DiEMONSTRATION. 11 suffit de prendre I' = {1,2} avec la mesure de comptage et de définir
F(l,y) = f(y), F(2,y) = g(y) dans I'inégalité de Minkowski. O

SECONDE DEMONSTRATION. On peut aussi utiliser ’argument plus simple suivant:

/ F(@) + g(@)P du(z) = / F(@) + g@) PV f (@) + g(a)) du(z)
Q Q
< / 1£(@) + 9(@) P~ £ ()] duz)
+ /S (@) + g(@) P g(@)| dp(a).
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L’inégalité de Holder (l ]% = 1 donc p" = ;£7) donne alors

[+ g e < ([ e+ o= ) ([ 1ser )’

L’autre terme se traite de méme. Il en résulte que

[+ g aner = ([ 156+ gt@rane) (151, + 1ol

et on conclue en simplifiant par ||f + 9||p7 a condition de vérifier au préalable que ||f + g||§ # 0 (mais
ce cas est trivial) et que ||f + g||) < 400 (ce qu'on a déja fait). O

Montrons enfin que LP est complet. Plus précisément :

THEOREME B.12 (LP est complet).
Soit (2, B, 1) un espace mesuré avec p o-finie. Soit 1 < p < 4o0. Alors LP(Q, ) est complet.
Plus précisément, si (fi) est une suite de Cauchy dans LP(2, ) (i.e. pour tout € > 0, il existe
N >0 tel que si k,n > N, alors || fx — full, <€), alors il existe f € LP(S2, p) telle que f — f dans
LP(Q, u) —i.e. pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que si k > N, alors || fr. — f||p <e.
De plus, il existe une sous-suite (fy,); et F' dans LP(S2, p) tels que
(i) pour tout j > 1, |fx,(x)| < F(x) pour u-presque tout x € §2;
(ii) pour p-presque tout x € Q, fr,(x) — f(x) quand j — +oc.

REMARQUE B.13.
C’est une propriété fondamentale des espaces LP car elle permet de définir un objet comme limite
d’une suite, puisqu’il suffit de savoir qu’une suite est de Cauchy pour en déduire qu’elle converge.
Notez que pour montrer qu'une suite converge, il faut connaitre sa limite potentielle.

DEMONSTRATION. On se contente de 1 < p < +o00. Le cas p = +oo étant essentiellement la
complétude de C et est laissée en exercice.

Tout d’abord, notons que la deuxiéme partie du théoreme implique la premiere. Notons ensuite
qu'on a aussi |f(z)| < F(x) p-presque partout: ici on utilise qu'une réunion dénombrable d’ensemble
de mesure nulle est de mesure nulle. Alors, pour tous x € Q\ E avec u(E) = 0, on a, pour tous j > 1,
|fr; (x)] < F(x) et fr,(x) — f(z) donc |f(x)| < F(x). En particulier, f € L et |fy,(x) — f(x)|P <
[2F (x)]? € L' et | fi, (z) — f(2)|P — 0 presque partout. Le théoréme de convergence dominée implique
done que || fi, = f|[7 = Jo, |fi; (@) = f(2)|P du(z) — 0.

On utilise ensuite le fait standard que si une suite de Cauchy admet une sous-suite convergente,
alors la suite elle-méme est convergente: soit € > 0, il existe alors N tel que, si k,I > N, || fr — fill » <
/2. 1l existe alors L tel que, si j > L, k; > N (la suite k; — oo par définition d’une suite extraite)
et ka]. — f||p < /2. Mais alors || fi — f||p < ka — fk7||p + ||fk]. — f||p <e

Il nous reste donc a démontrer le deuxieme point, ce qui suit un processus assez usuel.

Tout d’abord, il existe i1 tel que, si n > i1, [|fi; — full, < 1/2 (¢ = 1/2 dans la définition d’une
suite de Cauchy!). Il existe is > i1 tel que, si n > iy, ||fi, — fn||p < 1/22... et plus généralement, il
existe iy > i1 tel que, sin >y, |[fi, — full, < 1/2*.

Considérons alors la suite croissante positive définie par

Fy(z) = |fi, (= |+Z|fw — fi (@)

L’inégalité triangulaire donne

—+o0

l
HEHp < ”fu”p + Z ||fik+1 - fik Hp < Hfll ”p + ZQik =1+ ”le ”p < +oo.
k=1

k=1
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Le théoreme de convergence monotone implique alors que F; converge presque partout vers une fonc-
tion F' € LP. En particulier, F'(x) est fini pour p-presque tout z € . Pour un tel z, la série

fll +Z flk+1 flk( ))

est absolument convergente, donc convergente. Mais un calcul simple de série téléscopique montre que

fu +Z fzk+1 fzk( )) = fiz+1($)-

Ainsi f;,,, est convergente et, avec I'inégalité triangulaire, [f; .| < F; < F ce qui termine la
démonstration. O

Soit maintenant 1 < p < +o0, p' = ﬁ de sorte que % + ; =1 et soit g € LPI(Q,,u). Alors,
d’apres I'inégalité de Holder, ’application
Pd - Lp(QvN) - C
T f = Jo f(2)g(z) du(z)
est une forme linéaire continue sur LP (2, 1), de norme || g|| - Le théoréme suivant, que nous admet-
trons, montre que pour 1 < p < +00, la réciproque est vraie:

THEOREME B.14 (Dualité des espaces LP)
Soit 1 < p < +oo et p' L de sorte que ]; + ﬁ = 1. Soit ® une forme linéaire continue sur

LP(Q, ). Alors il existe une umque fonction g € v (Q, ) telle que, pour tout f € LP(Q, ),
#(f) = [ 1)) du(o).
De plus, |lg]|,, =[]

. . . 7 . \ /
En d’autres termes, le dual de LP s’identifie isométriquement a LP .
Nous admettrons provisoirement le théoréeme suivant:

THEOREME B.15 (Densité des fonctions réguliéres).
Soit Q un ouvert de R? et da la mesure de Lebesque sur RY. Soit p un réel, 1 < p < 4o0. Alors
C.(R%), l'ensemble des fonctions continues a support compact dans Q est dense dans LP(§), dx).

On peut toutefois démontrer un résultat un peu plus faible:

THEOREME B.16 (LP N LY est dense dans LP et L9).
Soit (Q, B, u) un espace mesuré o-fini. Alors, quelque soit 1 < p < +oo, l'ensemble des fonctions
bornées a support de mesure finie est dense dans LP(Q, ).

En particulier, quelque soient 1 < p,q < 400, LP(Q, u) NLI(Q, ) est dense dans LP(Q, u) et dans
LYQ, ).

PROOF. La deuxieme partie du théoreme résulte immédiatement de la premiere car les fonctions
bornées a support de mesure finie sont dans LP N LY et sont denses dans LP et dans L9.

Montrons donc la premiere. Ecrivons Q = U,>1 Qn avee p(Q,) < +oo et Q, C Qpyy.

Soit alors f € LP(Q,pu) et soit B, = Q, N{x € Q : f(z)| < n}. E, est mesurable et comme
E, C Q,, E, est de mesure finie. Soit alors f, = fxg, qui est donc de support de mesure finie et,
par définition de E,, |f,| < n.

De plus, pour presque tout x € Q, f,(x) — f(x): a x fixé, pour n assez grand, = € , et, si
|f(z)| < 400, |f(z)| < n donc z € E, et alors f,,(x) = f(x).

Enfin, |f,| < |f] donc |f, — fIP < (|ful +|f])P < 2P|f|P qui est intégrable. D’apres le théoréeme de
convergence dominée,

1 = 2 = /Q fnla) — F@)P dpa(z) — 0.
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On a donc bien trouvé une suite de fonctions bornées de support de mesure finie qui converge vers f

dans LP. |
EXERCICE B.6. (Dualité de Young)
Soit m une fonction continue, positive, croissante sur | 00) et soit m~! sa fonction réciproque.
x
On pose M (z) = / m(t)dt et M*(y / m~ . On prolonge ensuite M et M* & R par
0
parité.

(1) Montrer l'inégalité de Young : |zy| < M(x) + M*(y) (Indication : géométrie).
(2) Calculer M et M* lorsque m(t) = tP~ 1.
(3) En déduire l'inégalité de Holder (Indication : homogénité).

EXERCICE B.7. (Espace LP faible)
Soit (X, p) un espace mesuré. Pour f une fonction mesurable sur X, on note my(t) = u({|f] > t}) la
fonction de répartition de f.

I71l7

(1) Soit 1 <p < oo et soit f € LP(u). Montrer que my(t) < T

(2) Soit 1 <p < oo et soit f € LP(u). Montrer que

+oo
[isvan=p [ e tmsyae
0

3) On appelle espace LP faible ’ensemble L% des fonctions mesurables f telles quil existe une
f
constante C' telle que pour tout ¢ > 0, m(t) < >
Montrer que LP C Lf} mais que l'inclusion est stricte.

EXERCICE B.S.
Soient p et 7 tels que 1 < r < p < +00 et soit g une fonction mesurable telle que, pour tout f € LP,
fge L.

(1) Démontrer que application I': f — fg est continue de LP dans L".

Indication : Si ce n’est pas le cas, construire une suite (f,,) de fonctions positives de L? avec
—+oo
[fall, < 1 et [[fngll, = n. Considérer ensuite h = Z — fn et montrer que h € LP/" mais
n
n=1
que h*/7g & L.
(2) En déduire que g € L7 avec 1% + % =1
Indication : Considérer g, = min(|g[,n)1|4/<, et montrer que

1/r 1/p
( / gndm) <) ( / gzdm) .

3. Convolution

3.1. Principe de prolongement des applications linéaires.
Nous utiliserons dans la section suivante une généralisation du principe suivante:
— X et Y sont des espaces de Banach et D est un sous-espace (vectoriel) dense dans X;
— T est une application linéaire sur D — Y;
— T est bornée sur D, c’est-a-dire qu'il existe C' > 0 tel que, pour tout z € D, ||Tz|y < C||z .
Alors T se prolonge en une application linéaire qu’on note encore 7' : X — Y qui est continue
avec, pour tout € X, |Tz|ly < Clz|| -

DEMONSTRATION. Commencons par prolonger T':
Soit x € X. Par densité de D dans X, il existe une suite (z,,), C D qui converge vers x dans X.
En particulier, cette suite est de Cauchy. Montrons que son image (Tx,), par T est également de
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Cauchy. Soit donc € > 0, il existe N > 0 tel que si p,q > N, |z, — z4]|y < e. Mais alors,
[Ty — Taqlly = [IT(zp — g)lly < Cllap — z4llx < Ce

ou on a successivement utilisé le fait que T est linéaire sur D et que T est bornée sur X. Il en
résulte que (T'zy,), est de Cauchy dans Y. Cet espace est supposé complet, la suite (T'zy,), est donc
convergente. Notons a sa limite.

La difficulté qui survient maintenant est que la suite (x,), qui approche x n’est pas unique. Soit
donc (yn), une autre suite d’éléments de D qui converge vers & dans X. On vient de voir qu’alors
Ty, a une limite dans Y que nous noterons b. Mais, comme ci-dessus, Tz, — a, Ty, — b et

1T2n = Tynlly =T (zn = ya)lly < Cllzn = yallx = Cllz —y[| = 0.

Par ailleurs, Tz, — a et Ty, — b. Par continuité de la norme, il en résulte que || Tz, — Tyn|y —
lla — b||y-. Ainsi |ja —b||ly, = 0 donc a = b i.e. lalimite ne dépend pas du choix de (z,). Nous noterons
donc Tz la limite commune & tous les (T, ), avec (z,), C D et z, — x.

Il faut maintenant montrer que 'application X — Y, z — Tx a les propriétés voulues.

Tout d’abord, si x € D, on définit la suite x,, = x pour tout n qui converge vers x et Tx, =Tz
(le T défini & Vorigine). Le nouveau T prolonge donc bien I’ancien.

Ensuite, T est linéaire. En effet, prenons z,y € X et A, u € C (ou R si les espaces sont réels). 11
existe deux suites (), et (yn)n dans D qui convergent respectivement vers x et y. Mais Az, + py, —
Az + py done T'(Axy, + pyn) — T(Ax + py). D’autre part, par linéarité de T sur D, T'(Ax,, + pyn) =
Nz, + pTy, — ATz + Ty, donc

T(Ar + py) = \Tx + uTy.

Enfin, si 2 € X et (z,,), C D converge vers z, alors Tx,, — Tx dans Y et [Tz, |y < Cllzn] -
Par continuité des normes, ||Tz||,, < C||z|| . Ainsi T est continue. O

3.2. Inégalité de Young.

ProprosITION B.17.
Pour f,g € C.(R?), l’espace des fonctions continues sur R? a support compact, on définit, pour x € R?,

[rg(x) = /Rd f®)glx —t) dt.

Alors f x g est une fonction continue & support compact. De plus, si supp f C A, suppg C B alors
suppf*gCA+B:={a+b: a€ A, be B}.
Enfin, fxg=gx*f.

DEMONSTRATION. Comme f est & support compact il existe T tel que, si [t] > T, f(t) = 0 et de
plus f € LY([-T,T]). Comme g est & support compact, g est bornée. Mais alors

fgla) = / F(Bg(z —t)dt = / F(a.t)dt
[—-T,T] [(-T.,7]
avec F(z,t) = f(t)g(xz —t). Mais |F(z,t)] < |9l |f(t)] € LY([-T,T)) et pour (presque) tout ¢,
x — F(x,t) est continue. D’apres le théoréme de Lebesgue, f * g est donc continue.

Notons qu’on peut se passer du théoreme de Lebesgue et utiliser les résultat de continuité des
intégrales dépendant d’un parametre des intégrales de Riemann (voir cours de L2).

Montrons maintenant que supp f * g C supp f + supp g. Mais, pour que f * g(x) # 0, il faut qu’il
existe ¢ € R tel que f(t)g(zx —t) #0donct € Aet x —¢t € B. Mais alors, t =t+z—t € A+ B. On
vérifiera (exercice) que si A et B sont compacts, alors A + B aussi.

Le dernier point provient d’un changement de variable s = z — t dans la définition de fxg. O

Rappelons qu’une fonction de C.(R%) est dans LP(R?) pour tout 1 < p < +o0. La premiere partie
du théoréme suivant a donc un sens.
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THEOREME B.18 (Inégalité de Young).
1 1 1
Soient 1 < p,q,r < +00 trois réels tels que — + — = 1+ —. Alors, pour tous f,g € C.(RY),
p q r

(39) 17+ gl < 1Fl gl

Il en résulte qu’on peut prolonger (f,g) — f * g de Co(R?) x C.(R?) — C.(R?) en une application
bilinéaire symétrique continue de LP(R?) x LY(R?) — L"(R?).

DEMONSTRATION. Commengons par démontrer (39).
Avant toute chose, éliminons les cas les plus simples. Si r = +o00, alors % + % = 1 et il suffit
d’appliquer Holder:

[ 10ge—nad < ([ If(t)lpdt)é (. |g<t>th); = 11, g,

avec un changement de variable t — x — s.
Si p =1, cela résulte directement de 'inégalité de Minkowski :

Avec g * f = f x g, la méme chose est vraie si ¢ = 1.
Sir=1,alors £ +1 =2et comme p,g >1p=gqg=1 L'inégalité de Young résulte alors

directement du théoreme de Fubini
[, [ 110 - aeas
Re JR4

.
1@ [ late = oldzat = 11l

Notons enfin que si 1 < p, ¢, < +oo alors 1+1/r > 1> 1/q donc le cas p = +00 (resp. ¢ = +00),
et 1+ 1/r =1/q implique r = +o00 et ¢ =1 (resp. p = 1).
On peut donc supposer 1 < p,q,r < +0co. Notons que 11) + % =1+ % implique r > p,q. Nous

fg(-=1)dt
Rd

= /R LF®llgC- = Ol dt = [ 71,19,

IN

f@g(xz —1t) dt‘ dx
Rd

allons utiliser le fait simple suivant: si ¢ € L" alors

Il =sund [ pla)ota)de e Lol = 1)

avec % + % = 1. Ceci découle immédiatement de l'inégalité de Holder et de son cas d’égalité.

Mais, si f,g € C.(R%), alors f x g € C.(R?) c L". Soit donc h € L" avec 1’ = -5

T On veut

évaluer

fxg(x)h(z)dx
Rd

< [ \rsg@im@lds < [ ] i@l - bl d

avec Fubini. On peut donc supposer f, g, h > 0. On veut montrer que cette quantité est < || f[[, [l 2],
On écrit alors

F(Dg(a = t)h(z) = FOP/ 9@ — 1)1 x f(t)' 7/ "g(z — 1)~/ h(x)
r~ (donc L+ L =1):

et appliquer I'inégalité de Holder avec 1’ = —*5 peli ale

T

/Rd y ft)g(x —t)h(z) dzdt < </Rd 5 FE)Pg(z — 1) de dt>

(40) x( / / f(t)ﬂ—p/r)“g(x—t)<1—q/r>r’h(x>7”dxdt)
Rd JR4

1
s



3. CONVOLUTION 85

Le premier terme est assez simple: avec Fubini, on intégre d’abord en =,

(/ f@®)Pg(x —t)?dx dt) b= (/ g(x)? dx) v ( f@®)? dt) o
Rd JRd Rd Rd
(41) = |71 lgll;
Pour le second terme, on remarque d’abord que (1 — B) r = e v _ TP et <1 — Q) r =
r r o r—1 r—1 r
"79 Avec Fubini,
r—1
%
( / / FO) =PI g — )=/ () A dt)
Rd JRd
i/
(12) ~ ([ et @mey as) < 155 o= | nl, .

Enfin, on utilise 'inégalité || * ¥|| . < [l¢|[¥]l, si 2 + & =1 que nous avons démontrée plus haut
(s & choisir). On obtient ainsi

1 1
Hf— 2 < Hf— A = < FE () dx) (/ et dz) "
o0 s s’ Rd Rd
.. r—0p , L. r—1 , s r—1
On choisit donc s pour que — 13 = p, c’est-a-dire s = ﬂp et s = pomi p— p. Rappelons
1 1 1 1 1 1 —1
que — + — =1+ — qu’on peut réécrire 1 — — = — — — c’est-a-dire p S On en déduit que
p g r q T p qar
-1
o =" q. On en déduit donc que
r—q
r 9
r—p r—gq sp qs’
(43) Hfﬁ xgri|| < ( f(z)? dx) (/ g(x)? dx) =
Rd
En regroupant (40) & , on obtient

/R d Rdft oo = () dade < I g2,

Il suffit maintenant de remarquer que
r 11 1 r—1 r—p pt+r—p 1

r s 1 r (r—1p rp P

1 11 1
et que — + il Au final, on a bien
r s q

[, [ #0gte = ona)dzar < 11, gl 11,

pour tout h € L" et donc, pour tous f, g € Cc(R?),

Montrons maintenant comment cela permet de définir f*g sur LP(R9) x LY(R%) tout entier. 11 s’agit
évidemment d’adapter le principe d’extension des applications linéaire aux applications bi-linéaires.'
; d d . _ 1_ 1
Soient donc f € LP(R?) et g € L7(R*). Rappelons que si p = 400 (resp. ¢ = +00) alors =1+

et 1 <p,r < +oo implique que p =r =1 (resp. ¢ =r = 1). La définition

e /f (x—1)d

1on pourrait également faire appel deux fois au principe d’extension des applications linéaire. Une premiere fois
pour prolonger la définition de Cc(R%) x Ce(RY) & LP(R%) x C..(R?) puis pour prolonger cette définition de LP (R%) x Cc(R%)
a LP(RY) x LI(RY).
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a parfaitement un sens (on intégre une fonction de L') et on définit donc la convolution par cette
formule. On suppose donc p, g # +oo. 1l existe alors deux suites (fx) et (gx) de fonctions continues a
support compact telles que || fx — f||, < 1/k et [[gr — gl[, < 1/k. En particulier, fi*gy est parfaitement
bien défini. Montrons que (fx * gx) est une suite de Cauchy dans L":

[fxx gk = fixal, = fi*xge—fe*xg+ fuxa— fixall,
|.fx* (g1 — g0) + (f = f1) * qul.,
I fell,llgr = ailly + e = fill pllgall,

1 1
(151, + 1ol +2 (7 + 1)
car [ fell, < i = £l + 11, €t Wfe — fill, < 15 = £l + 1F ~ £l

Ainsi || fx. * gr — f1 * 91|, est de Cauchy dans L™ qui est complet donc cette suite est convergente.

IN

On vérifie aisément que sa limite a ne dépend pas de (fy) et de (gx): si (fx) et (§x) sont deux autres
suites ayant les mémes propriétés, et si on note a la limite correspondante, alors un calcul similaire
au précédent donne

ka * Gk — Jfi * gk = ka”p“ﬁk = gell, + ka - kapHngq —0

mais fx % gr — a et fi * gr — a donc

‘fk * g — fr * ng — ||la — al|,. qui vaut donc 0 d’ott a = a.
T
Enfin, il est facile de voir que (f,g) — f * g est bilinéaire (linéarité de la limite) symétrique (car
fiexgi =g fi) et ||f =gl < [|f,llgll, pour tout f € L¥ et g € L? (continuité de la norme). O
REMARQUE B.19.
Sil < p,g < +oo tels que % + % =1 (i.e. ¢ =p') alors pour f € LP(R?), g € LI(R?), I'inégalité de
Holder implique que, pour z fixé, t — f(t)g(x —t) € L*(RY). En particulier, on peut définir

fro@ = [ ftate—1a

De plus, Holder implique que || f * g|| ., < ||f||p\|g||q

Si de plus 1 < p,g < 400, alors on a défini f * g comme étant la limite commune a toutes les
suites (fx * gr) avec (fx), (gx) continues & support compact qui convergent vers f et g respectivement
dans LP et dans L?. Evidemment, les deux définitions coincident: pour z € RY,

If *g(x) = fu* gr(z)] = g ft)g(x —t) — fr(t)gr(x —t)dt

< | [ 00 a®)g -
Rd
+ /]Rd fk(t)(g(x —t) — gr(z — t)) dt
< Wf = Lellpllglly + [1fxl,llg — grlly — 0

en appliquant Holder.

Nous venons en particulier de voir que si ¢ = p’ (i.e. % + % = 1), on peut définir f * g(x) pour
tout x et pas seulement pour presque tout x comme dans le cas général (ou f * g est une fonction de
L", et n’est donc a priori pas défini partout!). En fait, dans le cas ¢ = p’, on a méme mieux:

ProrosiTiON B.20.
Soient 1 < p,q < +oo tels que 1% + % = 1. Alors f * g € Co(R?), I’espace des fonctions continues qui
tendent vers 0 a l’infini.

DEMONSTRATION. Soient (fx), (gx) des suites de fonctions continues & support compact qui con-
vergent vers f et g respectivement dans LP et dans L?. Alors fi % g est une fonction continue a
support compact. Par ailleurs, rappelons que la convergence dans L™ est la convergence uniforme.
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Une suite de fonctions continue (resp. qui tendent vers 0 & I'infini, par exemple de fonctions & support
compact) qui converge uniformément, a pour limite une fonction continue (resp. qui tend vers 0 a

linfini). O

LEMME B.21.
Soit 1 < p < +o0 et soit f € LP(RY). Pour x € R?, notons 7, f la fonction de LP(R?) définie par

d p(TRd
T f(t) = f(t —x). Alors application Ii - LT(HJ% )

DEMONSTRATION. Soit d’abord f € C.(R%) et soit T tel que supp f C [~T,T]. Rappelons aussi
que f est bornée, en particulier, | f| < || fll,oxB(0,r) (XB(a,r) désigne la fonction caractéristique de la
boule de centre a de rayon r, c’est-a-dire la fonction qui vaut 1 sur la boule et 0 ailleurs). On veut
vérifier que, pour tout zg € RY, |7, f — Tzo f|l, — 0 quand x — zo. Mais

est continue.

I7af = el = [ 156 =) = 1t = )P
Pour |z — x| < 1,

|f(t —x) = f(t —20)|” < (Il XB(a.R) + Hf”ooXB(rg,R))p < 2P\ FIE X B (o, R+1)

qui est dans L (R?).
Par ailleurs, comme f est continue, pour tout ¢t € R f(t —z) — f(t —x¢) — 0 quand z — x¢. Le
théoréme de convergence dominée implique donc que

[ rte=) = =) a —o

quand x — xgq.

Démontrons maintenant le cas général. Soit f € LP(RY), g € R? et soit ¢ > 0. Comme
p # +oo, il existe f. € C.(R?) tel que || f — fell, < &/3. On vérifie aisément que, pour tout = € RY,
[72f — Tufell, < /3. Mais alors,

172 f — Tzof”p <l f — Ta:fEHp + |72 fe — Tzofi”p + HTngs - Txof”p'

Enfin, comme f. € C.(R?%), nous venons de montrer qu’il existe n > 0 tel que, si |z — x| < 7, alors
(72 fe = Tuwo fell, < €/3. On obtient donc |7, f — 74, f[|, < €. O

REMARQUE B.22.
Notez que pour p = +00, ce théoreme est faux. Par exemple, si on prend f = xp(o,1) alors, pour tout

x,x9 € R? avec = # xg,
HT:pXB((],l) - Ta:oXB(O,l)HOO =1
THEOREME B.23 (Approximation de I'unité).
Soit 1 < p < 400 et 0 <k < 400 un entier. Soit j une fonction de classe C* & support compact,
positive, qui vérifie fRdj(t) dt = 1. Pour s > 0, notons j, la fonction positive de classe C* & support
compact définie par js(t) = s~4j(t/s).
Alors, si f € LP(R?), j, * f est une fonction de classe C* et j, * f — f dans LP quand s — 0.

DEMONSTRATION. Démontrons d’abord la deuxiéme partie: remarquons que

avec le changement de variable r = ¢/s. Soit R tel que suppj C B(0,R) de sorte que suppjs C

B(0, Rs). De plus, js étant continue & support compact, elle est dans ¥ (RY) avec % + ﬁ =1, donc

Jox fl@) = /R o) f(w — 1) dt.
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Par suite

f(@) —js* f(z) = f(l")/Rdjs(t)dt—/Rdjs(t)f(x—t)dt
= [ 0@ - fa =)

En utilisant I'inégalité de Minkowski, on en déduit que

£ =g fl, < [ mOI =nflyae= [ ol =mfl,

0,Rs)

Mais, d’apres le lemme précédent, ||f — th||p — 0 quand ¢t — 0. Pour tout € > 0, il existe donc 7 > 0
tel que si [t| <n, ||f —7f[, < e. Parsuite, si s <n/R,

Hf—js*f\\pge/ je(t)dt = e..
B(0,Rs)

Il nous reste & voir que j, * f est de classe C¥ si j est de classe C*. Notons d’abord que js* f = f*s
et comme j, € LP (RY),

Jsx f(x) = /Rd f)js(x —t)dt.

Fixons maintenant zo € R?. Comme j est & support B(0, R), js est & support B(0, Rs). Mais alors,
pour z € B(z,1), t — js(x —t) est & support B(0, Rs + 1). Par suite

jor £@) = [ 100 =m0t = [ a0iia =0

avec g = fXB(xo,Rs+1)- Comme f € LP(R%), I'inégalité de Holder imlique que g € L'(R?). Soit alors
G définie sur R? x R par G(z,t) = g(t)js(x —t). Alors

(i) pour presque tout ¢, x — G(z,t) est de classe C*

(ii) pour tout k > 0, et tout = € B(zo,1)

oG
\&C(x,t) = lg()i ¥ @ = 1)) < ||| _lg(o)] € L' ®?).
Ainsi, avec le théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre, x — G(z,t)dt est

R4
de classe C* sur B(xo,1).

Comme j, * f(z) = / G(z,t)dt sur B(zg,1), js * f est de classe C¥ sur B(zg,1). Comme z est
Rd
arbitraire, j, * f est de classe C* sur R?. O

REMARQUE B.24.
Nous n’avons pas démontré la densité de C.(R?) dans LP(R?) car nous avons utilisé cette propriété
pour démontrer la continuité des translations.

EXERCICE B.9.
Montrer que si f et g sont radiales, alors f % g aussi.

EXERCICE B.10.
Calculer f * g avec f, g définies sur R par
(1) f(t) = Xla,b]» g(t) = Xle,d]>
(2) f(t) = el g(t) = eIM;
(3) f(t) =e ", g(t) = e .
EXERCICE B.11.
Soient 1 < p,q,7 < +o0o. Pour f,g € C.(R?) et A > 0, on définit fy, gr € C.(R?) par fy(z) = f(A\z) et
ga(z) = g(Az).
(1) Déterminer || fi||, en fonction de [|f],.
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(2) Déterminer fy * g en fonction de f * g.
(3) En déduire que s'il existe C' > 0 tel que, pour tous f,g € C.(R?),

(44) 1f =gl < Cllfll,lgll,
1 1 _ 1
alors >t =1+

Indication: Appliquer (44) & fx, g et faire tendre A vers 0 et vers +o0.

4. Exercices

EXERCICE B.12. (Semi-groupe de convolution)
On considére une famille (p)ier: de fonctions de LY (R%) positifs non nuls telle que

(i) pour tout t >0, [pi(z)dx =1,
(i) pour tous t,s > 0, pr4s = pi * Ps,

(iii) pour tout € > 0,
lim/ pe(z) =0.
t=0 Jig|>e

(1) Soit p € [1,400[. On définit, pour tout f € LP, P,f = p; x f. Démontrer les propriétés
suivantes :
(a) pour tout t > 0, P; est une application linéaire continue de norme 1 de L? dans L?;
(b) pour tous s,t > 0, PsP; = Psi4;
(¢) Pour tout f € LP, %in(l) P,f = f dans L?;
(d) Pour tout f € LP, 'application ¢t — P, f est continue de R’ dans LP.
(2) semi-groupe de Gauss. On pose maintenant p;(x) = We’mz/%.
a) Montrer que p; vérifie les propriétés indiquées.
que p prop q
b) Vérifier que p; vérifie I'équation de la chaleur : (2 — LA)p, = 0.
ot 2
(¢) Conclusion.

EXERCICE B.13. (Inégalité de Hardy)
On suppose 1 <p<ooet f e LP = Lp((O, +oo)) par rapport a la mesure de Lebesgue. On note

1 x
F(z) = —/ f@)dt 0<ax<+oo.
T Jo
(1) Démontrer I'inégalité de Hardy
p
11, < =211,

qui montrer que f — F est continue LP — LP.
Indication. Supposez d’abord que f > 0,f € Cc((0,+00)). Une intégration par partie
montre que

/000 FP(z)dx = —p /OO FPY o) F' (x)de.

0
Noter que zF' = f — F et utiliser Holder.

(2) Montrer qu’on a égalité uniquement si f = 0.

(3) Montrer que la constante P 1 est optimale i.e. ne peut étre remplacée par une constante

plus petite.
Indication. Considérer f(z) = 2~ '/? sur [0, A] et f(z) = 0.
(4) Si f>0et fe L', montrer que F ¢ L.



