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Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire

Definition

– T un opérateur L2(Ω)→ L2(Ω̂),
– S ⊂ Ω, Σ ⊂ Ω̂
On dit que (S,Σ) est annihilant pour T si

supp f ⊂ S & supp Tf ⊂ Σ⇒ f = 0.

On dit que (S,Σ) est fortement annihilant pour T si

‖f‖ ≤ C(S,Σ)
(∥∥f1Ω\S

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥Tf1Ω̂\Σ

∥∥
L2(Ω̂)

)
.

⇔ ∀f t.q. supp Tf ⊂ Σ,

‖f‖ ≤ C′(S,Σ)
∥∥f1Ω\S

∥∥
L2(Ω)

.



Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire
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Theorem (Matolcsi-Sucks (Donoho-Stark)/ Ghobber-J.)

– Ω = Ω̂ = Z/nZ
– T = Fn transformée de Fourier discrète

Fn[f ](k) =
1√
n

n−1∑
j=0

f (j)e−2iπjk/n

– S,Σ ⊂ {0, . . . ,n − 1} avec |S||Σ| < n.
Alors

‖f‖L2(Z/nZ) ≤
2

1−
√
|S||Σ|/n

(
‖f‖L2(Z/nZ\S) + ‖Fn[f ]‖L2(Z/nZ\Σ)

)
.

S = {0}, f = δ0, Fn[f ](k) = 1 montre que |S||Σ| < n est
optimal.
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Démonstration : ESf (k) = f (k)1S(k),

FΣf (j) =
1√
n

∑
k∈Σ

Fn[f ](k)e2iπjk/n = F−1
n
[
1Σ · Fn[f ]

]
(j)

projections orthogonales.

FΣESf (j) =
1√
n

∑
k∈Σ

Fn[PSf ](k)e2iπjk/n

=
1
n

∑
k∈Σ

n−1∑
`=0

1S(`)f (`)e2iπk(j−`)/n

=
n−1∑
`=0

(
1S(`)

1
n

n−1∑
k=0

1Σ(k)e2iπk(j−`)/n

)
f (`)

=
n−1∑
`=0

1S(`)Fn[1Σ](`− j)√
n

f (`).
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‖FΣES‖ ≤ ‖FΣPS‖HS =
√
|S||Σ|/n < 1

⇒ T = I − FΣES est inversible avec∥∥∥T−1
∥∥∥ ≤ ∞∑

k=0

‖FΣES‖k ≤
1

1−
√
|S||Σ|/n

.

I = ES + ESc = FΣES + FΣc ES + ESc donc T = FΣc ES + ESc et
‖f‖ ≤ ‖T−1‖‖Tf‖ ≤ 1

1−
√
|S||Σ|/n

(
‖FΣc ESf‖+ ‖ESc f‖

)
≤ 1

1−
√
|S||Σ|/n

(
‖FΣc (f − ESc f )‖+ ‖ESc f‖

)
≤ 2

1−
√
|S||Σ|/n

(
‖FΣc f‖+ ‖ESc f‖

)
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Definition
f is (C, α) compressible, if f ∗(k) ≤ C/(1 + k)α

Corollary

n ≥ 4, α > 1/2, C < ([
√

n]−1)α−1/2

4
√

n , si f et Fn[f ] sont
(C, α)-compressibles alors f = 0.

Démo ‖f‖ = 1, Sk = {j : |f (j)| ≥ f ∗(k)} les k + grands coeff de
f , Σk idem pour Fn[f ]

‖f‖L2(Z/nZ\Sk ), ‖Fn[f ]‖L2(Z/nZ\Σk ) ≤ C2

k2α−1 .

1 ≤ 4
1− k/

√
n

C2

k2α−1 et on minimise sur k .
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Démo ‖f‖ = 1, Sk = {j : |f (j)| ≥ f ∗(k)} les k + grands coeff de
f , Σk idem pour Fn[f ]

‖f‖L2(Z/nZ\Sk ), ‖Fn[f ]‖L2(Z/nZ\Σk ) ≤ C2

k2α−1 .

1 ≤ 4
1− k/

√
n

C2

k2α−1 et on minimise sur k .
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Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire

F transformée de Fourier sur Rd .

Theorem
– Si S,Σ sont compacts, alors (S,Σ) est annihilant pour F .
– (Benedicks/Amrein-Berthier) Si S,Σ sont de mesure finie,
alors (S,Σ) est annihilant pour F .
– (d = 1, Nazarov — d ≥ 1, J.) de plus

‖f‖ ≤ CeC|S||Σ|(‖f‖L2(Sc) + ‖F [f ]‖L2(Σc)

)
Optimal conjecturé : CeC|S||Σ|1/d

, vérifié si S ou Σ convexe.
– (Logvinenko-Sereda/Paneah/Kovrijkine) si Σ est compact,
alors (S,Σ) est fortement annihilant⇔ ∃γ, r ∀x
|(Rd \ S) ∩ B(x , r)| ≥ γ|B(x , r)| + estimée de la constante.



Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire
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, vérifié si S ou Σ convexe.
– (Logvinenko-Sereda/Paneah/Kovrijkine) si Σ est compact,
alors (S,Σ) est fortement annihilant⇔ ∃γ, r ∀x
|(Rd \ S) ∩ B(x , r)| ≥ γ|B(x , r)| + estimée de la constante.



Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire

Démo de (S,Σ) faiblement annihilant (Benedicks).
Sinon, ∃f ∈ L2, ‖f‖ = 1, supp f ⊂ S, suppF [f ] ⊂ Σ.

∀ξ ∈ (0,1), (ξ + Z) ∩ Σ fini car |Σ| =

∫ 1

0

∑
k∈Z

1Σ(ξ + k) dξ.

En dilatant, |S| < 1. Alors, ∃E ⊂ (0,1), |E | > 0,
x ∈ E ⇒ (x + Z) ∩ S = ∅
et
Formule sommatoire de Poisson

e−2iπxξ
∑
k∈Z

f (x + k)e2iπkξ =
∑
j∈Z
F [f ](ξ + j)e2iπjx

membre de droite = polynôme trigonométrique en x
membre de gauche = 0 pour x ∈ E .
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Démo de (S,Σ) faiblement annihilant (Benedicks).
Sinon, ∃f ∈ L2, ‖f‖ = 1, supp f ⊂ S, suppF [f ] ⊂ Σ.

∀ξ ∈ (0,1), (ξ + Z) ∩ Σ fini car |Σ| =

∫ 1

0

∑
k∈Z

1Σ(ξ + k) dξ.

En dilatant, |S| < 1. Alors, ∃E ⊂ (0,1), |E | > 0,
x ∈ E ⇒ (x + Z) ∩ S = ∅
et
Formule sommatoire de Poisson

e−2iπxξ
∑
k∈Z

f (x + k)e2iπkξ =
∑
j∈Z
F [f ](ξ + j)e2iπjx

membre de droite = polynôme trigonométrique en x
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Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire

Lemma
(S,Σ) de mesure finie. Comme c’est une paire faiblement
annihilant, c’est aussi fortement annihilant.

En effet : sinon ∃fn ∈ L2(R), suppF [fn] ⊂ Σ,
1 = ‖fn‖ ≥ n‖fn‖L2(R\S), i.e. fn1R\S → 0.

‖fn1S‖2 = ‖fn‖2 −
∥∥fn1R\S

∥∥2 → 1.
On peut supposer que F [fn] est faiblement cvg vers f̂ avec
supp f̂ ⊂ Σ. Alors fn(x) =

〈
F [fn],1Σe−2iπ·(x)

〉
converge vers f (x)

ponctuellement.
Comme |fn| ≤ |Σ|1/2, fn1S cvg dans L2 (cvg dominée) vers f1S
et ‖f1S‖ = 1 = ‖f‖ i.e. f1S = f et supp f ⊂ S.
fn → f fortement donc F [f ] = f̂ , supp f ⊂ S, ⊂ F [f ] ⊂ Σ.
Benedicks nous donne la contradiction.



Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire
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Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire

Corollary
Si s, β > 0, alors il existe C tel que

‖f‖s+β ≤ C
∥∥|x |sf

∥∥2β
∥∥∥|ξ|βF [f ]

∥∥∥2s
.

Démo : S = Σ = B := B(0,1), ∃C t.q.
‖f‖2 ≤ C

(
‖f‖L2(Bc) + ‖F [f ]‖L2(Bc)

)
≤ C

(
‖|x |sf‖L2(Bc) +

∥∥|ξ|βF [f ]
∥∥

L2(Bc)

)
≤ C

(
‖|x |sf‖L2 +

∥∥|ξ|βF [f ]
∥∥

L2

)
On applique aux dilatées f (λx) de f et on minimise sur λ.
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Corollary
Si s, β > 0, alors il existe C tel que

‖f‖s+β ≤ C
∥∥|x |sf

∥∥2β
∥∥∥|ξ|βF [f ]

∥∥∥2s
.
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1 Opérateur intégral avec noyau explicite

F [f ](ξ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

e−2iπ〈x ,ξ〉f (x) dx

2 O.I. avec noyau satisfaisant un système EDP

F [f ](ξ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

K (x , ξ)f (x) dx

où K vérifie ∂ξj K (x , ξ) = −iK (x , ξ)

3 Calcul fonctionnel F = eiπd/4e
iπ
4

(
∆−|x |2

)
4 Opérateur diagonal F [f ] =

∑
k i−k 〈f ,hk 〉hk , hk Hermite.

5 Noyau donné par une série (Formule de Hecke-Funk)

K (x , ξ) = 2λΓ(λ)
∞∑

k=0

(k + λ)(−i)k Jk+λ(|x ||ξ|)
(|x ||ξ|)λ

Ck (〈η, ζ〉)

η = x/|x |, ζ = ξ/|ξ|, λ = (d − 2)/2, Jν fonction de Bessel
et Ck polynôme de Gegenbauer.
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1 Opérateur intégral avec noyau explicite

F [f ](ξ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

e−2iπ〈x ,ξ〉f (x) dx

2 O.I. avec noyau satisfaisant un système EDP

F [f ](ξ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

K (x , ξ)f (x) dx
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et Ck polynôme de Gegenbauer.
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Autres cas :
– Fourier-Bessel (cas particulier : Fourier restreint aux
fonctions radiales)
– Fourier-Dunkl : ∂xj remplacé par un opérateur
différence-différentiel
– Fourier-Clifford : analyse à valeur dans une algèbre de
Clifford (de dim finie)
Les translations sont remplacées par des opérateurs qui ne
préservent pas la localisation du support.
Pas de formule de bonne Poisson.
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Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire

Cadre général

Un espace mesuré : Ω = Rd (ou Rd
+) muni d’une mesure µ –

avec une décomposition radiale dµ(rζ) = r2a−1dr Q(ζ) dσ(ζ) –∫
Ω

f (x/λ) dµ(x) = λ2a
∫

Ω
f (x) dµ(x)

On note Dλf (x) = λ−af (x/λ).

un noyau : K : Ω× Ω→ C continu,
homogène K (λx , ξ) = K (x , λξ),
à croissance polynômiale |K (x , ξ)| ≤ cT (1 + |x |)m(1 + |ξ|)m.
On note dµ2m(x) = (1 + |x |)2m dµ(x).
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Cadre général
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avec une décomposition radiale dµ(rζ) = r2a−1dr Q(ζ) dσ(ζ) –∫
Ω

f (x/λ) dµ(x) = λ2a
∫

Ω
f (x) dµ(x)

On note Dλf (x) = λ−af (x/λ).

un noyau : K : Ω× Ω→ C continu,
homogène K (λx , ξ) = K (x , λξ),
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Un espace mesuré : Ω = Rd (ou Rd
+) muni d’une mesure µ –

avec une décomposition radiale dµ(rζ) = r2a−1dr Q(ζ) dσ(ζ) –∫
Ω

f (x/λ) dµ(x) = λ2a
∫

Ω
f (x) dµ(x)

On note Dλf (x) = λ−af (x/λ).

un noyau : K : Ω× Ω→ C continu,
homogène K (λx , ξ) = K (x , λξ),
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à croissance polynômiale |K (x , ξ)| ≤ cT (1 + |x |)m(1 + |ξ|)m.
On note dµ2m(x) = (1 + |x |)2m dµ(x).



Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire
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Un espace mesuré : Ω = Rd (ou Rd
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avec une décomposition radiale dµ(rζ) = r2a−1dr Q(ζ) dσ(ζ) –∫
Ω

f (x/λ) dµ(x) = λ2a
∫

Ω
f (x) dµ(x)

On note Dλf (x) = λ−af (x/λ).

un noyau : K : Ω× Ω→ C continu,
homogène K (λx , ξ) = K (x , λξ),
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– un opérateur :

T (f )(ξ) =

∫
Ω

K (x , ξ)f (x) dµ(x)

On demande de plus
1 T a une formule d’inversion : si f ,Tf ∈ L1(Ω,dµ), alors

f (x) =

∫
Ω

T (f )(η)K (x , η) dµ(η)

2 T vérifie Plancherel ‖T (f )‖L2(Ω,dµ)
= ‖f‖L2(Ω,dµ)

.
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2 T vérifie Plancherel ‖T (f )‖L2(Ω,dµ)
= ‖f‖L2(Ω,dµ)

.



Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire
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Theorem
Soient S,Σ ⊂ Ω avec µ2m(S)µ2m(Σ) < +∞. Alors (S,Σ) est
une paire fortement annihilante pour T .
Si α, β > 0 alors∥∥|x |sf

∥∥ 2β
s+β
∥∥|ξ|βT (f )

∥∥ 2s
s+β ≥ Cs,β

∥∥f
∥∥.

Démo : Il suffit de montrer que c’est faiblement annihilant.
ESf = 1Sf , FΣ = T−11ΣT .
ESFΣ est un opérateur de noyau

N(x , y) = 1S(y)T−1
[
1Σ(·)K (y , ·)

]
(x).

Ce noyau est de norme L2

‖ESFΣ‖2HS = ‖N‖2L2(Ω×Ω) ≤ c2
Tµ2m(S)µ2m(Σ).

Si c2
Tµ2m(S)µ2m(Σ) < 1 on finit comme dans le cas de Fourier

discret.
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ESFΣ est un opérateur de noyau

N(x , y) = 1S(y)T−1
[
1Σ(·)K (y , ·)

]
(x).

Ce noyau est de norme L2

‖ESFΣ‖2HS = ‖N‖2L2(Ω×Ω) ≤ c2
Tµ2m(S)µ2m(Σ).

Si c2
Tµ2m(S)µ2m(Σ) < 1 on finit comme dans le cas de Fourier

discret.



Paires annihilantes TFD Fourier sur Rd Opérateurs intégraux Indépendance linéaire
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Démo : Il suffit de montrer que c’est faiblement annihilant.
ESf = 1Sf , FΣ = T−11ΣT .
ESFΣ est un opérateur de noyau
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ES ∩ FΣ proj ⊥ sur Im Es ∩ Im FΣ. Alors

dim(Im Es∩Im FΣ) = ‖ES ∩ FΣ‖2HS ≤ ‖ESFΣ‖2HS ≤ c2
Tµ2m(S)µ2m(Σ).

Supposons que ∃f0 6= 0 t.q. S0 := supp f0 et Σ0 := supp T (f0)
soient de mesure finie µ2m(S0), µ2m(Σ0) < +∞.
Si S1 a µ2m(S1) < +∞ alors

µ2m(S1 ∪ λS0) =
∥∥1λS0 − 1S1

∥∥2
L2(µ2m)

+
〈
1λS0 ,1S1

〉
est continue.
∃λn avec λ0 = 1 t.q. S =

⋃∞
j=0 λjS0 et Σ =

⋃∞
j=0 λ

−1
j Σ0 vérifient

µ2m(S) < 2µ2m(S0) et µ2m(Σ) < 2µ2m(Σ0)

donc dim(Im Es ∩ Im FΣ) < +∞

Soit fj = Dλj f , alors

{
supp fj ⊂ S
supp T (fj) = supp D1/λj

T (f0) ⊂ Σ
.

Les fj sont linéairement indépendants.
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ES ∩ FΣ proj ⊥ sur Im Es ∩ Im FΣ. Alors

dim(Im Es∩Im FΣ) = ‖ES ∩ FΣ‖2HS ≤ ‖ESFΣ‖2HS ≤ c2
Tµ2m(S)µ2m(Σ).

Supposons que ∃f0 6= 0 t.q. S0 := supp f0 et Σ0 := supp T (f0)
soient de mesure finie µ2m(S0), µ2m(Σ0) < +∞.
Si S1 a µ2m(S1) < +∞ alors

µ2m(S1 ∪ λS0) =
∥∥1λS0 − 1S1

∥∥2
L2(µ2m)

+
〈
1λS0 ,1S1

〉
est continue.
∃λn avec λ0 = 1 t.q. S =

⋃∞
j=0 λjS0 et Σ =

⋃∞
j=0 λ

−1
j Σ0 vérifient
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Lemma
Soit f ∈ C(R+) avec f (x)→ 0 quand x → +∞, alors la famille
{x → f (λx), λ > 0} est linéairement indépendante.
Si f ∈ C0(Rd ), alors la famille {x → f (λx), λ > 0} est
linéairement indépendante.
Si f ∈ L2(Rd ) est de support de mesure finie, alors la famille
{x → f (λx), λ > 0} est linéairement indépendante.

Démo : g(x) = f (ex ), g continue, bornée, g(x)→ 0 quand
x → +∞ (et a une limite en −∞).
on veut m.q. {x → g(x + µ), µ ∈ R} est linéairement
indépendante.
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Si f ∈ C0(Rd ), alors la famille {x → f (λx), λ > 0} est
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Lemma
Soit f ∈ C(R+) avec f (x)→ 0 quand x → +∞, alors la famille
{x → f (λx), λ > 0} est linéairement indépendante.
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On suppose que
N∑

j=1

αjg(x + µj) = 0 (1)

ĝ transformée de Fourier de g au sens des distributions : ĝ
distribution tempérée d’ordre 0. On prend la transformée de
Fourier de (1) :  N∑

j=1

αje2iπµjξ

 ĝ(ξ) = 0

∑N
j=1 αje2iπµjξ est une fonction entière : ses zéros sont discrets

donc le support de ĝ aussi.
s0 ∈ supp ĝ et ϕ C∞, ϕ = 1 au voisinnage de s0 et
suppϕ ∩ supp ĝ = {s0}. Alors ϕĝ est une distribution d’ordre fini
de support {s0} donc ϕĝ =

∑
finie ckδ

(k)
s0

= P̂, P polynôme.
Mais alors F−1[ϕ] ∗ g = P. Mais F−1[ϕ] ∈ S et g(x)→ 0 quand
x → +∞ donc F−1[ϕ] ∗ g(x)→ 0 et P = 0.
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ĝ transformée de Fourier de g au sens des distributions : ĝ
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On suppose que
N∑

j=1

αjg(x + µj) = 0 (1)
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