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S = {0}, f = 0o, Fn[f](k) = 1 montre que |S||X| < n est
optimal.
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Démonstration : Egf(k) = f(k)1s(k),

Fef(j) = f > Falfl(k)e™" = Fr 15 - Folf]] ()

kex

projections orthogonales

Fs Esf(j) = Z FnlPsf](k)e?™k/n
keZ

— % Z Z 1S(£)f(£)92i7rk(j—€)/n
n—1 < 212 2/7rk(j £)/n > f(£)

— 1s(/ )fn[1z](€—/)
N £(0).
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IFsEsll < IFsPs|ps = VISI[Z[/n <1

= T = | — Fx Eg est inversible avec

1
< ——F0
1—VISI[El/n

|=Eg+ Ege = FsEg + FZCES 4+ Egcdonc T = FycEg + Egc et

|71 < 3 IAEs
k=0

s 1HHTfH < e (IFeEsf| + | Esel])
< ——e= (IFee(f = Esef)|| + || Esef
< =z (IFeef = Eseh + [ Ese])
= W(”FX o + | Esof] )
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)a—1

n>4,a>1/2,C< AT

7 /2, si f et Fp[f] sont
(C, a)-compressibles alors f = 0.

Démo ||f|| =1, Sk = {j : |f(j)| > f*(k)} les k + grands coeff de
f, Lk idem pour Fjl[f]
2

11l 2220 5,0 1 Fnlfll 2z mzn sy < o=
2

1< 4 ¢ et on minimise sur k.

=1 - k/y/nk2o-T
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F transformée de Fourier sur RY.

Theorem

—Si S, X sont compacts, alors (S, X) est annihilant pour F.
— (Benedicks/Amrein-Berthier) Si S, ~ sont de mesure finie,
alors (S, X) est annihilant pour F.

—(d =1, Nazarov—d > 1, J.) de plus

Il < CeSSI(|If]] 2 ge) + IFIAN 2xe))

Optimal conjecturé : CeCISIEI"?  vérifié si S ou ¥ convexe.
— (Logvinenko-Sereda/Paneah/Kovrijkine) si ¥ est compact,
alors (S, X) est fortement annihilant < 3v,r Vx

I(RY\ S) N B(x,r)| > ~|B(x,r)| + estimée de la constante.
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Sinon, 3f € L2, ||f|| =1, suppf C S, suppf[f] CX.

Ve € (0,1), (E+Z)N X finicar |T| = /Z1zg+k
KeZ
En dilatant, |S| < 1. Alors, 3E C (0,1), |E| > 0,

xeE=x+2)nS=10
et
Formule sommatoire de Poisson

—217rx§Zf X—|—k 2iTkE __ Z}—[f] §+]) 217rjX
keZ JjeZ

membre de droite = polyndme trigonométrique en x
membre de gauche = 0 pour x € E.
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(S, X) de mesure finie. Comme c’est une paire faiblement
annihilant, c’est aussi fortement annihilant.

En effet : sinon 3f, € L?(R), supp F[fy] C I,

1= [[fall = nllfall 2w\ s)> 1€ FrlR\s — 0.

[fa1sl® = Il = | frtms® = 1. .

On peut supposer que F|f,] est faiblement cvg vers f avec
supp f C . Alors fo(x) = (Flf.], 1se-2™() converge vers f(x)
ponctuellement.

Comme |f,| < |X|'/?, f;15 cvg dans L? (cvg dominée) vers f1g
et ||[flg]|=1=|f|i.e. lg=Ffetsuppf C S.

f, — f fortement donc F[f] =7, suppf C S, C F[f] C &.
Benedicks nous donne la contradiction.
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Si s, > 0, alors il existe C tel que

17142 < clleisf|? e #1a]

Démo:S=% =B:=B(0,1),3C t.q.
1712 < C(IIflli2(ge) + I1F Il 20
< C(IlIxI*fll 2gey + €17 FIA 12(5ey)

< C(lIxI*fllz + [|lel”FTA 2)
On applique aux dilatées f(Ax) de f et on minimise sur \.
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Opérateurs intégraux

@ Opérateur intégral avec noyau explicite

AN = 5 1) 7 / &2 f(x) dx

© O.l. avec noyau satisfaisant un systeme EDP

FIfl(¢ d/z/ K(x,&)f
ou K verifie 0g, K(X, 5) —iK(x,¢)
© Calcul fonctionnel F = eind/4e% (a-1x?)
© Opérateur diagonal F[f] = 3", i~*(f, h¢) hy, hx Hermite.
©@ Noyau donné par une série (Formule de Hecke-Funk)

o

K(x.6) =210 Y (k + (- 2D 6, ) )
2 (IxIIED®

n=x/|x|,(=¢/|¢], A= (d —2)/2, J, fonction de Bessel
et Cx polynbme de Gegenbauer.
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Autres cas :

— Fourier-Bessel (cas particulier : Fourier restreint aux
fonctions radiales)

— Fourier-Dunkl : dx, remplacé par un opérateur
différence-différentiel

— Fourier-Clifford : analyse a valeur dans une algebre de
Clifford (de dim finie)

Les translations sont remplacées par des opérateurs qui ne
préservent pas la localisation du support.

Pas de formule de bonne Poisson.
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Cadre général

Un espace mesuré : Q = RY (ou RY) muni d’'une mesure p —
avec une décomposition radiale du(r¢) = r2@='dr Q(¢) do(¢) —

/fx/A du(x —AZa/f ) dpu(x

On note Dyf(x) = A2f(x/\).

unnoyau : K : Q x Q — C continu,

homogéne K(\x, &) = K(x, \¢),

a croissance polynémiale |K(x, &) < cr(1 + |x])™(1 + |€])™.
On note duam(x) = (1 4 |[x])2™ dpu(x).
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— un opérateur :
- /Q K(x,€)K(x) du(x)

© T aune formule d'inversion :si f, Tf € L'(Q,du), alors

0= [ TR duto)

@ T vérifie Plancherel || T(f)

On demande de plus

HL2(Q7dH) = HfHL2(Q7dM)'
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Theorem

Soient S, ¥ C Q avec uom(S)u2m(X) < +oo. Alors (S, X) est
une paire fortement annihilante pour T.

Sia, 8 > 0 alors

28 25
XI55+ | lEIP T (£)|| 5 > Cs]|f]|-

Démo : |l suffit de montrer que c’est faiblement annihilant.
Esf =1gf, Fs = T_112T.
EsFs est un opérateur de noyau
N(x,y) = 1s(y) T [1=(-)K(y, )] (%)
Ce noyau est de norme L2
|EsFzlifis = INIZ2axa) < CFuzm(S)uzm(E).

Si €2 piom(S)2m(X) < 1 on finit comme dans le cas de Fourier
discret.
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Esn Fs proj L sur ImEs N Im Fs. Alors
dim(Im Esnim Fs) = || Es N Fxl5s < | EsFsll3ig < S5 tiom(S)om(E).-

Supposons que 3fy # 0t.q. Sp := supp fy et Lo := supp T(fH)
soient de mesure finie pom(Sp), om(Xo) < +o0.
Si St a uom(Sy) < +oo alors

pem(S1UASo) = [[1hs, — 15 Hizwm) + (s 1s;)

est continue.
INpavec Ao =1t9. S= U  NiSo et T = U, A;‘zo vérifient

NZm(S) < 2H2m(30) et MZm(Z) < 2N2m(20)

donc dim(ImEsnImFs) < 400

suppf; C S

supp T(f;) = supp Dy 5 T(fo) C X
Les f; sont linéairement indépendants.

Soit f; = Dy f, alors
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Lemma

Soit f € C(R4) avec f(x) — 0 quand x — +o0, alors la famille
{x — f(Ax), X\ > 0} est linéairement indépendante.

Si f € Co(RY), alors la famille {x — f(Ax), \ > 0} est
linéairement indépendante.

Sif € L?(RY) est de support de mesure finie, alors la famille
{x — f(Ax), X\ > 0} est linéairement indépendante.

Démo : g(x) = f(e¥), g continue, bornée, g(x) — 0 quand
X — +oo (et a une limite en —o0).

on veut m.g. {x — g(x + u), u € R} est linéairement
indépendante.
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Indépendance linéaire

On suppose que

N
D ag(x+p) =0 (1)
j=1

g transformée de Fourier de g au sens des distributions : g

distribution tempérée d’ordre 0. On prend la transformée de

Fourier de (1) :

N
(Z 04192i”“’5> 9(&)=0
j=1

ZI’L ;€26 est une fonction entiére : ses zéros sont discrets
donc le support de g aussi.

So € supp g et ¢ C®, ¢ = 1 au voisinnage de sy et

supp o N supp g = {So}. Alors g est une distribution d’ordre fini
de support {so} donc vg = > e ckégg) = P, P polynéme.
Mais alors F~'[p] x g = P. Mais F~'[¢] € S et g(x) — 0 quand
v s tandone F- 1ol «xalx) s0et P=0
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