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Ensembles

Dans les quatre premiers exercices, on considére trois parties A, B et C' d’un ensemble E.

Exercice 1
On suppose que AUB=ANC et CUA=CnN B. Montrer que A =B =C.

Exercice 2

1. Montrer les propriétés suivantes :
a) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
b) AU(BNC)=(AuB)N(AUC).
2. On considére les parties X et Y de E définies par

X =ANB)U(BNC)U(CNA) Y:=(AUuB)Nn(BUC)N(CUA).

Montrer que X =Y.

Exercice 3
Montrer 'équivalence suivante : (AUB C AUC et ANBCANC)<«<= BCC.

Exercice 4
Donner les relations entre les ensembles suivants :

1. P(AUB) et P(A) UP(B),
2. P(ANB) et P(A)NP(B),
3. P(Ax B)etP(A) x P(B).

Exercice 5
Soit E un ensemble fini & n éléments, on définit £ = {(4,B) € P(E)?, AUB=E}.

1. a) Rappeler le cardinal de P(FE).
b) Soit A € P(E) de cardinal k. Calculer le cardinal de ’ensemble
Ea={BeP(E), AUB=FE}.

¢) En déduire le cardinal de £.

2. Retrouver le cardinal de £ en utilisant le fait que si deux parties A, B de F vérifient AU B = F, alors
tout élément de E est ou bien dans A \ B, ou bien dans B \ A, ou bien dans AN B.

Exercice 6 Formule du crible
Soient n un entier naturel, n > 4 et Aq,..., A, n parties finies d’un ensemble X.
1. a) Calculer |A; U A2 U As| en fonction des cardinaux des A;, 1 < i < 3 et des cardinaux de leurs
intersections.
b) Calculer |A; U Ag U A3 U Ayl en fonction des cardinaux des A;, 1 < i < 4 et des cardinaux de leurs
intersections.

c¢) Suggérer une formule pour |43 U Ay U---U A,|.

2. On cherche a prouver cette formule. Pour ce faire, on pose E = U}' ; A;. Pour tout entier ¢ € {1,...,n},
1 sizeA;
on note f;(x) = { 0 sinon .
a) Soient x1,...,x, € R. Développer complétement p = (1 — z1)(1 —x2) -+ - (1 — xp,).
b) En considérant la somme Z(l — fi(z))(1 = fa(z)) -+ (1 — fu(z)), démontrer la formule trouvée a
LA D)

la question 1.c.
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Applications

Exercice 7 Partie stable par une application
Soient F un ensemble et f : E — E une application. On note f' = Idg et pour un entier n € N*,
ff"=fo---of.Pour AC Fetn €N, on pose A, = f"(A) et B:UAH.

—

n fois neN

1. Montrer que f(B) C B.

2. Montrer que B est la plus petite partie de E au sens de 'inclusion qui est stable par f et contenant A.

Exercice 8
Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application. Que pensez-vous des affirmations suivantes ?

1.Vx e E,Vy e F, f(x) =y, 5.Yye F,Vx € E, f(z) =y,
2Vre E,JyeF, flr)=uy, 6.Vye F,Ix € E, f(x) =y,
3.3x € E,Yy € F, f(z) =y, 7.3y € F,Vx € E, f(z) =y,
4.3z € E,JyeF, f(z)=uy, 8.dye F,Ix € F, f(x) =y.

Exercice 9
Soient E, F' deux ensembles, f : £ — F une application, (A;);c; une famille de parties de E et (Bj)jeJ une
famille de parties de F.

1. Montrer que f~! UBj :Uf_l(Bj) et 1 ﬂBj :ﬂf_l(Bj)~

JjeJ jeJ jeJ JjeJ
2. Montrer que f (U Ai> = U f(A) et f (ﬂ Ai> C ﬂ f(A).
iel iel iel el

3. Montrer que l'inclusion ci-dessus peut étre stricte.

Exercice 10
Soient X et Y des ensembles. Soient alors A € P(X), B€ P(Y) et f: X — Y une application.

1. Quels liens y a-t-il entre f ( f _1(3)) et B 7?7 Expliciter un exemple ol on n’a pas égalité. Trouver une
condition nécessaire et suffisante sur f pour que ’égalité soit vérifiée.

2. Quels liens y a-t-il entre f~! (f(A)) et A ? Expliciter un exemple ot on n’a pas égalité. La condition « f
est injective » est-elle équivalente au cas d’égalité?

3. Simplifier £ (f~' (f(4))) et f=* (f (f/~1(B))).

Exercice 11 Factorisation d’une application
Soient F, F et G des ensembles.

1. Soient f: F — FE et g : G — E deux applications. Montrer qu’il existe une application h : G — F
tel que foh = g si et seulement si g(G) C f(F). A quelle condition h est-elle unique ?

2. Soient f: E — F et g: E — G deux applications. Montrer qu’il existe une application h : FF — G
telle que h o f = g si et seulement si

Vr,y € B, (f(z) = f(y) = g(z) = g(v)) -

A quelle condition h est-elle unique ?
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