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Feuille de TD n°6

Exercice 1 lemme de Cauchy
Soient G un groupe fini et p un nombre premier tel que p divise #G. Notons X 'ensemble des applications

¢ : Z/pZ — G telles que ¢(1)--- ¢(p) = 1.
En faisant agir le groupe Z/pZ sur X, montrer qu’il existe un élément de G d’ordre p.

Exercice 2
Soient GG un groupe et H un sous-groupe distingué de GG. On suppose H d’ordre 2. Montrer que H est contenu
dans le centre de G.

Exercice 3
Soit G un groupe fini d’ordre pair. En faisant agir le groupe {—1,1} sur G, montrer qu’il existe un élément de

G d’ordre 2.

Exercice 4
Soit m un entier naturel impair. Soit G un groupe d’ordre 2m. On choisit un élément g € G d’ordre 2.

L G — G . .
1. Montrer que 'application o : { est une permutation impaire de G.
r — gx

2. En déduire que G contient un sous-groupe d’indice 2.

Exercice 5 formule de Burnside.
Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini £ de cardinal n > 2. On note k le nombre d’orbites de F
sous I'action de G. Pour tout g € G, on note f(g) le nombre de points fixes de g.

1. En considérant le cardinal de I'ensemble {(g,z) € G x E, g - x = =}, montrer la formule

k= #IGZf(g)-

geG

2. En faisant agir G sur E2, montrer 'inégalité

Exercice 6
Soit n un entier supérieur & 4. Montrer que le centre de A,, est trivial.

Exercice 7
Soit G un groupe.

1. On note Z le centre de G. On suppose que le groupe G/Z est monogéne. Montrer que G est abélien.

2. Soit p un nombre premier. On suppose G d’ordre p?. Montrer que G est abélien.
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