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Test n°2 — correction

Exercice 1

On considére 'équation différentielle y'(x) — 2y(z) = 4 sin(2x) (E1).
1. Donner les solutions de I'équation homogene y/(z) — 2y(x) = 0.
Les solutions de cette équation sont de la forme yo(x) = Ce?* ot C est une constante réelle.
2. Trouver une solution particuliére de (E).
Etant donné la forme du second membre b(z) = 4sin(2x), on cherche une solution particuliére sous
la forme ypart(z) = Asin(2z) + B cos(2x), avec A, B € R & déterminer. Pour ce faire, on calcule

Yhart () = 2A cos(2x) — 2B sin(2z),

par conséquent, Yy () — 2ypart(z) = (=24 — 2B)sin(2z) + (24 — 2B) cos(2x). Comme ypart ()
est solution de (E7), le couple (A, B) est solution du systéme

—2A —-2B =4
24  -2B=0"

donc (A,B) = (—1,—-1) et
ypart(x) = — Sln(2:1}) — COS(2$).

3. Donner toutes les solutions de (Ej), puis déterminer 1'unique solution y de (E) telle que y(0) = 2.
Les solutions de (E7) sont obtenues en additionnant une solution particuliére de (Fj) et une
solution de I’équation homogeéne, donc toute solution de (E7) est de la forme

y(x) = —sin(2z) — cos(2z) + Ce?®.
Si on impose y(0) = 2, alors comme y(0) = —1 + C, cela implique C' = 3 et donc

y(x) = —sin(2z) — cos(2x) + 3e**.

Exercice 2

22

Soit I’équation différentielle y'(z) 4+ xy(z) = e~ 2 (Es).
1. Donner I'équation homogeéne (sans second membre) associée a (Es), la résoudre.
L’équation homogene associée est y'(x) + zy(z) = 0, dont les solutions sont y(z) = Ce™ 2, pour
C eR,car x — 7% est une primitive de a(z) = —=x.
2. En déduire toutes les solutions de (Es).
Pour trouver ces solutions, on applique la méthode de variation de la constante. On suppose ainsi

12
que y(z) = c¢(x)e” 2 est solution de (E»), alors

12 x

N

22

y'(z) = (x)e” 7 —c(x)ze” 2 = (v)e” 7 — zy(x).

N

T

Donc y/(z) + zy(x) = /(x)e” 2, mais y est solution de (F3), donc y/(z) + xy(x) = e~
retrouve ainsi la formule (qu’on pouvait aussi écrire directement)

S

, et on

x

e 2
2

2

C‘\)

N

Douc(z)=az+kounkeR ety(z)=(x+k) e 2.
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Exercice 3
On considére Péquation différentielle 3 (z) — 2y/(z) + y(z) = e* +1 - (422 — 4z + 3) (E3).
1. Donner I’équation homogeéne (sans second membre) associée a (E3), la résoudre.
L’équation homogene associée a (E3) est y”(x) — 2y/'(z) + y(x) = 0. Pour la résoudre, on considére

I’équation caractéristique
A =20+ A=0,

qui admet une racine réelle « double » A = 1.
Les solutions de ’équation homogéne sont donc de la forme

yo(z) = (A + Bzx)e”, ou A, B € R.

2. Montrer que f(z) = e” +! est solution particuliére de I'équation différentielle (Es).

La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x,
f(x) =2x- et
Ainsi, la fonction f est dérivable sur R et pour tout réel z,
(z) = 271 4 gp2e®’H1 = "1 (422 +2).
Par conséquent,

f"(z) = 2f'(x) + f(z) = R (422 +2 -4z +1) = et (422 — 4z + 3),

ce qui montre que f est une solution de (E3).
Remarque. Cela implique que les solutions de (E3) sont

y(z) = e 4 (A+ Bz) - €", ou A,B €R.
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