Master MIMSE - Année 2

Optimisation 2

Optimisation sans contraintes - (R)appels



Fonctions a une variable

e On veut optimiser une fonctioi : |/ — R sur un espace
X CR.

e X est un intervalle ou une collection d’'intervalles.
e On suppose qu¢ est dérivable sur I'intérieur d& .
e L'optimum est soit sur une borne d’un des intervalles,

e Soit en un pointt de I'intérieur deX vérifiant :
f' (&) = 0.
e Side plusf est deux fois dérivable,

— f”(&) > 0 implique un minimum local,
— f”(&) < 0 implique un maximum local.

e S’il y a des points deX ou f n’est pas dérivable, ils peuvent
étre optimaux.
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Fonctions a une variable - Méthode de Newton

e Ne donne qu’un optimum local : information locale2sultat
local.

e Pour avoir un optimum global, il faut des informations glob-
ales : convexité.

e Résoudref’/(x) = 0 n’est généralement pas facile, méme
pour des polynémes.

e Pas d’écriture analytique.

e On peut calculer de fagon approchée une solutiofi’de) =
0 par la méthode de Newton :

_ I (zn)
f”(wn),

e Partir d’'un point initialxo pas trop loin de la solution !

Ln+1 — Ln



Fonctions a plusieurs variables

e Conditions analogues au cas a une variable, mais qui font ap-
pel aux dérivées partielles et aux gradient.

e Optimums toujours éventuellement présents a la frontiere d
X.

e SOitx = (X1y...,%n).

o Si gmfi(w) existe pour toutr et toutz,

e Si f aun extremum local et dans I'intérieur deX,

o () = 0 Vi

e Ou encoreV f(z) = 0.

e Alors

e Si f est deux fois dzifférentiable, soW?2f sa matrice hessi-
. o%f
enne (matrice dem).

e SiV2f(&) = O (toutes ses valeurs propres > 0) alors mini-
mum local,

e Si—V2f(2) > 0 alors maximum local.

e En géneéral, ni I'un ni l'autre point-selle !



Fonctions a plusieurs variables -
Méethode de Newton-Raphson

e Les mémes remarques que précédemment s’appliquent :

— Résultats seulement locaux,
— Difficultés arésoudr& f = 0
— En plus, systeme de équations & inconnues.

e On peut toujours calculer de facon approchée une solution de
V f(x) = 0 par la méthode de Newton-Raphson :

Ln+1 = Ln — [sz(a:n)]_IVf(a:n),

e Attention ! Il faut pouvoir calculer I'inverse d&2 f en tous
les points !

o Attention (bis) ! Le conditionnement d&?2 f peut causer des
erreurs de calcul qui se répercutent.
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Fonctions a plusieurs variables - Convexité

e Onditqu’un espac# est convexe si pour toute paire de points
x,ydeS ettoutd < a < 1, le pointax + (1 —a)y € S.

e Le segmenifx, y] C S.

e Une fonctionf définie surS convexe est convexe si pour toute
paire de points, y de S et tout0 < a < 1,

flaz + (1 - a)y) < af(z) + (1 — a)f(y).
e De plus,
f(x) — fly) > Vi) (= —y).

e La courbe def est en-dessous de ses cordes et au-dessus de
ses tangentes.

e Si f est convexe suX convexe et sit est un minimum local
de f alorsx est un minimum global d¢.

e Si f est concave suk convexe et si: est un maximum local
de f alorsx est un maximum global dg.

e SivVz V2f(x) > 0alorsf est convexe.



Cas d’'une fonction quadratique

e On considére le cas d’une fonction quadratifife) = > a;x?+
Z z QLT -+ Z bzazz + c.
e On veut minimiserf surR™.

e On peut écriref sous la forme
1
f(x) = EwTAa: +bvlz+c
avecA;; = 2a; etA,;j = Ajz' = Qj;j.
e Vf=Ax+b.
o V2f = A.

e Si A > 0 alors f admet un minimum unique au poimat =
— A7 1b.

e Sinon, pas de minimum (peut partiaoo) en géenéral.



Algorithmes de descente

e Pour trouver un minimum local d¢ quelconque, on a des
algorithmes de descente.

e Principe :

1. Point initial xy.

2. Trouver une direction de descerde une direction telle
qued?’V f(x,) < 0.

3. Eventuellement calculer un pas de descente

4. xp11 = Ty + pd.
5. SiV f(xnt1) # O réitérer.

e p peut étre fixe, maip petit : convergence longue,grand :
risque de diverger.

e p décroissant selon un schéma donné.

e p obtenu par recherche linéaire.



Recherche linéaire

e But : Minimiser selorp la fonction f (x,, + pd).

e Approche 1 : exprimet(p) = f(x, + pd) et optimiserep.
On doit tout recalculer quand on changg, risques d’erreur,
difficultés a programmer.

e Approche 2 : il existe des méthodes pour optimigés,, +
pd) sans avoir a I'exprimer explicitement, par reduction céivalles.

e On supposeb unimodale : elle décroit jusqu’g* puis elle
recroit.

e Méthode de Fibonacci :
si=a;+ (bj —a;))An_i/Ania_;
5 =a; + (b —a;)Api1—i/Anta—;
avec lesA; les éléments de la suite de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,...
e On évalue aux points; et 5; et on réduit I'intervalle.

e Méthode de la section dorée : on approche les points préce-
dents avec la formule :

3 —+5
2

V5 —1
2

si = a; + (b; — a;)

§i = a; + (b — a;)
e Approche 3 : Théoreme fondamental :

Vf(x, + p*d)Td = 0.
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Algorithme de plus forte pente

e On montre que la direction de descente qui fait décroitre le
plus vite f (x,, + pd) est

e Algo tres basique.

e En pratique, convergence pas toujours tres bonne : voir exem
ple graphique.

e Silesz,, convergent verg* et quef estC'! sur un voisinage
dex* alorsx* est un minimum local pouf.

e Algo du gradient acceélére : on fait plusieurs itérations ta+ g
dient, et le résultat nous donne la “vraie” direction de exche.
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Algorithmes de quasi-Newton

e Newton-Raphson : amélioration du gradient (tient compte de
la géomeétrie). Optimise instantanément des fonctionsrguad
tiques.

e En général, on 'améliore en introduisant un pas

e Difficultés calculatoires : on approche la méthode (Quasi-
Newton).

e EX. Davidon-Fletcher-Powell

1. H, = I, x, pointinitial.
2. Itérationk :
(@) dr, = —Hygy (on notegy, = V f(xyk))
(b) Trouverp*
(C) ok = p*dy
(d) Tpy1 = + Ok
(€) Y& = Grk+1 — Gk
(f) Hi1 = Hy + Ay + By avecAy, = ooy /o vk
et By = Hyviyl Hy/vE Hyys
(g) Cas d’arrét ? Sinon réitérer.



