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Master MIMSE - Année 2

Optimisation Quadratique

Optimisation quadratique sans contraintes
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Optimisation quadratique

• Fonction quadratique = polynôme de degré 2,

• On veut
min f(x)

s.c. gk(x) ≥ 0, ∀k

x ∈ X ⊆ ℜn.

• Intérêt ?

– Modélisation de certains problèmes est déjà de degré 2
(par ex. en optimisation stochastique)

– Contient la Programmation Linéaire

– Mais est bien plus riche...

– ...et en tout cas plus difficile...

– Contient la PLNE (x ∈ {0, 1} ↔ x2 − x = 0)

– Problèmes d’identification de paramètres : moindres car-
rés

– En finance : matrice de covariance des risques SDP, prob-
lèmes d’optimisation associés quadratiques

– Méthodes utilisables pour des fonctions même non quadra-
tiques.
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Fonctions quadratiques à une variable

• On veut optimiser une fonctionf : ℜ → ℜ sur un espace
X ⊆ ℜ.

• X est un intervalle ou une collection d’intervalles.

• On suppose quef est quadratique : c’est un polymôme de
degré au plus 2.

• f est indéfiniment dérivableX, mais de toute façonf (3) = 0.

• L’optimum est soit sur une borne d’un des intervalles,

• soit en un point̂x de l’intérieur deX vérifiant :

f ′(x̂) = 0.

• De plus commef est deux fois dérivable,

– f ′′(x̂) > 0 implique un minimum local,

– f ′′(x̂) < 0 implique un maximum local.
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Application aux fonctions quadratiques

• Pourf(x) = ax2 + bx + c,

• f ′(x) = 2ax + b

• etf ′′(x) = 2a.

• a > 0 entraîne

f admet un minimum en̂x = − b
2a

si c’est dansX,

• ou au point deX le plus proche dêx.

• a < 0 entraîne

f admet un minimum en un des points extrèmes deX.
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Fonctions à plusieurs variables

• Conditions analogues au cas à une variable, mais qui font ap-
pel aux dérivées partielles et aux gradient.

• Optimums toujours éventuellement présents à la frontière de
X.

• Soitx = (x1, . . . , xn).

• Si f quadratique,∂f
∂xi

(x) existe pour toutx et touti.

• ∇f(x) = ( ∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂x2

)(x) gradient def enx.

• Si f a un extremum local en̂x dans l’intérieur deX,

• Alors ∂f
∂xi

(x̂) = 0 ∀i

• Ou encore∇f(x̂) = 0.

• f est deux fois différentiable,

• Soit∇2f sa matrice hessienne (matrice des∂
2f

∂xi∂xj
).

• Si ∇2f(x̂) ≻ 0 (toutes ses valeurs propres > 0) alors mini-
mum local,

• Si −∇2f(x̂) ≻ 0 alors maximum local.

• En général, ni l’un ni l’autre :point-selle !
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Fonctions à plusieurs variables - Convexité

• On dit qu’un espaceS est convexe si

– pour toute paire de pointsx, y deS

– et tout0 ≤ α ≤ 1,

– le pointαx + (1 − α)y ∈ S.

• Le segment[x, y] ⊂ S.

• Une fonctionf définie surS convexe est convexe si pour toute
paire de pointsx, y deS et tout0 ≤ α ≤ 1,

f(αx + (1 − α)y) ≤ αf(x) + (1 − α)f(y).

• De plus,

f(x) − f(y) ≥ ∇f(x)T (x − y).

• La courbe def est en-dessous de ses cordes et au-dessus de
ses tangentes/plans tangents.

• Si f est convexe surX convexe et sîx est un minimum local
def alorsx̂ est un minimum global def .

• Si f est concave surX convexe et sîx est un maximum local
def alorsx̂ est un maximum global def .

• Si ∀x ∇2f(x) ≻ 0 alorsf est convexe.

• f convexe ssi(−f) est concave.
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Matrices définies positives
et semi-définies positives

• On considère une matriceM carrée et symétrique, de taille
n × n.

• M est semidéfinie positive, notéM � 0

ssi∀u ∈ ℜn

uTMu ≥ 0.

• SoientSp(M) = {λ1; . . . ; λn} l’ensemble des valeurs
propres deM .

• M symétrique entraîneSp(M) ⊂ ℜ.

• M SDP ssiSp(M) ⊂ ℜ+.

• Toutes les valeurs propres doivent être≥ 0.

• (Th. de Gram )

M � 0 ⇔ ∃U t.q M = UTU.

• M ≻ 0 (“définie positive”) ssi

• ∀u ∈ ℜn, uT Mu > 0

• ou encoreSp(M) ⊂ ℜ+∗.

• alorsTr(M) > 0 etdet(M̂) > 0

• (Lemme de Schur)










k bT

b M











≻ 0 ssik > 0 etM − 1

k
bbT ≻ 0.
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Cas d’une fonction quadratique surℜn -1-

• On considère le cas d’une fonction quadratique

f(x) =
∑

aix
2
i +

∑ ∑

aijxixj +
∑

bixi + c.

• On veut minimiserf surℜn.

• On peut écriref sous la forme

f(x) =
1

2
xTAx + bTx + c

avecAii = 2ai etAij = Aji = aij.

• ∇f = Ax + b.

• ∇2f = A.

Si A ≻ 0

• alorsf strictement convexe,

• f admet un minimum unique au pointx∗ = −A−1b annulant
le gradient.

• f(x∗) = 1
2
bTA−1b + c.
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Cas d’une fonction quadratique surℜn -2-

Si A 6� 0

• alorsf pas convexe,

• il existe une valeur propreλ < 0

• si u est le vecteur propre associé,

• f(tu) −→ −∞
• f n’admet pas de minimum !!

Si A � 0 et detA = 0

• Il faut regarder sikerA est un s.e.v. deV ect{b}T !

• Si oui, il existe un minimum,

• Sinon il existeu tel quef(tu) −→ −∞.
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Autour du calcul exact...

• On a l’écriture exacte de l’optimum, le cours est fini alors... ?

• Il faut voir si ∇2f est ou non défini positif,

• Résoudre un système den équations àn inconnues, ou

• Inverser une matricen × n.

• Matrice des co-déterminants : hyperlourd

• Pivot : OK, mais

• le mauvais conditionnement de∇2f peut causer des erreurs
de calcul qui se répercutent

• Si (λmax − λmin)/λmin est grand.

• Difficile si problème de grande taille.

• On peut chercher à s’approcher de l’optimum dans calculer
A−1.
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Algorithmes de descente

• Pour trouver un minimum local def quelconque, on a des
algorithmes de descente.

• Principe :

1. Point initialx0.

2. Trouver une direction de descented : une direction telle
quedT∇f(xn) < 0.

3. Eventuellement calculer un pas de descenteρ.

4. xn+1 = xn + ρd.

5. Si∇f(xn+1) 6= 0 réitérer.

• ρ peut être fixe, maisρ petit : convergence longue,ρ grand :
risque de diverger.

• ρ décroissant selon un schéma donné.

• ρ obtenu par recherche linéaire “le meilleurρ le long de cette
direction”.
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Recherche linéaire

• But : Minimiser selonρ la fonctionf(xn + ρd).

• Approche 1 : exprimerφ(ρ) = f(xn + ρd) et optimiserφ.
On doit tout recalculer quand on changexn, risques d’erreur,
difficultés à programmer.

• Approche 2 : il existe des méthodes pour optimiserf(xn +

ρd) sans avoir à l’exprimer explicitement, par réduction d’intervalles.

• On supposeφ unimodale : elle décroît jusqu’àρ∗ puis elle
recroît.

• Méthode de Fibonacci :

si = ai + (bi − ai)An−i/An+2−i

s̄i = ai + (bi − ai)An+1−i/An+2−i

avec lesAi les éléments de la suite de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,...

• On évalue aux pointssi et s̄i et on réduit l’intervalle.

• Méthode de la section dorée : on approche les points précé-
dents avec la formule :

si = ai + (bi − ai)
3 −

√
5

2

s̄i = ai + (bi − ai)

√
5 − 1

2

• Approche 3 : Théorème fondamental :

∇f(xn + ρ∗d)T d = 0.
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Algorithme de plus forte pente

• On montre que la direction de descente qui fait décroître le
plus vitef(xn + ρd) est

d = −∇f(xn).

• Algo très basique.

• En pratique, convergence pas toujours très bonne.

• Si lesxn convergent versx∗ et quef estC1 sur un voisinage
dex∗ alorsx∗ est un minimum local pourf .

• Donc pourf quadratique convexe, le minimum global.
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Gradient accéléré

• En pratique, convergence du gradient pas toujours très bonne
: présence de “crète”, phénomène de “zigzag” : voir exemple
graphique.

• Algo du gradient accéléré :

– Point courantxn. On posey0 = xn

– on fait plusieurs itérations du gradient :y1 . . . yp,

– On posedn = yp − y0 la “vraie” direction de recherche.

– xn+1 = xn + ρdn etc.
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Méthode de Newton-Raphson

• On peut aussi calculer de façon approchée une solution de
∇f(x) = 0 par la méthode de Newton-Raphson :

x1, xn+1 = xn − [∇2f(xn)]
−1∇f(xn),

• Vient du développement de Taylor à l’ordre 1 de∇f .

• f non quadratique : on approche (localement) par une fonc-
tion quadratique.

• On peut introduire un pas de rechercheρ.

• f quadratique :x2 est toujours optimal !

• Attention ! Il faut pouvoir calculer l’inverse de∇2f (condi-
tionnement de∇2f , erreurs de calcul...)
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Algorithmes de quasi-Newton

• Difficultés calculatoires : on approche la méthode (Quasi-
Newton).

• Ex. Davidon-Fletcher-Powell (59)

1. H1 = I, x1 point initial.

2. Itérationk :

(a) dk = −Hkgk (on notegk = ∇f(xk))

(b) Trouverρ∗

(c) σk = ρ∗dk

(d) xk+1 = xk + σk

(e) γk = gk+1 − gk

(f) Hk+1 = Hk + Ak + Bk avecAk = σkσ
T
k /σT

k γk

etBk = Hkγkγ
T
k Hk/γT

k Hkγk

(g) Cas d’arrêt ? Sinon réitérer.
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Remarques sur DFP

• Stabilité

On dit que la méthode eststable si la valeur def diminue à
chaque itération.

• On montre que DFP est stable siHk ≻ 0 pour toutk,

• Par récurrence, on montre que c’est OK.

• Terminaison quadratique On dit que la méthode a lapro-
priété de terminaison quadratiquesi elle atteint l’optimum
exact en un nombre fini d’opérations.

• On montre c’est vrai si

– arithmétique exacte,

– recherche linéaire exacte.

• En faitHn+1 = (∇2f)−1.

• En fait
∑

Ak = (∇2f)−1

• Ak etBk de rang 1 : “méthode de rang 1”.
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DFP complémentaire

• BFGS : Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (70)

1. H1 = I, x1 point initial.

2. Itérationk : On fait

Hk+1 = (I −
σkγ

T
k

γT
k σk

)Hk(I −
γkσ

T
k

γT
k σk

) +
σkσ

T
k

γT
k σk

.

• Méthode de rang 2

• Mêmes propriétés que DFP

• En plus, la norme de l’erreur d’une certaine matrice est réduite
à chaque itération

• Evite une tendance deHk à devenir singulière dans DFP.
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Gradients conjugués

• Directions conjuguées par rapport àH : pT Hq = 0.

• Dans un algo de descente, si on utilise des directions con-
juguées, les points successifs minimisent aussi la fonction dans
les directions précédemment utilisées.

• Algo de Fletcher-Reeves

1. d1 = −∇f(x1)

2. dk+1 = −∇f(xk+1)+
∑

r≤k ||∇f(xk+1)||2/||∇f(xk)||2dr.

• Mêmes propriétés que DFP

• En fait : les trois méthodes donnent les mêmes points,

• BFGS plus stable que DFP,

• DFP formule plus simple que BFGS,

• gradients conjugués : on n’utilise que des vecteurs, pas des
matrices !


