Master MIMSE - Année 2

Optimisation Quadratique

Optimisation quadratique sans contraintes



Optimisation quadratigue

e Fonction quadratique = polynéme de degré 2,

e On veut
min f(x)
s.c. gip(x) > 0, Vk
re X CR"
e INntérét ?

— Modélisation de certains problemes est déja de degré 2
(par ex. en optimisation stochastique)

— Contient la Programmation Linéaire

— Mais est bien plus riche...

— ...et en tout cas plus difficile...

— ContientlaPLNE£ € {0,1} < 2 — = = 0)

— Problemes d’identification de parametres : moindres car-
res

— En finance : matrice de covariance des risques SDP, prob-
lemes d’optimisation associés quadratiques

— Méthodes utilisables pour des fonctions méme non quadra-
tiques.



Fonctions quadratigues a une variable

e On veut optimiser une fonctioi : | — R sur un espace
X C R

e X est un intervalle ou une collection d’intervalles.

e On suppose qug est quadratique : c’est un polymbéme de
degré au plus 2.

e f estindéfiniment dérivablX , mais de toute facoyi® = 0.
e L'optimum est soit sur une borne d’un des intervalles,

e SOit en un pointt de I'intérieur deX vérifiant :
f (&) = 0.
e De plus commef est deux fois dérivable,

— f”(&) > 0 implique un minimum local,
— f"”(&) < 0 implique un maximum local.



Application aux fonctions quadratiques

e Pourf(x) = ax?® + bx + c,
o f'(x) =2ax+b
o et f'(x) = 2a.

e a > 0 entraine
f admet un minimum et = —% si c'est dansX,

e OU au point deX le plus proche dé:.

e a < 0 entraine
f admet un minimum en un des points extremesXde



Fonctions a plusieurs variables

e Conditions analogues au cas a une variable, mais qui font ap-
pel aux dérivées partielles et aux gradient.

e Optimums toujours éventuellement présents a la frontiere d
X.

e SOitx = (X1y...,%n).

eSif quadrathue (w) existe pour toutr et touts.
e Vf(x) = (aw1 ..,8—m)(m) gradient def en.
e Si f a un extremum local et dans I'intérieur deX,

o Alors 2L (&) = 0 Vi

e Ou encoreV f(z) = 0.
e f est deux fois différentiable,

e Soit V2 f sa matrice hessienne (matrice %gsz%)
]

e SiV2f(&) = O (toutes ses valeurs propres > 0) alors mini-
mum local,

e Si—V2f(2) > 0 alors maximum local.

e En géneéral, ni I'un ni l'autre point-selle !
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Fonctions a plusieurs variables - Convexité

e On dit qu'un espac& est convexe Si

— pour toute paire de points, y de S
—ettout0 < a <1,
—le pointax 4+ (1 — )y € S.

e Le segmenjx, y] C S.

e Une fonctionf définie surS convexe est convexe si pour toute
paire de points, y de S et tout0 < a < 1,

flaz + (1 — a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).
e De plus,
f(x) = f(y) > V(@) (= —y).
e La courbe def est en-dessous de ses cordes et au-dessus de

ses tangentes/plans tangents.

e Si f est convexe suX convexe et si est un minimum local
de f alorsa est un minimum global d¢.

e Si f est concave suk convexe et si: est un maximum local
de f alorsa est un maximum global dé.

e SiVx V?f(x) >~ 0alorsf est convexe.

e f convexe ss(— f) est concave.



Matrices définies positives
et semi-définies positives

e On considere une matric®f carrée et symetrique, de taille
n X n.

e M est semidéfinie positive, nofel > 0

ssiVu € R
uf Mu > 0.
e SoientSp(M) = {A1;...;A,} 'ensemble des valeurs
propres deM .

e M symétrique entrain8p(M) C R.
e M SDP ssiSp(M) C RT.
e Toutes les valeurs propres doivent &treD.
e (Th. de Gram)
M>0<3UtqM =UTU.

e M > 0 (“définie positive”) ssi
o Vu € R, u'Mu >0
e Ou encoreSp(M) C RT*.

o alorsTr(M) > 0 etdet(M) > 0
e (Lemme de Schur)
k| bT

. |
bl M >-OSSIk>OetM—Ebb > 0.
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Cas d’'une fonction quadratique surR™ -1-

e On considere le cas d’'une fonction quadratique

f(x) = Z aia:f + Z Z a;;T;T; + Z b;x; + c.

e On veut minimiserf surR™.

e On peut écriref sous la forme
1
f(x) = §£UTACB +blz+c
avecA;;, = 2a; EtAij = Aji = Qjj .
e Vf = Ax +b.
o Vif = A.

SIA>0
e alors f strictement convexe,

e f admet un minimum unigue au poiat = — A~1bannulant
le gradient.

o f(z*) =3bTA7 b+ c.
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Cas d’'une fonction quadratique surR™ -2-

SIA¥O

e alors f pas convexe,

e il existe une valeur propra < 0

e Siu estle vecteur propre associe,
 f(tu) — —o0

e f n'admet pas de minimum !!

SiA>OetdetA =0
e Il faut regarder sker A estun s.e.v. d& ect{b}* !
e Sioui, il existe un minimum,

e Sinon il existeu tel que f(tu) — —oo.
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Autour du calcul exact...

e On a I'écriture exacte de I'optimum, le cours est fini alorg..
e |l faut voir si V2 f est ou non défini positif,

e Résoudre un systeme @eéquations a inconnues, ou

e Inverser une matricea X n.

e Matrice des co-déterminants : hyperlourd

e Pivot : OK, mais

e le mauvais conditionnement d&2 f peut causer des erreurs
de calcul qui se répercutent

e Si (Amaz — Amin)/Amin €St grand.
e Difficile si probleme de grande taille.

e On peut chercher a s’approcher de I'optimum dans calculer
AL
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Algorithmes de descente

e Pour trouver un minimum local d¢ quelconque, on a des
algorithmes de descente.

e Principe :

1. Point initialxy.

2. Trouver une direction de descerde une direction telle
qued?’V f(x,) < 0.

3. Eventuellement calculer un pas de descente
4. ¢p11 = T, + pd.
5. SIiV f(xns1) # O réitérer.

e p peut étre fixe, maip petit : convergence longue,grand :
risque de diverger.

e p décroissant selon un schéma donné.

e p obtenu par recherche linéaire “le meilleuie long de cette
direction”.
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Recherche linéaire

e But : Minimiser selorp la fonction f (x,, + pd).

e Approche 1: exprimerg(p) = f(x, + pd) et optimiserp.
On doit tout recalculer quand on changg, risques d’erreur,
difficultés a programmer.

e Approche 2 : il existe des méthodes pour optimisgfx,, +
pd) sans avoir a I'exprimer explicitement, par reduction céivalles.

e On supposeb unimodale : elle décroit jusqu’g* puis elle
recroit.

e Méthode de Fibonacci :
si=a;+ (bj —a;))An_i/Ania_;
5 =a; + (b —a;)Api1—i/Anta—;
avec lesA; les éléments de la suite de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,...
e On évalue aux points; et s; et on réduit I'intervalle.

e Méthode de la section dorée : on approche les points préce-
dents avec la formule :

3 —+5
2

V5 —1
2

si = a; + (b; — a;)

§i = a; + (b — a;)
e Approche 3 : Théoreme fondamental :

Vf(x, + p*d)fd = 0.
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Algorithme de plus forte pente

e On montre que la direction de descente qui fait décroitre le
plus vite f (x,, + pd) est

e Algo tres basique.
e En pratique, convergence pas toujours tres bonne.

e Silesz, convergent verg* et quef estC! sur un voisinage
dex* alorsx* est un minimum local pouf.

e Donc pourf quadratique convexe, le minimum global.
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V4 Vd

Gradient accéléeré

e En pratique, convergence du gradient pas toujours tresébonn
. présence de “crete”, phénomene de “zigzag” : voir exemple
graphique.

e Algo du gradient accéléré :
— Point courante,,. On poseyy = x,,

— on fait plusieurs itérations du gradieny; . . . y,,
— On posed,, = y, — yo la “vraie” direction de recherche.

— Tpi1 = x, + pd, etc.
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Methode de Newton-Raphson

e On peut aussi calculer de facon approchée une solution de
V f(x) = 0 par la méthode de Newton-Raphson :

L1y py1 — T — [V2f(wn)]_1vf(wn)7

e Vient du développement de Taylor a I'ordre 1 Wef.

e f non quadratique : on approche (localement) par une fonc-
tion quadratique.

e On peut introduire un pas de recherghe
e f quadratique x- est toujours optimal !

e Attention ! Il faut pouvoir calculer I'inverse d&2 f (condi-
tionnement d&vV?2 f, erreurs de calcul...)
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Algorithmes de quasi-Newton

e Difficultés calculatoires : on approche la méthode (Quasi-
Newton).

e Ex. Davidon-Fletcher-Powell (59)

1. H, = I, x; pointinitial.
2. Iltérationk :
(@) dp, = —Hygy, (on noteg, = V f(xk))
(b) Trouverp*
(C) ok = p*dy
(d) Tpy1 = xr + ok
(€) Y& = Grk+1 — Gk
() Hyyy = Hp + Ay + By avecA, = a'ka;f/a';f'yk
et B, = Hyyivi Hi/vi Hive
(g) Cas d’arrét ? Sinon réiterer.
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Remarques sur DFP

e Stabilité

On dit que la méthode estable si la valeur def diminue a
chaque itération.

e On montre que DFP est stableH}, > 0 pour toutk,
e Par récurrence, on montre que c’est OK.

e Terminaison quadratique On dit que la méthode a laro-
prieté de terminaison quadratiquei elle atteint I'optimum
exact en un nombre fini d’opérations.

e On montre c’est vrai Si

— arithmétique exacte,
— recherche linéaire exacte.

e En faitHn+1 = (V2f)_1.
e Enfait” A, = (V2f)~1
e A, etB;derangl: “méthode derang 1”.
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DFP complementaire

e BFGS : Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (70)

1. H, = I, =, pointinitial.
2. Itérationk : On fait

T T T

Ok~ YO OO0
Hy = (I — —2)H(I — == —=
Vi Ok Vi Ok YOk

e Méthode de rang 2
e Mémes propriétés que DFP

e Enplus, lanorme de I'erreur d’'une certaine matrice estitédu
a chaque itération

e Evite une tendance dH, a devenir singuliere dans DFP.



19

Gradients conjugués

e Directions conjuguées par rapporfh: p" Hq = 0.

e Dans un algo de descente, si on utilise des directions con-
juguées, les points successifs minimisent aussi la fomdms
les directions précédemment utilisées.

e Algo de Fletcher-Reeves
1.dy = =V f(x)
2. dp1 = =V f(@r1)+2 < IV F (@) [P/ V f () |12y
e Mémes propriétés que DFP
e En fait : les trois méthodes donnent les mémes points,
e BFGS plus stable que DFP,
e DFP formule plus simple que BFGS,

e gradients conjugués : on n'utilise que des vecteurs, pas des
matrices !



