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Optimisation Quadratique

Optimisation quadratique avec contraintes

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker
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Optimisation quadratigue sous contraintes

e On veut

min f(x)

s.c. gj(x) <0,Vy=1,...,p
hi(x) =0,:=1,...,m
x € R".

avecf etgy linéaires et/ou quadratiques,
e donce™.
e On cherche s’il existe une soluti@malytique

e C'est-a-dire des conditions nécessaires et/ou suffisguues
caractériser un point optimal.

e Analogie avecV f(x*) = 0.

e Conditions locales (voisinage de)

e donc optimum (ou non) local.

e Karush : these de Master, 1939,

e Kuhn-Tucker : “Nonlinear Programming”, 1951

e Origine : Lagrange, 1761.



Solution dans l'intérieur

e Siun optimumz est dans l'intérieur de I'espace des solutions,

e aucune contrainte d'inegalité n’esttive:
Vk, gk(i) >0

e les conditions ent sont les mémes que pour I'optmisation
sans contraintes.

e I peut s’obtenir numériquement par les méthodes d’optinaisat
sans contraintes.



Contraintes d’égalité

e Conditions de Lagrange (1761Yhéoreme :
e Six est un mimimum local d¢
e SOUS les contraintds; = 0 (pourz = 1,...,m)
e et silesVh,;(x) sont linéairement indépendants
e alorsil existeA = (Aq, ..., \) tels que
Vf(x)+ i AiVh;(x) = 0.
=1

e Indépendance de€ h; (&) entraine I'unicité de\.



Interprétation geometrique

e Appelons
T(z) = {d|Vhi(Z)'d = 0}

e Ensemble des directions tangenteS anz,

e = + T'(x) espace affine tangent®enz,

e approximation au premier ordre d&eau voisinage de.
e SiVf(z)Td < 0pourund € T (),

e “direction de descente” dars(x),

e 'approximation au premier ordre d&au voisinage (approché)
deZ n’est pas optimisée,

e T Ne peut étre optimum.

e cf. la relation fondamentale de la recherche linéaire en di-
mension 1.



Interprétation analytique

e On appellelagrangien associé au probleme d’optimisation
de f sous les contraintds;

L(z,A) = f(z) + _Z Aihi(x)

e Pourx faisable, pour toul, L(z, A) = f(x)
e (C’est équivalent d’optimisef et L(., \)).
e Condition :V,L(Z, ) = 0.

e De plusV,L(Z,A) = (hi(Z),...,h,,(Z)) = 0 pourz
faisable,

e doUVL(Z,\) = 0.

e Extension duV f = 0 du cas sans contraintes au cas avec
contraintes.

e Attention! en généra(z, \) n’est pas un optimum,

e mais plutot un point-selle !



Utilisation du théoreme

e Onaaresoudre:
V@) + X AiVhi(@) = 0

hi(x) =0

hn(Z) =0
e Pas de condition sur les signes des
e m + mn équations an + n inconnues,
e pas nécessairement linéaireskgiquadratique...)
e ne pas oublieN h; linéairement indépendants
e “condition de régularité de Lagrange”

e Condition nécessaire, pas suffisante en général.



Un cas particulier guadratique

e Un cas important ou les conditions sont suffisantes :
e f quadratique convexe
e eth; linéaires (affines)
e Onveut:
min %wTAa: +bTx + ¢
s.c. Hx =d
xr € R".

e On supposed > 0 et H de rangm(< n)

e donc lesV h; sont linéairement indépendants.

e Si enz il existe X tel que les conditions de Lagrange sont
vérifiées,

e alorsz estun minimum global d¢ sous les contraintds; (x) =
b;.

e On peut trouver explicitement, Ax).

eOnaHxz =detAx +b+ HT'X = 0.

e En utilisant qued estinversible eten posat = (HA1HT)™!
(inverse d’une matrice définie positive), on obtient :

T=ATH"B(HA 'b+d)— A~ 'b

et
X=—B(HA'b+ d).



Avec des contraintes d’'inegalité

e On a maintenant les contraintes sous la forme
gi(x) <0, 3=1,...,p.
e Soitx faisable, par exemple sur la frontiere du domaine,
e on poseJ () = {jlg;(z) = 0}
e ensemble des indices des contrairgesves

e Pour les autreg on ag;(x) < 0 sur tout un voisinage o
donc ne joue aucun réle.

e Théoreme

e Si & est un minimum local def sur &, alors il existe des
fZ0; f15 - - - 5 fTp tElS que
1 @V F(Z) + Y8, aiVg; (@) =0,
2. @t; = 0pourtouty > 0
3. rjg;i(&) = 0 pour touty > 1.
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Remarques

e Le fait quegry peut étre égal a 0 est un vrai probleme.

e Side plus(QC) : il existed tel queVg;(z)Td < 0 pour
touty € J(&), alors (“qualification des contraintes”) :

e 1y > 0 et on peut donc reformuler :
1. V(@) + Y7, 1 Vg;(Z) = 0.
e Signe degy; important,
e “multiplicateurs positivement homogéenes”
e La 3eme condition equivaut gz; = 0 V3 ¢ J(Z).

e “qualification des contraintes” : il doit exister une dinect
pointant a I'intérieur du cone convexe quijoue le réle damble
tangent aS enz,

e OU encore : lesVg;(Z), 7 € J(&) sont linéairement in-
dépendants “de facon positivement homogene”.

e Conditions nécessaires, pas suffisantes dans le cas général

o suffisantes sif et lesg; sont convexes ! (optimum global
alors).
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Cas général

e Conditions de Karush-Kuhn-Tucker
e Six est un minimum local d¢f surS,
e Si des conditions de qualifications de contraintes sont véri

fiees,
o alors il existehy, . . ., A, [, - - - 5 f3, tElS que

1 gV (@) + 20, MVhi(@) + 38, piVg;(z) = 0,
2. @t; > 0pourtouty > 0
3. rjg;i(&) = 0 pour touty > 1.

e Qualification des contraintes :
1. Il existed tel queV h;(Z)Td = 0 pour tout:
2. etVg,(z)Td < 0 pourtouty € J(x) et
3. lesVh;(x) sont linéairement indépendants.
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Remarques

e Résoudre les conditions de KKT : résoudre un systeme-fe
m+p équations &+m+p inconnues. Aveg:;g;(x) = 0,
séparer en 2 cas (doRé€ cas).

e Les)\; et lesyr; sont appeléémultiplicateurs de Lagrange”

e On peut définir le lagrangien associé au probleme :
m p
LA p) = f(@) + ) Nihi(@) + ) pig;().
i=1 j=1

e AlorsonaVL(Z, \, i) = 0.
e Enfaita(, ix) fixés,Z minimiseL,
e et az fixé (A, 1) maximise le lagrangien.

e Siinegalité avec un second memigtgx) < b; on adansle
lagrangienu;(g;(x) — b;).

o Alors p; = —% . b; est le bénéfice de relacher de 1 la
. . J o, . , . T
contrainte (“interprétation économique des multipliceisde

Lagrange”).

e || existe une multitude de conditions de qualification des-co
traintes. On peut par exemple demander que (c’est plus fort)

lesVh;(Z), Vg;(Z), 7 € J(Z) sontlinéairement indépendants.



Cas particulier guadratique

e On veut
min f(x)
s.c. gi(x) <0,Vy=1,...,p
hi(x) =0,:=1,...,m
xr € R".
avec

e f quadratique convexe,
e g; quadratiques convexes,

e h; affines :h;(x) = afw — e;.

13

e Alors, les conditions de KKT sont toujours suffisantes pour

gueZ soit un minimum sous contraintes.
e Si QC, conditions nécessaires et suffisantes.

e “KKT convexe”

e Condition de Slater (entraine la qualification des contessi):

1. lesa; sont linéairement indépendants,

2. il existe un point a l'intérieur d& : x tel queh;(x) = 0

etgj(a:) < 0.
e Conditions QC indépendantes aé
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Conditions de minimalité du 2nd ordre

Conditions nécessaires
Siz est un minimum local et si QC tient ar) alors il existe des
\ et i tels que

e V.L(Z,\, i) =0

* 1;g;(Z) =0, Vj

e dTV2 L(Z, A, i)d > 0 pour toutd tel que
— Vh;(Z)Td = 0 pour touts,
— Vg,(xz)Td = 0 pour touty € J(z) tel queg; > 0,
— Vh;(z)Td < 0 pourtoutj € J(z) tel quegr; = 0.

Conditions suffisantes
Si plus haut on @*V2_L(&, A, z)d > 0 pourd vérifiant les
conditions, alorg est un minimum strict d¢ sous les contraintes.



