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Optimisation Quadratique

Optimisation quadratique avec contraintes

Methodes numeriques



Algorithmes “extérieurs”

e On veut optimiser une fonction sous des contraintes.

e Si a I'optimum aucune contrainte n’est active, la solution a
rait pu étre trouvée au moyen d’'une méthode d’optimisation
sans contrainte.

e Sinon, a I'optimum une ou plusieurs contraintes sont astive
e PL : identifier les contraintes actives mene a I'optimum.
e en général “dans un coin” ou facette optimale.

e PNL : optimum dans un coin, sur toute une “facette” ou au
milieu d’'une facette.

e Algos “extérieurs” qui “se baladent” le long de la frontiehe
domaine,

e qui “jonglent” avec I'ensemble actif (des contraintes \aes)
J(z) = {jlg;(x) = 0}.



Gradient projete

e Cette méthode est une méthode qui combine deux idées :

— une direction de descente (plus forte pente)
— une direction tangentielle (rester a la frontiere).

e Soit un pointx et Vg, les gradients des fonctions des con-
traintesactivesenc.

e On cherche une direction de descente orthogonalevagx

e Projection de—V f sur l'orthogonal deS = Vect{Vg;}.



Formule de projection

e En un pointx sur la frontiere,

e une directions danssS est de la forme

s= Y n;Vgi(z) = Np,

jeJ(x)
avec
ou les
= Vg;(x)
T IVgj(2)]]

e Soitg = V f(x)
eg=r1r+savecs € Setr € O(S5).

e On utilisera—r comme direction.



Projection 2

eOnag=7r+ Npu
e doncNTg = NTr + NTNpu
e On suppose que legsont linéairement indépendants
e (sinon on aurait sélectionné une baseSje
e alorsNT N est inversible !
e doncy = (NTN)"INTqg
e d'OU
r=(I—N(N"N)"'N")g.
e 1 est tangente (dar@(S))
e direction de descente.
e Sir =07

e Point de KKT
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Algorithme

(Initialisation) X; un point faisable,
(Itération k) Calculey = V f(Xk)

Calculerdy, la projection sulO(Sy) (si pas de contraintes ac-
tives, on garde le gradient)

. Sid;, = 0 une relation de KKT est vérifiée

(a) Silesu; satisfont KKT : fini,

(b) Sinon prendre up; de mauvais signe, enlevéde J ()
et réitérer.

Maximiser le long de la direction, tout en restant faisabl
Xk+1

Réitérer

Sion sort du domaine faisable, calculer une directioretmur

(a) w vecteur du viol des contraintes,
(b) direction de retous = N(NTN) 1w



Remarques

e Cette méthode marche tres bien pour des contraintes legair
e Peut réesoudre un PL de fagcon analogue au simplexe.

e Mais peut aussi trouver I'optimum pour une fonction objecti
non linéaire.

e Appliquée a des contraintes quadratiques, marche encere as
sez bien

e mais est pénalisée par les “sauts de faisabilité”
e en fait “linéarise” par morceaux la frontiere

e Le calcul de(NTN)~! a chaque itération, est une faiblesse
de la méthode,

¢ en fait on ajoute ou on retranche des hyperplans de 'engembl
actif

e || existe des relations de récurrence pogttre a jourla ma-
trice plutot que de la recalculer.

e Autres directions a projeter queV f ?
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Quasi-Newton avec contraintes d’egalité

e On peutincorporer les contraintes d’égalité linéairessdare
méthode DFP

e Contraintes d’inégalité actives> egalites
e Contraintes d’inégalité non actives ignorees
e Sion n'a qu’une contrainte d’égalit’z = b

e En I'absence de contraintes, on a trouvé une direction
d;, = —Hyg, par DFP, DFP complémentaire ou gradients
conjugués.

e La “vraie” direction de recherche devient

diry = —Hp1gk
avec
Ho — H Hk,a,aTHk
k1 = Hy oTHya

e Cette direction permet de vérifier la contrainte tout le |oleg
la recherche linéaire :

aT(Xk —|_ pdkl) == aTXk — paT (Hk: — I_IICLTI_I’@)

aTHia
T T
— h T __a” Hpaa” Hy
=b—p(aTHy — “Hp
= b.

e Les directiongl,; ont encore la propriété d’étre mutuellement
conjuguées,

e donc sif est quadratique, termine en— 1 itérations.



m contraintes d’egalité

e Onrange les vecteurs des contraintes d’egalité commemeson
d’'une matriceA telle que :

ATz = b.

e La direction de recherche est donnée par une formule ana-
logue :
dim = —Hpmgi
avec

H,, = H, — HAATH,A)'ATH,

e Cette direction permet de vérifier la contrainte tout le |oleg
la recherche linéaire :

AT (X, + pdim) = ATX,
—pAT(Hk — HkA(ATHkA)_lATHk)

= b— pATHk;
—|—pATHkA(ATHkA)_1ATHk
= b.

e Encore une fois, terminaison quadratique car directioms co
juguées.

e On peut calculeHy,,, en calculant de#l;; m fois, les uns a
la suite des autres (pouy puisas puisas etc.)

e Evite de calculef AT H, A) L.
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Inégalités lineaires

e A X inégalités actives traitées comme des egalités
e inégalités non actives ignorees.

e Si X, + p*dy viole une inégalité non active eX; on doit
calculer Xy, intersection de la droite de recherche et de la
contrainte.

e || faut alors incorporer cette nouvelle contrainte actiasmsl le
calcul deH 1 m+1-

e De méme, on peut étre amené a relacher une contrainte pour
chercher dans une direction ou elle est non active (“change-
ment de direction dans un coin”) :

CLCLT

Hy = Hypy + ——
a a
sion n’a qu’une égalité en tout, ou si on relacime contrainte
a, parmiq formant la matriceA :

T

Hyg 1 = Hyy+ —
a/,r Pq_laﬂr

avec
P, ,=1- Aq—l(Ag—lAq—l)_lA;r—l

ou A,_; estla matriced privee de lareme colonnex,.

e Plusieurs contraintes a enlever en méme temps : on peut faire
I'opération successivement pour chaque contrainte.
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Revoila Lagrange...

e Quand enlever une contrainte et laquelle ?
e A chaque point, calculer les coefficients de Lagrange
gr = AX

donc
A= (ATA)1ATg,
pour les contraintes actives.
e Si (pour unmin) desA sont négatifs,

e on relache la contrainte correspondantale plus négatif.

e Cette méthode revient a jongler avec les contraintes active
comme le gradient projeté.

e On traite des contraintes non linéaires en les approchant lo
calement par un hyperplan tangent et avec des directions de
retour.
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Algorithmes de points intérieurs

e Jusqu’ici, on se balade sur la frontiere du domaine.

e Par contraste, les algorithmes de points intérieurs resten
I'intérieur du domaine des contraintes d’inégalité,

e et s’'approchent de la frontiere sans jamais I'atteindradfo
tions barriere)

e donc, pas de relaxation

e OU sont dissuadeés de sortir trop du domaine faisable (fésall
simples)

e donc, relaxation.

e On supposera que

Jx tel queg(x) < 0 pour toute contraintg(x) < 0.
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Fonctions de pénalité

e Idée : trouver une fonctio# (x)
telle que I'optimum de

min f(z), gi(z) < 0
soit proche de I'optimum de
min f(x) + P(x).
e Ne pas perturbef quand on est a la frontiere,

e Pénaliser fortement quand on viole une contrainte.

e Le lagrangien
F(@) + ) Aigr(w)

est une formeéres particuliere de pénalité.
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Exemples de fonctions de pénalité usuelles

e Pour confiner une variable dans[— X, X] :

- P(x) =k (%)ZM aveck > 0 et M entier non nul.

— P(z) = —kIn (— COS %)

e Pour confinerr dans[ Xy, X5] :

2M
—P(z) = k (2‘”;{(;(_1;5(2)) aveck > 0 et M entier
non nul.

- P(z) = —klIn (— cos W[Zw_(X1+X2)])

Xo—X1

e Inégalitésg;(x) > 0

— P(x) =Y, ki[gi(x)]? aveck; > 0

— P(x) =, kilgi(x)]*™ aveck; > 0

la somme étant prise sur les contraintes actives

e Egalitésg;(x) =0

— idem que les inégalités

— P(x) = > _, kilgi(x)| aveck; > 0
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Remarques

e Méthode simple,
e assez efficace,

e attention : on peut perturber fortement dans l'intérieunco
rester proche de la frontiére

e de méme perturbations parfois chaotiques “loin” a I'exdari
e faire des petits pas ?

e Probléme sans contraintes a résoudre par une techniquenaisgtion
sans contrainte.

e Mais fortement non linéaire, parfois méme pas quadratique.
e Une contrainte est remplacée par une “crevasse”

e doncattention la méthode de plus forte pente risque de mal
marcher.

e Efficacité dépend beaucoup des ajustementdegégui peu-
vent varier d’'une itération a l'autre).
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Ajustement des parametres

e ENn posant
Z(z) = f(@) + )_ kigi(x)’

(contraintes d’égalité ou inégalités actives)

e on cherchera, quand on s’approche de I'optimum, a vérifier
of 9g; \ 99,
— 4 2 k;g; = 0.

Z (833] + ZL: J 8%) 833]‘

e ON résout ce systeme pour trouver kgs

e On peutaussi utilisge, = %kz avece; une certaine tolérance.
e En principe k; augmente a chaque itération
e g; — 0 quandk; — +oc.

e Colteux d’évaluek; ? Tatonnements !
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Fonctions barrieres

e Ajouter une pénalité qui empéche méme d’atteindre la fron-
tiere.

e On part d’'un point strictement faisable,

e On résout le probleme perturbé sans contrainte,

e ON a le nouveau point courant,

e On change les parametres pour s’autoriser a approcher de la
frontiere

e ON réitere.

e 2 types de fonctions couramment utilisées pour remplacer
g(z) <0:

— Fonctions inverses—L-,
g(x)

— Fonctions logarithmiqueslog |g(x)]|.

e A chaque itération on doit rester faisable donc si on sort du
domaine, on réajuste le pas.
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Méthode SUMT

e Sequential Unconstrained Minimization TechnigGQarroll et
Fiacco-McCormick.

e Pour une minimisation sous contraintes d’inégalité
gi(x) > 0.

e Algorithme :

1. Point initial strictement faisablX
2. Déterminer des parametres etrq
3. Itération courante :

(a) Xk 1 minimise

Zi(x, 1) = f(x) -|-"°I<:Z

gz(a:)

en partant deXy,
(b) Calculerrg,q
(c) Sipas critere d’arrét (ex. lié a la précision), reboucle
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Convergence

e La méthode converge vers un unique minimum sion a :

— L'ensembleRy = {« : g;(x) > 0 estnon vide
— f et—g; sontc? (OK) et convexes

— Pour toutK fini, 'ensemble{xz € R : f(x) < K} est
borné avedR® fermeture deRk,.

— pour toutr, > 0, Zy(x, ) est strictement convexe.

e En pratique, converge souvent méme si certaines de ces con-
ditions sont violées !
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Choix des parametres

e Lesw; sont calculés une fois pour toutes,
e ils déterminent I'importance relative de chaque conteaint
e “facteurs d’échelle”.

e Choisirw; pour que lesw;/g;(x) soient du méme ordre de
grandeur.

e Lesr, déterminent de combien on peut s’approcher de la fron-
tiere
e 7, — 0 permettanyg;(x) — +oo

e La valeur der; est assez importante et détermine le temps de
calcul de l'algorithme,

e le schéma de décroissance a@gsmporte peu :

e plus lesr, convergent vite vers 0,

e moins il y a d’itérations,

e mais plus les calculs sont longs a chaque itération.
e En pratiquery,1 = 71 /10.

e On recommande :

ry = ( Vf(x1)T[V2P(x1)] 'V f (1) >1/2
VP (@) T[V2P(2))] VP ()

e OU par tatonnements,

e engénérad, 5 < r; < 50.
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Remarques

e Méthode assez efficace,
e La précision des calculs joue un rble vraiment important.
e Optimisation tres non linéaire.

e On peut incorporer des contraintes d’égalité sous formeéde p
nalités simples :

7Y lgs(@)])”

e Vers la fin, on voit tres vite quelles sont les contraintes/ast
a I'optimum donc on peut arréter les calculs et prendre une
autre meéthode.



