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Premigre forme fondamentale d'une surface

On s'interesse maintenant a la géométrie des surfaces de I'espace R3.

o F = = DA
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

On s'interesse maintenant a la géométrie des surfaces de I'espace R3. Comme on
travaillera presque toujours localement, on va utiliser des systemes de coordonnées
locales.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

On s'interesse maintenant a la géométrie des surfaces de I'espace R3. Comme on
travaillera presque toujours localement, on va utiliser des systemes de coordonnées
locales. D'ou I'impression de travailler sur une nappe paramétrée.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

On s'interesse maintenant a la géométrie des surfaces de I'espace R3. Comme on
travaillera presque toujours localement, on va utiliser des systemes de coordonnées
locales. D'ou I'impression de travailler sur une nappe paramétrée.

Dans tout ce qui suit & désigne une surface de R3.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 2 /57



Premiére forme fondamentale d'une surface.

Premiere forme fondamentale

Définition 1
On appelle premiéere forme fondamentale de > en p, on note /,, la restriction du
produit scalaire (.,.) de R® a T,X.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Premiere forme fondamentale

Définition 1
On appelle premiéere forme fondamentale de > en p, on note /,, la restriction du
produit scalaire (.,.) de R® & T,X. Autrement dit si (X, Y) € T,X, par définition

Io(X,Y) = (X, Y).
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Premiere forme fondamentale

Définition 1
On appelle premiéere forme fondamentale de > en p, on note /,, la restriction du
produit scalaire (.,.) de R® & T,X. Autrement dit si (X, Y) € T,X, par définition

Io(X,Y) = (X, Y).

On a ainsi un produit scalaire sur chaque T,X ou si on veut un < champ > de
produits scalaires.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 3 /57



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Premiere forme fondamentale

Définition 1
On appelle premiéere forme fondamentale de > en p, on note /,, la restriction du
produit scalaire (.,.) de R® & T,X. Autrement dit si (X, Y) € T,X, par définition

Io(X,Y) = (X, Y).

On a ainsi un produit scalaire sur chaque T,X ou si on veut un < champ > de
produits scalaires.

Pour exprimer globalement /,, il faut une base de 7,3

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 3 /57



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Premiere forme fondamentale

Définition 1
On appelle premiéere forme fondamentale de > en p, on note /,, la restriction du
produit scalaire (.,.) de R® & T,X. Autrement dit si (X, Y) € T,X, par définition

Io(X,Y) = (X, Y).

On a ainsi un produit scalaire sur chaque T,X ou si on veut un < champ > de
produits scalaires.

Pour exprimer globalement /,, il faut une base de T,X. Il n'y en a pas de
naturelle. ..
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Premiere forme fondamentale

Définition 1
On appelle premiéere forme fondamentale de > en p, on note /,, la restriction du
produit scalaire (.,.) de R® & T,X. Autrement dit si (X, Y) € T,X, par définition

Io(X,Y) = (X, Y).

On a ainsi un produit scalaire sur chaque T,X ou si on veut un < champ > de
produits scalaires.

Pour exprimer globalement /,, il faut une base de T,X. Il n'y en a pas de
naturelle. . .sauf & choisir des coordonnées (U, f) au voisinage de p.
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Premigre forme fondamentale d'une surface

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p.

o F = = DA
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Premigre forme fondamentale d'une surface

a—xl(x)

of
et s

2

(x) forment une base naturelle de Ty()X.

o F = = DA
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Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs
g—xi(x) et 2L 5, (x) forment une base naturelle de Tr()X.

Remarquons que X € T,X a pour coordonnées ({1,&>) dans la base
(££(x): B=(x)) ssi X = Dif (&1, &)
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs
g—xi(x) et g—xfz(x) forment une base naturelle de Ty(,)X.

Remarquons que X € T,X a pour coordonnées ({1,&>) dans la base
(55(x), 55 () ssi X = Dif (&1, &)

On note ar(x) la matrice de /¢y dans cette base :
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs
g—xi(x) et g—xfz(x) forment une base naturelle de Ty(,)X.

Remarquons que X € T,X a pour coordonnées ({1,&>) dans la base
(55 (x); 55 (x)) ssi X = Duf (&1, &2)-

On note ar(x) la matrice de /¢y dans cette base :

of  of of  of
le(X): (E%fl %_;}> <88>?768x >>

o o) \owo o)
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs
g—xi(x) et g—xfz(x) forment une base naturelle de Ty(,)X.

Remarquons que X € T,X a pour coordonnées ({1,&>) dans la base
(55 (x); 55 (x)) ssi X = Duf (&1, &2)-

On note ar(x) la matrice de /¢y dans cette base :

Of Of\ (Of OF
o) = ({2 ) () ==
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs
g—xi(x) et g—xfz(x) forment une base naturelle de Ty(,)X.

Remarquons que X € T,X a pour coordonnées ({1,&>) dans la base
(55 (x); 55 (x)) ssi X = Duf (&1, &2)-

On note ar(x) la matrice de /¢y dans cette base :

ar(x) = (E% % %%i) = Y F L f = (E F>7

Bxy? 32> <8_X1’3_x1 F G

X
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs
g—xi(x) et g—xfz(x) forment une base naturelle de Ty(,)X.

Remarquons que X € T,X a pour coordonnées ({1,&>) dans la base
(55 (x); 55 (x)) ssi X = Duf (&1, &2)-

On note ar(x) la matrice de /¢y dans cette base :

ar(x) = (E% %i %%i) = Y F L f = (E F>7

o e o o F G

X

ou Jif désigne la jacobienne de f en x et  la transposition.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Soit (U, f) des coordonnées au voisinage de p. Pour tout x € U les vecteurs
O (x) et g—xfz(x) forment une base naturelle de Ty(,)X.

Remarquons que X € T,X a pour coordonnées ({1,&>) dans la base

(55(x), 55 () ssi X = Dif (&1, &)

On note ar(x) la matrice de /¢y dans cette base :

- () ) e (¢ 2)

o5

|QJQ>|

X

Q‘)lQ)Qle)
BN

o) B o

ou Jif désigne la jacobienne de f en x et  la transposition.
Si X = Dyf(£),Y = Dif(¢) alors

(X,Y) = ar(x)C.

Q>
&
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Définition 2
L'application lisse de U dans |'espace des matrices carrées symétriques d'ordre 2
ainsi définie est appelée |'expression de la premiere forme fondamentale dans les

coordonnées (U, f).

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 5 /57



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Définition 2

L'application lisse de U dans |'espace des matrices carrées symétriques d'ordre 2
ainsi définie est appelée |'expression de la premiere forme fondamentale dans les
coordonnées (U, f).

Cette application dépend fortement du systeme de coordonnées choisi, mais on
sait dire ce qu'elle devient quand on change de coordonnées.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Définition 2

L'application lisse de U dans |'espace des matrices carrées symétriques d'ordre 2
ainsi définie est appelée |'expression de la premiere forme fondamentale dans les
coordonnées (U, f).

Cette application dépend fortement du systeme de coordonnées choisi, mais on
sait dire ce qu'elle devient quand on change de coordonnées.

Proposition 3

Si (U, f) et (V, g) sont deux systemes de coordonnées sur X et si ¢ est un
changement de coordonnées tel que g = f o 1), alors
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Définition 2

L'application lisse de U dans |'espace des matrices carrées symétriques d'ordre 2
ainsi définie est appelée |'expression de la premiere forme fondamentale dans les
coordonnées (U, f).

Cette application dépend fortement du systeme de coordonnées choisi, mais on
sait dire ce qu'elle devient quand on change de coordonnées.

Proposition 3

Si (U, f) et (V, g) sont deux systemes de coordonnées sur X et si ¢ est un
changement de coordonnées tel que g = f o 1), alors

ag(x) = xdﬂ-af(zb(x))wa,

ol Jiy désigne la jacobienne de ¢ et . la multiplication matricielle.
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Preuve :

Premigre forme fondamentale d'une surface

Par définition on a ag(x) = Uig.Jkg.

o F = = DA
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Preuve :

Premigre forme fondamentale d'une surface

nous dit que Jyg = Jy ) f-Jxt,

Par définition on a ag(x) = Uig.Jkg. La formule de dérivations des compositions

o F = = DA
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Preuve :

Par définition on a ag(x) = Uig.Jkg. La formule de dérivations des compositions
nous dit que Jyg = Jyx)f-Jxt, d'ol

ag(x) = t(Jw(X) f.Jxl/))(J¢(X) fJXTZJ)
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Preuve :

Par définition on a ag(x) = Uig.Jkg. La formule de dérivations des compositions
nous dit que Jyg = Jyx)f-Jxt, d'ol

ag(x) = (Jyppof-I) Dy f-Itd)
=tJ (Jw X)f Iy X)f) Jp
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Preuve :

Par définition on a ag(x) = Uig.Jkg. La formule de dérivations des compositions
nous dit que Jyg = Jyx)f-Jxt, d'ol

H(Jp f- ) Ly - Ix)
b (o F oy )t
thb.ar((x)). Jxth. O

ag(x)
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Exemple 4

On considere les coordonnees locales (U, f) sur la sphere S2,

ot U =Dj et f(x1,x) = (x1,x, /1 — xZ — x3).
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Exemple 4
On considere les coordonnées locales (U, f) sur la sphere S2,
ot U =Dj et f(x1,x) = (x1,x, /1 — xZ — x3).
1 0
A= 0 1 :
_ X1 _ X2
Vi-¢—4 Vi-x§—4

et ar(x) = 'U i f, d'ou

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 7/57



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Exemple 4
On considere les coordonnées locales (U, f) sur la sphere S,
ot U =Dj et f(x1,x) = (x1,x, /1 — xZ — x3).
1 0
S = 0 L :
_ X1 _ X
Vi-¢—4 Vi-x§—4
et ar(x) = 'U i f, d'ou
1 X X1 X0 2
Oéf(X) _ + 1—x2—x2 1—x2—x2 _ 1 1—x3 X1 X2
= 2 — A A 2 .
X1X2 X3 1—x2 —x2 X1X 1—x
e 1tz 172 \ AR 1
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Exemple 5

On prend maintenant les coordonnées géographique sur S?, ie les coordonnées
N _ m 37 T
(V.g)ou V=]—7 F[x]-7F, F[et _ _
g(u, v) = (cos ucos v,sin ucos v,sin v)
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Exemple 5

On prend maintenant les coordonnées géographique sur S?, ie les coordonnées
(V’g) ou V:] - %, 3277[X] - 2; 2

glu,v) = (cos U COS v, sin U cos v, sin v)
(f(U) # g(V), mais on peut restreindre U et V' pour que ce soit le cas).
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Exemple 5

On prend maintenant les coordonnées géographique sur S?, ie les coordonnées
(V’g) ou V:] - %7 3277[X] - 27 2
glu,v) = (cos U COS v, sin U cos v, sin v)
g( V), mais on peut restreindre U et V pour que ce soit le cas).
f(U %4 i indre U et V it |
Cette fois

—sinucosv —cosusinv

M cos’v 0
Jwuv)& = | cosucosv  —sinusinv donc o = 0 1)
0 cos v
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
On veut par exemple calculer la longueur de 7 : [0,1] — ~ de classe C.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
On veut par exemple calculer la longueur de v : [0,1] — v de classe C. Si
~([0,1]) C f(U), on a vu au chapitre précédent qu'il existe ¢ : [0,1] — U de
classe C! tel que y=foc.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
On veut par exemple calculer la longueur de v : [0,1] — v de classe C. Si
~([0,1]) C f(U), on a vu au chapitre précédent qu'il existe ¢ : [0,1] — U de
classe C! tel que y=foc.

On a ¥/(t) = D¢y f(c’(t)) et donc

L(y) = /0 /() |t
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
On veut par exemple calculer la longueur de v : [0,1] — v de classe C. Si
~([0,1]) C f(U), on a vu au chapitre précédent qu'il existe ¢ : [0,1] — U de
classe C! tel que y=foc.

On a ¥/(t) = D¢y f(c’(t)) et donc

L(y) = /0 /() 1de = /0 (DegeyF(€/(1)), Dege (' (1)) 2t

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 9 /57



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
On veut par exemple calculer la longueur de v : [0,1] — v de classe C. Si
~([0,1]) € f(U), on a vu au chapitre précédent qu'il existe c : [0,1] — U de
classe C! tel que y=foc.

On a ¥/(t) = Dc(y)f(c’(t)) et donc

1 1
L(7) = /0 /() 1de = /0 (DegyF(¢'(£)). Degey (e (1)) 2t
_ /1 (tc'(8).a(c(t)).c'(£) /2 dt
0
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
On veut par exemple calculer la longueur de v : [0,1] — v de classe C. Si
~([0,1]) € f(U), on a vu au chapitre précédent qu'il existe c : [0,1] — U de
classe C! tel que y=foc.

On a ¥/(t) = Dc(y)f(c’(t)) et donc

1 1
L(7) = /0 /() 1de = /0 (DegyF(¢'(£)). Degey (e (1)) 2t
_ /1 (tc'(8).a(c(t)).c'(£) /2 dt
0

Cela signifie qu’on peut calculer la longueur d'une route () a partir de son tracé
sur une carte (c), mais pour cela il faut connaitre la premiere forme fondamentale
associée 3 la carte.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Longueur

L'expression o contient suffisamment d'information sur la géométrie de ¥ pour
qu'on puisse (parfois) travailler uniquement sur U C R? sans repasser par R3.
On veut par exemple calculer la longueur de v : [0,1] — v de classe C. Si
~([0,1]) € f(U), on a vu au chapitre précédent qu'il existe c : [0,1] — U de
classe C! tel que y=foc.

On a ¥/(t) = Dc(y)f(c’(t)) et donc

1 1
L(7) = /0 /() 1de = /0 (DegyF(¢'(£)). Degey (e (1)) 2t
_ /1 (tc'(8).a(c(t)).c'(£) /2 dt
0

Cela signifie qu’on peut calculer la longueur d'une route () a partir de son tracé
sur une carte (c), mais pour cela il faut connaitre la premiere forme fondamentale
associée a la carte. En particulier, il peut étre difficile de trouver le plus court
chemin entre deux points.
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forme fondam une surface

Méme chose pour les angles.

=} = = DAy
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Premigre forme fondamentale d'une surface

Méme chose pour les angles L'angle (ou du moins sa mesure) entre deux vecteurs
non nuls X et Y de R3 est arccos(”X”X, ™ Y).

o F = = DA
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Méme chose pour les angles L'angle (ou du moins sa mesure) entre deux vecteurs
non nuls X et Y de R3 est arccos( \XHX’ H\l/ll Y).

Si ces deux vecteurs appartiennent a T,X, il existe £ et ( non nuls dans R? tels
Dr(&) = X et Df(¢) = Y. Ainsi, I'angle entre X et Y est égal a

arccos< v ar(p) w >
(Var(p)V) 72 P ([ War (p)W)i /2

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 10 / 57



Exemple 6

Premigre forme fondamentale d'une surface

Imaginons le Loup et le Petit Chaperon Rouge allant de Mineapolis a Ulan Bator.

o = = = Do
Chapitre 3: Etude métrique des surfaces




Premiere forme fondamentale d’'une surface.
Exemple 6

Imaginons le Loup et le Petit Chaperon Rouge allant de Mineapolis a Ulan Bator.
Admettons que ces villes sont situées sur le 45eme parallele et qu'il y a une
différence de longitude de 180 degré.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.
Exemple 6

Imaginons le Loup et le Petit Chaperon Rouge allant de Mineapolis a Ulan Bator.
Admettons que ces villes sont situées sur le 45eme parallele et qu'il y a une
différence de longitude de 180 degré.

On donne au loup une carte réalisée avec (V, g) de I'exemple 5 et au PCR une
réalisée avec (U, f) de I'exemple 4.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.
Exemple 6

Imaginons le Loup et le Petit Chaperon Rouge allant de Mineapolis a Ulan Bator.
Admettons que ces villes sont situées sur le 45eme parallele et qu'il y a une
différence de longitude de 180 degré.

On donne au loup une carte réalisée avec (V, g) de I'exemple 5 et au PCR une
réalisée avec (U, f) de I'exemple 4. Chacun part donc en ligne droite
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.
Exemple 6

Imaginons le Loup et le Petit Chaperon Rouge allant de Mineapolis a Ulan Bator.
Admettons que ces villes sont situées sur le 45eme parallele et qu'il y a une
différence de longitude de 180 degré.

On donne au loup une carte réalisée avec (V, g) de I'exemple 5 et au PCR une
réalisée avec (U, f) de I'exemple 4. Chacun part donc en ligne droite. .. sur sa
carte.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.
Exemple 6

Imaginons le Loup et le Petit Chaperon Rouge allant de Mineapolis a Ulan Bator.
Admettons que ces villes sont situées sur le 45eme parallele et qu'il y a une
différence de longitude de 180 degré.

On donne au loup une carte réalisée avec (V, g) de I'exemple 5 et au PCR une
réalisée avec (U, f) de I'exemple 4. Chacun part donc en ligne droite. .. sur sa
carte.

x

A gauche les villes ont pour coordonnées (0,7 /4) et (, 7 /4).
A droite (0, —%) et (0, %)
W



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Sur sa carte, le loup suit le chemin ¢; : [0, 7] — V défini par ¢i(t) = (t,7/4). Il
parcourt donc une longueur égale 3 [ cos(m/4)dt = % (P'unité étant le rayon
terrestre).
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Sur sa carte, le loup suit le chemin ¢; : [0, 7] — V défini par ci(t) = (t,7/4). |

parcourt donc une longueur égale 3 [ cos(m/4)dt = f” (P'unité étant le rayon

terrestre).
Sur sa carte, PCR suit ¢, : —72, T] - U deflnl par cz(t)
le pole nord). Sa longueur est donnée par ff‘z[ N dt =

court !

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces

0, t) (elle passe par

. C'est beaucoup plus
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Sur sa carte, le loup suit le chemin ¢; : [0, 7] — V défini par ¢i(t) = (t,7/4). Il

parcourt donc une longueur égale 3 [ cos(m/4)dt = % (P'unité étant le rayon
terrestre).

Sur sa carte, PCR suit ¢, : —%, ‘/TE] — U défini par c(t) = (0, t) (elle passe par

N
le pole nord). Sa longueur est donnée par [ * 5 ﬁdt = 7. C'est beaucoup plus
-T2

court ! mais comme elle s’arréte en chemin. ..
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

On voit que deux nappes paramétrées (U, f) et (V, g) telles que ar = ay,
paraissent identiques a leurs habitants tant qu'ils n'ont pas conscience de |'espace
R3 qui les entoure et ce méme si f(U) et (V) n'ont rien A voir.
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R3 qui les entoure et ce méme si f(U) et (V) n'ont rien A voir.

Tout ce qu'ils peuvent mesurer localement sans quitter la surface sera identique.
C'est un peu comme si on avait deux cartes (géographiques) identiques
correspondant a deux parties distinctes du globe.

Ainsi, les habitants d'un cylindre droit (qui ne se deplacent pas trop) ont
I'impression de vivre dans un plan.
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

On voit que deux nappes paramétrées (U, f) et (V, g) telles que ar = ay,
paraissent identiques a leurs habitants tant qu'ils n'ont pas conscience de I'espace
R3 qui les entoure et ce méme si f(U) et (V) n'ont rien A voir.

Tout ce qu'ils peuvent mesurer localement sans quitter la surface sera identique.
C'est un peu comme si on avait deux cartes (géographiques) identiques
correspondant a deux parties distinctes du globe.

Ainsi, les habitants d'un cylindre droit (qui ne se deplacent pas trop) ont
I'impression de vivre dans un plan. En effet, on trouve facilement (exercice) un

paramétrage local (U, f) du cylindre droit tel que af(x) = ((1) ?)
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Question

Premigre forme fondamentale d'une surface

lues sont corrects ?

Pourrait-on trouver une carte sur laquelle les longueurs (ou au moins les angles)

o F = = DA
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Question

Pourrait-on trouver une carte sur laquelle les longueurs (ou au moins les angles)
lues sont corrects ?

Si on se donne des coordonnées (U, f). Les longueurs que I'on < voit » sur U sont
les vraies longueurs (ie celles sur X) a un facteur prés si et seulement s'il existe

C > 0 (I'echelle) telle que af = C—2 <(1) (1))
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Question

Pourrait-on trouver une carte sur laquelle les longueurs (ou au moins les angles)
lues sont corrects ?

Si on se donne des coordonnées (U, f). Les longueurs que I'on < voit » sur U sont
les vraies longueurs (ie celles sur X) a un facteur prés si et seulement s'il existe
10

0 1)

Sur toutes les mappemondes les longueurs lues sont fausses.

C > 0 (I'echelle) telle que af = C—2

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces

14 / 57



Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Question

Pourrait-on trouver une carte sur laquelle les longueurs (ou au moins les angles)
lues sont corrects?

Si on se donne des coordonnées (U, f). Les longueurs que I'on < voit » sur U sont
les vraies longueurs (ie celles sur X) a un facteur prés si et seulement s'il existe
10

0 1)

Sur toutes les mappemondes les longueurs lues sont fausses.

C > 0 (I'echelle) telle que af = C—2

Les angles lus (par exemple avec un rapporteur) sur une carte sont les angles réels

s'il existe une fonction ¢ a valeurs positives telle que ar(x) = 4(x) <(1) (1))
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Question

Pourrait-on trouver une carte sur laquelle les longueurs (ou au moins les angles)
lues sont corrects?

Si on se donne des coordonnées (U, f). Les longueurs que I'on < voit » sur U sont
les vraies longueurs (ie celles sur X) a un facteur prés si et seulement s'il existe
10

0 1)

Sur toutes les mappemondes les longueurs lues sont fausses.

C > 0 (I'echelle) telle que af = C—2

Les angles lus (par exemple avec un rapporteur) sur une carte sont les angles réels

s'il existe une fonction ¢ a valeurs positives telle que ar(x) = 4(x) <(1) (1))

Sur beaucoup de mappemondes cette condition est vérifiée (pour des raisons
esthétiques et pratiques).
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Premiere forme fondamentale d’'une surface.

Exercice 1 (Projection de Mercator)

Soit (V, g) les coordonnées géographiques. Montrer qu'il existe un changement de
coordonnées 1 de la forme (x,y) — (x, h(y)) tel que agoy(x) = 4(x) ((1) (1)) ol

¢ est une fonction positive.

FIGURE — Carte réalisées avec les coordonnées géographique puis de Mercator (source :
wikipedia)

e Y



Application de Gauss.

On dit que les Grecs avaient déduit le fait que la terre est ronde de |'observation
des mats des bateaux arrivant a I'horizon. Nous voulons faire la méme chose.
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On dit que les Grecs avaient déduit le fait que la terre est ronde de |'observation
des mats des bateaux arrivant a I'horizon. Nous voulons faire la méme chose. On
commence par équiper ¥ de mats.
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Application de Gauss.

On dit que les Grecs avaient déduit le fait que la terre est ronde de |'observation
des mats des bateaux arrivant a I'horizon. Nous voulons faire la méme chose. On
commence par équiper ¥ de mats.

Définition 7

Une application v : ¥ — 52 C R3 est | une application de Gauss|de ¥ si v est
continue et si pour tout p € X, v(p) est perpendiculaire a T,X.
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On dit que les Grecs avaient déduit le fait que la terre est ronde de |'observation
des mats des bateaux arrivant a I'horizon. Nous voulons faire la méme chose. On
commence par équiper ¥ de mats.

Définition 7

Une application v : ¥ — 52 C R3 est | une application de Gauss|de ¥ si v est

continue et si pour tout p € X, v(p) est perpendiculaire a T,X.

On voit par exemple que I'identité est une application de Gauss de la sphere S2.
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Définition 7

Une application v : ¥ — 52 C R3 est | une application de Gauss|de ¥ si v est

continue et si pour tout p € X, v(p) est perpendiculaire a T,X.

On voit par exemple que I'identité est une application de Gauss de la sphere S2.

Si v est une application de Gauss alors —v aussi.
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Application de Gauss.

On dit que les Grecs avaient déduit le fait que la terre est ronde de |'observation
des mats des bateaux arrivant a I'horizon. Nous voulons faire la méme chose. On
commence par équiper ¥ de mats.

Définition 7

Une application v : ¥ — 52 C R3 est ‘ une application de Gauss|de ¥ si v est
continue et si pour tout p € X, v(p) est perpendiculaire a T,X.

On voit par exemple que I'identité est une application de Gauss de la sphere S2.

Si v est une application de Gauss alors —v aussi.
Il est facile de voir que lorsque X est connexe elle a au plus deux applications de
Gauss.
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Application de Gauss.

On dit que les Grecs avaient déduit le fait que la terre est ronde de |'observation
des mats des bateaux arrivant a I'horizon. Nous voulons faire la méme chose. On
commence par équiper ¥ de mats.

Définition 7

Une application v : ¥ — 52 C R3 est ‘ une application de Gauss|de ¥ si v est

continue et si pour tout p € X, v(p) est perpendiculaire a T,X.

On voit par exemple que I'identité est une application de Gauss de la sphere S2.

Si v est une application de Gauss alors —v aussi.

Il est facile de voir que lorsque X est connexe elle a au plus deux applications de
Gauss.

Il n’en existe pas toujours, on se convainc facilement du fait qu’un ruban de
Mobius ne posséde pas d'application de Gauss.
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Application de Gauss.

Si ¥ est une nappe, il n'y a pas de problémes. En effet si (U, f) est un
paramétrage de ¥ alors I'application v = N o f~1 ol N¢ est définie par

5e () A GE(X)

155 6 A gL

Nf(X) =

est une application de Gauss.
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Application de Gauss.

Si ¥ est une nappe, il n'y a pas de problémes. En effet si (U, f) est un
paramétrage de ¥ alors I'application v = N o f~1 ol N¢ est définie par

5e () A GE(X)

155 6 A gL

Nf(X)

est une application de Gauss. On I'appelle I'application de Gauss associée a (U, f).
On remarque que |'application Ny est lisse (du moins si f I'est).
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Application de Gauss.

Si X est une nappe, il n'y a pas de problémes. En effet si (U, f) est un
paramétrage de ¥ alors I'application v = N o f~1 ol N¢ est définie par

9 () A 2£ ()
Ne(x) = Ox1 Oxo
)= o Gy a2 o

est une application de Gauss. On I'appelle I'application de Gauss associée a (U, f).
On remarque que |'application Ny est lisse (du moins si f I'est).

Proposition 8

Soient (U, ) un paramétrage de X et ¢ : V — U un difféomorphisme lisse. Les
paramétrages (U, f) et (V, f o ¢) définissent la méme application de Gauss sur X
si et seulement si det(J¢) > 0 sur V.
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Application de Gauss.

Si X est une nappe, il n'y a pas de problémes. En effet si (U, f) est un
paramétrage de ¥ alors I'application v = N o f~1 ol N¢ est définie par

20() 2 (x)
M) = oy 2 ]

est une application de Gauss. On I'appelle I'application de Gauss associée a (U, f).
On remarque que |'application Ny est lisse (du moins si f I'est).

Proposition 8

Soient (U, ) un paramétrage de X et ¢ : V — U un difféomorphisme lisse. Les
paramétrages (U, f) et (V, f o ¢) définissent la méme application de Gauss sur X
si et seulement si det(J$) > 0 sur V.

On dit alors qu'ils définissent la méme orientation sur X.
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c
b d)’

o F = = DA
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Preuve :
Soit x € U et y = ¢~1(x). On note J,¢ = <



Preuve :

Application de Gauss

d'ou

Soit x € U et y = ¢~1(x). On note J,¢ = <Z 2)
A(f o ¢) ofod), \_ . Of
o ) A 9% (v)=(a

(0 + b () A (e () A d ()

o F = £ DA
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Application de Gauss.

Preuve :

Soit x € U et y = ¢~1(x). On note J, ¢ = < C)

b d
d'ol
a(g:1¢)(y)Aa(g;2¢)(y)_( aaxfl( )+bg—);( ))/\(Cﬁ( ) A SXZ(X))_

Le produit vectoriel étant bilinéaire alterné, on a donc

df o ¢ /\afqu

of of
o N5 W)=

8Xl( )/\8_X2 x)

(ad—bc)
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Application de Gauss.

Preuve :

Soit x € U et y = ¢~1(x). On note J, ¢ = (b ;)

d'ol

8(g:1¢)(y)Aa(g;2¢)(y)_( aaxfl( )+bg—;( ))/\(Cﬂ( ) A gXZ(X))_

Le produit vectoriel étant bilinéaire alterné, on a donc

Of o ¢ Of o ¢ of of

St () T2l ) = (ad—be) S () A () = det(6) (A

8X2

(.0

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 18 / 57



Application de Gauss.

Preuve :

Soit x € U et y = ¢~1(x). On note J,¢ = (a C),

b d
d’ou
WD 0 202D ) = (02 () 50 () (e 209 1 s 2 0

Le produit vectoriel étant bilinéaire alterné, on a donc

fog, . Ofod, . of of , of of
o VN g W) =(ad=be) g - (x)A 5 (x) = det(yd) 5 ()" 5~

(x).0

Dorénavant nous orientons ¥ c'est-a-dire nous n’autorisons que les changements
de coordonnées dont le jacobien est positif.
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Application de Gauss.

Preuve :

Soit x € U et y = ¢~1(x). On note J, ¢ = (b 2)
d'ols

2D )0 A2 () = (a5 () + BT () A e () A d ()

Le produit vectoriel étant bilinéaire alterné, on a donc

Of o ¢ Of o ¢ of of

20N T2 ) = (ad—be) SN S () = det(y) - (x) A5

%

x).00

Dorénavant nous orientons ¥ c'est-a-dire nous n’autorisons que les changements
de coordonnées dont le jacobien est positif.

D’apres la proposition 8, tous les paramétrages d'une nappe orientée définissent la
méme application de Gauss. On I'appelle donc I'application de Gauss de la nappe
orientée.
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Exercice 2

(u, v) — (cos u,sin u, v).

@ Déterminer I'application de Gauss de la nappe paramétrée par

o = = = Do
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Application de Gauss.

Exercice 2

@ Déterminer I'application de Gauss de la nappe paramétrée par
(u, v) — (cos u,sin u, v).
@ Soient ¥ une nappe orientée paramétrée par (U, f) et W une isométrie de R3

de partie linéaire dW. On note W(X) la nappe orientée paramétrée par
(U,Vof).
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Application de Gauss.

Exercice 2

@ Déterminer I'application de Gauss de la nappe paramétrée par
(u, v) — (cos u,sin u, v).

@ Soient ¥ une nappe orientée paramétrée par (U, f) et W une isométrie de R3
de partie linéaire dW. On note W(X) la nappe orientée paramétrée par
(U,Vof).

Montrer que vy(z)(V o f(x)) = ndV¥(vs(f(x)), ol 1 est le signe du
déterminant de dV.
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Aire d'une surface.

(qui n'est pas si évidente a expliciter).

On cherche a munir ¥ d'une mesure p corrrespondant a notre idée intuitive d’aire

o = = = Do
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Aire d'une surface.

Aire d'une surface.

On cherche a munir ¥ d'une mesure p corrrespondant a notre idée intuitive d’aire
(qui n'est pas si évidente a expliciter).
Il ne s’agit en aucun cas de la restriction de la mesure de Lebesgue de R3 3 ¥
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Aire d'une surface.

On cherche a munir ¥ d'une mesure p corrrespondant a notre idée intuitive d’aire
(qui n'est pas si évidente a expliciter).
Il ne s’agit en aucun cas de la restriction de la mesure de Lebesgue de R3 3 ¥

On suppose que X est une nappe plongée paramétrée par (U, f).
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Aire d'une surface.

Aire d'une surface.

On cherche a munir ¥ d'une mesure p corrrespondant a notre idée intuitive d’aire
(qui n'est pas si évidente a expliciter).
Il ne s'agit en aucun cas de la restriction de la mesure de Lebesgue de R® 3 ¥.

On suppose que X est une nappe plongée paramétrée par (U, f).

Toute mesure sur ¥ se rappatrie via f en une mesure sur U. Inversement toute
mesure sur U définit une mesure sur X, mais en général cette mesure dépend du
choix de (U, f).
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Aire d'une surface.

Aire d'une surface.

On cherche a munir ¥ d'une mesure p corrrespondant a notre idée intuitive d’aire
(qui n'est pas si évidente a expliciter).
Il ne s'agit en aucun cas de la restriction de la mesure de Lebesgue de R® 3 ¥.

On suppose que X est une nappe plongée paramétrée par (U, f).

Toute mesure sur ¥ se rappatrie via f en une mesure sur U. Inversement toute
mesure sur U définit une mesure sur X, mais en général cette mesure dépend du
choix de (U, f). On ne peut pas poser (D) = A(f~1(D)), ol A est la mesure de
Lebesgue. Le résultat dépendrait du choix de f.
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Proposition 9
Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages d'une nappe plongée X.
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Aire d'une surface.

Proposition 9

Soient (U, f) et (V, g) deux paramétrages d'une nappe plongée X. Soient oy et
oz les expressions dans ces coordonnées de la premiere forme fondamentale.
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Aire d'une surface.

Proposition 9

Soient (U, f) et (V, g) deux paramétrages d'une nappe plongée X. Soient oy et
oz les expressions dans ces coordonnées de la premiere forme fondamentale. Soit

A la mesure de Lebesgue de R?.
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Aire d'une surface.

Proposition 9

Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages d'une nappe plongée ¥. Soient af et
oz les expressions dans ces coordonnées de la premiere forme fondamentale. Soit

A la mesure de Lebesgue de R?. Les deux mesures f,(+/det(ar) \) et

g«(y/det(ag) A) sont égales.
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Aire d'une surface.

Proposition 9

Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages d'une nappe plongée ¥. Soient af et
oz les expressions dans ces coordonnées de la premiere forme fondamentale. Soit

A la mesure de Lebesgue de R?. Les deux mesures f,(+/det(ar) \) et

g«(y/det(ag) A) sont égales.

Preuve : Soit ¢ : U — V le difféomorphisme tel que f = g o ¢. D’apreés la
proposition 3, ar = fJ¢p(ay o ¢)J¢, donc det(ar) = (det(Jp))? det(ay) o .

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 21 /57



Aire d'une surface.

Proposition 9

Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages d'une nappe plongée ¥. Soient af et
oz les expressions dans ces coordonnées de la premiere forme fondamentale. Soit

A la mesure de Lebesgue de R?. Les deux mesures f,(+/det(ar) \) et

g«(y/det(ag) A) sont égales.

Preuve : Soit ¢ : U — V le difféomorphisme tel que f = g o ¢. D’apreés la
proposition 3, ar = fJ¢p(ay o ¢)J¢, donc det(ar) = (det(Jp))? det(ay) o .
Soit D une partie mesurable de X.

f.(v/det(ar) N)(D) := /f_ Vdet(ar) dA = /¢_ ( | det(Jo)|1/det(cg)od dA.

(D) Y(e=1(D))
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Aire d'une surface.

Proposition 9

Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages d'une nappe plongée ¥. Soient af et
oz les expressions dans ces coordonnées de la premiere forme fondamentale. Soit

A la mesure de Lebesgue de R?. Les deux mesures f,(+/det(ar) \) et

g«(y/det(ag) A) sont égales.

Preuve : Soit ¢ : U — V le difféomorphisme tel que f = g o ¢. D’apreés la
proposition 3, ar = fJ¢p(ay o ¢)J¢, donc det(ar) = (det(Jp))? det(ay) o .
Soit D une partie mesurable de X.

f.(v/det(ar) N)(D) := /f_ Vdet(ar) dA = /¢_ ( | det(Jo)|1/det(cg)od dA.

(D) Y(e=1(D))

La formule de changement de variable, nous dit par ailleurs que

| det(Jo)|y/det(ag)od dA — / Jdet(ay) dA
/(zrl(g—l(o)) £ (D) £
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Aire d'une surface.

Proposition 9

Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages d'une nappe plongée ¥. Soient af et
oz les expressions dans ces coordonnées de la premiere forme fondamentale. Soit

A la mesure de Lebesgue de R?. Les deux mesures f,(+/det(ar) \) et

g«(y/det(ag) A) sont égales.

Preuve : Soit ¢ : U — V le difféomorphisme tel que f = g o ¢. D’apreés la
proposition 3, ar = fJ¢p(ay o ¢)J¢, donc det(ar) = (det(Jp))? det(ay) o .
Soit D une partie mesurable de X.

f.(v/det(ar) N)(D) := /f_ Vdet(ar) dA = /¢_ ( | det(Jo)|1/det(cg)od dA.

(D) Y(e=1(D))

La formule de changement de variable, nous dit par ailleurs que

/¢—1( _1(|Dd)<)et(J¢)| det(ag)od dX = /_1([,)\/@ d\ = g*(\/mA)(D)D

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 21 /57



On a donc défini une mesure sur ¥ indépendamment d’un choix de coordonnées.
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Aire d'une surface.

On a donc défini une mesure sur ¥ indépendamment d’un choix de coordonnées.
Définition 10

Pour toute partie mesurable D de ¥, on définit I'aire de D comme étant

ff_l(D) V/det(ar)dA.
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Aire d'une surface.

On a donc défini une mesure sur ¥ indépendamment d’un choix de coordonnées.
Définition 10

Pour toute partie mesurable D de ¥, on définit I'aire de D comme étant

ff_l(D) V/det(ar)dA.

On voit aussi que I'aire ainsi définie est invariante par isométrie. En effet, si W est
une isométrie de R3, alors ayor = ar.
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Aire d'une surface.

On a donc défini une mesure sur ¥ indépendamment d’un choix de coordonnées.
Définition 10

Pour toute partie mesurable D de ¥, on définit I'aire de D comme étant

ff_l(D) V/det(ar)dA.

On voit aussi que I'aire ainsi définie est invariante par isométrie. En effet, si W est
une isométrie de R3, alors ayor = ar.

Proposition 11

Si W est une isométrie de R3 et D une partie mesurable de ¥ alors I'aire de D
(vue comme partie de X) est égale a I'aire de W(D) (vue comme partie de W(X)).
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On veut comparer maintenant notre aire a I'aire usuelle.
=} = = E APRN G4



Aire d'une surface.

On veut comparer maintenant notre aire a I'aire usuelle. On commmence par
epaissir D grace a une application de Gauss. Pour tout t > 0 on pose

V(t):={p+sv(p),pe DC X sel0t]}
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Aire d'une surface.

On veut comparer maintenant notre aire a I'aire usuelle. On commmence par
epaissir D grace a une application de Gauss. Pour tout t > 0 on pose

V(t):={p+sv(p),pe DC X sel0t]}

Si D et t sont petits, V/(t) ressemble a un cylindre de base D et de hauteur t.
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Aire d'une surface.

On veut comparer maintenant notre aire a I'aire usuelle. On commmence par
epaissir D grace a une application de Gauss. Pour tout t > 0 on pose

V(t):={p+sv(p),pe DC X sel0t]}

Si D et t sont petits, V(t) ressemble a un cylindre de base D et de hauteur t. On
devrait donc avoir vol(V/(t)) ~ aire(D) x t.
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Aire d'une surface.

On veut comparer maintenant notre aire a I'aire usuelle. On commmence par
epaissir D grace a une application de Gauss. Pour tout t > 0 on pose

V(t):={p+sv(p),pe DCXsecl0t]}.

Si D et t sont petits, V(t) ressemble a un cylindre de base D et de hauteur t. On
devrait donc avoir vol(V/(t)) ~ aire(D) x t.

On peut voir cette affirmation comment une formulation du fait qu'on peut
approximer |'aire d'une surface par la quantité de peinture nécessaire pour la
peindre.
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Aire d'une surface.

Exemple 12

Si D est le parallélogramme de sommets 0, X, Y, X + Y (contenu dans la nappe
vect(X, Y)) alors v = % On sait que
vol(V(t)) = |det(X, Y, tv)| = t|det(X, Y,v)| = aire(D).t et donc I'aire de D est
|det(X, Y,v)| = |X A Y] = (IX|P|Y][2 = (X, Y)2)2 (vérifier qu'on retrouve
I'aire usuelle ie le determinant de (X, Y) par rapport une base orthonormée de
vect(X, Y)). Si on parameétre vect(X, Y) par f : (u,v) — uX + vY, |'expression
de la premiere forme fondamentale dans ces coordonnées est constante :
af = IXI (X, Y) La définition 10 d

F = x,Y) Y2 ) a définition onne
aire(D) = g 1 (IX[2IY]2 = (X, Y)?)2 dy. Cest bien la méme chose.
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vol(V(#))
t—0+ t

o F = = DA
Chapitre 3: Etude métrique des surfaces

Si I'aire qu’on a défini est bien I'aire usuelle, on devrait avoir, au moins pour D
assez petit,
aire(D) = lim



Aire d'une surface.

Si I'aire qu’on a défini est bien I'aire usuelle, on devrait avoir, au moins pour D

assez petit,

) . vol(V(1))
aire(D) = tl_l)rg)r —

On définit F : Ux] —¢,e[— R3 par F(x,s) = f(x) + s N¢(x).
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Aire d'une surface.

Si I'aire qu’on a défini est bien I'aire usuelle, on devrait avoir, au moins pour D
assez petit,

. i YolV(®)
aire(D) = tI—I>O+ ;

On définit F : Ux] —¢,e[— R3 par F(x,s) = f(x) + s N¢(x).
Cette application est lisse et Dy 0)F(h, k) = Dyf(h) 4+ kN¢(x) +
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Aire d'une surface.

Si I'aire qu’on a défini est bien I'aire usuelle, on devrait avoir, au moins pour D

assez petit,

aire(D) = lim M.

t—0+ t
On définit F : Ux] —¢,e[— R3 par F(x,s) = f(x) + s N¢(x).

Cette application est lisse et Dy 0)F(h, k) = Dyf(h) 4 kN¢(x) + 0.
On voit que D(,0)F est toujours inversible !
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Aire d'une surface.

Si I'aire qu’on a défini est bien I'aire usuelle, on devrait avoir, au moins pour D

assez petit,

) . vol(V(1))
aire(D) = tILrQ+ —

On définit F : Ux] —e,e[— R® par F(x,s) = f(x) + s N¢(x).

Cette application est lisse et Dy 0)F(h, k) = Dyf(h) 4 kN¢(x) + 0.

On voit que D(,0)F est toujours inversible !

On peut appliquer le théoreme d'inversion locale. Quitte a prendre un D plus
petit, on peut restreindre U et ¢ de telle sorte que F soit un difféomorphisme lisse.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 25 / 57



Aire d'une surface.

Si I'aire qu’on a défini est bien I'aire usuelle, on devrait avoir, au moins pour D

assez petit,

) . vol(V(1))
aire(D) = tILrQ+ —

On définit F : Ux] —e,e[— R® par F(x,s) = f(x) + s N¢(x).

Cette application est lisse et Dy 0)F(h, k) = Dyf(h) 4 kN¢(x) + 0.

On voit que D(,0)F est toujours inversible !

On peut appliquer le théoreme d'inversion locale. Quitte a prendre un D plus
petit, on peut restreindre U et ¢ de telle sorte que F soit un difféomorphisme lisse.
On peut alors appliquer la formule de changement de variables :

vol(V(t)) = /

dy1dysdys = / | det D, ) F)|dxidx>ds,
F(AXx[0,t])

AXx[0,t]

ou A = f~YD).
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Aire d'une surface.

Comme Dy, )F(h, k) = Df(h) + kN¢(x) + sDxN¢(h) on a

of of

det D(X,S)F = det (6_)(17 8_)(2’

Nf(X)) + sA(x) + s*B(x),

ol A et B sont des termes qu'on ne détaillera pas impliquant des dérivées de Nfr.
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Aire d'une surface.

Comme Dy, )F(h, k) = Df(h) + kN¢(x) + sDxN¢(h) on a

of af
det D, 5)F = det (6x1 o Ne(x )) + sA(x) + s*B(x),

ol A et B sont des termes qu'on ne détaillera pas impliquant des dérivées de Nfr.
En intégrant tout d'abord par rapport s (grace a Fubini), on obtient

vol(V(t)) = / det (gxfl gf Nf(X)) + A0 + £ B dulx).
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Aire d'une surface.

Comme Dy, )F(h, k) = Df(h) + kN¢(x) + sDxN¢(h) on a

of 8f
det D, 5)F = det (8x1 o Ne(x )) + sA(x) + s*B(x),

ol A et B sont des termes qu'on ne détaillera pas impliquant des dérivées de Nfr.
En intégrant tout d'abord par rapport s (grace a Fubini), on obtient

vol(V(t)) = / det (gxfl gf Nf(X)) + A0 + £ B dulx).

Or det(g—:l, 37 f(x)) = ||8X1 8X2 || = V/detar (montrez le).
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Aire d'une surface.

Comme Dy, )F(h, k) = Df(h) + kN¢(x) + sDxN¢(h) on a

of of

det D, sy F = det
€ (x:2) (6X1 8X2

f(x)) 1 sA() + B(x).

ol A et B sont des termes qu'on ne détaillera pas impliquant des dérivées de Nfr.
En intégrant tout d'abord par rapport s (grace a Fubini), on obtient

of of t2 t3
vol(V(t)) = / det <8x1 s Nf‘(X)> + EA(X) + gB(X) du(x).
Or det( g)f ) g—); f(x)) = ||ax1 8X2 || = V/detar (montrez le). D'ot

Aire(D) = lim Vi) = /f_l(D) v det ar(x)dx.

t—0 t
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Aire d'une surface.

Discussion

On peut continuer la discussion sur les bonnes coordonnées. Il est clair que les
aires que |'on voit sur une carte correspondent a un facteur prés aux aires réelles si
et seulement si det(ay) est constant.
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Aire d'une surface.

Discussion

On peut continuer la discussion sur les bonnes coordonnées. Il est clair que les
aires que |'on voit sur une carte correspondent a un facteur prés aux aires réelles si
et seulement si det(cr) est constant. Sur les mappemondes habituellement
utilisées les aires lues ne correspondent pas aux aires réelles. Souvent le Groenland
est de taille comparable a I'Afrique ou a I"’Amérique du sud.
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Aire d'une surface.

Discussion

On peut continuer la discussion sur les bonnes coordonnées. Il est clair que les
aires que |'on voit sur une carte correspondent a un facteur prés aux aires réelles si
et seulement si det(ar) est constant. Sur les mappemondes habituellement
utilisées les aires lues ne correspondent pas aux aires réelles. Souvent le Groenland
est de taille comparable a I'Afrique ou a I'Amérique du sud.

Il est possible de faire des mappemondes sur lesquelles les aires sont correctes,
mais si les angles et les aires lues sont justes alors les longueurs le sont ce qui est
impossible.

Exercice 3

Q A I'aide des coordonnées (6, h) — R(v/1 — k2 cos, /1 — h2sin 6, h)
(projection de Lambert) calculer I'aire des sphéres (on admettra que S? et S
privée d'un arc de grand cercle ont méme aire). En déduire la formule
donnant le volume des boules.

@ Un triangle sphérique est un triangle tracé sur la sphére unité dont les cotés
sont des arcs de grands cercles (ie de centre 0). Montrer qu'un triangle
sphérique d'angles a, b et c est d'aire a+ b+ ¢c — 7.
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Aire d'une surface

FIGURE — Projection de Lambert (source wikipedia)

[m] = =
Chapitre 3: Etude métrique des surfaces




Deuxieme forme fondamentale
dériver I'application de Gauss.

Pour faire comme les grecs, il nous faut faire varier nos mats. On veut donc

o = = = Do
Chapitre 3: Etude métrique des surfaces



Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Deuxieme forme fondamentale

Pour faire comme les grecs, il nous faut faire varier nos mats. On veut donc
dériver I'application de Gauss.

On a vu dans la preuve de la proposition 2.4.2 que si vy est un arc différentiable a
valeurs dans X alors f~1 o v est différentiable.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Deuxieme forme fondamentale

Pour faire comme les grecs, il nous faut faire varier nos mats. On veut donc
dériver I'application de Gauss.

On a vu dans la preuve de la proposition 2.4.2 que si vy est un arc différentiable a
valeurs dans X alors f~1 o v est différentiable.

On en déduit que si y est un arc différentiable a valeurs dans ¥ et si v est une
application de Gauss de ¥ alors v o~y est une application différentiable.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Deuxieme forme fondamentale

Pour faire comme les grecs, il nous faut faire varier nos mats. On veut donc
dériver 'application de Gauss.

On a vu dans la preuve de la proposition 2.4.2 que si vy est un arc différentiable a
valeurs dans X alors f~! o 7 est différentiable.

On en déduit que si y est un arc différentiable a valeurs dans ¥ et si v est une
application de Gauss de ¥ alors v o~y est une application différentiable.

En effet, voy = (vof)o(f1o~) est la composée de deux applications
différentiables. Comme il s'agit d’une propriété locale, on voit que cette propriété
est encore vraie sur toute surface possédant une application de Gauss.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 13
Soit X une nappe orientée, v |'application de Gauss associée (ou plus
généralement une surface munie d'une application de Gauss) et p € ¥.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 30 /57



Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 13

Soit X une nappe orientée, v |'application de Gauss associée (ou plus
généralement une surface munie d'une application de Gauss) et p € X. La
différentielle de v en p = f(x) est 'application linéaire dpv : T,X — R3 définie par

dpv(X) = (v ©7)'(0),

ol vy est un arc différentiable tracé sur X tel que v(0) = p et 4/(0) = X.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 13
Soit X une nappe orientée, v |'application de Gauss associée (ou plus

généralement une surface munie d'une application de Gauss) et p € X. La
différentielle de v en p = f(x) est 'application linéaire dpv : T,X — R3 définie par

dpv(X) = (v ©7)'(0),

ol vy est un arc différentiable tracé sur X tel que v(0) = p et 4/(0) = X.

Pour voir que dpv(X) ne dépend pas du choix de +, on utilise des coord. (U, f).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 13

Soit X une nappe orientée, v |'application de Gauss associée (ou plus
généralement une surface munie d'une application de Gauss) et p € X. La
différentielle de v en p = f(x) est 'application linéaire dpv : T,X — R3 définie par

dpv(X) = (v ©7)'(0),

ol vy est un arc différentiable tracé sur X tel que v(0) = p et 4/(0) = X.

Pour voir que dpv(X) ne dépend pas du choix de +, on utilise des coord. (U, f).
Onavuquevoy=Nro(flon).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 13
Soit X une nappe orientée, v |'application de Gauss associée (ou plus

généralement une surface munie d'une application de Gauss) et p € X. La
différentielle de v en p = f(x) est 'application linéaire dpv : T,X — R3 définie par

dpv(X) = (v ©7)'(0),

ol vy est un arc différentiable tracé sur X tel que v(0) = p et 4/(0) = X.

Pour voir que dpv(X) ne dépend pas du choix de +, on utilise des coord. (U, f).
Onavuquevoy=Nro(flon).

Par ailleurs D, f(f~1 0 v)'(0) = X, ce qui signifie que (f =1 0~)'(0) = [Dxf]~1(X)
(on voit Dyf comme une application valeurs dans T,X).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 13
Soit X une nappe orientée, v |'application de Gauss associée (ou plus

généralement une surface munie d'une application de Gauss) et p € X. La
différentielle de v en p = f(x) est 'application linéaire dpv : T,X — R3 définie par

dpv(X) = (v ©7)'(0),

ol vy est un arc différentiable tracé sur X tel que v(0) = p et 4/(0) = X.

Pour voir que dpv(X) ne dépend pas du choix de +, on utilise des coord. (U, f).

Onavuquevoy=Nro(flon).

Par ailleurs D, f(f~1 0 v)'(0) = X, ce qui signifie que (f =1 0~)'(0) = [Dxf]~1(X)

(on voit Dyf comme une application valeurs dans T,X). On voit donc que
dpv(X) = DN [Dif]7H(X).

Toute mention a ~ a disparu.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 13
Soit X une nappe orientée, v |'application de Gauss associée (ou plus

généralement une surface munie d'une application de Gauss) et p € X. La
différentielle de v en p = f(x) est 'application linéaire dpv : T,X — R3 définie par

dpv(X) = (v ©7)'(0),

ol vy est un arc différentiable tracé sur X tel que v(0) = p et 4/(0) = X.

Pour voir que dpv(X) ne dépend pas du choix de +, on utilise des coord. (U, f).
Onavuquevoy=Nro(flon).

Par ailleurs D, f(f~1 0 v)'(0) = X, ce qui signifie que (f =1 0~)'(0) = [Dxf]~1(X)
(on voit Dyf comme une application valeurs dans T,X). On voit donc que

dp(X) = DN [Def]7H(X).
Toute mention a ~ a disparu.

Remarquons qu'on a aussi montré que I'expression DN¢(x).[Dyf]~1(X) ne dépend
pas du choix de (U, f).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
Cet endomorphisme est symétrique c'est-a-dire

Y(X,Y) € T,X% (dov(X), Y) = (X, dpv(Y)).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
Cet endomorphisme est symétrique c'est-a-dire

Y(X,Y) € T,X% (dov(X), Y) = (X, dpv(Y)).

Preuve : On choisit des coordonnées (U, f) et on définit Nf comme
précédemment.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
Cet endomorphisme est symétrique c'est-a-dire

Y(X,Y) € T,X% (dov(X), Y) = (X, dpv(Y)).

Preuve : On choisit des coordonnées (U, f) et on définit Nf comme

précédemment.
Soit X € T,X et & = [D,f]71(X) € R%
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
Cet endomorphisme est symétrique c'est-a-dire

Y(X,Y) € T,X% (dov(X), Y) = (X, dpv(Y)).

Preuve : On choisit des coordonnées (U, f) et on définit Nf comme
précédemment.

Soit X € T,X et & = [D,f]71(X) € R%.

Par définition dpv(X) = & N¢(x + t&)|e=o.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
Cet endomorphisme est symétrique c'est-a-dire

Y(X,Y) € T,X% (dov(X), Y) = (X, dpv(Y)).

Preuve : On choisit des coordonnées (U, f) et on définit Nf comme
précédemment.

Soit X € T,X et & = [D,f]71(X) € R%.

Par définition dov(X) = & Ne(x + t€)|¢—o. On reconnait la dérivée d'un arc lisse
tracé sur S2,
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
Cet endomorphisme est symétrique c'est-a-dire

Y(X,Y) € T,X% (dov(X), Y) = (X, dpv(Y)).

Preuve : On choisit des coordonnées (U, f) et on définit Nf comme
précédemment.

Soit X € T,X et & = [D,f]71(X) € R%.

Par définition dov(X) = & Ne(x + t€)|¢—o. On reconnait la dérivée d'un arc lisse
tracé sur 52, donc DyN¢(€) € T, S2.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 14

La différentielle de I'application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme de
ToX (autrement dit dpv(T,X) C ToX).
Cet endomorphisme est symétrique c'est-a-dire

Y(X,Y) € T,X% (dov(X), Y) = (X, dpv(Y)).

Preuve : On choisit des coordonnées (U, f) et on définit Nf comme
précédemment.

Soit X € T,X et & = [D,f]71(X) € R%.

Par définition dov(X) = & Ne(x + t€)|¢—o. On reconnait la dérivée d'un arc lisse
tracé sur 52, donc DyN¢(€) € T, S2.

Mais T,(5)S? = v(p)* = T,X. Ce qui montre le premier point.
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Deuxieme forme fondamentale

Courbure

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer que

of of
(df(x)V(a—Xl(X)),

of
S0 = (5

(). i)

o F = = DA
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer que

of of of

(A (5 (), () = (5 (). i GO

Par définition df(x)V(g—xfl(X)) - %_’)\(’I(X)
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer que

(). () = (0. )

Par définition d,c(x)u(g)fl (x)) = 88’)\(”( ) et comme ax £(x) € Tr(x)X on a aussi

(Ne(x), 35 (x)) = 0.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer que

(). () = (0. )

Par définition d,c(x)u(g)fl (x)) = 8’)\(”( ) et comme ax £(x) € Tr(x)X on a aussi
(N¢(x), 2 o £ (x)) = 0. En dérivant cette égalité, on a

<% ﬁ> + 82f >_
Bxl ’ 8X2 ’ 8X18X2 -
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer que

(). () = (0. )

Par définition d,c(x)u(g:l (x)) = ai\(’f( ) et comme ax £(x) € Tr(x)X on a aussi
(N¢(x), 2 o £ (x)) = 0. En dérivant cette égalité, on a

<% ﬁ> + 82f >_
aXl ’ 8X2 ’ 8X18X2 -

D’apres le théoreme de Schwarz le terme de droite est symétrique, il en est donc
de méme de celui de gauche.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 32 /57



Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer que

(). () = (0. )

Par définition d,c(x)u(g:l (x)) = ai\(’f( ) et comme ax £(x) € Tr(x)X on a aussi
(N¢(x), 2 o £ (x)) = 0. En dérivant cette égalité, on a

<% ﬁ> + 82f >_
aXl ’ 8X2 ’ 8X18X2 -

D’apres le théoreme de Schwarz le terme de droite est symétrique, il en est donc
de méme de celui de gauche. [J
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 15
On appelle endomorphisme de Weingarten (de X en p), I'endomorphisme
symétrique

Wy =—dov: ToX — TpX

(on fera attention au signe moins)
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 15
On appelle endomorphisme de Weingarten (de X en p), I'endomorphisme

symétrique
Wy =—dov: ToX — TpX

(on fera attention au signe moins) et seconde forme fondamentale (de ¥ en p) la
forme bilinéaire symétrique définie par

1,(X, Y) = —(dp(X), Y) = (W,(X), Y).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 15
On appelle endomorphisme de Weingarten (de X en p), I'endomorphisme

symétrique
Wy =—dov: ToX — TpX

(on fera attention au signe moins) et seconde forme fondamentale (de ¥ en p) la
forme bilinéaire symétrique définie par

1,(X, Y) = —(dp(X), Y) = (W,(X), Y).

Remarque

Le fait que I'endomorphisme de Weingarten est symétrique ne signifie pas que sa
matrice dans une base quelconque est symétrique (seule son écriture dans une
base orthonormale I'est). Par contre, il est bien diagonalisable.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exemple 16

Si ¥ est la sphére S? alors v = =id selon le choix de v (rentrant ou sortant). Pour
tout arc v : | — S? on a v oy = v et donc pour tout p € S?, d,v = +Id.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exemple 16

Si ¥ est la sphére S? alors v = =id selon le choix de v (rentrant ou sortant). Pour
tout arc v : | — S? on a v oy = v et donc pour tout p € S?, d,v = +Id.

Soient C le cylindre droit défini a I'exercice 2 et (U, g) le paramétrage de C défini
alors.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exemple 16

Si ¥ est la sphére S? alors v = =id selon le choix de v (rentrant ou sortant). Pour
tout arc v : | — S? on a v oy = v et donc pour tout p € S?, d,v = +Id.

Soient C le cylindre droit défini a I'exercice 2 et (U, g) le paramétrage de C défini
alors. Si on a fait I'exercice 2, on a trouvé v o g(x1,x2) = (cos x1,sin x, 0).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exemple 16

Si ¥ est la sphére S? alors v = =id selon le choix de v (rentrant ou sortant). Pour
tout arc v : | — S? on a v oy = v et donc pour tout p € S?, d,v = +Id.

Soient C le cylindre droit défini a I'exercice 2 et (U, g) le paramétrage de C défini
alors. Si on a fait I'exercice 2, on a trouvé v o g(x1,x2) = (cos xq,sin xi,0). On a
donc

—sinx; 0
Jy(vog)=| cosxy O
0 0
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exemple 16

Si ¥ est la sphére S? alors v = =id selon le choix de v (rentrant ou sortant). Pour
tout arc v : | — S? on a v oy = v et donc pour tout p € S?, d,v = +Id.

Soient C le cylindre droit défini a I'exercice 2 et (U, g) le paramétrage de C défini
alors. Si on a fait I'exercice 2, on a trouvé v o g(x1,x2) = (cos xq,sin xi,0). On a
donc

—sinx; 0
Jy(vog)=| cosxy O
0 0

On en déduit que

98, \_ 98 98\ _
dg(x)u.a—Xl(x) = (x) et dg(x)v- D% (x)=0.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exemple 16

Si ¥ est la sphére S? alors v = =id selon le choix de v (rentrant ou sortant). Pour
tout arc v : | — S? on a v oy = v et donc pour tout p € S?, d,v = +Id.

Soient C le cylindre droit défini a I'exercice 2 et (U, g) le paramétrage de C défini
alors. Si on a fait I'exercice 2, on a trouvé v o g(x1,x2) = (cos xq,sin xi,0). On a
donc

—sinx; 0
Jy(vog)=| cosxy O
0 0

On en déduit que

9g 9g 9g
dg(x)u.a—Xl(x) = 8_X1(X) et dg(x)v.5—(x) = 0.

aX2

Ainsi la matrice de dg(,)v dans la base (%(x), agfz(x)) est <(1) 8) .
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Deuxiéme forme fondamentale

Courbure

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :

o F = = DA
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17

Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors
(7"(0),v(p)) = —(dpv(X), X) = lp(X, X).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17
Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors
(7"(0),v(p)) = —(dpv(X), X) = lp(X, X).

Preuve : Pour tout t € /, on a (7/(t),v(y(t))) = 0.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17
Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors
(7"(0),v(p)) = —(dpv(X), X) = lp(X, X).

Preuve : Pour tout t € /, on a (7/(t),v((t))) = 0. Ce qui donne en dérivant,
/

(7"(0),v(p)) = =(7'(0), (v 2 7)'(0))
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17
Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors
(7"(0),v(p)) = —(dpv(X), X) = lp(X, X).

Preuve : Pour tout t € /, on a (7/(t),v((t))) = 0. Ce qui donne en dérivant,
(v"(0),v(p)) = =(7'(0), (v ©7)'(0)) = —=(v'(0), dp+'(0)). O
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17

Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors

(7"(0),v(p)) = —(dpv(X), X) = lp(X, X).
Preuve : Pour tout t € /, on a (7/(t),v((t))) = 0. Ce qui donne en dérivant,
(v"(0),v(p)) = =(7'(0), (v ©7)'(0)) = —=(v'(0), dp+'(0)). O

On rappelle que (v"(0),v)v est la projection orthogonale de I'accélération sur la
normale a T,X.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17

Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors

(7"(0),v(p)) = —(dpv(X), X) = lp(X, X).

Preuve : Pour tout t € /, on a (y/(t),v(y(t))) = 0. Ce qui donne en dérivant,
(v"(0), v(p)) = —(7'(0), (v ©7)'(0)) = —(+(0), dpr.7'(0)). O

On rappelle que (v"(0),v)v est la projection orthogonale de I'accélération sur la
normale & T,X. Si on note 7”/(0)" la partie tangentielle, on a donc

7"(0) = (+(0), v(p))v(p) +~"(0)"
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17

Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors
(v"(0), v(p)) = —(dpv(X), X) = ll,(X, X).

Preuve : Pour tout t € /, on a (y/(t),v(y(t))) = 0. Ce qui donne en dérivant,
(v"(0),v(p)) = —=(7'(0), (v ©)'(0)) = —(+'(0), dpr-7/(0)). O

On rappelle que (v"(0),v)v est la projection orthogonale de I'accélération sur la
normale & T,X. Si on note 7”/(0)" la partie tangentielle, on a donc

7"(0) = (+(0), v(p))v(p) +~"(0)"

La proposition 17 nous dit que (y”(0),7) ne dépend que de +/(0). C'est la partie
de I'accélération qui permet a v de rester dans .
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Une interpretation géométrique de /,(X, X) (et du signe —) :
Proposition 17

Soient p € ¥, (/,7) un arc différentiable tracé sur X. Soit p = (0) et X = ~/(0).
Alors
(v"(0), v(p)) = —(dpv(X), X) = ll,(X, X).

Preuve : Pour tout t € /, on a (y/(t),v(y(t))) = 0. Ce qui donne en dérivant,
(v"(0),v(p)) = —=(7'(0), (v ©)'(0)) = —(+'(0), dpr-7/(0)). O

On rappelle que (v"(0),v)v est la projection orthogonale de I'accélération sur la
normale & T,X. Si on note 7”/(0)" la partie tangentielle, on a donc

7"(0) = (+(0), v(p))v(p) +~"(0)"

La proposition 17 nous dit que (y”(0),7) ne dépend que de +/(0). C'est la partie
de I'accélération qui permet a v de rester dans X. Ainsi ce nombre décrit X.
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Deuxieme forme fondamentale

Courbure

Il nous dit aussi comment se situe + par rapport au plan (affine) tangent.

o F = = DA
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Il nous dit aussi comment se situe  par rapport au plan (affine) tangent. En effet,

v(t) = [p + tX + t2/29"(0)T]+£2/2 11(X, X)v(p) + o(t?).

€TAY
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Il nous dit aussi comment se situe  par rapport au plan (affine) tangent. En effet,

v(t) = [p + tX + t2/29"(0)T]+£2/2 11(X, X)v(p) + o(t?).

€TAY

On voit qu'au voisinage de 0, la courbe est dans le demi-espace délimité par T,’;‘Z
contenant p + v(p) si I(X, X) > 0 dans celui contenant p —v(p) si 1/(X,X) < 0.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Il nous dit aussi comment se situe  par rapport au plan (affine) tangent. En effet,

v(t) = [p + tX + t2/29"(0)T]+£2/2 11(X, X)v(p) + o(t?).

€TAY

On voit qu'au voisinage de 0, la courbe est dans le demi-espace délimité par T,’;‘Z
contenant p + v(p) si I(X, X) > 0 dans celui contenant p —v(p) si 1/(X,X) < 0.
On ne peut rien dire si [/(X,X) = 0.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Il nous dit aussi comment se situe  par rapport au plan (affine) tangent. En effet,

(t) = [p + tX + t2/27"(0)T]+t2/2 1(X, X)v(p) + o(t?).

€TAY

On voit qu'au voisinage de 0, la courbe est dans le demi-espace délimité par T,’;‘Z
contenant p + v(p) si I(X, X) > 0 dans celui contenant p —v(p) si 1/(X,X) < 0.
On ne peut rien dire si /[/(X, X) = 0.

On peut écrire v = p + o + hv(p) avec 7 a valeurs dans T,X et h (comme
hauteur) a valeurs dans R.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Il nous dit aussi comment se situe  par rapport au plan (affine) tangent. En effet,

(t) = [p + tX + t2/27"(0)T]+t2/2 1(X, X)v(p) + o(t?).

€TAY

On voit qu'au voisinage de 0, la courbe est dans le demi-espace délimité par T,’;‘Z
contenant p + v(p) si I(X, X) > 0 dans celui contenant p —v(p) si 1/(X,X) < 0.
On ne peut rien dire si /[/(X, X) = 0.

On peut écrire v = p + o + hv(p) avec 7 a valeurs dans T,X et h (comme
hauteur) a valeurs dans R. En comparant les développement limités on voit que
I,(X,X) = h"(0) et que h'(0) = 0. On en déduit :
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Il nous dit aussi comment se situe  par rapport au plan (affine) tangent. En effet,

(t) = [p + tX + t2/27"(0)T]+t2/2 1(X, X)v(p) + o(t?).

€TAY

On voit qu'au voisinage de 0, la courbe est dans le demi-espace délimité par TF’;‘Z
contenant p + v(p) si I(X, X) > 0 dans celui contenant p —v(p) si 1/(X,X) < 0.
On ne peut rien dire si /[/(X, X) = 0.

On peut écrire v = p + o + hv(p) avec 7 a valeurs dans T,X et h (comme
hauteur) a valeurs dans R. En comparant les développement limités on voit que
I,(X,X) = h"(0) et que h'(0) = 0. On en déduit :

Fait 18

Soit . le graphe de fy : R> D U — R lisse. Si a € U est tel que D,f = 0, alors en

p = (a,f(a)), on a
Il, = D2f,.

ot D?fy est la différentielle seconde de fy.
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Définition 19
On appelle courbure de Gauss de ¥ au point p le déterminant de I'endomorphisme
de Weingarten. On la note Kx(p).
=) = - = LY




Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 19
On appelle courbure de Gauss de ¥ au point p le déterminant de I'endomorphisme
de Weingarten. On la note Kx(p).

Exemple 20

Il découle de 16 que la courbure de la sphere unité est égale a 1 et que celle du
cylindre est nulle (on dit que le cylindre est plat). Quelle est la courbure d'une
sphére de rayon R > 07
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 19
On appelle courbure de Gauss de ¥ au point p le déterminant de I'endomorphisme
de Weingarten. On la note Kx(p).

Exemple 20

Il découle de 16 que la courbure de la sphere unité est égale a 1 et que celle du
cylindre est nulle (on dit que le cylindre est plat). Quelle est la courbure d'une
sphére de rayon R > 07

Remarque

L'endomorphisme W, dépend du choix d'une orientation, mais pas son
déterminant. Le signe de la courbure ne dépend pas du choix d’une orientation.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Définition 19
On appelle courbure de Gauss de ¥ au point p le déterminant de I'endomorphisme
de Weingarten. On la note Kx(p).

Exemple 20

Il découle de 16 que la courbure de la sphere unité est égale a 1 et que celle du
cylindre est nulle (on dit que le cylindre est plat). Quelle est la courbure d'une
sphére de rayon R > 07

Remarque
L'endomorphisme W, dépend du choix d'une orientation, mais pas son
déterminant. Le signe de la courbure ne dépend pas du choix d’une orientation.

On déduit de I'exercice ?? que pour toute isométrie W de R3, WX = :I:W\LU((S) et

K\u(z)(w(P)) = Ks(p).
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Deuxiéme forme fondamentale. Courbure.

Exercice 4

Montrer que les valeurs propres de W, sont les valeurs extrémales de I'application
X — Il,(X, X) restreinte aux vecteurs X € T,X tels que || X|| = 1.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exercice 4
Montrer que les valeurs propres de W, sont les valeurs extrémales de I'application
X — I,(X, X) restreinte aux vecteurs X € T,X tels que ||X]| = 1.

Elles correspondent donc aux directions (appelées directions principales) dans
lesquelles la surface se courbe le plus. On les appelle les courbures principales.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exercice 4
Montrer que les valeurs propres de W, sont les valeurs extrémales de I'application
X — I,(X, X) restreinte aux vecteurs X € T,X tels que ||X]| = 1.

Elles correspondent donc aux directions (appelées directions principales) dans
lesquelles la surface se courbe le plus. On les appelle les courbures principales.

On remarque que le signe de la courbure nous dit si les deux courbures principales
sont de méme signe, autrement dit si les courbes correspondantes sont du méme
c6té du plan tangent.
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Deuxiéme forme fondamentale
Proposition 21

Courbure

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

o F = = DA
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 39 /57



Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que
p=0et T,X est le plan horizontal {x3 = 0}.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 39 /57



Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que
p=0et T,X est le plan horizontal {x3 = 0}. D'apres le théoreme des
sous-variétés, il existe une fonction f; telle qu’au voisinage de p la nappe ¥ est le
graphe de f;.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que
p=0et T,X est le plan horizontal {x3 = 0}. D'apres le théoreme des
sous-variétés, il existe une fonction f; telle qu’au voisinage de p la nappe ¥ est le
graphe de fy. Le plan tangent en p étant horizontal on a Dyfy = 0. D’apres le
fait 18 /1,(0) = D3f.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que
p=0et T,X est le plan horizontal {x3 = 0}. D'apres le théoreme des
sous-variétés, il existe une fonction f; telle qu’au voisinage de p la nappe ¥ est le
graphe de fy. Le plan tangent en p étant horizontal on a Dyfy = 0. D’apres le

fait 18 /1,(0) = D3fy. On écrit le développement limité de f, il existe une fonction
¢ tendant vers 0 en 0 telle que

fo(x) = D§f(x, x) + [|x|[*e(x).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que
p=0et T,X est le plan horizontal {x3 = 0}. D'apres le théoreme des
sous-variétés, il existe une fonction f; telle qu’au voisinage de p la nappe ¥ est le
graphe de fy. Le plan tangent en p étant horizontal on a Dyfy = 0. D’apres le

fait 18 /1,(0) = D3fy. On écrit le développement limité de f, il existe une fonction
¢ tendant vers 0 en 0 telle que

fo(x) = D§f(x, x) + [|x|[*e(x).

Le déterminant de la hessienne est égal a K(0). Si K(0) > 0 alors la hessienne est
définie positive ou négative la fonction fy a un extremum local en 0.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que
p=0et T,X est le plan horizontal {x3 = 0}. D'apres le théoreme des
sous-variétés, il existe une fonction f; telle qu’au voisinage de p la nappe ¥ est le
graphe de fy. Le plan tangent en p étant horizontal on a Dyfy = 0. D’apres le

fait 18 /1,(0) = D3fy. On écrit le développement limité de f, il existe une fonction
¢ tendant vers 0 en 0 telle que

fo(x) = D§f(x, x) + [|x|[*e(x).

Le déterminant de la hessienne est égal a K(0). Si K(0) > 0 alors la hessienne est
définie positive ou négative la fonction fy a un extremum local en 0.Si K(0) < 0
alors la hessienne est de signature (1,1) et 0 n'est pas un extremum local. OJ
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Proposition 21

Soit p un point p de X (ici X est une sous-variété).

Si Ks(p) > 0 alors il existe s'il existe un voisinage 2 de p tel que
QNMNTIM = {p}.

Si Ks(p) < 0 alors pour tout voisinage Q de p il existe des points de Q N M situés
de part et d'autre de ToM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que
p=0et T,X est le plan horizontal {x3 = 0}. D'apres le théoreme des
sous-variétés, il existe une fonction f; telle qu’au voisinage de p la nappe ¥ est le
graphe de fy. Le plan tangent en p étant horizontal on a Dyfy = 0. D’apres le

fait 18 /1,(0) = D3fy. On écrit le développement limité de f, il existe une fonction
¢ tendant vers 0 en 0 telle que

fo(x) = D§f(x, x) + [|x|[*e(x).

Le déterminant de la hessienne est égal a K(0). Si K(0) > 0 alors la hessienne est
définie positive ou négative la fonction fy a un extremum local en 0.Si K(0) < 0
alors la hessienne est de signature (1,1) et 0 n'est pas un extremum local. OJ
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On se donne des coordonnées (U, f) et on cherche la matrice symétrique,
A B
Br = (B C , de /I dans le repere (g)g( x), 2 Fo £(x)).
o F = = DA



On se donne des coordonnées (U, f) et on cherche la matrice symétrique,
A B
B = <B C> de /I dans le repére (g)fl( x), 2L Fo £(x)).
Soit £ € R? et I'arc de U défini par y(t) = f(x1 + &1t, x2 + &at). Ses dérivées sont :

£)

7 (t) —élaxl(x+t£)+£za"( +t
)+§%()

X
Y'(0) =&t (x x) + 26160 5o (x
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On se donne des coordonnées (U, f) et on cherche la matrice symétrique,

B = <g g) de /I dans le repére (g)fl (x), g—xfz(x)).

Soit £ € R? et I'arc de U défini par y(t) = f(x1 + &1t, x2 + &at). Ses dérivées sont :

£)

7 (t) —élaxl(x+t£)+£za"( +t
)+§%()

X
Y'(0) =&t (x X) + 2616520 (x

D'ot /,(+/(0),~/(0)) = £2A + 2¢,6,B + €2C. Par ailleurs

lp(§,€) = (v"(0),v) =
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On se donne des coordonnées (U, f) et on cherche la matrice symétrique,

B = <g g) de /I dans le repére (g)fl (x), g—xfz(x)).

Soit £ € R? et I'arc de U défini par y(t) = f(x1 + &1t, x2 + &at). Ses dérivées sont :

£)

7 (t) —élaxl(x+t£)+£za"( +t
)+§%()

X
Y'(0) =&t (x X) + 2616520 (x

D'ot /,(+/(0),~/(0)) = £2A + 2¢,6,B + €2C. Par ailleurs

(€)= (1"(0).) = (7(0), b iz )

| D1 ()N % GOl
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On se donne des coordonnées (U, f) et on cherche la matrice symétrique,

B = <g g) de /I dans le repére (g)fl (x), g—xfz(x)).

Soit £ € R? et I'arc de U défini par y(t) = f(x1 + &1t, x2 + &at). Ses dérivées sont :

(1) —€1aX1(X+t€)+§23X2(X+f£)
7"(0) €28f( X) + 26160520 (x) + & ?w( )-

D'ot /,(+/(0),~/(0)) = £2A + 2¢,6,B + €2C. Par ailleurs

Ih(6,€) = ("(0).0) = (" (0), T )

I D1 ()N % GOl

E: (X)Aagx oo g€t (Bxl( ), 55 (x), € %2—;%(x)+2£1£23X13X2(X)+£§§—X§)
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On se donne des coordonnées (U, f) et on cherche la matrice symétrique,

B = <g g) de I/ dans le repere (g)fl (x), g—xfz(x)).

Soit £ € R? et I'arc de U défini par y(t) = f(x1 + &1t, x2 + &at). Ses dérivées sont :
V() =& 5 E(x+t8) + LPL(x + 18)

Y'(0) = &5E(x) + 2085205 (X) + G 5L (x).

D'oit 11,(7'(0),7(0)) = £2A + 26,6 B + €2C. Par ailleurs

I5(€,€) = ("(0),) = ("(0), M>

I 55 GOAZE I
2
= T o (g—xi(x),gxg( B EL(x) + 261622 (x ) +35%)
X2
Par identification, on en déduit que

of af &*f
A= W det (500, 3500, 5E09)

af of %f
B=j an(x> g7 det (W(X)’%(X)’Bxﬁxz(x))’

af af &*f
€= nﬁxfl()Aaxz 7 det Tn(x)’éxz(x)’axi(xo
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On voit 3 nouveau que lorsque ¥ est le graphe d'une fonction lisse f : R> — R
telle que f(0) =0 et Dofy = 0, alors Iy est la hessienne de f en 0.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On voit a nouveau que lorsque ¥ est le graphe d'une fonction lisse fy : R> = R
telle que f(0) =0 et Dofy = 0, alors Iy est la hessienne de f en 0.

Proposition 22

Soit (U, f) des coordonnées locales sur X et ar et Sr les expressions locales des
deux formes fondamentales.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On voit a nouveau que lorsque ¥ est le graphe d'une fonction lisse fy : R> = R
telle que f(0) =0 et Dofy = 0, alors Iy est la hessienne de f en 0.

Proposition 22

Soit (U, f) des coordonnées locales sur X et ar et Sr les expressions locales des
deux formes fondamentales. Alors pour tout x € U :

AC — B2

Ks(f(x)) = det(Bras ') = Fe—5z-
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On voit a nouveau que lorsque ¥ est le graphe d'une fonction lisse fy : R> = R
telle que f(0) =0 et Dofy = 0, alors Iy est la hessienne de f en 0.

Proposition 22

Soit (U, f) des coordonnées locales sur X et ar et Sr les expressions locales des
deux formes fondamentales. Alors pour tout x € U :

AC — B2

-1

Kz(f(x)) = det(fra; ) = go—p2- J
Preuve : Soit wr(x) la matrice de W, = —d,v(p) dans la base (g—)g(x), g—)fz(x)).
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On voit a nouveau que lorsque ¥ est le graphe d'une fonction lisse fy : R> = R
telle que f(0) =0 et Dofy = 0, alors Iy est la hessienne de f en 0.

Proposition 22

Soit (U, f) des coordonnées locales sur X et ar et Sr les expressions locales des
deux formes fondamentales. Alors pour tout x € U :

AC — B2

-1

Kz(f(x)) = det(fra; ) = go—p2- J
Preuve : Soit wr(x) la matrice de W, = —d,v(p) dans la base (g—)g(x), g—)fz(x)).

Pour tout &,¢ on a

I,(D«f(€), Dif(C)) = "EBr(x)C.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On voit a nouveau que lorsque ¥ est le graphe d'une fonction lisse fy : R> = R
telle que f(0) =0 et Dofy = 0, alors Iy est la hessienne de f en 0.

Proposition 22

Soit (U, f) des coordonnées locales sur X et ar et Sr les expressions locales des
deux formes fondamentales. Alors pour tout x € U :

AC — B2

-1

Kz(f(x)) = det(Bror ") = go—p2- J
Preuve : Soit wr(x) la matrice de W, = —d,v(p) dans la base (%(X)7 g—)fz(x)).

Pour tout &,¢ on a
I,(D«f(€), Dif(C)) = "EBr(x)C.

Mais aussi

H,(Dxf(£), Dxf(€)) = —(dpr(Dxf (), Dxf(C)) = "(wr(x)-£)err(x).C.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

On voit a nouveau que lorsque ¥ est le graphe d'une fonction lisse fy : R> = R
telle que f(0) =0 et Dofy = 0, alors Iy est la hessienne de f en 0.

Proposition 22

Soit (U, f) des coordonnées locales sur X et ar et Sr les expressions locales des
deux formes fondamentales. Alors pour tout x € U :

AC — B2

-1

Kz(f(x)) = det(Bror ") = go—p2- 4
Preuve : Soit wr(x) la matrice de W, = —d,v(p) dans la base (gxfl (x), g—);(x)).

Pour tout &,¢ on a

I,(D«f(€), Dif(C)) = "EBr(x)C.

Mais aussi

H,(Dxf(£), Dxf(€)) = —(dpr(Dxf (), Dxf(C)) = "(wr(x)-£)err(x).C.

Donc fwrar = fBf ou si on préfere Br = arwr. 0O
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exercice 5

Soit S une surface de révolution, c'est-a-dire paramétrée par une application de la
forme :

f(u,v) = (n(v)cos u,71(v)sin u,72(v))
ou0<u<2m a<v<bety(v)>0.Larcy=(y1,0,72) est appelé la
génératrice de S. La surface S est obtenue en faisant tourner «y autour de |'axe
Ox3. Nous supposons la génératrice paramétrée par longueur d’arc, c'est-a-dire
(m)*+ (%) =1.
Calculer la courbure de S puis ses courbures et directions principales.
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Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Exercice 5

Soit S une surface de révolution, c'est-a-dire paramétrée par une application de la
forme :

f(u,v) = (n(v)cos u,71(v)sin u,72(v))
ou0<u<2m a<v<bety(v)>0.Larcy=(y1,0,72) est appelé la
génératrice de S. La surface S est obtenue en faisant tourner «y autour de |'axe
Ox3. Nous supposons la génératrice paramétrée par longueur d’arc, c'est-a-dire
(M) + () =1
Calculer la courbure de S puis ses courbures et directions principales.

Exercice 6

Donner un exemple de surface de révolution a courbure constante négative.
Faire un dessin du tore T obtenu en prenant v = (2 + cos v, 0, sin v). Déterminer
les points ou la courbure est positive, ceux ou elle est négative.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 42 / 57



Theorema Egregium
Définition 23

(V,g) resp. sur X et X, telle que ar = a.

Deux nappes ¥ et ¥, sont dites isométriques s'il existe des coordonnées (U, ) et

o F = £ DA
Chapitre 3: Etude métrique des surfaces




Theorema Egregium.

Theorema Egregium

Définition 23
Deux nappes ¥ et ¥, sont dites isométriques s'il existe des coordonnées (U, ) et
(V,g) resp. sur X; et X, telle que ar = ag.

Exemple 24

@ Un morceau de plan et un morceau de cylindre sont isométriques mais leurs
deuxieémes formes fondamentales sont différentes.
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Theorema Egregium.

Theorema Egregium

Définition 23
Deux nappes ¥ et ¥, sont dites isométriques s'il existe des coordonnées (U, ) et
(V,g) resp. sur X; et X, telle que ar = ag.

Exemple 24

@ Un morceau de plan et un morceau de cylindre sont isométriques mais leurs
deuxieémes formes fondamentales sont différentes.

@ Soit p et g deux points de S?, il existe un voisinage 2 de p et un voisinage
Q' de g tels que QN S? et Q' N S? sont isométriques.
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Theorema Egregium.

Theorema Egregium

Définition 23
Deux nappes ¥ et ¥, sont dites isométriques s'il existe des coordonnées (U, ) et
(V,g) resp. sur X; et X, telle que ar = ag.

Exemple 24

@ Un morceau de plan et un morceau de cylindre sont isométriques mais leurs
deuxieémes formes fondamentales sont différentes.

@ Soit p et g deux points de S?, il existe un voisinage 2 de p et un voisinage
Q' de g tels que QN S? et Q' N S? sont isométriques.

La discussion sur la longueur des courbes lues sur une carte se reformule en : la
sphere est-elle localement isométrique au plan?
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La réponse est finalement donnée par le (remarquable) théoréme suivant.
Théoreme 25 ( Theorema Egregium de Gauss)

Deux nappes isométriques ont méme courbure.

o F = £ DA
Chapitre 3: Etude métrique des surfaces




Theorema Egregium.

La réponse est finalement donnée par le (remarquable) théoréme suivant.
Théoreme 25 ( Theorema Egregium de Gauss)

Deux nappes isométriques ont méme courbure.

Corollaire 26

Quel que soit le bout de terre qu’elle représente une carte est toujours fausse.
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Theorema Egregium.

La réponse est finalement donnée par le (remarquable) théoréme suivant.
Théoreme 25 ( Theorema Egregium de Gauss)

Deux nappes isométriques ont méme courbure.

Corollaire 26

Quel que soit le bout de terre qu’elle représente une carte est toujours fausse.

preuve du corollaire : Le plan et la sphére ont des courbures partout différentes.
Ils sont donc nulle part isométriques.[]
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Theorema Egregium.

La réponse est finalement donnée par le (remarquable) théoréme suivant.
Théoreme 25 ( Theorema Egregium de Gauss)

Deux nappes isométriques ont méme courbure.

Corollaire 26

Quel que soit le bout de terre qu’elle représente une carte est toujours fausse.

preuve du corollaire : Le plan et la sphére ont des courbures partout différentes.
Ils sont donc nulle part isométriques.[]
Preuve du théoréme :
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Theorema Egregium.

La réponse est finalement donnée par le (remarquable) théoréme suivant.
Théoreme 25 ( Theorema Egregium de Gauss)

Deux nappes isométriques ont méme courbure.

Corollaire 26

Quel que soit le bout de terre qu’elle représente une carte est toujours fausse.

preuve du corollaire : Le plan et |la sphére ont des courbures partout différentes.
Ils sont donc nulle part isométriques.[]

Preuve du théoréme : Si on arrive a trouver des coordonnées (U, f) sur ¥ pour
lesquelles on sait calculer K en fonction des coefficients de af, le théoréme sera
prouvé.
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Theorema Egregium.

La réponse est finalement donnée par le (remarquable) théoréme suivant.
Théoreme 25 ( Theorema Egregium de Gauss)

Deux nappes isométriques ont méme courbure.

Corollaire 26

Quel que soit le bout de terre qu’elle représente une carte est toujours fausse.

preuve du corollaire : Le plan et |la sphére ont des courbures partout différentes.
Ils sont donc nulle part isométriques.[]

Preuve du théoréme : Si on arrive a trouver des coordonnées (U, f) sur ¥ pour
lesquelles on sait calculer K en fonction des coefficients de af, le théoréme sera
prouvé. On cherche donc des coordonnées telles que o soit le plus simple possible.
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Theorema Egregium.

Lemme 27 (de Gauss (admis?))

Au voisinage de tout point de ¥ il existe des coordonnées (U, f) telles que

=5 e

ou J est une fonction lisse partout non nulle.
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Theorema Egregium.

Lemme 27 (de Gauss (admis?))

Au voisinage de tout point de ¥ il existe des coordonnées (U, f) telles que

=5 e

ou J est une fonction lisse partout non nulle.

On se place dans ces coordonnées. On note wr = <Z ;) et ff = <g 'g

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces
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Lo 8f
On écrit les vecteurs D%

(x) dans la base (aa—)fl(x), g—)g(x),z/(f(x))) :

o F = = DA
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs 3)‘323’;( ) dans la base (2L ( ), 2L F £(x), v(f(x))) :

f 5 of of of

aXian - l,_/a + Il(aX’ 8 )Nfa (*)

ke{1,2}

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant N a été obtenu a la proposition 17.
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs aigx( ) dans la base (2L ( ), 2F F £ (x), v(f(x))) :

2
02f 5 OfF  udF O

j (== 5-)
8x,-(9xj o I O, Ox;’ O

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant N a été obtenu a la proposition 17.
On part des égalités (01f,01f) =1 et (O1f,0-f) = 0 et on dérive :
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs %aij(x) dans la base (aa—xfl(x), g—)fz(x),l/(f(x))) :

2 f . Of of of
aXian - Z rI,_ja + Il(aX’ 8 )Nf7 (*)
ke{1,2}

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant N a été obtenu a la proposition 17.
On part des égalités (01f,01f) =1 et (O1f,0-f) = 0 et on dérive :

O1((01f,01F)) = 2(02,f, 1) = 0,
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs %aij(x) dans la base (aa—xfl(x), g—)fz(x),l/(f(x))) :

2 f . Of of of
aXian - Z rI,_ja + Il(aX’ 8 )Nf7 (*)
ke{1,2}

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant N a été obtenu a la proposition 17.
On part des égalités (01f,01f) =1 et (O1f,0-f) = 0 et on dérive :

O1((01f,01F)) = 2(02,f, 1) = 0,
Do((OLf, D1 F)) = 2(03,F,1f) =0
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs %aij(x) dans la base (aa—xfl(x), g—)fz(x),l/(f(x))) :

2
f S OF Ly OF O

Ox0x o TG o N ()

ke{1,2}

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant N a été obtenu a la proposition 17.
On part des égalités (01f,01f) =1 et (O1f,0-f) = 0 et on dérive :

N ((0uf,01F)) = 2(0F,f,01f) = 0,

Do((01f,01F)) = 2(03,f,01f) =0

O1((0af , 01F)) = (O3, O1F) + (Oaf , 03, f) = 0
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs %aij(x) dans la base (aa—xfl(x), g—)fz(x),l/(f(x))) :

02f . Of of Of
= Z r..—+l/(8X, o — )Ny, (%)

. . ”J
O0x;0x; ez} OX

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant Nf a été obtenu a la proposition 17.
On part des égalités (01f,01f) =1 et (O1f,0-f) = 0 et on dérive :

OL((01f,00F)) = 2(02,F,01f) =0,
D ((01F,01F)) = 2(05,f,01F) =0
O ({(0af,01F)) = (612f O f) + <(92f,8flf> =0

On voit donc que T}, =2, =0 et donc 92, f = ANs.
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs %aij(x) dans la base (aa—xfl(x), g—)fz(x),l/(f(x))) :

02f . Of of Of
= Z r..—+l/(8X, o — )Ny, (%)

. . ”J
O0x;0x; ez} OX

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant Nf a été obtenu a la proposition 17.
On part des égalités (01f,01f) =1 et (O1f,0-f) = 0 et on dérive :

OL((01f,00F)) = 2(02,F,01f) =0,
D ((01F,01F)) = 2(05,f,01F) =0
O ({(0af,01F)) = (612f O f) + <(92f,8flf> =0

On voit donc que T}, =2, =0 et donc 92, f = AN¢. On a aussi '}, = 0.
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Theorema Egregium.

On écrit les vecteurs %ng(x) dans la base (aa—xfl(x), g—)fz(x),l/(f(x))) :

2
f S OF Ly OF O

Dy, iy,
O0x;0x; ez} OXxk Ox;’ O

S INe (%)

les Ffij dépendent de x et sont appelés les symboles de Christoffel, le coefficient
devant Nf a été obtenu a la proposition 17.
On part des égalités (01f,01f) =1 et (O1f,0-f) = 0 et on dérive :

N ((0uf,01F)) = 2(0F,f,01f) = 0,

Oo((0nf, 0uf)) = 2(05,f, 0uf) =0

O1((0af , 01F)) = (O3, O1F) + (Oaf , 03, f) = 0

On voit donc que T}, =2, =0 et donc 92, f = AN¢. On a aussi '}, = 0.

(on voit au passage que |'accélération de la courbe t — f(t,0) est toujours normale a X)
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De méme %, = 220, (et donc 92,f = 220, f + BNy) :

O1J? = 2J01J = 01(0af , 0af ) = 2(D%,, Oaf ) = 2I2,(0af, Daf) = 213, 2.

o F = = DA
Chapitre 3: Etude métrique des surfaces



De méme %, = 220, (et donc 92,f = 220, f + BNy) :
01 J? = 2J01J = 01(0of , Oaf) = 2(0%,, Oaf) = 213, (Oaf, Dof) = 202, J2.

On note maintenant J' et J” les dérivées 01J et 0% J.
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De méme %, = 220, (et donc 92,f = 220, f + BNy) :
01 J? = 2J01J = 01(0of , Oaf) = 2(0%,, Oaf) = 213, (Oaf, Dof) = 202, J2.

On note maintenant J' et J” les dérivées 01J et 0% J.
D’apres le lemme de Schwarz, on a 95(8?,f) = 01(9%,f). Or 0%, f = ANy, d'ou

(82A)Nf + A0>Nf =
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Theorema Egregium.

De méme %, = 220, (et donc 92,f = 220, f + BNy) :

01 J? = 2J01J = 01(0of , Oaf) = 2(0%,, Oaf) = 213, (Oaf, Dof) = 202, J2.

On note maintenant J' et J” les dérivées 01J et 0% J.
D’apres le lemme de Schwarz, on a 95(8?,f) = 01(9%,f). Or 0%, f = ANy, d'ou

/

J J
(02A)Nf + ADaNf = 81(7)821‘ +5 0% f + 01B Nr + B 91 Ny.
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Theorema Egregium.

De méme %, = 220, (et donc 92,f = 220, f + BNy) :

01 J? = 2J01J = 01(0of , Oaf) = 2(0%,, Oaf) = 213, (Oaf, Dof) = 202, J2.

On note maintenant J' et J” les dérivées 01J et 0% J.
D’apres le lemme de Schwarz, on a 95(8?,f) = 01(9%,f). Or 0%, f = ANy, d'ou

/

J J
(02A)Nf + ADaNf = 81(7)821‘ +5 0% f + 01B Nr + B 91 Ny.

Par définition la matrice de wr est celle —DNy, d'ou, en remplacant 8%21‘ :
J7Jr J [y
(02A)Nf — A(cOrf + ddaf) = (7 — ?)62)‘ + 7 (7827‘ + BN,r)
+(01B)Nf — B(a01f + bO,f).
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De méme 2, = 31J82 f (et donc 9%,f = %azf + BN¢) :

01 J? = 2J01J = 01(0of , Oaf) = 2(0%,, Oaf) = 213, (Oaf, Dof) = 202, J2.

On note maintenant J' et J” les dérivées 01J et 0% J.
D’apres le lemme de Schwarz, on a 95(8?,f) = 01(9%,f). Or 0%, f = ANy, d'ou

J
(82A)Nf+A32Nf (91( )82f+ 812f+6lB N¢ + B 01 Ne.

Par définition la matrice de wr est celle —DNy, d'ou, en remplacant 8%2f

JII J/2 J JI
(52A)Nf—A(C81f+d82f) = (7 7 )82f+ 7 (J62f+BNf>
+(818)Nf — B(aalf + bazf)
En considérant le coefficient devant 0>f, on obtient ~ 2" — Ad — Bb. Vu la forme

J
de ar et sachant que B = arwr,ona A=aet B=c.
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De méme 2, = 31J82 f (et donc 9%,f = %azf + BN¢) :

01 J? = 2J01J = 01(0of , Oaf) = 2(0%,, Oaf) = 213, (Oaf, Dof) = 202, J2.

On note maintenant J' et J” les dérivées 01J et 0% J.
D’apres le lemme de Schwarz, on a 95(8?,f) = 01(9%,f). Or 0%, f = ANy, d'ou

J
(82A)Nf+A32Nf (91( )82f+ 812f+6lB N¢ + B 01 Ne.

Par définition la matrice de wr est celle —DNy, d'ou, en remplacant 8%2f

JII J/2 J JI
(52A)Nf—A(C81f+d82f) = (7 7 )82f+ 7 (J62f+BNf>
+(818)Nf — B(aalf + bazf)
En considérant le coefficient devant 0>f, on obtient ~ 2" — Ad — Bb. Vu la forme

J
de ar et sachant que Br = arwr, on a A=aet B =c. Ainsi

J//
- = = ad — bc = det(wr) = K. O
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Theorema Egregium.

La réciproque du Theorema egregium est fausse :

Exercice 7

Montrer que la nappe X paramétrée par f : (u,v) — (ucosv, usinv,logu) et
I'hélicoide paramétré par g : (u,v) — (ucosv, usinv, v) ont méme courbure
mais ne sont pas isométriques.
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Theorema Egregium.

La réciproque du Theorema egregium est fausse :

Exercice 7

Montrer que la nappe X paramétrée par f : (u,v) — (ucosv, usinv,logu) et
I'hélicoide paramétré par g : (u,v) — (ucosv, usinv, v) ont méme courbure
mais ne sont pas isométriques.

Exercice 8

Soit (U, f) des coordonnées sur X vérifiant les conclusions du lemme 27. Quitte a
restreindre U on le suppose convexe. Soient (a, ¢) et (b, ¢) deux points de U et
v :[0,1] — X I'arc paramétré défini par (t) = f(ta + (1 — t)b, c).

Montrer que I est le plus court arc tracé sur ¥ reliant f(a, c) et f(b, c).
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Géodésiques
Soit (/,7y) un arc tracé sur X.
=} 5 = E DAy



Géodésiques

Soit (/,7y) un arc tracé sur X. A quel point v peut-il aller tout droit?

o F = = DA
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Géodésiques

Soit (/,7y) un arc tracé sur X. A quel point v peut-il aller tout droit? On a vu a la
proposition 17 que (7", v) est imposé par ¥.

o F = £ DA
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Géodésiques

Soit (/,7y) un arc tracé sur X. A quel point v peut-il aller tout droit? On a vu a la
proposition 17 que {7, v) est imposé par X. A priori

(1) = (Vv (D)) v (A(8)),

ie la partie tangentielle de I'accélération, est libre.
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Géodésiques

Soit (/,7y) un arc tracé sur X. A quel point v peut-il aller tout droit? On a vu a la
proposition 17 que {7, v) est imposé par X. A priori

(1) = (Vv (D)) v (A(8)),

ie la partie tangentielle de I'accélération, est libre. On va demander qu’elle soit
nulle.
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Géodésiques

Soit (/,7) un arc tracé sur X. A quel point v peut-il aller tout droit? On a vu a la
proposition 17 que {7, v) est imposé par X. A priori

(1) = (Vv (D)) v (A(8)),

ie la partie tangentielle de I'accélération, est libre. On va demander qu’elle soit
nulle.

Définition 28
Un arc paramétré deux fois dérivable (/,~) tracé sur X tel que pour tout t € /
7"(t) € Ty1yX* est appelé une géodésique de ¥.

On fera attention au fait que le reparamétrage d'une géodésique n'est pas
forcément une géodésique.
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.

Plus précisément, si (/,) est un paramétrage par longueur d'arc de P N S2, alors

(v,7") =0,
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.

Plus précisément, si (/,) est un paramétrage par longueur d'arc de P N S2, alors
(,v") =0, de plus 7' et v sont contenus dans P et non nuls.
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.

Plus précisément, si (/,) est un paramétrage par longueur d'arc de P N S2, alors
(',+") =0, de plus 7' et v sont contenus dans P et non nuls. Ainsi (7/,~") est
une base orthogonale de P.
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.

Plus précisément, si (/,) est un paramétrage par longueur d'arc de P N S2, alors
(',+") =0, de plus 7' et v sont contenus dans P et non nuls. Ainsi (7/,~") est
une base orthogonale de P. Comme v est perpendiculaire a 7/, le vecteur 4"/ est
proportionnel a v.
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.

Plus précisément, si (/,) est un paramétrage par longueur d'arc de P N S2, alors
(',+") =0, de plus 7' et v sont contenus dans P et non nuls. Ainsi (7/,~") est
une base orthogonale de P. Comme v est perpendiculaire a 7/, le vecteur 4"/ est
proportionnel a v.

Proposition 30

Les géodésiques sont toujours parcourues a vitesse constante.
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.

Plus précisément, si (/,) est un paramétrage par longueur d'arc de P N S2, alors
(',+") =0, de plus 7' et v sont contenus dans P et non nuls. Ainsi (7/,~") est
une base orthogonale de P. Comme v est perpendiculaire a 7/, le vecteur 4"/ est
proportionnel a v.

Proposition 30

Les géodésiques sont toujours parcourues a vitesse constante.

Preuve : Soit (/,7) une géodésique. La dérivée de I'application t — (7v/(t),~/(t))
est donnée par t — 2(y"(t),~'(t)).
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Exemple 29

Les grands cercles de S?, c'est-a-dire les courbes obtenues en prenant
I'intersection de la sphére avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont
des géodésiques de la sphere.

Plus précisément, si (/,) est un paramétrage par longueur d'arc de P N S2, alors
(v',4") =0, de plus 7’ et 4" sont contenus dans P et non nuls. Ainsi (7/,~") est
une base orthogonale de P. Comme v est perpendiculaire a 7/, le vecteur 4"/ est
proportionnel a v.

Proposition 30

Les géodésiques sont toujours parcourues a vitesse constante.

Preuve : Soit (/,7) une géodésique. La dérivée de I'application t — (y/(t),~'(t))
est donnée par t — 2(y"(t),'(t)). Comme ~"(t) est perpendiculaire au tangent
ceci est nul. La norme de +/(t) est donc constante.l
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Théoreme 31

Pour tout point p € ¥ et tout vecteur X € T,%, il existe une unique géodésique
< maximale?® > (I,~) telle que v(0) = p et 7/ (0) = X. Celle ci est lisse.

a. au sens des solutions d’'équations d'équations différentielles
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Théoreme 31

Pour tout point p € ¥ et tout vecteur X € T,%, il existe une unique géodésique
< maximale?® > (I,~) telle que v(0) = p et 7/ (0) = X. Celle ci est lisse.

a. au sens des solutions d’'équations d'équations différentielles

Preuve : Soit (U, f) un systeme de coordonnées sur ¥ et ¢ : | — U un arc de U.
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Théoreme 31

Pour tout point p € ¥ et tout vecteur X € T,%, il existe une unique géodésique
< maximale?® > (I,~) telle que v(0) = p et 7/ (0) = X. Celle ci est lisse.

a. au sens des solutions d’'équations d'équations différentielles

Preuve : Soit (U, f) un systeme de coordonnées sur ¥ et ¢ : | — U un arc de U.
On veut savoir a quelle condition v = f o ¢ est une géodésique.
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Théoreme 31

Pour tout point p € ¥ et tout vecteur X € T,%, il existe une unique géodésique
< maximale?® > (I,~) telle que v(0) = p et 7/ (0) = X. Celle ci est lisse.

a. au sens des solutions d’'équations d'équations différentielles

Preuve : Soit (U, f) un systéme de coordonnées sur X et ¢ : | — U un arc de U.
On veut savoir a quelle condition v = f o ¢ est une géodésique. On part de

V() = Dy (). €(6) + Degy (" (1)
= Y O (D55 (1) + Ty el (D) 25

Ce qui donne en utilisant les Ff‘j vus plus haut :

CRCHCRSCIECORICICHCI N EORPIEACES
= (e 0+ 3 00 §) 2 (e(1)
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Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et 2 on a
Vel cl(t)+ ) TFd(t)g(t) =0.
ij

()

o F = = DA
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Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et 2 on a

vtel, () +Zr c/(t)ci(t) = ()

Ainsi (/,7) est une géodésique si et seulement si (/, c) est une solution de
I'équation différentielle ci-dessus.
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Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et 2 on a

vtel, () +Zr c/(t)ci(t) = ()

Ainsi (/,7) est une géodésique si et seulement si (/, c) est une solution de
I'équation différentielle ci-dessus. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet alors
de conclure.[d
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Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et 2 on a

Vel c/(t)+ Y Tfc(t)c(t)=0. ()
ij

Ainsi (/,7) est une géodésique si et seulement si (/, c) est une solution de
I'équation différentielle ci-dessus. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet alors
de conclure.]

Exercice 9

Soit (]a, b[,v) la géodésique maximale telle que v(0) = p et 7/(0) = X et k € R*.
Montrer que (Ja/k, b/ k[, t — ~(kt)) est la géodésique v(0) = p et 7/(0) = kX.
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Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et 2 on a

Vel c/(t)+ Y Tfc(t)c(t)=0. ()
ij

Ainsi (/,7) est une géodésique si et seulement si (/, c) est une solution de
I'équation différentielle ci-dessus. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet alors
de conclure.]

Exercice 9
Soit (]a, b[,v) la géodésique maximale telle que v(0) = p et 7/(0) = X et k € R*.
Montrer que (Ja/k, b/k[, t — ~(kt)) est la géodésique v(0) = p et 4/(0) = kX.

Montrer que les seules géodésiques de S sont les grands cercles parcourus a
vitesse constante.
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Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et 2 on a

Vel c/(t)+ Y Tfc(t)c(t)=0. ()
ij

Ainsi (/,7) est une géodésique si et seulement si (/, c) est une solution de
I'équation différentielle ci-dessus. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet alors
de conclure.]

Exercice 9

Soit (]a, b[,v) la géodésique maximale telle que v(0) = p et 7/(0) = X et k € R*.
Montrer que (Ja/k, b/k[, t — ~(kt)) est la géodésique v(0) = p et 4/(0) = kX.

Montrer que les seules géodésiques de S sont les grands cercles parcourus a
vitesse constante.

La notion de géodésique doit avoir un sens pour les “habitants” de >. Pour eux, il
s'agit des courbes allant tout droit a vitesse constante.
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Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et 2 on a

Vel c/(t)+ Y Tfc(t)c(t)=0. ()
ij

Ainsi (/,7) est une géodésique si et seulement si (/, c) est une solution de
I'équation différentielle ci-dessus. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet alors
de conclure.]

Exercice 9

Soit (]a, b[,v) la géodésique maximale telle que v(0) = p et 7/(0) = X et k € R*.
Montrer que (Ja/k, b/k[, t — ~(kt)) est la géodésique v(0) = p et 4/(0) = kX.

Montrer que les seules géodésiques de S sont les grands cercles parcourus a
vitesse constante.

La notion de géodésique doit avoir un sens pour les “habitants” de >. Pour eux, il
s'agit des courbes allant tout droit a vitesse constante. C'est confirmé par le fait
que |'on peut exprimer les Ff{j en fonction de E, F ,G et de leurs dérivées.
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Preuve du lemme de Gauss 27

Les géodésiques sont la clé de la preuve du lemme de Gauss.

o F = = DA
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Preuve du lemme de Gauss 27

Les géodésiques sont la clé de la preuve du lemme de Gauss.
On note ¢, la solution maximale de I'équation différentielle (xx) ayant pour
conditions initiales (x,v) ol x € U et v € R2.
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Preuve du lemme de Gauss 27

Les géodésiques sont la clé de la preuve du lemme de Gauss.

On note ¢, la solution maximale de I'équation différentielle (xx) ayant pour
conditions initiales (x,v) ol x € U et v € R2.

D’apres les théoremes classiques sur les équations différentielles (cf. [Laudenbach]
si besoin), tout (xp, vp) € U x R? posséde un voisinage ouvert V x W et un e >0
tels que I'application

O] —e,e[xVxW-— U
(t,x,v) = ceu(t)

est bien définie et lisse.
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Preuve du lemme de Gauss 27

Les géodésiques sont la clé de la preuve du lemme de Gauss.

On note ¢, la solution maximale de I'équation différentielle (xx) ayant pour
conditions initiales (x,v) ol x € U et v € R2.

D’apres les théoremes classiques sur les équations différentielles (cf. [Laudenbach]
si besoin), tout (xp, vp) € U x R? posséde un voisinage ouvert V x W et un e >0
tels que I'application

O] —e,e[xVxW-— U

(t,x,v) = ceu(t)

est bien définie et lisse.

Si on réduit la vitesse initiale (ie ||v||), on augmente le temps d’existence de la
solution (ex. 9 ). Quitte a prendre W plus petit on peut donc supposer que & = 2.
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On appelle application exponentielle de ¥ en xp, la restriction de ¢ a
{1} x {xo} x W.
=} = = E APRN G4



On appelle application exponentielle de X en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
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On appelle application exponentielle de X en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).
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On appelle application exponentielle de X en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,  est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.
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On appelle application exponentielle de X en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,  est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L'application exp,  est lisse, il suffit donc de montrer que sa différentielle
en 0 est inversible.
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On appelle application exponentielle de X en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,  est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L’'application exp,  est lisse, il suffit donc de montrer que sa différentielle
en 0 est inversible. Pour tout v € R?, on a:
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On appelle application exponentielle de X en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,  est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L’'application exp,  est lisse, il suffit donc de montrer que sa différentielle
en 0 est inversible. Pour tout v € R?, on a:

d
Do exp,, (v) = 7 TP (sv)|s:0
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On appelle application exponentielle de ¥ en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,  est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L’'application exp,  est lisse, il suffit donc de montrer que sa différentielle
en 0 est inversible. Pour tout v € R?, on a :

d d
Do exp,,(v) = ds exPxo(SV)|s:0 = E(CXO,SV(]-)”S:O
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On appelle application exponentielle de ¥ en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,  est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L’'application exp,  est lisse, il suffit donc de montrer que sa différentielle
en 0 est inversible. Pour tout v € R%, on a : (exercice 9)!

d d d
Do eXpXO(V) s eprO(SV)|S:0 = E(Cxo,sv(l))hzo = ECXO’V(S)|S:O
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On appelle application exponentielle de ¥ en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,  est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L’'application exp,  est lisse, il suffit donc de montrer que sa différentielle
en 0 est inversible. Pour tout v € R%, on a : (exercice 9)!

d d d
Dy eXpXO(V) = ds eprO(SV)|S:0 = E(Cxo,sv(l))hzo = ECXO’V(S)|S:O = V.

Ainsi Doy exp,, = Id. U
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o Clodésiais

On appelle application exponentielle de ¥ en xp, la restriction de ® a
{1} x {x0} x W. C'est une application lisse traditionnellement notée exp, .
Par définition exp, (v) = ®(1, X0, v) = ¢y, v(1).

Lemme 32

Pour tout x € U, I'application exp,, est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L’'application exp,  est lisse, il suffit donc de montrer que sa différentielle
en 0 est inversible. Pour tout v € R%, on a : (exercice 9)!

d
-0 E(CXOJV(]'))

d
Do exp,,(v) = - expy, (sV)], S GalS),_y = V-

|s:0 -
Ainsi Doy exp,, = Id. U

Autrement dit, I'application exp,  défini des coordonnées locales au voisinage
de X0-
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Il ne s’agit pas encore des coordonnées cherchées, mais pas loin. Il faut en plus
composer avec un passage en coodonnées polaires.

Soit (£1,&,) une base orthonormée de R? munit du produit scalaire as(xp)
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Il ne s’agit pas encore des coordonnées cherchées, mais pas loin. Il faut en plus
composer avec un passage en coodonnées polaires.

Soit (£1,&,) une base orthonormée de R? munit du produit scalaire ar(xg)(ie telle
(Dxf(&1), Dif(&2)) est une b.o.n. de T¢(x)X).
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Il ne s’agit pas encore des coordonnées cherchées, mais pas loin. Il faut en plus
composer avec un passage en coodonnées polaires.

Soit (£1,&,) une base orthonormée de R? munit du produit scalaire ar(xg)(ie telle
(Dxf(&1), D<f(&)) est une b.o.n. de T¢(x)X).
Pour p > 0 assez petit 'application ®q définie sur ]0, p[x]0, 27| par
®o(r,0) = r(cos(6)&1 + sin(0)&2)
est un difffomorphisme d'image contenue dans W.
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Il ne s’agit pas encore des coordonnées cherchées, mais pas loin. Il faut en plus
composer avec un passage en coodonnées polaires.

Soit (£1,&,) une base orthonormée de R? munit du produit scalaire ar(xg)(ie telle
(Dxf(&1), D<f(&)) est une b.o.n. de T¢(x)X).

Pour p > 0 assez petit 'application ®q définie sur ]0, p[x]0, 27| par
Po(r,0) = r(cos(0)&1 + sin(6)E2)
est un difffomorphisme d'image contenue dans W.

On définit maintenant des nouvelles coordonnées locales (V, g) sur . On prend
V =]0, p[x]0,27[ et g = f o exp, o®g. On a maintenant les coordonnées
cherchées !
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Il ne s’agit pas encore des coordonnées cherchées, mais pas loin. Il faut en plus
composer avec un passage en coodonnées polaires.

Soit (£1,&,) une base orthonormée de R? munit du produit scalaire ar(xg)(ie telle
(Dxf(&1), D<f(&)) est une b.o.n. de T¢(x)X).

Pour p > 0 assez petit 'application ®q définie sur ]0, p[x]0, 27| par
Po(r,0) = r(cos(0)&1 + sin(6)E2)
est un difffomorphisme d'image contenue dans W.

On définit maintenant des nouvelles coordonnées locales (V, g) sur . On prend
V =]0, p[x]0,27[ et g = f o exp, o®g. On a maintenant les coordonnées
cherchées !

Montrons que cg est de la forme voulue.
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Soit 7y I'arc défini par vg(r) = g(r,0). Par construction, il s'agit d'un arc
géodésique. On a donc :

(0rg.,0r8) = (15(r), 79(r)) = (7(0),75(0)) = || cos(0) X1 + sin(6)Xz|* = 1.
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Soit 7y I'arc défini par vg(r) = g(r,0). Par construction, il s'agit d'un arc
géodésique. On a donc :

(0rg.,0r8) = (15(r), 79(r)) = (7(0),75(0)) = || cos(0) X1 + sin(6)Xz|* = 1.

On veut maintenant montrer que (0,g,9pg) = 0.
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Soit 7y I'arc défini par vg(r) = g(r,0). Par construction, il s'agit d'un arc
géodésique. On a donc :

(0rg.,0r8) = (15(r), 79(r)) = (7(0),75(0)) = || cos(0) X1 + sin(6)Xz|* = 1.

On veut maintenant montrer que (0,g,9pg) = 0.

9:(0:g,008) = (0%8,008) + (0,8, 0%8)
= (74 (r), 9g) + (Org.0%8)

1
=0 + 569<8rg76rg> = 07

puisque 7y est une géodésique et que (J,g,0,g) est constant.

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 56 / 57



Soit 7y I'arc défini par vg(r) = g(r,0). Par construction, il s'agit d'un arc
géodésique. On a donc :

(0rg.,0r8) = (15(r), 79(r)) = (7(0),75(0)) = || cos(0) X1 + sin(6)Xz|* = 1.

On veut maintenant montrer que (0,g,9pg) = 0.

0:(0,g,0pg) = (02.8,008) + (0,8, 0%8)
= (74 (r), 9g) + (Org.0%8)

1
=0 + 569<8rg76rg> = 07

puisque g est une géodésique et que (9,g,0,g) est constant. Par ailleurs

Opg(r,8) = Og(f o exp,(r(cos(0)&1 + sin(6)E2))
= D(f o exp, )(Po(r,0)).(r(—sin(0)&1 + cos(0)E)).
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Soit 7y I'arc défini par vg(r) = g(r,0). Par construction, il s'agit d'un arc
géodésique. On a donc :

(0rg.,0r8) = (15(r), 79(r)) = (7(0),75(0)) = || cos(0) X1 + sin(6)Xz|* = 1.

On veut maintenant montrer que (0,g,9pg) = 0.

ar <arg7 69g> = <(9,2,g, 89g> + <6I’ga ar20g>
= (15(r), Dog) + (Org, 0%g)

1
=0 + 589<8rg76rg> = 07

puisque g est une géodésique et que (9,g,0,g) est constant. Par ailleurs

Opg(r,8) = Og(f o exp,(r(cos(0)&1 + sin(6)E2))
= D(f o exp, )(Po(r,0)).(r(—sin(0)&1 + cos(0)E)).

On en déduit que lim,_,o dpg(r,0) = 0 et donc lim,_,0(0,g,pg) = 0.
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Soit 7y I'arc défini par vg(r) = g(r,0). Par construction, il s'agit d'un arc
géodésique. On a donc :

(0rg.,0r8) = (15(r), 79(r)) = (7(0),75(0)) = || cos(0) X1 + sin(6)Xz|* = 1.

On veut maintenant montrer que (0,g,9pg) = 0.

ar <arg7 69g> = <a,2,g, 89g> + <6I’ga ar20g>
= (15(r), Dog) + (Org, 0%g)

1
=0+ 589<8rg76rg> = 07
puisque g est une géodésique et que (9,g,0,g) est constant. Par ailleurs

Opg(r,8) = Og(f o exp,(r(cos(0)&1 + sin(6)E2))
= D(f o exp, )(Po(r,0)).(r(—sin(0)&1 + cos(0)E)).

On en déduit que lim,_,o dpg(r,0) = 0 et donc lim,_,0(0,g,0pg) = 0. Or, d’apres
ce qui précede (0,g,0gg) ne dépend pas de r et donc g a bien la forme voulue |(]

Chapitre 3: Etude métrique des surfaces 56 / 57



Soit 7y I'arc défini par vg(r) = g(r,0). Par construction, il s'agit d'un arc
géodésique. On a donc :

(0r8,0:8) = (7(r), 15(r)) = (76(0),75(0)) = || cos(6) Xy + sin(6) Xz [|* = 1.
On veut maintenant montrer que (0,g,9pg) = 0.
ar<arg7 69g> = <a,2,g, 89g> + <6I’ga ar20g>
= (15(r), Dog) + (Org, 0%g)

1
=0+ 589<8rg76rg> = 07
puisque g est une géodésique et que (9,g,0,g) est constant. Par ailleurs

Opg(r,0) = 9y(f o exp,(r(cos(0)&1 + sin(0)E2))
= D(F o exp,)(@o(r, 0)).(r( sin(8)¢: + cos(6)&2)).
On en déduit que lim,_,o dpg(r,0) = 0 et donc lim,_,0(0,g,0pg) = 0. Or, d’apres

ce qui précede (0,g,0gg) ne dépend pas de r et donc g a bien la forme voulue |(]
ouf!
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Corollaire 33
Les géodésiques sont exactement les courbes qui minimisent localement la
longueur.
=} = = E APRN G4




Corollaire 33

Les géodésiques sont exactement les courbes qui minimisent localement la
longueur.
Si une courbe minimise globalement la longueur alors c'est une géodésique.
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Corollaire 33

Les géodésiques sont exactement les courbes qui minimisent localement la

longueur.
Si une courbe minimise globalement la longueur alors c'est une géodésique.

Autrement dit si 2 points sont suffisamment proches il existe un plus court chemin
les reliant et ce chemin est un arc de géodésique.
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Corollaire 33

Les géodésiques sont exactement les courbes qui minimisent localement la
longueur.
Si une courbe minimise globalement la longueur alors c'est une géodésique.

Autrement dit si 2 points sont suffisamment proches il existe un plus court chemin
les reliant et ce chemin est un arc de géodésique.

Preuve : Si y est suffisament proche de x, alors il existe v tel que y = exp,(v).
En se placant dans les coordonnées données par le lemme de Gauss, on déduit de
I'exercice 8 que le segment géodésique t — exp, (tv) minimise la longueur.
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Corollaire 33

Les géodésiques sont exactement les courbes qui minimisent localement la
longueur.
Si une courbe minimise globalement la longueur alors c'est une géodésique.

Autrement dit si 2 points sont suffisamment proches il existe un plus court chemin
les reliant et ce chemin est un arc de géodésique.

Preuve : Si y est suffisament proche de x, alors il existe v tel que y = exp,(v).
En se placant dans les coordonnées données par le lemme de Gauss, on déduit de
I'exercice 8 que le segment géodésique t — exp, (tv) minimise la longueur.

Inversement si y est le plus court chemin reliant deux points, il minimise aussi la
longueur entre chacun de ses points. En les choisissant suffisamment proche on en
déduit que v est une géodésique. [
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