Université Bordeaux 1 Année 2008-2009
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Calcul différentiel, feuille 4
INVERSION LOCALE ET FONCTIONS IMPLICITES.

Exercice 1. a) Soit U le plan privé de l'origine, et f : U — U définie par f(x,y) = (222, 2zy).
Montrer que f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de U mais n’est pas
un difféomorphisme global.

b) Meéme question avec U = R} x Ret f: U — R?\ {0} définie par f(u,v) = (ucosv, usinv).

c) Soit f définie par f(z) = + x*sinZ si z # 0 et f(0) = 0. Montrer que f/(0) existe et est
différent de 0, mais que f n’est inversible sur aucun voisinage de 0. Expliquer.

Exercice 2. a) Montrer que si a, b sont voisins de 1, on peut trouver z,y € R tels que y+e™¥ =

a, xt+e "W =hph

b) Soit f I’application de R? dans lui-méme définie par f(z,y) = (zsin(zy) + y,y cos(zy) + x),
et soit (an, by) une suite tendant vers (0,0). Montrer que si f(an,b,) = 0 pour tout n, la suite
(an, by) stationne.

¢) Soit E = M, (R) et I la matrice unité dans E. En considérant ¢ : E — E telle que p(A) = A2,
montrer qu'il existe a > 0 tel que toute matrice A vérifiant ||A — I|| < o admette une racine
carrée (méme question pour ¢(A) = exp(A4))

Exercice 3. Soit f : R” — R™ une application de classe C'. On suppose qu'’il existe a > 0 tel que,
pour tout h,z dans R",
(Df(x).h,h) = alh, h). (%)
a) Montrer que pour tout € R™, Df(x) est inversible. En déduire que f est une application
ouverte.
b) En considérant la fonction ¢ — (f(a+t(b—a),b— a), montrer que pour tout a,b dans R™, on
a:
(f(b) = f(a),b—a) = afb—a,b—a).
En déduire que f est injective et que f est une application fermée (variante : en déduire que
la fonction g(z) = || f(x) — yo||? atteint sa borne inférieure en un point xq et calculer Dg(zo)).
c¢) Conclure que f est un difféomorphisme de classe C'! de R” dans lui-méme.

Recommencer en remplacgant () par || f(z) — f(y)|| > al|lz —y]| (il faut bien sir modifier la question
b).

Exercice 4. a) Soit f la fonction de R? dans R définie par f(z,y) = 23+y3—3zy et C I'ensemble
des (z,y) € R? tels que f(z,y) = 0.
En quels points (a,b) peut-on appliquer le théoreme des fonctions implicites ? Calculer la
dérivée de la fonction implicite lorsqu’elle existe et écrire ’équation de la tangente a C.
b) Montrer que I'équation e® 4 e¥ + x +y — 2 = 0 définit au voisinage de 0 une fonction implicite
¢ de x dont on calculera le développement limité a I’ordre 3 en O.
c) Montrer que les équations = +y — 2t = 0, zy — z + ¢t = 0 définissent au voisinage de (0, 1)
deux fonctions implicites z = ¢1(z,t), y = pa(z,t) avec p1(0,1) = 1, dont on calculera les
différentielles en ce point.

Exercice 5. On considere le systeme d’équations d’inconnues z et y :
1 1 1
x = isin(x—ky)—kt—l, y = §cos(3:—y) —t+§.
a) Montrer que pour chaque ty € R, il existe une unique solution (xg,yp), et que la fonction ainsi
définie est continue..
b) Montrer en considérant la fonction F(z,y,t) = (z—1 sin(z+y)+t—1, y—3 cos(z—y)—t+3),
que le systéme admet une unique solution x = x(t), y = y(t) constituée de fonctions C*°.



c¢) Donner un développement limité a l’ordre 2 de z(t), y(¢) au point (0,0).

Exercice 6. On considéere E = M, (R), F = GL(n,R) et application ¥ de F' x E dans E définie
par W(A, B) = AB — I. Montrer & I’aide du théoréme des fonctions implicites que ¢ : A € F — A~}
est différentiable en tout point de F' et retrouver sa différentielle.

Exercice 7. Soit d € N*; on note E ’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et de degré
inférieur ou égal a d. On rappelle que r € R est une racine simple de P € E si P(r) =0 et P'(r) # 0.
Considérons l'application F' : E x R — R définie par F(P,z) = P(x).
a) Montrer que les dérivées partielles D1 F(Py,r9) € L(E,R) et Da(Py,r9) € L(R,R) existent
pour tout (Py,70) € E x R et déterminer leurs expressions. En déduire que F est de classe C'*
sur F x R.

b) Soit ¢ une racine simple de Py.
Montrer qu'il existe un voisinage ouvert V' de (P, 7o), un voisinage ouvert W de Py, une
fonction ¢ : W — R de classe C! sur W, tels que :

(P,r) € Vet P(r) =0 si et seulement si P € W et r = p(P).

Montrer que l'on peut choisir V' assez petit pour que P'(¢(P)) # 0 pour tout P € W,
c’est-a-dire pour que r = @(P) soit une racine simple. Quelle est la différentielle en Py de ¢ ?



