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A remettre dans la semaine 40

Exercice 1.

Soit B = (e1, . . . , en) la base canonique deRn et M(n, R) l’ espace des matrices carrées réelles d’ordren. On note
detB(x1, . . . , xn) le déterminant du n-uplet de vecteurs(x1, . . . , xn) par rapport à la baseB.

Soit f l’ application deM(n, R) dans(Rn)n définie parf(M) = (M.e1, . . . ,M.en) et g l’ application de(Rn)n dansR
définie parg(x1, . . . , xn) = detB(x1, . . . , xn).

Déterminer l’applicationg ◦ f . Démontrer que l’ application déterminant deM(n, R) dansR est différentiable en tout point
et queDdet(X).H = Tr(X̃tH) où X̃ désigne la matrice des cofacteurs deX et X̃tsa transposée.

Exercice 2.

a) SoitE un espace normé etf une application définie sur un ouvert deE à valeurs dansR, différentiable en tout point.
Démontrer que sif admet un extremum local en un point, sa différentielle y est nulle.

b) E est un espace normé,U est un ouvert deE tel queU soit compact, etf : U → R une application continue, nulle sur la
frontière deU et différentiable dansU . Démontrer qu’il existex0 ∈ U tel queDf(x0) = 0.

Exercice 3.

Soitf une application de classeC1 deR dans lui-même.
i) Soit g l’application deR2 dans lui-même définie parg(x1, x2) = (f(x1), f(x2)). Montrer queg est différentiable et

calculer sa différentielle.
ii) Démontrer la formule :

f(a + h) = f(a) + hf ′(a) + h

∫ 1

0

(f ′(a + th)− f ′(a))dt, a, h ∈ R.

iii) On désigne dans la suite parc0 l’espace des suites réelles tendant vers0 et pourx = (xn)n élément dec0, on pose
‖x‖ = sup{|xn|, n ∈ N}. Démontrer que l’application‖.‖ est une norme surc0.

iv) On munitc0 de la norme définie dans iii) et on suppose ici quef(0) = 0. Comme dans i) on définit l’applicationΦ dec0

dans lui-même par
Φ(x) = Φ((xn)n) = (f(xn))n, x = (xn)n ∈ c0

Démontrer queΦ est différentiable.
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