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Correction

1. Soient r € R et F,. Uapplication linéaire de R? dans lui-méme dont la matrice dans la base canonique est

((1) q) Pour tout (x,y) € R?\ {(0,0)}, on note [m : y] son image dans Pi. Montrer que les applications

fr: Pt — P} définies par fo([z :y]) = [fr(z,y)] sont des difféomorphismes lisses.

Pour voir qu’une application de R? dans lui-méme passe au quotient en une application de Pﬂé dans
lui-méme, il suffit de vérifier que deux vecteurs colinéaires non-nuls ont des images non-nulles et
colinéaires. C’est évidemment le cas si on a affaire, comme ici, & des applications linéaires inversibles.

De plus, comme f, o fs = fr4s et fo = id, il suffit de montrer de montrer que les f, sont lisses
pour montrer qu’il s’agit de difféomorphismes. Pour le voir on exprime f, dans les cartes :

B0 o d5 (@) = i i@ # 1
¢1Ofr0¢al($):1+% siz#0
$rofrogr! (x) =a+r

On voit que f(Uy) = Uy, que fr(Uo) = fr(Pg\{[0:1]}) = P\ {[r : 1]} car f, est une bijection.

Dorénavant on notera simplement f Uapplication fi. Soit {(Uo, ¢o); (U1, ¢1)} Uatlas usuel de PL. Déterminer
f(Uo), f(Ur). Pour tout [z :y| € P}, étudier les suites (f™([z : y]))n et (f"([=: y}))n

Soit [:L‘ : y} € Pi,on a f”([:n : y]) = [:U+ny : y] Pour n # —%, on a [:L‘+ny : y] = [1 : mfny]
et donc les deux suites tendent vers [1 : O]. Remarque : si on regarde la situation depuis la carte
(U1, ¢1) on voit des suites qui tendent vers Uinfini (z + n), et (x — n)s,.

2. Montrer que l’on définit une action du groupe Z sur Pi x R en posant n([x : y],t) = (f”([:v : y]),t +n).
On note X l’ensemble quotient de Pg xR par Z, autrement dit ’ensemble obtenu en quotientant par la relation
d’équivalence ([x : y],t) ~ ([m’ : y'],t’) & dn € Z, ([w’ : y’],t') = n([x : y],t). On note p la projection de
Pi xR dans X.
Pour tout (i,7) € {0,1}%, on pose V; ; = p(Uix]%, 1+ %[) En utilisant p, les quatre V; ; et Uatlas usuel
de P}, construire un atlas de X (on pourra n’ezpliciter que les trois changements de cartes concernant Vg ).
Montrer que X est compacte.

On commence par remarquer que p‘v est une bijection sur son image. On pose ¥, ; = ¢;o (p|y; ; )_1,

avec ¢; Uix|2,1+ L[ Rx]i,1+12 [est défini par 5,([ :y],t) = (¢i([z : y]),t). On veut montrer
que {(Vij, %)} est un atlas. Il est clalr que JV;; = X. Montrons que les changements de cartes
sont lisses.

On commence par g1 © @b(ié. I1 faut tout d’abord déterminer 1o o(Voo N Vp1). On a

“p (U0><* 5 LeJan Up) x ’g—i—n[,
donc 3 . ]
(Uox]0, 1) (p~!( Uo><]* oD) = Uox]5,1] U (W) N Uo)x]0, 51,
donc
VooNVo1=p <U0><];, 1 U (£~ 1(Uy) NUp)x]0, ;[) (*)
et

Yo0(Vo0 N Vo) = Rx]2, 11U (R {~1})x]0, 3.



On a bien un ouvert. En utilisant que les points d’une orbite ont méme projeté, («) donne
1 3
Voo N Vo = p(Tox]5, 1 U (f(T0) N Uo)x]1, 51,

et donc . L3
Yo.1(Voo N Vo) = Rx]o, 1[U R\ {1})x]5, 5[

Pour écrire le changement de carte il suffit de remarquer que si (a,t) € ¥oo(Voo N Vo) et si
(b,s) € ¥o1(Voo N Vo,1) alors g1 o w&é(a,t) = (b, s) si et seulement si p([1 : a|,t) = p([1 : b],s).

Ainsi . )
{ ¢071 o ¢0,0(avt) = (a,t) sit 6]57 1[
21 .
Vo1 0Ygpla,t) = (5.t +1) sit€lo, %[
e s -1 . .
On a utilisé ¢g o frody (z) = 15 si z # —1.
Ce qui nous fait un changement de carte explicité! Il est clairement lisse.
La tache consistant a expliciter les autres changements de cartes est laissée au lecteur...On
remarquera que cette question n’est (presque) que torture gratuite 'action de Z étant clairement
discontinue on sait, grace au cours, que X est une variété et que les (V; ;,; ;) forment un atlas.

Montrons que X est séparée.

Prenons deux points distincts m et m’ dans X. Il existe ([z : y],t)et ([2": /], 1) tels que
p([z:y],t) =m, p/([2":¢/],t) =ml et |t —t'| =20 < 1.

Sit # t' il est facile de voir que pour tout k € Z on a

(k:. (Pgx]t —6,t+4]) ) ﬂ (Pﬂéx]t’ -6t + 5[) =0.

La projection p étant ouverte p(Pgx]t — §,¢+ 6[) et p(Pgx]t' — 8, + 6]) sont deux ouverts disjoints
de X.

Sit =t on considére deux voisinages ouverts disjoints U et U’ de [z : y] et de [2/ : y/] dans Pg. On
montre de la méme facon que p(U x|t — 1,t + 1[) et p(U’'x]t — §,t + 1[) sont deux ouverts disjoints.

Pour la compacité, on remarque simplement que X = p(P§ x [0, 1]).

3. Montrer que la projection m : Pi x R — R définit une submersion ® de X dans R/Z = S'. Montrer que
pour tout @ € S* lensemble 7 1(0) est une sous-variété compacte de dimension 1 difféomorphe a P} (et donc
a S*). En déduire lexistence d’une partition de X en cercle.

On va faire mieux : montrer que 7 définit une fibration. Par construction p est un difféomorphisme
local sa restriction & Pgx]0,1[ est injective et induit donc un difféomorphisme de Pix]0,1[ sur

son image. Il est par ailleurs clair que p(PLx]0,1[) = 7 1(]0,1[). De plus 7 °p|, =7,
Rx]o,l[ PRX]O,I[

(on a identifié les segments ouverts ]0,1[ de R et R/Z). On recommence avec la restriction de p a
Pﬂéx]%, %[ Ce qui montre que 7 : X — R/Z est une fibration localement triviale de fibre Plé. Ce qui,
en particulier, répond a la question.

4. Montrer que lapplication ify.,) : R — X définie par ij,.,)(t) = p( [aj : y] ,t) est une immersion.

Soit ([x : y],t) € Pl x R, soit k un entier, on ap([x : y],t) :p(f_"“[m : y],t— k). Si [:c : y] e U et
t €lk, k+1[, alors (f~*([z : y]),t — k) € U1x]0,1], on a donc

Y100 i[$5y]|]k,k+1[(t) = (¢1(f_k([x : y})%t —k) = (g —k,t—k).

De méme si t €]k — 1,k + 1[, on athy 10 i[x:y”]

() = 61w )t~ B).

Ce qui montre que si [:U : y] =+ [1 : O] alors i[;.,) est une immersion. Le cas restant fait I'objet de la
question suivante.

1 1
k—5.k+3



a) Montrer que si [m : y] = [1 : 0] , alors ifz.(R) est une sous-variété difféomorphe a St

Tout d’abord remarquons que pour tout entier k, on a fk([l : O]) = [1 : 0]. On peut donc
d’une part reproduire la preuve précédente pour montrer que i[; g est une immersion, d’autre
part on voit que i[1.)(t + k) = i[1.0) () : I'application passe au quotient en une application 7).,
clairement injective, de R/Z dans X . Cette nouvelle application est encore une immersion (car
la projection de R sur R/Z est un difféomorphisme local), la variété R/Z est compacte donc
1[1.0] est un plongement.

b) Montrer que si [m : y] #+ [1 : O], alors ij,.y) est injective. Soit (t,)n une suite tendant vers £oo. Prouver

que Uensemble des valeurs d’adhérence de (if.y) (t"))n est contenu dans if.o)(R). Montrer que i, est
un plongement.

Sit—t Qé Z alors T o i[z:y} (t) #To i[:)::y] (t/) et donc i[x:y] (t) =+ i[x:y] (t/).

Sit—t =k eZ onavuque igy(t) =p(f([z:y])t—k) =p(f"(z:y]),t); mais
p([l’ : y],t’) = p(f_k([x : y]),t’) si et seulement si [a: : y] = f_k([x : y]) Ce qui ne laisse que
deux possibilités [x : y] = [1 : O] ou k = 0, la premiere étant exclue on a k = 0 et ’application
est injective.

Rappelons nous que lim,_, 4 f”([a: : y]) = [1 : 0]. Prenons une suite (t,), tendant vers
I'infini, X étant compacte on peut extraire une sous-suite convergente de (i[z.,) (tn))n que I'on
désigne toujours (ifz.,)(tn))n pour ne pas alourdir. On sait que

ay] (tn) = p(fiE(tn)([x : y]),tn — E(ty)),

ou E désigne la partie entiere. Lorsque t,, tend vers l'infini, E(t,) tend aussi vers 'infini et
limy, o0 ’L[xy] (tn) € i[l:O] (R)

On a une immersion injective mais comme R n’est pas compacte, il ne s’agit pas forcément
d’un plongement! On va montrer que (., (R) est une sous-variété de X on pourra alors voir
i[z:y] COMme une immersion bijective entre deux variétés de méme dimension (R et if,.,(R))
c.-a~d. un difféomorphisme.
On sait déja que [ (R) est contenu dans Vj o U Vi 1, donc pour montrer qu’il s’agit d’une
sous-variété il suffit donc de montrer que 11,0(7[z:y (R) N V10) €t 111 (i (R) N Vi 1) sont des
sous-variétés de Rx]0,1[ et de Rx]3, 3[ respectivement.
Or d’apres ce qui précede 11,0(7[zy (R)NV10) = Ukez({f —k}x]0,1[) et 11,1 (i[zy (R)NV2 1) =
Urez({5 — k}x]%,3]). Il est clair dans les deux cas que I'on a affaire & des sous-variétés. Ce
qui termine la preuve.

c) Montrer que pour tout ([x : y}, [m’ : y’]) on a 50tt iy (R) = iz (R) 0t i[5 (R) Nifpry(R) = 0. En
déduire lexistence d’une nouvelle partition de X en sous-variétés de dimension 1.

St [y (R) Nifgry(R) # 0 il existe k € Z tel que fF([z = y]) = [2' : ¢/] il est alors facile de
montrer que if.,(R) = iy, (R). La déduction est immédiate.
5. Qu’est ce qui laissait prévoir Dexistence de ces deux partitions dans l'atlas de X ?

la forme des changements de cartes : ils préservent les directions horizontales et les direction verticales
(autrement dit leurs jacobiennes sont diagonales).

6. Soit V: P} xR — P x R définie par ¥([z : y|,t) = (fi([x : y]),t) permet de définir un difféomorphisme
de P} x R/Z (c’est-a-dire du tore) sur X. Quel est lintérét d’une telle présentation (celle donnant X ) du
tore ?

Pour tout entier k, on a \IJ([JL‘ : y],t +k) = (ft+k([x : y]),t +k)= k:\Il([:r: : y],t), Papplication ¥
passe donc au quotient en une application ¥ de Pﬂé x R/Z dans X. On remarque que ¥ est bijective



et que U ([z : y],t) = ((f=([z : y]),t). En utilisant un atlas de P§ on voit que ¥ et ¥~! sont
lisses. 1l s’agit donc de difféomorphismes. W étant bijective, U I’est aussi. Il reste a montrer que ¥ est
un difféomorphisme local cela vient du fait que les projections de Pﬂé X R dans X et dans Pﬂé xR/Z
sont des difféomorphismes locaux.

Alors pourquoi une présentation si compliquée du tore ? Dans la présentation habituelle du tore on
ne voit pas apparaitre la partition (on dit dans ce cas le feuilletage) par les sous-variétés if,.,)(R).
La variété ou vit ce feuilletage est X qui se trouve étre difféomorphe & R?/Z? (on pourrait d’ailleurs
modifier notre famille f; pour obtenir une bouteille de Klein). Il serait certainement instructif mais
sans doute pénible d’écrire ces variétés dans R?/Z2.



