MHT 513 2007-2008 Devoirl

Quelques indications de solution

Exercice 1.

L’ application f est linéaire ( & vérifier), continueNt(n, R) est un espace vectoriel de dimension finie) donc différentiable.

L’ application g est n-linéaire ( par définition du déterminant), également continue donc différentiable.

OnsaitqueD f(M)-H = (H-ey,...,H-e,)etDg((x1,...,zn) (h1,...,hn) = g(h1, 22, ... xn)+. . Ag(x1, .o, Ty, h)-
Bien sur,g o f(M) = det M donc par application du théoréme de compositiddet(M) - H = det(H - ey, M -e9,..., M -
en)+...+det(M-ey,...,M-e,_1, H -e,). La formule suivante s’obtient en écrivant les termes de la diagonale de la matrice
X'H et en les interprétant comme un déterminant.

Exercice 2.

a) Soit f une application différentiable sur un ouvértet x5 un point de I’ ouverf2 en lequel f admet un extremum local.
On peut supposer qué admet un maximum local eny. Il existe un réekx > 0 tel que la bouleB(z, ) soit incluse dans
Q et tel que pour tout: € E, ||z — xo|| < «, f(z) < f(xo). Soit h un vecteur non nul dé&, pour tout réek, 0 < t <
ﬁ, flxo + th) — f(xo) < 0; Puisquef est différentiable en:;y, f admet une dérivée dans la direction du vecteuor

limtg,()yt>() w < 0et lithO,KO w >0 doncahf({l?()) = 0, maiSBhf(:vo) = Df(fl'()) - h. 1l en
résulte queD f(xg) - h = 0 pour touth et D f (o) = 0.

b) La fonction f atteint son maximum et son minimum en des poinfset z;appartenant & ; Si ces deux points ap-
partiennent a la frontiére dg, le maximum et le minimum d¢ sur U sont tous les deux nuls gtest nulle su/ donc de
différentielle nulle. Si I’ un des deux poinis) ou x;appartient dJ, la différentielle def y est nulle d’ aprés ce qui précéde.

Exercice 3.

i) Lapplication g est a valeurs dans un produit. Les deux applications composgantes) — f(z1) et(x1, z2) — f(x2)
sont différentiables comme composées d’ applications différentiables. La premiéere est la composég.de— =, et def,
la seconde est la composée(de, z2) — x5 et def.

ii) Puisquef estde class€!, f(a-+h) = f(a)+h [y f/(a+th)dt = f(a+h) = f(a)+hf (a)+h [, (f (a+th)—f'(a))dt.

iii) routine

iv) f est continue ef (0) = 0 donc, siz = (z,,)n € co, (f(zn))n € co-

Soith = (hy) € co, ®(x + h) = (f(zn + hn))n = (f(Tn) + hnf'(20) + (hn fol(f/(xn +thy) — f'(2n))dt),, soit

O(z +h) = 0(z) + (hnf'(20))n + ((hn fol(f/(xn +thy) — f'(2n))dt)n.

PosonsL(h) = (huf'(zn))n €t R(h) = (hy, fol(f’(:z:n + thy) — f'(z,))dt),. L' application L est linéaire. L' ensemble
{z,} est contenu dans un intervalle compgeps, 3] et f est continue donc, il existe un ré&l > 0 tel que|f'(x,)| < M
pour toutn € N. Ainsi, ||(hy f'(zn))nll = [|L(R)|| < M]A||. L ensemble[—3 — 1, 8 + 1] est un compact dR, donc f’ y est
uniformément continu . Pour toat> 0, il existe un réeky, 0 < a < 1 tel que pout, 0 < ¢ < 1, et touth, ||h|| < a, On ait
|f'(xn, + thy) — f'(z)] < €; La conséquence est que pdii| < «, on a||R(h)|| < ¢||h|| et donc quéimy, .o, poo % =0.
Ceci prouve queé est différentiable eD®(z) - h = (hy f'(zn) )n-



