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Quelques indications de solution

Exercice 1.
L’ applicationf est linéaire ( à vérifier), continue (M(n, R) est un espace vectoriel de dimension finie) donc différentiable.
L’ applicationg est n-linéaire ( par définition du déterminant), également continue donc différentiable.
On sait queDf(M)·H = (H·e1, . . . ,H·en) etDg((x1, . . . , xn)·(h1, . . . , hn) = g(h1, x2, . . . , xn)+. . .+g(x1, . . . , xn−1, hn).

Bien sur,g ◦ f(M) = det M donc par application du théorème de compositionD det(M) · H = det(H · e1,M · e2, . . . ,M ·
en) + . . . + det(M · e1, . . . ,M · en−1,H · en). La formule suivante s’obtient en écrivant les termes de la diagonale de la matrice
X̃tH et en les interprétant comme un déterminant.

Exercice 2.

a) Soitf une application différentiable sur un ouvertΩ et x0 un point de l’ ouvertΩ en lequel f admet un extremum local.
On peut supposer quef admet un maximum local enx0. Il existe un réelα > 0 tel que la bouleB(x0, α) soit incluse dans
Ω et tel que pour toutx ∈ E, ‖x − x0‖ < α, f(x) ≤ f(x0). Soit h un vecteur non nul deE, pour tout réelt, 0 ≤ t <

α
‖h‖ , f(x0 + th) − f(x0) ≤ 0 ; Puisquef est différentiable enx0, f admet une dérivée dans la direction du vecteurh, or

limt→0, t>0
f(x0+th)−f(x0)

t ≤ 0 et limt→0, t<0
f(x0+th)−f(x0)

t ≥ 0 donc∂hf(x0) = 0, mais∂hf(x0) = Df(x0) · h. Il en
résulte queDf(x0) · h = 0 pour touth etDf(x0) = 0.

b) La fonctionf atteint son maximum et son minimum en des pointsx0 et x1appartenant à̄U ; Si ces deux points ap-
partiennent à la frontière deU , le maximum et le minimum def sur Ū sont tous les deux nuls etf est nulle surU donc de
différentielle nulle. Si l’ un des deux pointsx0 oux1appartient àU , la différentielle def y est nulle d’ après ce qui précède.

Exercice 3.

i) L’applicationg est à valeurs dans un produit. Les deux applications composantes(x1, x2) 7−→ f(x1) et(x1, x2) 7−→ f(x2)
sont différentiables comme composées d’ applications différentiables. La première est la composée de(x1, x2) 7−→ x1 et def ,
la seconde est la composée de(x1, x2) 7−→ x2 et def .

ii) Puisquef est de classeC1, f(a+h) = f(a)+h
∫ 1

0
f ′(a+th)dt = f(a+h) = f(a)+hf ′(a)+h

∫ 1

0
(f ′(a+th)−f ′(a))dt.

iii) routine
iv) f est continue etf(0) = 0 donc, six = (xn)n ∈ c0, (f(xn))n ∈ c0.
Soith = (hn) ∈ c0, Φ(x + h) = (f(xn + hn))n = (f(xn) + hnf ′(xn) + (hn

∫ 1

0
(f ′(xn + thn)− f ′(xn))dt)n, soit

Φ(x + h) = Φ(x) + (hnf ′(xn))n + ((hn

∫ 1

0
(f ′(xn + thn)− f ′(xn))dt)n.

PosonsL(h) = (hnf ′(xn))n et R(h) = (hn

∫ 1

0
(f ′(xn + thn) − f ′(xn))dt)n. L’ applicationL est linéaire. L’ ensemble

{xn} est contenu dans un intervalle compact[−β, β] et f est continue donc, il existe un réelM > 0 tel que|f ′(xn)| ≤ M
pour toutn ∈ N. Ainsi, ‖(hnf ′(xn))n‖ = ‖L(h)‖ ≤ M‖h‖. L’ ensemble[−β − 1, β + 1] est un compact deR, doncf ′ y est
uniformément continu . Pour toutε > 0, il existe un réelα, 0 < α < 1 tel que pourt, 0 ≤ t ≤ 1, et touth, ‖h‖ < α, on ait
|f ′(xn + thn)− f ′(xn)| < ε ; La conséquence est que pour‖h‖ < α, on a‖R(h)‖ ≤ ε‖h‖ et donc quelimh→0, h 6=0

R(h)
‖h‖ = 0.

Ceci prouve queΦ est différentiable etDΦ(x) · h = (hnf ′(xn))n.
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