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L3 Mathématiques

Calcul différentiel, DM 3
Equations différentielles.

(1) Soit ' = f(x) une équation différentielle autonome de classe C' (f ne depend pas
de t). Soient (¢g, ) une solution maximale de cette équation, ty un élément de
et (¢1,J) une solution maximale telle que ¢1(0) = ¢o(to). Montrer que

vVt € J, t+1p € I et qbl(t) = ¢0(t +t0)
(2) Soit f: R? — R? définie par f(x,y) = (2y, —2x — 4z® — y) et L : R?* — R définie
par L(z,y) = 2* + y* + 2.
(a) Montrer que pour tout v € R? I’équation (z',4') = f(x,y) possede une unique

solution maximale notée (¢,, I,) vérifiant ¢,(0) = v. Montrer que si v # (0, 0)
alors Vt € I,, ¢,(t) # (0,0).

On se donne dorénavant vy = (zg,%0) € R*\ {(0,0)}, et (t7,t7) € R’ tels que
L, =]t~ t*].

(b) Montrer que L o ¢,, est strictement décroissante et que pour tout réel a,
L7Y(] — o0,a]) est compact. Que peut-on en déduire concernant t* ? Que
peut-on dire de limy_;+ L o ¢, (t) 7

(c) Soit O = {(z,y) € R*|2? + y* < L(xo,y0) + 1}. Montrer que O est un ouvert
relativement compact et que ¢,, ([0, +oo[) C O. En déduire que la restriction
de f a O est lipschitzienne et

3K > 0,Y(v,w) €ERZx RZVT >0, ||¢,(T) — ¢u(T)]|| < XTJv — w].
(d) Soit (,), une suite réelle tendant vers +oo, montrer qu’il existe une sous-suite

(tn, )k telle que (vi)k = (y,(tn,))x €st convergente, on note sa limite vo.
Soit T > 0, montrer que

L(¢UM7T) = kh_)rgoL (vao (tnk + T)) :

Comparer L(¢p,. ,T) et L(vs).
Conclure.



