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Questions indépendantes
1) Montrer que 3 droites concourantes contenues dans une surface lisse de R? sont forcément
coplanaires.

2) Soient U un ouvert non vide de R”, f : U — R une application lisse et v : [0,1] — U
un chemin lisse. Démontrer que

/ df = F(4(1)) = F(4(0)).
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Exercice 1

Les questions I et IT sont indépendantes.
I. Soit X le sous-ensemble de R3 défini par X = {(z,y, 2) € R¥| (z—1)?+y? = l et y—xz = 0}.
1) Montrer que X est une sous-variété de R3. Quelle est sa dimension ?
2) Donner une base de l'espace tangent a X en (2,0,0).
3) Donner un paramétrage de {(z,y,2) € X|z =0} et de {(z,y, z) € X|z # 0}. Dessiner
approximativement X.

IT. Soit g : R® — R définie par g(z,y,2) = zyz et S la sphere de R? de centre 0 et de
rayon 1. Déterminer les points critiques de la restriction de g a S. En déduire le minimum et
le maximum de 9)g-

Exercice 2

Soit a la 1-forme différentielle sur R? \ {0} définie par Qu) = (udv — vdu). Soit

u? + v?
® : R? — R? Iapplication lisse définie par ®(z,y,2) = (2 +y% — 1, 22).

1) Montrer que « est fermée.

2) Déterminer ®1(0,0). On note U son complémentaire.

3) Montrer que
2y =2 —1)de — 2zyzdy + w(2? + 32 — 1) dz

(29,2) (22 + 42 — 1)2 + (22)2 ’

ou ®*a désigne 'image réciproque de « par ®. Quel est son domaine de définition ?

(")




4) Montrer sans calculs que ®*a est fermée.

5) Soit 7 : [0,27] — R? défini par y(t) = (v/2cost,0,+/2sint). Décrire I'image de ~.
Calculer
/@*a.
.

6) La forme ®*« est-elle exacte ?

Exercice 3

Soit v :]a, b[— R3, v(s) = (x(s), y(s),0) une courbe lisse, plane, paramétrée par longueur d’arc
et soit

f:]a,b[xR — R3
(U, 'l)) — (ZE(U) - yl(u)7 y(U) +v x/(u)7gv)7

ou { € [0,4o0].
On note k la courbure algébrique de v (vue comme courbe plane), on rappelle que k(s) =
2'(s)y"(s) — y'(s)a"(s).

1) Montrer que 'image de f peut s’écrire comme une union de droites.

2) Dessiner I'image de f lorsque |a, b= R et v(s) = (cos s, sins, 0).

On revient au cas général.

3) Calculer %/\%. En déduire que la restriction de f a U = {(u,v) €]a, b[xR| vk(u) < 1}
est une immersion.

4) Donner lexpression de la premiere fondamentale de la nappe (U, f) dans les coor-
données (u,v) en fonction de ¢, k et v (seulement).

5) Donner lexpression N(u,v) de I'application de Gauss de (U, f) au point f(u,v) (on
pourra utiliser le fait que ||a A b||? = |ja|/?[|b]|? — (a, b)?).

6) Pour tout (u,v) € U, calculer (N (u,v), (0,0,1)). En déduire que 'application de Gauss
est a valeurs dans un cercle que ’on note C'.

7) Pour tout (u,v) € U, montrer que 'endomorphisme de Weingarten au point f(u,v) est
a valeurs dans l'espace tangent & C' au point N (u,v). En déduire que la courbure de la
nappe (U, f) est partout nulle.



