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Analyse, feuillel
SERIES NUMERIQUES.

Exercice 1 Télescopage et autre.
Etablir la convergence et calculer la somme des séries de terme général u,, lorsque
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t étant un réel. On utilisera pour la derniére série >~ 1/nl =e.
Exercice 2 Séries positives : comparaison, équivalence
Etudier la convergence des séries de termes généraux
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Exercice 3 Critéres...
Etudier la convergence des séries de termes généraux
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Exercice 4 Série harmonique et constante d’Euler

1. Montrer grace au critere de Cauchy que la série harmonique c’est-a-dire de terme général 1/n est
divergente (on considérera Sa, — Sy, ol S), est la somme partielle de la série).

2. Montrer que la serie de terme général * + In(1 — %) est convergente.

n
3. En déduire que la suite u,, = S, — Inn est convergente. On note sa limite ~.

4. Montrer que Ziﬁl # = Zgzl 1 Ziﬁl 1 En déduire que [#} converge et calculer sa somme.

Exercice 5 Transmission
Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites & termes positifs. Etudier la convergence des séries de terme général

In(1 + uy), 1_1:"u, Up + Vny  /UnUn.

Exercice 6 Comparaison série intégrale.
1. Etudier en fonction de o > 0 et B > 0 la nature de la série de terme général ——— .
n®(Inn)?
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2. On définit la suite (uy,)n>2 par u, = Z In“ k. Montrer que la série Z — converge (on minorera u,, grace
k=2 E>2 ™
a une intégrale).

Exercice 7 irrationnalité de e.
Pour tout n € N, on pose S, = >, _, % et T, = S,, + —-. Montrer que les suites (S, )nen et (Th)nen sont

nln "
adjacentes donc convergentes de méme limite e. Montrer que e ¢ Q.



Exercice 8 Formule de Stirling.
On considere la suite (uy)nen définie par
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Donner la nature de la série de terme général v,, = In( ). En déduire 'existence d'un réel k£ > 0 tel que

n! ~kn"e "\/n, n — 400

(on ne demande pas de trouver k, mais on pourrait montrer que k = v/27).

Exercice 9 Séries alternées (ou presque).
Etudier la convergence et la convergence absolue des séries de termes généraux

e S o | B G L Vi (1"

Inn ' n2 n n+2sinn’ n+(—1)"
_U . ()", _a"
Tt (D sin((n+1/n)m), In(1+ e ), MOETIE aeC

Exercice 10

z . yan ’ 7’ i 31 2 7’ . 7.
Etudier la convergence des séries de termes généraux a, = - et b, = **—=. En déduire que la série de
terme général a,, n’est pas absolument convergente.

Exercice 11 Abel.

1. Montrer que pour tout x € R, la série de terme général u,, = (ZZ:O k—lz) % converge.

2. Soit ), -, un une série convergente. On note (S,) la suite de ses sommes partielles. Montrer en utilisant

le lemme d’Abel que la série de terme général 52 converge et que sa limite vérifie
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Exercice 12 exponentielle.
k
Pour tout z € C, on note exp(z) la somme de la série absolument convergente ), -, % (avec la convention

0% = 1). Montrer que exp(z + 2') =exp(z)exp(z’). En utilisant un dévelopement de Taylor-Lagrange montrer
que la fonction ainsi définie coincide bien sur R avec la fonction exponentielle.



