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Analyse 3, feuille 2
Intégrales généralisées.

Exercice 1 1. Étudier la convergence des intégrales suivantes :∫ 1

0

lnxdx,

∫ 1

0

dt

1− t2
,

∫ ∞

0

1− cos x

x2
dx,

∫ ∞

0

e−
√

x

√
x

dx,

∫ 1

0

(ln t)2

(1− t)
√

t
dt ,

∫ ∞

0

dx

xα(1 + x)β
,

∫ 1

0

t

ln t
dt.

2. Montrer que pour α > 0, β ∈ R, l’intégrale∫ ∞

2

dt

tα+1(ln t)β

converge et que ∫ ∞

x

dt

tα+1(ln t)β

∞∼ 1
αxα(lnx)β

.

Indication : appliquer la règle de L’Hospital.

Exercice 2 1. Appliquer le critère de Cauchy pour montrer que l’intégrale∫ +∞

0

sin2 t

t
dt

diverge.

2. Étudier la nature des intégrales suivantes :∫ ∞

0

cos t√
t

dt,

∫ ∞

0

sin t

t
dt,

∫ ∞

0

sin t

t + sin t
dt,

∫ ∞

0

sin(t + 1
t )√

t
dt,

∫ ∞

1

cos(t2)dt,

∫ ∞

1

√
t sin(t2)dt.

Exercice 3 Justifier la convergence et calculer les intégrales∫ ∞

0

x cos x− sinx

x2
dx,

∫ ∞

0

lnx

1 + x2
dx,

∫ ∞

1

arctanx

x2
dx,

∫ π/2

0

ln(sin(x)) dx,

∫ ∞

0

x2e−xdx.

Exercice 4 1. Montrer que ∀x > −1 ln(1 + x) ≤ x.

2. Soit n ∈ N∗. Montrer que ∀x ∈ [0, n] (1− x
n )n ≤ e−x ≤ (1 + x

n )−n.

3. En déduire que∫ √
n

0

(
1− t2

n

)n

dt ≤
∫ √

n

0

e−t2dt ≤
∫ √

n

0

1(
1 + t2

n

)n dt.

Rappel (intégrales de Wallis) : In =
∫ π

2

0

(cos(θ))n
dθ ∼

√
π

2n
.

4. Montrer que
∫ ∞

0

1
(1 + u2)n

du existe et vaut I2n−2.

5. Montrer que
∫ ∞

0

e−x2
dx existe et vaut

√
π

2 .



Exercice 5 1. Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a,+∞[. Montrer que
∫∞

a
f(x)dx

diverge.

2. Soit f une fonction positive et décroissante définie sur [a,+∞[ et telle que
∫∞

a
f(x)dx converge.

Montrer que limx→+∞ x(f(x) = 0.

Exercice 6 Soit f une fonction de classe C2 définie sur [0,+∞[, telle quue∫ ∞

0

f2(t)dt et
∫ ∞

0

(f ′′)2(t)dt

convergent. Montrer que les intégrales∫ ∞

0

|f ′′(t)f(t)|dt et
∫ ∞

0

(f ′)2(t)dt

convergent.

Exercice 7 Soient a > 0 et f une fonction continue sur [a,+∞[ telle que
∫∞

a
f(t)dt existe. Montrer

l’existence de ∫ ∞

a

f(t)
tα

dt et de
∫ ∞

a

e−αtf(t)dt,

où α ∈ R+.


