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Analyse, feuille 4
Séries de Fourier.

Exercice 1 On note f l’application 2π périodique définie sur ]− π, π] de la façon suivante :

si t ∈]0, π[, f(t) = 1, si t ∈]− π, 0[, f(t) = −1 et f(0) = f(π) = 0

Développer f en série de Fourier. En déduire la valeur de
∞∑

n=0

1
(2n + 1)2

.

Exercice 2 On note f l’application 2π-périodique de R dans R telle que, pour tout x ∈ [−π, π],
f(x) = x2 − π2.
Calculer les coefficients de Fourier de f et en déduire les valeurs des séries :

+∞∑
n=1

1
n2

,
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
,

+∞∑
n=1

1
n4

.

(On utilisera le théorème de Dirichlet et la formule de Parseval).

Exercice 3 Soit f une application de R dans C, 2π-périodique et de classe C1, telle que
∫ 2π
0 f(t)dt =

0. Montrer que ∫ 2π

0
|f(t)|2dt ≤

∫ 2π

0
|f ′(t)|2dt

et caractériser l’égalité.

Exercice 4 Soit α ∈ R \ Z. On désigne par fα l’application de D telle que

∀t ∈ [−π, π], fα(t) = cos(αt).

Calculer la série de Fourier de fα. En déduire

∀t ∈ R \ πZ, cotant =
1
t

+ 2t
+∞∑
n=1

1
t2 − n2π2

.

Exercice 5 Développer en série de Fourier la fonction f définie par f(x) = ecos(x) cos(sinx). (On
écrira tout d’abord f comme la somme d’une série trigonométrique et on vérifiera que cette série
est la série de Fourier.)

Exercice 6 Soient f : R → C une application 2π-périodique et α ∈ R∗
+. On suppose qu’il existe

M ≥ 0 tel que :
∀(x, y) ∈ R2, |f(x)− f(x)| ≤ M |x− y|α.

1. Soient a ∈ R et n ∈ Z. Calculer
∫ 2π
0 f(t + a)e−intdt en fonction du coefficient de Fourier

complexe cn[f ].

2. Montrer que pour tout n ∈ Z∗, |cn(f)| ≤ M

2

∣∣∣π
n

∣∣∣α .


