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Les exercices sont indépendants.

Question de cours.

1. On se donne un systeme linéaire X’ = A(t) X+ B(t), X € R", ou les fonctions
A(t), B(t) sont seulement supposées continues sur un intervalle /. Répondre
par oui ou par non : la solution est-elle définie sur I tout entier ?

2. Enoncez sans démonstration un des lemmes de Gronwall que vous avez vus
en cours ou en travaux dirigés.

3. Donnez la définition d’un point d’équilibre asymptotiquement stable.

4. Dessinez a la main le diagramme de phase d’un systeme linéaire en dimension
2, X' = AX, dans le plan des parametres (trace(A),det(A)). On fera bien
apparaitre les différents cas d’équilibre (selle, nceud, foyer, centre) et la forme
locale des trajectoires dans chacun des cas.

5. Donnez la définition des cycles limites et enoncez le théoréeme de Poincaré-
Bendixon.

Exercice 1. On considére un probleme de croissance de certains organismes
décrits par I’équation différentielle

(i ()

ou N représente le nombre d’organismes.

1. On fait le changement de variable en temps et en nombre d’organismes,
T =rt, z(1) = N(t)/L et on pose a = K/L. Montrer alors que le systéme

devient
dx

= z(1—(z—a)?®) = f(z).

2. Déterminez les point d’équilibre du systeme. Puis tracez a la main les 3
graphes @ = f(z), dans le plan (z, %) correspondants aux différents cas

a>1, a=1, e O0<a<l.

(On observera que 'on demande de tracer le graphe d’un polynéme de degré
3 dont on connait ses racines).



3. On suppose a > 1 et on considere une donnée initale vérifiant o > 0. Mon-
trez que la solution est définie en tout temps positif, que x(7) est monotone
par rapport a 7, puis déterminez la limite de x(7) lorsque 7 — +0o0.
(Indication : on discutera suivant la place de xo par rapport a (0,a—1,a+1)
s’il peut exister un temps d’explosion fini. Il sera tenu compte du soin apporté
au raisonnement).

4. On suppose que a = zg = 2. Montrez que la solution de I’équation différentielle
vérifiant z(0) = x( satisfait

(95(27)>1/3 (w(r) = 1) "2 (3_11_(T)>1/6 =7, VW20,

On commencera par déterminer des constantes A, B, C vérifiant

1 A B C
==+ +

—) v R.
rx—1)3—2z) =z x-1 33—z’ re

En déduire que (3 — z(7)) ~ be~® lorsque 7 — +00 pour une constante b a
déterminer.

Exercice 2. On considere un modele proie-prédateur

dh P
a = h <1+p ‘O‘h)

izzp((vp)lil))-

dans lequel (h,p) modélisent des quantités sans dimension associées aux nombres
d’herbivores et de planctons. On supposera que les constantes «, [ et ~ sont
strictement positives et on ne s’intéressera qu’aux conditions initiales hg > 0 et
po = 0. Pour simplifier, on fera 'hypothese 0 < v < 8.

1. Question préliminaire. On pose fa~(p) =p+a(p —v)(1 +p)2.

(a) Montrez que f,(p) admet au moins une racine dans ]0,7[ et aucune
racine dans | — 00, 0] et [y, 00

(b) Montrez qu’on ne peut pas trouver de valeur de p €]0,~[ vérifiant a la
fois fao(p) =0 et f; ,(p) =0.

(c) Montrez qu’il n’existe en fait qu’une seule racine p, dans ]0,7[. On
raisonnera par ’absurde : s’il existait 2 racines 0 < p; < p2 < 7, en
étudiant le sens de variation de fq ~(p;) par rapport a «, montrez qu’on
se ramenerait a la question (b) pour une valeur de p €|p1, p2| et pour
une autre valeur de a.

2. Montrer qu’il existe exactement 3 points d’équilibre. (On notera par (h., p)
le point d’équilibre a coordonnées strictement positives qu’on ne calculera
pas explicitement).

3. Tracer un diagramme dans le plan (h,p), h > 0 et p > 0 contenant :



(a) les 3 points d’équilibre,
(b) les h-nulclines et p-nulclines,
(c) la direction du champ de vecteur sur les nulclines et & l'intérieur des 4

quadrants délimités par ces nulclines. Lesquelles de ces nulclines sont
aussi des trajectoires 7

4. Déterminez la matrice jacobienne de linéarisation aux 3 points d’équilibre.
Déterminez le type de point (nceud, selle, foyer, ...) pour les deux points
d’équilibre se situant sur 1’axe des p. On montrera aussi qu’au point (hy, p),
la matrice jacobienne est égale a

Y — Px
Jac:<p*> 5 Px

5. On suppose 0 < v < 1. Montrez que le point d’équilibre (hy,p.) est asymp-
totiquement stable.

6. On note R le rectangle R = {(h,p) : 0 <h <1/a, 0 <p < ~y+1}. Montrez
que toute trajectoire de conditions initiales (hg,pg) € R est définie en tout
temps positif et ne sort jamais de R.

7. On suppose 1 < v < 8 et on note ay, = 4(y —1)/(y + 1)3.
(a) Montrer que pour o = v, ps = (7—1)/2 et pour o < s, s < (y—1)/2.
(b) Tracer a nouveau le diagramme des nulclines pour a = .

(¢) Montrer que pour a < a et 5 suffisamment petit (dépendant de «), le
point d’équilibre (hy,p«) a ses 2 valeurs propres strictement positives
et que le systeme possede alors un cycle limite.

8. Que se passe-t-il si v > 87

Baréeme indicatif sur 200 : Question=60 - Exo1=60 - Ex02=80



