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Le plan de | 'exposé

© Exemple de Blume-Emery-Griffiths : BEG
© Exemple de systemes dynamiques couplés : Frenkel-Kontorova

© Recherche d'un algorithme effectif : description sur un exemple
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Exemple de
Blume-Emery-Griffiths :
BEG
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Le modeéle de BEG

@ Un exemple de chaine de spins : isotopes He3 ({0}) et He? ({£1})

£+1 $+1 $+1 $+1
0 0 0 0
R e !
............ By q \xy @ O DY R
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Le modeéle de BEG

@ Un exemple de chaine de spins : isotopes He3 ({0}) et He? ({£1})

£+1 $+1 $+1 $+1
0 0 0 0
R e !
............ By q \xy @ O DY R

@ état x; € {—1,0,+1} etxr = { ey X1, T4, L1y - - }
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Le modeéle de BEG

@ Un exemple de chaine de spins : isotopes He3 ({0}) et He? ({£1})

—_o =

grl $+ %*1
0 0
SR SR
............ Xi ) \xy @ Xita

@ état x; € {—1,0, +1} etxr = { ey X1, T4, L1y - - }
o énergie totale : H(z) =), Ho(z;,z;41) ol

A
Ho(w,y) = —Jwy — K’y + = (2" +¢°)
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Le modeéle de BEG

@ Un exemple de chaine de spins : isotopes He3 ({0}) et He? ({£1})

+1 + +1

0 0

—1 /\7 —1
............ g \xy @ Xiro

—_o =

@ état x; € {—1,0, +1} etxr = { ey X1, T4, L1y - - }
o énergie totale : H(z) =), Ho(z;,z;41) ol

A
Ho(w,y) = —Jwy — K’y + = (2" +¢°)

e Modéliser un systeme a I'équilibre a la température Temp = 37!
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Distribution de Gibbs en général

@ Distribution d'une configuration finie :

e —BH (z;, x; “
Mﬁ(['rmv Tm41s-- - an = CI),B(JJm) eX;zq—)(ﬂ(n — S)Fxﬁ;—l)) q)ﬁ(xn)
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Distribution de Gibbs en général

@ Distribution d'une configuration finie :

e —BH (z;, x; “
Mﬁ(['rmv Tm41s-- - an = CI),B(JJm) eX;zq—)(ﬂ(n — S)Fxﬁ;—l)) q)ﬁ(xn)

@ Fig : énergie libre, ug chaine de Markov :

exp(—AHo(z,y)) ®5(y)

loi initiale = ®3(x)®%(x) transition =
5(@)25() xp(—BF5)  Ba(a)
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Distribution de Gibbs en général

@ Distribution d'une configuration finie :

_ I, exp(—BH (25, Ti41)) -,
15([@ms Timeg 1, - o5 Tn]) = P (@m) exp(—B(n — m)Fg) Tolan)

@ Fig : énergie libre, ug chaine de Markov :

exp(—AHo(z,y)) ®5(y)

loi initiale = ®3(x)®%(x) transition =
5(@)25() xp(—BF5)  Ba(a)

@ Un probleme aux valeurs propres :

Mpg(x,y) = exp(—BHo(z,y))
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Distribution de Gibbs en général

@ Distribution d'une configuration finie :

_ 107 exp(—BH (x5, Tiy1))
Mﬁ([x"“ Tmt1y--- aan = (I),B(xm) eXP(_ﬂ(TL = m)Fﬁ) 6(xn)

@ Fig : énergie libre, ug chaine de Markov :

xp(—BHo(z,y)) ®5(y)
exp(—0Fs) Pp()

loi initiale = ®(z)®j(x) transition = €

@ Un probleme aux valeurs propres :

ZM,B (z,y)®5(y) = exp(—BFp)®5(z)

Moty = exp=0lo(e-4) Z‘I)B x)Mg(z,y) = exp(—BF3)®s(y)
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Distribution de Gibbs en général

@ Distribution d'une configuration finie :

_ 107 exp(—BH (x5, Tiy1))
Mﬁ([x"“ Tmt1y--- aan = (I),B(xm) eXP(_ﬂ(TL = m)Fﬁ) 6(xn)

@ Fig : énergie libre, ug chaine de Markov :

xp(—BHo(z,y)) ®5(y)
exp(—0Fs) Pp()

loi initiale = ®(z)®j(x) transition = €

@ Un probleme aux valeurs propres :

ZM,B (z,y)®5(y) = exp(—BFp)®5(z)
M, (l’,y) =€ p(_ﬁH ((E,y))
’ i ’ Z‘I)B x)Mg(z,y) = exp(—BF3)®s(y)
@ Dans le cas de BEG : g — ? Iorsque 8 — 400
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Distribution de Gibbs pour BEG

-J-K+A A J-K+A
3A 0 3A
J-K+A 1A —-J-K+A
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Distribution de Gibbs pour BEG

0o c=c" M (z,y) = Az, y)e?®Y),
111 —-J-K+A A J-K+A
A=11 1 1| and a= 3A 0 3A
111 J-K+A A —J-K+A

@ Graphe pondéré de transition :

Cycles minimisants de a(z,y)

/// \\ cyclesd’order 1 | 0, (—J — K + A)
T
2

cycles d'order 2 | = A, (J — K + A)
_J L . cycles d'order 3 | 2(J — K +2A)
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Distribution de Gibbs pour BEG

0 c=e 7, M(z,y) = A(x,y)e“(”“"y),

111 —-J-K+A A J-K+A
A=11 1 1| and a= 3A 0 3A
111 J-K+A A —J-K+A

@ Graphe pondéré de transition :

Cycles minimisants de a(z,y)

/// \\ cyclesd’order 1 | 0, (—J — K + A)
T
2

cycles d'order 2 | = A, (J — K + A)
_J L gy . cycles d'order 3 | 2(J — K +2A)

@ Lorsque € — 0, vers quoi converge la distribution . de Gibbs?
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1

Diagramme de phase de BEG a temperature zéro : A > 0

€ d/2)
(1/2)

AORY
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1

Diagramme de phase de BEG a temperature zéro

12[ 0 o0 1 121 0 o0
0 |1/2 0 1/2 2112 0 12 0[f1/2 0 1/2
121 0 o oliz o 12 120 o0 1
e FIT = =J+K-aVT 12012 0 12 e FIT = JI+k-2ur
eF/TZZE\K A)IT+
u2lo o 1 12|t 0 o
ollo 1 o 0o 1 0
walli o o 1/2)0 0 1
e =] 4o P A e M=1+e ¥+
/3]0 0 1 s /3|1 0 o J
/3]0 1 0 Y SRR > /3]0 1 0
uallt o o “GA A 3o o 1| P>
—F/T:l+ze—A/ZT+.“ *1‘/7'_] +267A/ZT+
12[12 0 12 .
5& 0 [174 12 1/4 3
B> 12172 0 1/2 .
S e =242 4"+ VO‘\
oI .
y; NG
1/4)l0 0 1 offo 1 0 1/4[1 0 0
120 1 0 1o 1 0 1720 1 0
1/4)|1 0 0 offo 1 0 1/4)0 0 1
e M=1+2e 4+ eMM=1+2e7"+.| e T=14+2e ¥ ..
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Exemple de
systemes dynamiques couplés :
Frenkel-Kontorova
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Le modele Frenkel-K

@ Une chaine de particules rangées linéairement : x; € R position

Interaction élastique

Potentiel périodique
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Le modele Frenkel-Kon

@ Une chaine de particules rangées linéairement : x; € R position

Interaction élastique

X; Xit1 Xiv2

Potentiel périodique

o Energie totale : H(z,&) =Y, Ho(zi, ¥i41) + 547

Ho(z,y) = ly—a—[*+ (2f)2 (1—cos(2rz)) = W (y—z—)+KV (2)
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Dynamique hamiltonienne couplée

@ Formalisme hamiltonien de la mécanique :

i T TR TR
< H — _JVH(z,%)
dt | d OH
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2

Dynamique hamiltonienne couplée

@ Formalisme hamiltonien de la mécanique :

d [z dtch T 9y S

= H = —JVH(z,#&)

dt | d OH
i PG

e Distribution de Gibbs s 3 température 3! : chaine de Markov
/eiﬁHO(z’y)fb*(y) dy = X\g®* (x)

/@(m)eiﬁHo(w’y) dx = Ag®(y)
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Dynamique hamiltonienne couplée

@ Formalisme hamiltonien de la mécanique :

i T TR TR
< H — _JVH(z,%)
dt | d OH

e Distribution de Gibbs s 3 température 3! : chaine de Markov
/eiﬁHO(z’y)fb*(y) dy = X\g®* (x)
/@(m)eiﬁHo(w’y) dx = Ag®(y)

@ Question : quels sont les états fondamentaux limg_, 4o pg =7
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2

Discrétisation du modele FK

@ Réponse partielle :
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2

Discrétisation du modele FK

@ Réponse partielle :
o Dans le cas général, on ne sait presque rien
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2

Discrétisation du modele FK

@ Réponse partielle :
o Dans le cas général, on ne sait presque rien
o Génériquement, la limite est unique (un cycle périodique ?)
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Discrétisation du modele FK
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2

Discrétisation du modele FK

@ Réponse partielle :
o Dans le cas général, on ne sait presque rien
o Génériquement, la limite est unique (un cycle périodique ?)
o En discrétisant, la limite existe et est unique
o Il manque un réel algorithme pour déterminer la limite
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2

Discrétisation du modele FK

@ Réponse partielle :
o Dans le cas général, on ne sait presque rien
o Génériquement, la limite est unique (un cycle périodique ?)
o En discrétisant, la limite existe et est unique
o Il manque un réel algorithme pour déterminer la limite

@ Probleme de discrétisation classique

k 1
T = i Hy(zp,x;) = §|xl — 2k —'y|2 + KV (xy)
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2

Discrétisation du modele FK

@ Réponse partielle :
o Dans le cas général, on ne sait presque rien
o Génériquement, la limite est unique (un cycle périodique ?)
o En discrétisant, la limite existe et est unique
o Il manque un réel algorithme pour déterminer la limite

@ Probleme de discrétisation classique

k 1
xp = — Holzg,z) = =z —mk—'y|2+KV(xk)
N 2
@ Discrétisation de la mesure de Gibbs : — BEG
(I)g(l‘) _ e—ﬁuﬁ(w)7 Z e~ Bus(@r) g—=BHo(zi,m1) — e—ﬁﬂﬁe—ﬂuﬁ(m)

k
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2

Discrétisation du modele FK

@ Réponse partielle :
o Dans le cas général, on ne sait presque rien
o Génériquement, la limite est unique (un cycle périodique ?)
o En discrétisant, la limite existe et est unique
o Il manque un réel algorithme pour déterminer la limite

@ Probleme de discrétisation classique

k 1
xp = — Holzg,z) = =z —mk—'y|2+KV(xk)
N 2
@ Discrétisation de la mesure de Gibbs : — BEG
(I)g(l‘) _ e—ﬁuﬁ(w)7 Z e~ Bus(@r) g—=BHo(zi,m1) — e—ﬁﬂﬁe—ﬂuﬁ(m)

k

@ Probleme de type minplus ou tropical

{ u%(;f) : u}(gf) , m}jn{u(xk)+Ho($k,$l)} = H + u(x1)

(probléme dual de I'équation de la cellule dans HJ : H : hamiltonien effectif)
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Diagramme de phase de FK

@ Diagramme de phase : parameétre d’ordre

. p  nombre de puits du potentiel V'
nombre de rotation : w = = = — —
q période du cycle minimisant
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2

Diagramme de phase de F

@ Diagramme de phase : parameétre d’ordre

. p  nombre de puits du potentiel V'
nombre de rotation : w = = = — —
q période du cycle minimisant

@ Numériquement :

K=3
05
oal A
03+ .
w —
o2t = -
Ol -
blocage des cycles minimisants
o L 1 1 1 aux nombre de rotation Q
0 ol 02 03 04 05
Y
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2.

rova généralisé

Ho(z,y) = 3ly — = — > + #(1 —cos(2mz) + €(1 — Cos(4ﬂ'x))>
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Recherche d’un
algorithme effectif
description sur un exemple
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3
Le probleme dans sa généralité

@ Probleme de paramétrisation de valeurs propres

X1 X2 X
M= |Xo Xo Xoz|, MV =MV,
X31 X3z Xaz3

Peut-on trouver A\, = \;(X;;), k=1,2,37
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Le probleme dans sa généralité

@ Probleme de paramétrisation de valeurs propres

X1 X2 X
M= |Xo Xo Xoz|, MV =MV,
X31 X3z Xaz3

Peut-on trouver A\, = X;(X;;), kK =1,2,37 Non en général
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3
Le probleme dans sa généralité

@ Probleme de paramétrisation de valeurs propres

X1 X2 X
M= |Xo Xo Xoz|, MV =MV,
X31 X3z Xaz3

Peut-on trouver A\, = X;(X;;), kK =1,2,37 Non en général
o Cas d'une indéterminée X;; € C{{Z}} :
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3
Le probleme dans sa généralité

@ Probleme de paramétrisation de valeurs propres

X1 X2 Xy
M= |Xo1 Xoo Xo3|, MV =MV,
X31 X3z Xss
Peut-on trouver A\, = X;(X;;), kK =1,2,37 Non en général
o Cas d'une indéterminée X;; € C{{Z}} :
le corps des séries de Laurent convergentes
est algébriquement fermé

L'algorithme de Puiseux fournit les 3 racines
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3
Le probleme dans sa généralité

@ Probleme de paramétrisation de valeurs propres

X1 X2 Xi3
M= |Xo X Xoz|, MV =MV,
X31 X3z Xs3
Peut-on trouver A\, = X;(X;;), kK =1,2,37 Non en général
o Cas d'une indéterminée X;; € C{{Z}} :

le corps des séries de Laurent convergentes
est algébriquement fermé

L'algorithme de Puiseux fournit les 3 racines

@ Cas du corps

K = {ZAne“" : {an}n suite croisante — 400 et A4,, € (C}
n
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3
Le probleme dans sa généralité

@ Probleme de paramétrisation de valeurs propres

X1 X2 Xi3
M= |Xo X Xoz|, MV =MV,
X31 X3z Xs3
Peut-on trouver A\, = X;(X;;), kK =1,2,37 Non en général
o Cas d'une indéterminée X;; € C{{Z}} :

le corps des séries de Laurent convergentes
est algébriquement fermé

L'algorithme de Puiseux fournit les 3 racines

@ Cas du corps

K = {ZAne“" : {an}n suite croisante — 400 et A4,, € (C}
n

K est algébriquement fermé (Thomas Markwig 2007)
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Ebauche sur un exemple

e Exemple en dimension 3 ou 4 (I'algorithme existe)

Allfau A12€a12 A136a13
M, = | A1€®1 Agpe®2  Agze?23
A316a31 A32€a32 A33€G33

) Me‘/e = >\e‘/e
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3
Ebauche sur un exemple

e Exemple en dimension 3 ou 4 (I'algorithme existe)
Allfau A12€a12 A136a13
Me = | Ag1€™ Agpe®?2 Agze®® | | M.Ve=AVe
A316a31 A32€a32 A33€G33

° DCMED;1 — termes dominant € les cyles minimisants

min{u7;+aij}:i_1+uj, Vi
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3
Ebauche sur un exemple

e Exemple en dimension 3 ou 4 (I'algorithme existe)
Allfau A12€a12 A136a13
M, = | A€t Appe®?? Agze®? |, M.V, = AV
A316a31 A32€a32 A33€G33
° DCMED;1 — termes dominant € les cyles minimisants
min{u7;+aij}:h+uj, v_]

@ Un début d'équivalent : A\, = Hel + termes ordre sup.
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3
Ebauche sur un exemple

e Exemple en dimension 3 ou 4 (I'algorithme existe)
Allfau A12€a12 A136a13
Me = | Ag1€™ Agpe®?2 Agze®® | | M.Ve=AVe
A316a31 A32€a32 A33€G33

° DCMED;1 — termes dominant € les cyles minimisants

min{u7;+aij}:i_1+uj, Vi

Un début d'équivalent : A = He + termes ordre sup.

(]

Probleme : un équivalent de V. (4)/V.(j) nécessite un développement
d'orde supérieur de A,
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Un exemple explicite

@ Retour
0 e ¢
M, = [e* 0 €°
e € 0

@

b a

d
Ola— ; ®

d<c
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Un exemple explicite

@ Retour
0 e ¢
M, = [e* 0 €°
e € 0

a<(ctd)2
a>(c+d)/2

b >(c+d)2
b <(c+d)/2
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