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Le plan de | 'exposé

© De Hamilton-Jacobi & Frenkel-Kontorova
© De Frenkel-Kontorova aux systemes dynamiques

© Refroidissement de Blume-Emery-Griffiths
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De Hamilton-Jacobi a
Frenkel-Kontorova
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Equation de la cellule

@ Les hypothéses : H(z,p) lisse, périodique en x, strictement convexe
en p. Trouver pour tout P, une fonction périodique u(x) et une
constante H(P) telles que

H(z,du(z) + P) = H(P), VxR
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@ Les hypothéses : H(z,p) lisse, périodique en x, strictement convexe
en p. Trouver pour tout P, une fonction périodique u(x) et une
constante H(P) telles que

H(z,du(z) + P) = H(P), VxR

@ L'approche théorique : I'approximation ergodique ou pénalisée.
Trouver pour tout 6 > 0, ug(x) périodique telle que

Sus(x) + H(z,dus(z) + P) =0, VxR
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Equation de la cellule

@ Les hypothéses : H(z,p) lisse, périodique en x, strictement convexe
en p. Trouver pour tout P, une fonction périodique u(x) et une
constante H(P) telles que

H(z,du(z) + P) = H(P), VxR

@ L'approche théorique : I'approximation ergodique ou pénalisée.
Trouver pour tout 6 > 0, ug(x) périodique telle que

Sus(x) + H(z,dus(z) + P) =0, VxR
@ Les résultats classiques :

Sius, = —H(P), wus, => u uniformément.
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1

Equation de la cellule approchée (1)

@ La solution de I'approximation pénalisée est donnée par

0

ug(x) := inf { / [L(7(s),%(s)) — P~ "y(s)]e_g‘sl ds :

—00

7€ W (] —00,05RY), 1(0) =}

dus + H(xz,dus + P) =0, L(z,v):=sup{p-v— H(z,p)}.
P
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1

Equation de la cellule approchée (1)

@ La solution de I'approximation pénalisée est donnée par

0

ug(x) := inf { / [L(7(s),%(s)) — P~ "y(s)]e_g‘sl ds :

—00

7€ W (] —00,05RY), 1(0) =}

dus + H(xz,dus + P) =0, L(z,v):=sup{p-v— H(z,p)}.
P

o Idée : discrétiser la fonction valeur

oo

1nf{z (x_ k,v_k)—P-v_k](l—Td)k

v = (v_g)r bornée, T_g 1 = T_f + TU_k, Tog = x}
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Equation de la cellule approchée (2)

@ Principe de programmation dynamique discret :

u (@) — ug(x — 70)

—L(x,v)—i—P-v} =0.

ouy(x) —&—stip{(l —70) -
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Equation de la cellule approchée (2)

@ Principe de programmation dynamique discret :

u (@) — ug(x — 70)

§ug(m)+sgp{(1—75) . —L(x,v)—i—P-v} =0.

@ Permet d'obtenir une équation discrétisée de la cellule

Sgp{ug(x) —UTfs(x—rv) ~ L(z.v) +P-v} _Ap).
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Equation de la cellule approchée (2)

@ Principe de programmation dynamique discret :

u (@) — ug(x — 70)

§ug(m)+sgp{(1—75) —L(x,v)—i—P-v} =0.

T

@ Permet d'obtenir une équation discrétisée de la cellule

Sgp{ug(x) —UTfs(x—rv) ~ L(z.v) +P-v} _Ap).

o Exemple : H(z,p) := 3|p|? + V(2), L(z,v) = 3|v|* — V(z),

E(x,y) = TQL(J,‘k, L ; x),
u(y) = Tuf(x), \:=7P, E(\) :=—-1?H(P),

V(z) = 1- cos(27rx))

o
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Equation de la cellule approchée (3)

@ Le probléeme discrétisé de la cellule revient a résoudre

u(y) + E(\) = ming{u(e) + E(z,y) = A+ (y —2)}, VyeR,
u(zx) périodique.
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1

Equation de la cellule approchée (3)

@ Le probléeme discrétisé de la cellule revient a résoudre

u(y) + E(\) = ming{u(e) + E(z,y) = A+ (y —2)}, VyeR,
u(zx) périodique.

@ Dans I'exemple précédent
2

e (1—cos(2mz)) +7P-(y—2).

1
E(z,y)—A-(y—z) = =|ly—z*+
2
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Modele de Frenkel-Kontorova (1)

Interaction élastique

Potentiel périodique

E()(.T,y) = W(x’y) + V(l‘),

Wi(z,y) = %Iy -z’ V(z) = (1 — cos(27rx))
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Modele de Frenkel-Kon

o Configuration minimisante : & := (..., Ty, Tpt1y -+ Tntky---)

E(ajru Tn41y--- xn—&-k) < E(yvu Tn41y---s yn—i-k)
V y configuration telle que y, = Ty €t Ynir = Tnyk-
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Modele de Frenkel-Kon

o Configuration minimisante : & := (..., Ty, Tpt1y -+ Tntky---)

E(ajru Tn41y--- xn—&-k) < E(yvu Tn41y---s yn—i-k)
V y configuration telle que y, = Ty €t Ynir = Tnyk-

o Configuration calibrée : suppose z vérifie

E(xy, zri1) = w(rsr) — u(ay) + E,
E(z,y) > u(y) —u(@) + E, Vay
u(x) est périodique,

alors z est fortement minimisante de maniére évidente.
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Modele de Frenkel-Kontorova (3)

@ On revient au probleme : trouver u périodique et E tels que

u(y) + EQ\) = ming{u(@) + E(z,y) = A+ (y —2)}, VyeRY
u(zx) périodique.
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Modele de Frenkel-Kontorova (3)

@ On revient au probleme : trouver u périodique et E tels que

u(y) + EQ\) = ming{u(@) + E(z,y) = A+ (y —2)}, VyeRY
u(zx) périodique.

@ Une théorie d'Aubry-Mather discrete peut étre développée dés que
E(x,y) est C?,
E(x+n,y+n)=E(z,y), ¥nez
twist : gj{fy <0,
E(x,y) est superlinéaire en |y — z|.
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Modele de Frenkel-Kontorova (3)

@ On revient au probleme : trouver u périodique et E tels que

u(y) + EQ\) = ming{u(@) + E(z,y) = A+ (y —2)}, VyeRY
u(zx) périodique.

@ Une théorie d'Aubry-Mather discrete peut étre développée dés que
E(x,y) est C?,
E(x+n,y+n)=E(z,y), ¥nez
twist : gj{fy <0,
E(x,y) est superlinéaire en |y — z|.

@ Questions : forme de I'énergie effective E, forme de I'’ensemble
d'Aubry-Mather ?
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rova numérique (1)

Diagramme de phase de FK selon le nombre de rotation de Aubry-MAther

E\k(z,y) = %|y -z - Ay —2)+ (2%)2(1 = COS(QW]J)).
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rova numérique (2)

Diagramme complet en (A, K)
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1

rova numérique (3)

@ Résoudre I'équation en (u, E)) revient 3 chercher un point fixe de
Lax-Oleinik discret

T-[ul(y) := ming {u(z) + E(z,y)},
u+ E=T_[ul.
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1

rova numérique (3)

@ Résoudre I'équation en (u, E)) revient 3 chercher un point fixe de
Lax-Oleinik discret

T-[ul(y) := ming {u(z) + E(z,y)},
u+ E=T_[ul.

@ On modifie d'abord T par :
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rova numérique (3)

@ Résoudre I'équation en (u, E)) revient 3 chercher un point fixe de
Lax-Oleinik discret

T-[ul(y) := ming {u(z) + E(z,y)},
u+ E=T_[ul.

@ On modifie d'abord T par :
T_[u] = T_[u] — min T_[u]

o Ishikawa (1976) remarque que : 1) T_ est contractant (au sens
large) et 2) T_ préserve un convex compact dans C°(T% R). Alors

1 . -
Upyy = §(uk + T [ud) — un point fixe de T__.
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1

rova numérique (3)

@ Résoudre I'équation en (u, E)) revient 3 chercher un point fixe de
Lax-Oleinik discret

T-[ul(y) := ming {u(z) + E(z,y)},
u+ E=T_[ul.

@ On modifie d'abord T par :
T_[u] = T_[u] — min T_[u]

o Ishikawa (1976) remarque que : 1) T_ est contractant (au sens
large) et 2) T_ préserve un convex compact dans C°(T% R). Alors

1 = -
Upyy = §(uk + T [ud) — un point fixe de T__.
@ Discrétisation en espace

T_ n[ul(z;) == nim{u(xb) + E(xi,x;)}, © =, i€ (Z/NZ)"
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De Frenkel-Kontorova aux
systemes dynamiques

Calvi 2010, Rencontre KAM faible Hamilton-Jacobi et diagramme de phase  14/23



2

Formalisme thermodynamique sur un shift

o La discrétisation de |'équation de la cellule en temps et en espace
revient a comprendre le probleme

S:={1,...,N}, w:5—=R, E:SxS5-—>R,
E = max, min; jes{E(i,7) — u(j) +u(@))}, VjeS.
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Formalisme thermodynamique sur un shift

o La discrétisation de |'équation de la cellule en temps et en espace
revient a comprendre le probleme

S:={1,...,N}, w:5—=R, E:SxS5-—>R,
E = max, min; jes{E(i,7) — u(j) +u(@))}, VjeS.

@ Le probleme dual associé

E = min, > B 5w (@, ),
>im(d,5) =22 m(J,9),
W(i,j) >0, Zi,j W(i7j) Sk
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2

Formalisme thermodynamique sur un shift

o La discrétisation de |'équation de la cellule en temps et en espace
revient a comprendre le probleme

S:={1,...,N}, w:5—=R, E:SxS5-—>R,
E = max, min; jes{E(i,7) — u(j) +u(@))}, VjeS.

@ Le probleme dual associé

E = min, > B 5w (@, ),
>im(d,5) =22 m(J,9),
W(i,j) >0, Zi,j W(i7j) Sk

@ On oublie la discrétisation et on introduit :
¥+ =S¥ : I'ensemble des suite = (o0, z1,...),
o: Xt = 27T : le décalage a gauche,
E(z): ¥t =R, (E(x)= E(zo,z1) dans le cas précédent).
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Aubry-Mather sur les shift

@ 0 : X — X un systeme dynamique, E : 3 — R Holder,
E := min { /Edu : p proba invarinate par 0’},

I"énergie effective.
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Aubry-Mather sur les shift

@ 0 : X — X un systeme dynamique, E : 3 — R Holder,
E := min { /Edu : p proba invarinate par 0’},

I"énergie effective.

@ La barriere de Peierls :

h(z,y) :=lim lim S;(z,y),

e—0n—+oo

—

Se(x,y) = 1Zn£{ (E—E)ooh(2) : d(z,x) < e et d(a™(2),y) < e},
k=0

3
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Aubry-Mather sur les shift

@ 0 : X — X un systeme dynamique, E : 3 — R Holder,
E := min { /Edu : p proba invarinate par 0’},

I"énergie effective.

@ La barriere de Peierls :

h(z,y) := lim hm Sy (z,y),

e—0n—-+oo

n—1
Se(x,y) = 1Zn£ { Z(E —E)od®(2) : d(z,2) < eet dc™(2),y) < e},
k=0

@ L'ensemble d’Aubry

QUE):={z e X : h(z,z) =0}
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2.

Formalisme thermodynamique

@ Questions : Comment sélectioner une mesure minimisante ?
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Formalisme thermodynamique

@ Questions : Comment sélectioner une mesure minimisante ?

@ Mesure de Gibbs a température T = 37! :

#p((Cn(@)] = exp ( = 8 4g B 0 0*(2) + nPres(8E)),
{ge est une probabilité o-invariante,
an, ~b, <= 3C,tqgC1>a,/b,>C,Vn.
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Formalisme thermodynamique

@ Questions : Comment sélectioner une mesure minimisante ?

@ Mesure de Gibbs a température T = 37! :

#p((Cn(@)] = exp ( = 8 4g B 0 0*(2) + nPres(8E)),
{ge est une probabilité o-invariante,
an, ~b, <= 3C,tqgC1>a,/b,>C,Vn.

o Résultats simples :
Pres(BE) + BE — Ent(Q(E)),
Tout point d'acumulation de pgr est une mesure minimisante
d’entropie topologique de Q(FE) maximale,
A-t-on convergence de pgg ?
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Refroidissement d'un systeme dynamique

@ Hypothese : nombre fini de composantes irréductibles
QE)=QUQU...UQ,,
Ent(Qp) > max Ent(£;).
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Refroidissement d'un systeme dynamique

@ Hypothése : nombre fini de composantes irréductibles
QE)=QUQU...UQ,,
Ent(Qp) > max Ent(£;).
K3
@ L'équation aux valeurs propres de I'opérateur de Ruelle

Z eiﬁE(z/)@g(aj’) = FresBEg4(z), VxeXt,

z':o(x! )=z

q)ﬁ(x) = e_ﬁu5($)7 ZTo € QO» U,B(CUO) = 07
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2

Refroidissement d'un systeme dynamique

@ Hypothése : nombre fini de composantes irréductibles
QE)=QUQU...UQ,,
Ent(Qp) > max Ent(£;).
K3
@ L'équation aux valeurs propres de I'opérateur de Ruelle

Z eiﬁE(z/)@g(aj’) = FresBEg4(z), VxeXt,

z':o(x! )=z

q)ﬁ(x) = e_ﬁu5($)7 ZTo € QO» U,B(CUO) = 07

@ Théoreéme :

ug(z) — u(z) = h(zo,z), (uniformément en x),
wz)+E= min {u(z)+E()}, VreX'.

z':o(x’)=x

Calvi 2010, Rencontre KAM faible Hamilton-Jacobi et diagramme de phase  18/23



Refroidissement de
Blume-Emery-Griffiths
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Le modeéle de BEG

o L'énergie d'interaction : S := {—1,0,+1},
E(z) = —JZaziwj -K xfx?—FAfo
(i,9) (ix3) i

(Les états +1 représent I'atome He?, I'état 0 représente He, J > 0
pour le cas ferromagnétique).
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Mesure de Gibbs de BEG

o Equation de Ruelle :

1
e—J—K+A A J-K+A
— 1 1
e=e P M. = ez 1 ez , M.R. = \R..
1
eJ—K+A  3A —J-K+A
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Mesure de Gibbs de BEG

o Equation de Ruelle :

e—J—K—i—A A 6J—K—i—A

— 1 1
e=e P M. = ez ez , M.R. = \R..
1
eJ—K+A  3A —J-K+A

1
€2

[t

@ Graphe des interactions et cycles minimisants

Moyenne de F le long des cycles simples :

0,
e
A
cycles d'ordre 1 0, (-J-—K+A)
—— I
2

&
C@ IK+A cycles d'ordre 2 A, (J-K+A)
i —JK+A cycles d'ordre 3 1(J — K +2A)
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Mesure de Gibbs de BEG

o Equation de Ruelle :

e—J—K—i—A A 6J—K—i—A

1
€2
—e B M = 1A iA M.-R. = \R
€E=¢ 7, e — €L 1 €2 s elle = Aelle-
1
J-K+A  3A —J-K+A

@ Graphe des interactions et cycles minimisants

0,
R @ R Moyenne de F le long des cycles simples :
2 2
//// \\ cycles d'ordre 1 0, (—J—K+A)
C@ > cycles d’ordre 2 A, (J-K+A)
—J-K+A —J-K+A cycles d'ordre 3 (J - K +2A)

@ Une mesure minimisante = mesure invariante supportée par un cycle
minimisant.
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Refroidissement de BGE

@ Théoreme : (Brémont (2003),
Lepplaideur (2005), Chazottes-Gambaudo-Ugalde (2010))
M.R. = >\6R67 LM, = )\eLev ~iq LE(Z)RE(,L) = 17

Te(1) = Le(i)Re(3),  Qeli,5) = Mc(3,5)Re(j)/ AeRe(4),
mesure de Gibbs pgg = chaine de Markov (7, Q.),
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Refroidissement de BGE

@ Théoreme : (Brémont (2003),
Lepplaideur (2005), Chazottes-Gambaudo-Ugalde (2010))
MeRe = >\6R67 LEME = )\eLev ~i LE(Z)RE(,L) = 17
Te(1) = Le(i)Re(3),  Qeli,5) = Mc(3,5)Re(j)/ AeRe(4),
mesure de Gibbs pgg = chaine de Markov (7, Q.),

@ alors

Te = Tooy QE B Qoov
UBE — oo chaine de Markov (oo, Qoo ),

il n’y a pas en général unicité des mesures minimisantes
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Diagramme de phase de BEGa T =0
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