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Exercicel (Irréductibilité de polyndmgsDéterminer si les polynémes suivants sont
irréductibles dans les anneaux indiqués :

1. XY +Y5Z + Z°X dansQ[X, Y, Z];
2. X3+ 3X +2dansF;5[X];
3. X'+ X3+ X? + X + 1dansZ[X].

Exercice2 (Valeurs spéciales des polyndmes cyclotomify&est » > 2 un entier
naturel. On not®,,(X) € Z[X] le polyndme cyclotomique qui s’annule sur les racines
n-iémes de l'unité dan§.
1. Rappeler I'expression d&,, (X) lorsquep est un nombre premier ne divisant
pasn etr est un entier naturel.

2. Supposons que a au moins deux facteurs premiers. Montrer gug0) et
®,,(1) valentl.

3. Supposons que est le produit dé& nombres premiers deux a deux distincts.
Montrer qued’, (0) = (—1)*~1. Dans le cas contraire (doncsia un facteur
carré), montrer qué’ (0) = 0.

Exercice3 (Extensions quadratiqueSoit K un corps de caractéristique 2.

1. Soit F'/ K une extension quadratique (c'est-a-dire gie: K| = 2). Montrer
quil existea € F*, a ¢ K, tel quea® € K et queF = K|[a]. Montrer que
{1, a} est une base dE en tant quek -espace vectoriel.

2. Montrer ques € F satisfait les propriétés de ci-dessus si et seulement si
[ = ba pour un certairb € K*.
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3. Prenongs = F, un corps premier a > 3 €léments. SoiF, une cléture algé-
brique deF,. Soienta, 3 € F} aveca, ¢ F, eta?, 3% € F,. Montrer que
a/B €T,

Exercice4 (Sous-extensions quadratiqli€doit K un corps de caractéristiqué 2.
Soit L/ K une extension. Notons

R={acl*|a*cK,a¢ K}.

Soientay, ..., a, € Rtels que pour touk < n, on aitay, ¢ Klag, ..., ak—1].
1. Montrer que pour tout < n, on a[K|[ay, ..., ai] : K[ag,...,ar_1]] = 2 et

[K[ai,...,a;] : K] =2F
2. Soitl = {ky,...,ks} une partie dg 1, ..., n} a s éléments. Montrer que
oy =y, ok, € R.

3. Soitk < n et soita € Klay,...,ax] N R. En écrivante = Aoy + p avec
A€ Klag, ..., ap—1], montrer que\u = 0.

(@) Sip =0, montrerque\ € K* ou\ € Koy, ..., ap—1] N R.
(b) SiA =0, montrer quex € K[ay,...,ax—1] N R.

En déduire par récurrence suqu’il existeb € K* et une partie dé¢1,2,...,n}
telle quea = baj.

4. Calculer les degrés sQr des sous-extensions
Q[v2,v3], Q[V2,V3,V5], Q[V2,V3,V5 V7]

deR.

5. Montrer queX[ay, ..., a,] admet exactemeBt — 1 sous# -extensions quadra-
tiqgues qui sont les([a;], I parcourant les parties non-vides fig ...,n}. En
déduire que si/K est finie, alord. n'a qu’un nombre fini de sous-extensions
quadratiques, ce nombre étant majoré[far K] — 1.

Fin

Le corrigé sera disponible dans le contrat pédagogique d&lavant le 20 décembre.



