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Exercice 1 (Irréductibilité de polynômes) Déterminer si les polynômes suivants sont
irréductibles dans les anneaux indiqués :

1. X5Y + Y 5Z + Z5X dansQ[X, Y, Z] ;

2. X3 + 3X + 2 dansF5[X ] ;

3. X4 + X3 + X2 + X + 1 dansZ[X ].

Exercice 2 (Valeurs spéciales des polynômes cyclotomiques) Soit n ≥ 2 un entier
naturel. On noteΦn(X) ∈ Z[X ] le polynôme cyclotomique qui s’annule sur les racines
n-ièmes de l’unité dansC.

1. Rappeler l’expression deΦprn(X) lorsquep est un nombre premier ne divisant
pasn et r est un entier naturel.

2. Supposons quen a au moins deux facteurs premiers. Montrer queΦn(0) et
Φn(1) valent1.

3. Supposons quen est le produit dek nombres premiers deux à deux distincts.
Montrer queΦ′

n(0) = (−1)k−1. Dans le cas contraire (donc sin a un facteur
carré), montrer queΦ′

n(0) = 0.

Exercice 3 (Extensions quadratiques) SoitK un corps de caractéristique6= 2.

1. SoitF/K une extension quadratique (c’est-à-dire que[F : K] = 2). Montrer
qu’il existeα ∈ F ∗, α /∈ K, tel queα2 ∈ K et queF = K[α]. Montrer que
{1, α} est une base deF en tant queK-espace vectoriel.

2. Montrer queβ ∈ F satisfait les propriétés deα ci-dessus si et seulement si
β = bα pour un certainb ∈ K∗.

T.S.V.P. =⇒



3. PrenonsK = Fp un corps premier àp ≥ 3 éléments. Soit̄Fp une clôture algé-
brique deFp. Soientα, β ∈ F̄∗

p avecα, β /∈ Fp et α2, β2 ∈ Fp. Montrer que
α/β ∈ Fp.

Exercice 4 (Sous-extensions quadratiques) Soit K un corps de caractéristique6= 2.
SoitL/K une extension. Notons

R = {α ∈ L∗ | α2 ∈ K, α /∈ K}.

Soientα1, ..., αn ∈ R tels que pour toutk ≤ n, on aitαk /∈ K[α1, ..., αk−1].

1. Montrer que pour toutk ≤ n, on a[K[α1, ..., αk] : K[α1, ..., αk−1]] = 2 et

[K[α1, ..., αk] : K] = 2k

2. SoitI = {k1, ..., ks} une partie de{1, ..., n} à s éléments. Montrer que

αI := αk1
· · ·αks

∈ R.

3. Soit k ≤ n et soitα ∈ K[α1, ..., αk] ∩ R. En écrivantα = λαk + µ avec
λ, µ ∈ K[α1, ..., αk−1], montrer queλµ = 0.

(a) Siµ = 0, montrer queλ ∈ K∗ ouλ ∈ K[α1, ..., αk−1] ∩ R.

(b) Siλ = 0, montrer queα ∈ K[α1, ..., αk−1] ∩ R.

En déduire par récurrence surk qu’il existeb ∈ K∗ etI une partie de{1, 2, ..., n}
telle queα = bαI .

4. Calculer les degrés surQ des sous-extensions
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deR.

5. Montrer queK[α1, ..., αn] admet exactement2n−1 sous-K-extensions quadra-
tiques qui sont lesK[αI ], I parcourant les parties non-vides de{1, ..., n}. En
déduire que siL/K est finie, alorsL n’a qu’un nombre fini de sous-extensions
quadratiques, ce nombre étant majoré par[L : K] − 1.

Fin

Le corrigé sera disponible dans le contrat pédagogique de l’UE avant le 20 décembre.


