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Exercice 1 (Irréductibilité de polynémes) Déterminer si les polynomes suivants
sont irréductibles dans les anneaux indiqués :

1. X°Y +Y®Z + Z°X dans Q[X,Y, Z];
2. X3 +3X + 2 dans F5[X];
3. XP+ X3+ X2+ X +1 dans Z[X].

Solution: (1) On applique le critere d’Eisenstein avec A = Q[Y, Z] et I’élément
irréductible f = Z de A. On en déduit que X°Y + Y°Z + Z%X, qui est de
contenu 1, est irréductible dans Q[X,Y, Z] (Cours, théoreme 4.2.13).

(2) Ce polynéme n’a pas de zéro dans Fy5 (on calcule ses valeurs en tous les
éléments de F5. Par exemple, en x = 2 mod 5, on trouve la classe mod 5 de
23 +3 x 2+ 2 = 1[5]). Comme il est de degré 3, il est irréductible dans F5[X]
(Proposition 4.2.11).

(3) C’est le polynéme cyclotomique ®5(X) (exemple 4.2.19). Il est donc
irréductible dans Z[X| (Théoreéme 4.2.20)

Exercice 2 (Valeurs spéciales des polynomes cyclotomiques) Soit n > 2 un
entier naturel. On note ®,,(X) € Z[X] le polynéme cyclotomique qui s’annule
sur les racines n-iémes de I'unité dans C.

1. Rappeler I'expression de ®prp,(X) lorsque p est un nombre premier ne
divisant pas m et r est un entier naturel.

2. Supposons que n a au moins deux facteurs premiers. Montrer que ®,,(0) et
®,,(1) valent 1. Montrer également que ®,-(0) =1 si r > 1 et p premier.

3. Supposons que n est le produit de & nombres premiers deux a deux dis-
tincts. Montrer que ®/,(0) = (—1)*~1. Dans le cas contraire (donc si n a

un facteur carré), montrer que @/, (0) = 0.
Solution: (1) On a
P, (XP")
Dprp(X) = — <
p ( ) q)m(XPT—l)

si p ne divise pas m (Proposition 5.2.18).



(2) Soit p un premier divisant n. Alors n = p"m avec p ne divisant pas m et
m > 2. Il suit que @,,,(0), ®,,(1) # 0 (car 0,1 ne sont pas des racines primitives
m-iemes de 'unité si m > 2). En remplagant dans la formule ci-dessus X par 0
ou 1, on voit que ®,,(a) = Pprim(a) =1sia=0oul.

Notons que si n n’a qu'un diviseur premier p, alors n = p". On a vu en cours
(exemple 4.2.19) 'expression explicite de ®,~(X) qui donne

O, (0) =1, ®,(1)=p.

En fin, ®;(X) =X — 1, donc ®;(0) = —1 et &1(1) = 0.
(3) On an = p1ps...px avec les p; premiers et deux a deux distincts. On écrit
n = ppm avec m = py...px_1. Si k = 1, alors

O, (X)=XP" 4 X 41,

donc ®/,(0) = 1. Supposons k > 2. La formule rappelée dans (1) implique que

Dy (XPR)
o, (X) = 7<I>m(X) .
En dérivant, on obtient
— ., (0)®7,(0)
®' (0) = mil = —d (0
n(0) B,y (0)? m(0)

car la dérivée de @,,,(XP*) s’annule en 0. Une récurrence immédiate sur k& donne
@,(0) = (~1)*1.

Supposons maintenant que n a un facteur carré d2. Alors n = p"m pour un
certain premier p (diviseur de d) avec r > 2 et p ne divise pas m. On dérive de
nouveau l’expression donnée en (1) et on voit que @/, (0) = 0.

Exercice 3 (FEuxtensions quadratiques) Soit K un corps de caractéristique # 2.

1. Soit F//K une extension quadratique (c’est-a-dire que [F : K| = 2). Mon-
trer qu’il existe a € F*, a ¢ K, tel que o? € K et que F' = K[a]. Montrer
que {1, a} est une base de F' en tant que K-espace vectoriel.

2. Montrer que (§ € F satisfait les propriétés de « ci-dessus si et seulement
si § = ba pour un certain b € K*.

3. Prenons K = [, un corps premier a p > 3 éléments. Soit F, une cloture
algébrique de F. Soient «, 3 € F, avec a, 3 ¢ F, et o?, 3% € F,. Montrer
que o/ € Fp.

Solution: (1) Soit v € F\ K. Alors {1,~} est une famille libre sur K, de cardinal
2 =dimg F', c’est donc une base. Par suite

F=K+KyCK[CF.

Donc F = K[v]. Le polynéme minimal de v sur K est de degré [K[y] : K] = 2.
On a donc une relation
Y 4ay+b=0



pour certains a,b € K. Comme K est de caractéristique différente de 2, on peut
écrire la relation comme suit

a\ 2 a?
= b—— ) =0.
(VJFQ) +< 4)
Si on pose a = v + §, on a bien a? € K, a ¢ K. Le méme raisonnement que

ci-dessus montre que {1,a} est une base de F sur K et que F = Kla].
(2) On a 8 = a + ba pour certains a,b € K. Donc

(a® + b*a®) + 2aba = B* € K

avec a? + b%a? € K. Comme {1,a} est libre sur K, on a 2ab = 0. Mais b € K*
car sinon § € K, et 2 est inversible dans K puisque K est de caractéristique
différente de 2, donc a = 0 et 8 = ba.

(3) Les corps Fpla] et F,[3] sont des sous-extensions de F, de méme degré
(= 2) sur Fy, elles sont donc égales (théoréme 5.4.2(a)). Par (2),ona /B €F,
(prendre K =F, et F =T,[a] =F,[5]).

Exercice 4 (Sous-extensions quadratiques) Soit K un corps de caractéristique
# 2. Soit L/K une extension. Notons

R={acl*|a’*cK,a¢K}.

Soient ay, ..., apn € R tels que pour tout k < n, on ait ay ¢ Klaq, ..., ax—1].

1. Montrer que pour tout k < n, on a [K|aq,...,ax] : K[aq,...,ap—1]] =2 et
[K[ai,...,az] : K] =2F

2. Soit I = {k1,...,ks} une partie de {1,...,n} & s éléments. Montrer que
oy =y, oy, € R.

3. Soit k < n et soit a € Koy, ...,ar] N R. En écrivant o = Ay, + p avec
A\ € Klag, ..., ag—1], montrer que Ay = 0.
(a) Si p =0, montrer que A € K* ou A € Klay,...,ax_1] N R.
(b) Si A =0, montrer que a € K[ay,...,ap—1] N R.
En déduire par récurrence sur k qu’il existe b € K* et I une partie de
{1,2,...,n} telle que o = baj.

4. Calculer les degrés sur QQ des sous-extensions

QV2,v3], Q[V2,v3,V5], Qv2,V3,v5 VT
de R.

5. Montrer que Klaq,...,a,] admet exactement 2™ — 1 sous-K-extensions
quadratiques qui sont les Kfay], I parcourant les parties non-vides de
{1,...,n}. En déduire que si L/K est finie, alors L n’a qu’un nombre fini
de sous-extensions quadratiques, ce nombre étant majoré par [L : K] — 1.



Solution: Notons Fj, = K|aq, ..., ag].
(1) On a Fj, = Fy_1[ay]. Le polynéme minimal de oy, sur Fj,_1 est de degré
au plus 2 car il divise

X% —a} € K[X] C Fr_41[X],

et au moins 2 puisque ay ¢ F_1. Donc ce polyndéme minimal est de degré 2, il
suit que [F : Fx—1] = 2. Ce qui donne

[F.: K| = [Fy : Fr_1][Fr_1: Fr_o]...[Fy : F] = 2.

(2) On peut supposer que ks > k; pour tout j < s. Il est clair que a? € K
et ay € L*. Si ay € K, alors

o, = Oé[(akl...oszA)_l S st,l,

ce qui est contraire a 'hypothese.
(3) On sait que {1, ay} est une base de F}, sur Fj_1, donc on peut bien écrire

a:)\ak+ua )‘7M€Fk:—l-

On a
(N2ai + p?) + 2 o, = o € K C Fy_y.

Donc comme dans I'exercice 3.2 ci-dessus, on conclut que Au = 0.

(3.a) Si u =0, alors @ = Aoy, et A # 0. Cela implique que A\? € K. Alors ou
bien A € K*, ou bien A ¢ K, auquel cas on a A € RN Fi_; par définition de R.

(3.b) Si A =0, alors o € Fy,_1, donc @ € Fi_1 N R.

Sik=1,onaa=ba; avec I = {1} et pour un certain b € K* (exercice
3.2). Supposons la propriété vraie en k— 1. Dans le cas (a), on a ou bien A € K*,
alors @ = Aay avec I = {k}; ou bien A € RN Fj_;. Dans ce dernier cas, par
hypothese de récurrence, il existe une partie J de {1, ...,k — 1} telle que A = ba s
avec un b € K*. Il suit que o = bav yyx;}-

Dans le cas (b), on applique directement I’hypotheése de récurrence. On
conclut donc que « est toujours de la forme désirée.

(4) On va appliquer (1) avec K = Q, L = Ret a1 = v/2, a3 = v/3,a3 = V5 et
a4 = /7. Le point essentiel est de vérifier la propriété que ay ¢ Q[ay, ..., ag_1]
pour tout k < 4.

Une remarque préliminaire. Soit p un nombre premier. On note que si /p =
by/n pour certains b € Q* et n entier naturel, alors p divise n. En effet, on a
p = b?n. On écrit b = t/s avec t, s entiers naturels premiers entre eux. Donc
s2p = t?n. Si p ne divise pas n, alors p divise ¢, donc t = pt; et s2 = ptyn. Ce
qui implique que p divise aussi s. Contradiction avec I’hypothese t, s premiers
entre eux.

On a a; = /2 € R. Comme v3 ¢ Q*v2, on a ay := v/3 ¢ Q[ay]. Les
éléments de RNQ[v/2, v/3] sont des multiples par un élément de Q* de v/2, /3 ou
de v/6. Comme /5 n’est pas de cette forme, on voit que a3 := /5 ¢ Q[v/2,V/3].
De la méme fagon, les éléments de R N Q[v/2,v/3,1/5] sont des multiples ra-
tionnels de /n avec n divisible uniquement par 2,3 ou 5. On en déduit que



ay = V7 ¢ (@[\/5, V3, \/5] On conclut que les extensions de ’énoncé sont de
degrés respectifs 4,8 et 16 sur Q.

(5) D’apres l'exercice 3.1 et (3), les sous-extensions quadratiques de L/K
sont de la forme Kog| (noter que Klbay] = K[ay] pour tout b € K*). De plus, si
Klaj] = K[ay], alors I = J. En effet, sinon, on peut supposer qu’il existe k € I
qui est strictement supérieur a tout élément de J et tout élément de I différent
de k. Comme on a ay = bay avec un b € K*, on obtient oy, € Klag, ..., ag—1].
Contradiction. Il y a donc autant des sous-extensions quadratiques de L/K que
de parties non-vides I de {1,...,n}. Or il y a exactement 2" — 1 parties de cette
forme.

Enfin, supposons L/K finie de degré d = [L : K|. Soient A = {ay, ..., } un
sous-ensemble de R vérifiant o, ¢ K[y, ..., ax—1] pour tout & < n. D’apres (1),
2™ < d. On peut prendre un A de cardinalité maximale. Toute sous-extension
quadratique F' de L/K est engendrée par un o € R. Par maximalité de A, on
aa € Klag,...,ap). Il suit de la forme F = KJaj] pour une partie non-vide
I de {1,...,n}. Par conséquent, il y a au plus 2" — 1 < d — 1 sous-extensions
quadratiques de L/K.



