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Exercice 1 (Irréductibilité)
1. Rappeler une preuve de l’irréductibilité de Xp−1 + Xp−2 + · · · + X + 1

dans Z[X] pour tout nombre premier p.
2. Montrer que X6 +X3 + 1 est irréductible dans Z[X] et dans Q[X].

Exercice 2 (Polynômes réels positifs) Un polynôme P (X) ∈ R[X] est dit po-
sitif si P (x) ≥ 0 pour tout x ∈ R.

1. Montrer que P1(X)2 + P2(X)2 est positif si P1(X), P2(X) ∈ R[X].
2. Nous allons maintenant montrer la réciproque. Soit P (X) ∈ R[X] non nul

et positif. Soit

P (X) = c
∏

1≤j≤n

(X − xj)rj

∏
1≤k≤m

(X2 + akX + bk)sk

sa décomposition en produit de puissances d’irréductibles de R[X], 2 à 2
non associés (et où c est le coefficient dominant de P (X)).
(a) Montrer que c ≥ 0 et que les rj sont pairs.
(b) Pour tout k ≤ m, soit X2 + akX + bk = (X − zk)(X − tk) la décom-

position dans C[X]. Montrer que tk = z̄k (conjuguaison complexe).
(c) Soit F (X) =

∏
1≤k≤m(X − zk)sk ∈ C[X]. En écrivant F (X) sous la

forme F (X) = G1(X)+iG2(X) avec G1(X), G2(X) ∈ R[X], montrer
que ∏

1≤k≤m

(X2 + akX + bk)sk = G1(X)2 +G2(X)2.

(d) Conclure.

Exercice 3 Soit α = 2 cos(2π/7) ∈ R. Nous allons déterminer son polynôme
minimal m(X) sur Q.

1. Montrer que degm(X) = 3 (en utilisant le résultat du cours concernant
[Q[cos(2π/n)] : Q], n ≥ 2).

2. Soit ζ ∈ C une racine primitive 7-ième de l’unité. Posons λk = ζk + ζ−k

pour k = 1, 2, 3. Montrer que

λ2
1 = λ2 + 2, λ3

1 = λ3 + 3λ1.
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3. Donner le polynôme minimal de ζ sur Q et montrer que λ1+λ2+λ3+1 = 0.
4. En déduire que λ1 est racine du polynôme X3 +X2 − 2X − 1 ∈ Q[X].
5. En prenant ζ = exp(2iπ/7), donner le polynôme minimal m(X) de α sur

Q.
6. En prenant respectivement ζ = exp(4iπ/7) et ζ = exp(6iπ/7), montrer

que 2 cos(4π/7) et 2 cos(6π/7) sont racines de X3 +X2 − 2X − 1.
7. Montrer que Q[cos(2π/7)] est le corps de décomposition de m(X) ∈ Q[X].

Exercice 4 Soit L = Q[ 3
√

2, ζ3] où ζ3 = exp(2iπ/3) ∈ C.
1. Calculer les degrés [Q[ 3

√
2] : Q] et [Q[ζ3] : Q]. En déduire que [L : Q] = 6.

2. Quels sont les degrés possibles des sous-extensions de L/Q ?
3. Soit K0 = Q[ζ3]. Soit K1 une sous-extension quadratique de L (i.e. [K1 :

Q] = 2). Montrer que le compositum K0K1 est de degré 2. En déduire que
K1 = K0.

4. Donner trois sous-extensions de degré 3 de L.

Exercice 5 On fixe un nombre premier p. Nous allons étudier le nombre N(d)
de polynômes ∈ Fp[X] unitaires irréductibles de degré d. On fixe une clôture
algébrique F̄p de Fp. Soit n ≥ 1. Considérons l’application

ρn : Fpn → Fp[X], x 7→ Irr(x,Fp, X) ∈ Fp[X].

1. Soit d ≥ 1. Soit α ∈ F̄p de degré d sur Fp, de sorte que [Fp[α] : Fp] = d.
Montrer que α ∈ Fpn si et seulement si d divise n.

2. Soit P (X) ∈ Fp[X] irréductible unitaire de degré d ≥ 1 divisant n. Montrer
que ρ−1

n (P (X)) est de cardinal d.
3. En déduire que pn =

∑
d|n dN(d).

4. Calculer les valeurs de N(1), N(2).
5. Pour tout d ≥ 1, montrer que dN(d) ≤ pd et que

∑
1≤d<n;d|n dN(d) ≤

p(n/2)+1. En déduire que la suite (nN(n))n≥1 est strictement croissante et
que nN(n) ≥ pn/2−1 pour tout n ≥ 3.
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