Chapitre 1

Rappels et compléments
d’algébre commutative.

Tous les anneaux considérés dans ce cours sont commutatifs unitaires. Les
homomorphismes d’anneaux A — B envoient 1,4 sur 1 par définition.

1.1 Anneaux et modules noethériens
Soit A un anneau (commutatif unitaire).

Définition 1.1.1 Un A-module M est de type fini s’il est engendré par une
famille finie. Il est noethérien si tous ses sous-modules sont de type fini. En
particulier M lui-méme est de type fini. On dira que A est noethérien s’il est
noethérien en tant que A-module (équivalent : tout idéal est de type fini).

Concrétement, M est de type fini s’il existe x1,...,2, € M tels que M
soit engendré par les ;. Cela revient a dire que tout x € M s’écrit comme
r = airi + -+ + ay,r, pour certains ai,...,a, € A. Quand cela est le cas, on
écrit aussi

M = Az, + -+ Ax,.

Exemple 1.1.2 1. Un corps est toujours noethérien. Un espace vectoriel sur
un corps K est noethérien si et seulement s’il est de dimension finie.

2. L’anneau Z (ou plus généralement un anneau principal) est noethérien
puisque tout idéal est principal.

3. Q est un anneau noethérien, mais comme Z-module il n’est pas noethérien.

4. L’anneau des polyndmes a coefficients dans un corps et a une infinité de
variables n’est pas noethérien.

5. L’ensemble des fonctions (resp. fonctions continues; resp. fonctions C°°)
de R dans R est un anneau non noethérien.
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La proposition suivante nécessite 'axiome du choix.

Proposition 1.1.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) M est noethérien ;
(ii) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire ;

(iii) tout ensemble non vide de sous-modules de M admet un élément mazimal
(pour Uinclusion).

Démonstration. (i) = (ii). La réunion est un sous-module, de type fini, donc
égal & un des sous-modules.

(ii) = (iii) Soit F' un tel ensemble. S’il n’a pas d’élément maximal, alors on
peut construire une suite strictement croissante infinie avec des sous-modules
appartenant a F'.

(iii) = (i). Soit N un sous-module. Soit F' I'ensemble des sous-modules de
N de type fini. Alors F' est non vide car il contient {0}. Soit Ny un élément
maximal de F'. Pour tout x € N, Ng+zA € F, donc x € Ny et N = Ny est de
type fini. O

En restant dans les axiomatiques ZF (sans I’axiome du choix donc), (i) n’im-
plique pas (iii). Il est alors possible de définir les modules noethériens avec la
propriété (iii) qui est plus forte que (i). Avec cette définition, les énoncés de
ce paragraphe restent vrais. Les anneaux qu’on rencontrera dans ce cours sont
noethériens dans le sens fort (iii).

Proposition 1.1.4. La classe des A-modules noethériens est stable par sous-
module, quotient, extension (suite exacte) et somme directe finie.

Démonstration. Pour M @& N : utiliser la projection dans N. O

Corollaire 1.1.5. Soit A un anneauv noethérien. Alors M est noethérien si et
seulement si M est de type fini.

Le théoréme suivant ne sera pas montré en cours.

Theorem 1.1.6. (Théoréme de Transfert de Hilbert) Si A est noethérien, alors
Uanneau des polynomes A[X] est noethérien.

Démonstration. Soit I un idéal de A[X]. Pour tout d > 0, posons
Ji={acA|FIF(X)=aX+aq 1 X"+ .. 4acl}

C’est ’ensemble des coefficients dominants des polynémes de degré d dans I
union {0}. C’est un idéal de A et on a J; C J441 pour tout d > 0. On a donc
une suite croissante d’idéaux dans A. D’aprés la proposition 1.1.3, la suite est
stationnaire et donc il existe N > 0 tel que J; = Jg41 pour tout d > N. Pour
tout d < N, on prend un systéme de générateurs {aq, ..., dd,my ; de Jq (c’est-
a~dire que Jy est engendré par {aq1, ..., @d,m, }). Pour tout j < myg, on fixe un
élément
Fy;(X)=a4,; X%+ {termes de degré <d —1} € I.
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Montrons que I est engendré par I'ensemble S = {Fy;(X)|0<d < N,1<j<
mq}. Ce qui impliquera que T est de type fini et donc que A[X] est noethérien.

Soit I’ 'idéal de A[X] engendré par S. Alors I’ C I car S C I. Supposons que
I # I’ et montrons qu'il y a une contradiction. Soit P(X) = aX%+...4+ag € I\I'
de degré d minimal parmi les polynomes de I \ I’. On a a € J;. Supposons
d’abord d < N. Alors J; = Jy. Il existe donc ¢y 1,...,cnmy € A tels que
a =3 1<j<m, CN,jan,;. Considérons

QX)=P(X)— >  eniFn X)XV

1<j<mn

Alors Q(X) € I'\ I, deg Q(X) < d. Impossible.
Supposons maintenant d < N. Comme pour Jy, il existe c4.1,...,C4,m, tels
que a =3 i<, Cdjad;- Considérons

QX):=P(X)— > cajFa;(X).

1<j<ma

Alors Q(X) € I\ I, degQ(X) < d—1. On a de nouveau une contradiction. [

1.2 Algébres sur un anneau

Définition 1.2.1 Soit A un anneau. Une A-algébre est un anneau B muni d’un
homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B.

Les exemples typiques sont les sur-anneaux A C B, les anneaux quotients
A — B = A/I, les anneaux de polynomes a coefficients dans A (la structure
d’algébre est donnée par a — a polynoéme constant), et les anneaux quotients
de ces derniers.

Une extension de corps L/K correspond a une K-algébre L qui est un corps,
I’homomorphisme K — L qui définit la structure étant 'inclusion.

Soient ¢ : A — B et ¢p : A — C des A-algébres. Un homomorphisme de
A-algébres f : B — C est un homomorphisme d’anneaux tel que f o ¢ = 1.
Lorsque ¢, sont des inclusions, cela veut dire que f|4 est égal a l'identité.

Soit ¢ : A — B une A-algébre. On a alors naturellement une structure de
A-module sur B en posant pour la multiplication externe a x b = ¢(a)b pour
tout a € A et pour tout b € B. Une A-algébre finie est une A-algébre qui est de
type fini en tant que A-module (avec la structure décrite ci-avant). On dit que
B est une A-algébre de type fini si B est isomorphe, en tant que A-algébre, &
un quotient d’un anneau de polynomes A[T1,...,Ty].

Soit
F(Ty,....,Ty) = Y a,/y - Tym € A[Th,..., T,].
vENT
Soient b1,...,b, € B. On note

F(by,....bn) = > ¢lay)by*---bir € B.

VEN"
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C’est une “expression polynomiale” en les by, ..., b,. On note Aby,...,b,] 'en-
semble de ces expressions polynomiales quand F'(T1,...,T;,) parcourt I’ensemble
AlTy,...,T,). Cest une sous-A-algébre de B. Avec cette notation, on a B finie
sur A s’il existe by,...,b, € B tels que

B = Aby + -+ Ab,.
Tandis que B est de type fini sur A s'il existe by, ...,b, € B tels que
B = Alby,...,b,).
Ce qui est une condition plus faible qu’étre finie.
Exemple 1.2.2 Tout anneau admet une unique structure de Z-algébre.

Corollaire 1.2.3. Si A est noethérien (par exemple si c¢’est un corps ou un
anneau principal), alors toute A-algeébre de type fini est un anneau noethérien.

Exemple 1.2.4 L’anneau des polynomes A[T] est naturellement une A-alge-
bre, de type fini par définition, mais pas finie. En effet, si A[T] était engendré
par Py (T),...,P,(T) en tant que A-module, alors tout élément de A[T] serait
de la forme )7, .., a; P;(T) avec a; € A, et serait de degré < max;{P;(T)}.
Absurde. o

Exemple 1.2.5 Soit P(T) = T% + aq_1T% ' + -+ + a1T + ag € A[T]. Alors
B = A[T]/(P(T)A[T]) est une A-algébre finie. En effet en utilisant la division
euclidienne par P(T) dans A[T], ce qui est possible car P(T) est unitaire, on

voit que B est engendré comme A-module par la famille {1,¢,...,t '} out € B
est la classe de T modulo P(T)A[T].

Exercice 1.2.6 Soit F(T) = agT% a4 1T +- - -+a, T+aoA[T] un polynome.
Supposons que B = A[T|/(F(T)A[T]) soit fini sur A. Notons ¢ la classe de T
dans 'anneau quotient B.

1. Montrer qu’il existe n > 0 tel que {1,¢,...,t" 1} soit une famille généra-
trice de B comme A-module. En déduire qu’il existe un polynéme unitaire
P(T) € A[T] de degré n tel que P(t) = 0.

2. Supposons de plus que A est intégre. Montrer que F(T) est unitaire.

Soit B une A-algébre et soit M un B-module. Alors M a naturellement une
structure de A-module. Le produit externe étant défini par a x z = ¢(a)z si
¢ : A — B définit la structure de A-algébre sur B.

Proposition 1.2.7. (Transitivité) Soit B une A-algébre finie et soit M un B-
module de type de fini. Alors M, en tant que A-module, est de type fini. En
particuliére, une algébre finie sur B est une algébre finie sur A.

Démonstration. Soit M =37, ., Bxiet B=3}, ., Ab;. Alors

M= > Ab).

B
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Corollaire 1.2.8. Sous les hypothéses de la proposition, toute B-algébre finie
est aussi une A-algébre finie.

1.3 Modules sur un anneau principal

Rappelons qu’un anneau A est principal s’il est intégre, et si tout idéal de
A est engendré par un élément. En général on convient implicitement que A
n’est pas un corps. Exemples usuels : Z, K[z], Z[i]. On en verra quelques autres.
Mais parmi les anneaux d’entiers, il n’en existe pas beaucoup. Une fagon de
montrer qu'un anneau A est principal est de montrer qu’il est euclidien, c’est-a-
dire qu’on a une division euclidienne sur 'anneau (c’est le cas des trois exemples
précédents). Mais un anneau principal n’est pas nécessairement euclidien.

Les modules sur un anneau sont des généralisations des espaces vectoriels
sur un corps. Mais contrairement aux espaces vectoriels, un module n’admet pas
nécessairement une base. Par exemple Z/27 vu comme Z-module est non nul,
mais n’a aucune famille libre (tout vecteur x est “tué par 27 : 2z = 0). Cependant,
sur un anneau principal, la structure des modules est particuliérement simple.
Soit A un anneau principal. Soit M un A-module. L’ensemble

M; = UaEA,a;&O{x eM | ar = O}

est un sous-module de A, appelé la torsion de M. Si A = Z, cela correspond aux
éléments d’ordre fini dans le groupe abélien M. On dit que M est sans torsion si
M; = {0}. Les deux théorémes qui suivent ont été vus au semestre d’automne.

Theorem 1.3.1. Supposons A principal. Soit M un module de type fini sur A.
Alors M /My est libre de rang fini, M, est de type fini, et M est isomorphe (non
canoniquement) & la somme directe

En particulier, M est libre si et seulement s’il est sans torsion sur A.

Theorem 1.3.2. (Base adaptée) Soit M un module libre de rang fini m sur A.
Soit N un sous-module de M. Alors N est libre de rang n < m. De plus il existe

une base {e1,...,€s,...em} de M et des éléments ay,...,a, € A non nuls tels
que

N = @i<i<naie; A, ailaz]| | an.
La suite décroissante des idéaur a1 A D --- D a, A est unique.

Remarque 1.3.3 Le théoréme dit qu’un sous-module N C M posséde toujours
une base de la forme {ajes,...,amen}t pour un choix convenable des e;. En
revanche il est faux en générale qu'une base de N se compléte en une base
de M de cette facon, méme & homothétie prés. Prenons par exemple M = 73
avec la base canonique €7, ¢€g,€3. Soit N le sous-module de M engendré par
f1 := €1, fa2 := €1 + 2e5 + 2e3. Ces derniers forment une base de N. Mais il
n’existe pas de base e, e, e3 de M et des a; € Z tels que f1 = ajeq, fo = ases.
C’est-a-dire qu’on ne peut pas imposer une base de N dans le théoréme.
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1.4 Rappel sur le lemme de Gauss dans les an-
neaux factoriels

On se donne un anneau factoriel A, de corps de fractions K.

Proposition 1.4.1. (Lemme de Gauss) Soit A factoriel de corps des fractions
K.

(1) Soient F,G € A[X] non nuls. Alors
cont(F(X)G(X)) = cont(F(X))cont(G(X))

(a association pres).
(2) Soit f(X) € K[X] non nul. Alors cont(f(X)) € K* est défini a multiplica-
tion par une unité de A pres, et cont(fg) = cont(f)cont(g).

(3) Si f(X) € K[X] est unitaire, alors
cont(f(X)) € A~ :={1/a|a € A\ {0}},

et on a cont(f(X)) =1 si et seulement si f(X) € A[X].

(4) L’anneau A[X] est factoriel. Ses éléments irréductibles sont les irréductibles
de A et les polynomes F(X) € A[X] non constants irréductibles dans K[X]
et de contenu 1.

Démonstration. (3) Attention, le contenu d’un polynome est défini & multipli-
cation par un élément inversible de A prés. On écrit

FX) =Xy oyt By %0
a a a
avec a,a; € A et a # 0. Alors

cont(af) _ pged{a,an_1,...,a0}
a a

cont(f) =

Donc 1/cont(f) € A. Sicont(f) = 1, alors pged{a, an—1,...,a0} = a,donca | a;
pour tout ¢ et f(X) € A[X].
O



Chapitre 2

Extensions entiéres

2.1 Eléments entiers

Soient A un anneau intégre, sous-anneau d’un anneau intégre B. On peut
donc considérer B comme une A-algébre.

Définition 2.1.1 On dit qu'un élément b € B est entier sur A s’il existe un
polynome unitaire P(X) € A[X] tel que P(b) = 0. Autrement dit, s’il existe
ag, ...,ag—1 € A (d > 1) tels que

b+ ag_ 1 4+ ag = 0.

L’équation ci-dessus définit une relation entiére de b sur A. Tout élément de A
est entier sur A. On dit que B est entier sur A si tous ses éléments sont entiers
sur A. On dira aussi que B est une extension entiére de A.

Exemple 2.1.2 Les éléments /2,7 = /—1,v2 +1, (\/5+ 1)/2 sont entiers sur
Z : ce sont des zéros respectivement des polyndémes

X2 -2 X?41, X*-2X%+9, X2 - X -1c7[X].

Par contre v/2 /2=1/ V2 n’est pas entier sur Z. Cela se montre directement en
considérant une relation entiére éventuelle sur Z. Voir aussi 2.1.4.

Lorsque A, B sont des corps, les éléments entiers sont les éléments algé-
briques. Mais lorsque A n’est pas un corps, il ne suffit pas que b soit zéro d’un
polynéme non nul, car on ne peut pas rendre unitaire un polynéme non nul en
divisant par le coefficient dominant.

Tout élément de B entier sur A est algébrique sur Frac(A). Réciproquement,
quels sont les éléments algébriques qui sont entiers sur A7

Proposition 2.1.3. Soit A un anneau factoriel de corps de fractions K. Soit
L/K une extension de corps. Alors b € L est entier sur A si et seulement si son
polynome minimal m(X) appartient o A[X].

11
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Démonstration. Supposons que b € L soit entier sur A. Il existe un polynéme
unitaire F(X) € A[X] qui annule b. On a F(X) = m(X)g(X) pour un certain
g(X) € K[X] unitaire. Or cont(m(X)),cont(g(X)) € A=! et leur produit vaut
1, donc cont(m(X)) =1 et m(X) € A[X] (proposition 1.4.1(3)).

La réciproque est immeédiate. O

Exemple 2.1.4 Le polynéme minimal de v/2/2 est X2 — 1/4 ¢ Z[X]. Donc
\/5/2 n’est pas entier sur Z.

Exercice 2.1.5 Trouver I’ensemble des éléments de Q[v/d] entiers sur Z, ou
d € 7 est sans facteur carré (c’est Z[(v/d + 1)/2] ou Z[V/d] selon que d = 1
mod 4 ou non).

On sait que dans les extensions de corps, les éléments algébriques sont stables
par addition et multiplication. Nous allons montrer la méme propriété pour les
éléments entiers (corollaire 2.1.9(2)).

Lemme 2.1.6 (Cayley-Hamilton). Soit M un module de type fini sur un anneau
A et soit ¢ un endomorphisme A-linéaire de M. Alors il existe un polynéome
unitaire x(X) € A[X] tel que x(¢) = 0.

Démonstration. Soit z1,...,x, une famille génératrice de M. Il existe une ma-
trice N = (aij)1<ij<n € Mp(A) telle que

¢(l‘l) = Z AijTj, Vi § n.
1<j<n
Soit
C ={P(¢) € Ends(M) | P(X) € A[X]}.
C’est un sous-anneau commutatif unitaire de End 4 (M), et les éléments de A

s’envoient dedans comme des homothéties. On peut écrire les identités ci-dessus
formellement comme

(¢.I, — N).(z1,...,2,)" =0,

avec ¢.I, — N vue comme une matrice a coefficients dans C. Considérons sa
comatrice com(¢.I,, — N) qui est également dans M, (C). On a alors

tcom(¢p.I, — N).(¢.I, — N).(x1,...,2,)" = 0.
Or
tcom(¢p.I,, — N).(¢.I, — N) = det(¢.I,, — N) = xn ()

ot xn(X) € A[X] est le polyndome caractéristique de la matrice N € M, (A). 1l
suit que xn(¢) = 0 puisque cet endomorphisme envoie une famille génératrice
de M sur le vecteur 0. 0

Proposition 2.1.7. Soient A C B des anneaux intégres. Soit b € B. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
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(i) b est entier sur A;

(ii) La sous-A-algébre
Alb] = A{F(b) | F(X) € A[X]}

de B est finie sur A ;

(iii) Il existe un sous-A-module M # 0 de B de type fini sur A et stable par la
multiplication par b.

Démonstration. (i) = (ii). Soit P(X) € A[X] un polyndéme unitaire que annule
b. Par division euclidienne par P(X), on est ramené a ne considérer que les F'(b)
avec deg F(X) < d := deg P(X). Donc A[b] est engendré par {1,b,...,b%" 1}

(ii) = (iii). Prendre M = Ab].

(iii) = (i). La multiplication par b induit un endomorphisme A-linéaire
[b] du A-module M, et ce dernier est par hypothése de type fini. Par Cayley-
Hamilton 2.1.6, il existe un polynéme unitaire x(X) € A[X] tel que x([6]) =0
comme endomorphisme de M. Or x([b]) est la multiplication par x(b) € B.
Comme M C B et que ce dernier est un anneau intégre, on en déduit que
x(b) = 0 dans B et donc que b est entier sur A. O

Corollaire 2.1.8. Soit A C B comme avant. Si B est fini sur A, alors il est
entier sur A.

Démonstration. Cela résulte de 2.1.7(iii) en prenant M = B. O

Corollaire 2.1.9. Soient A C B C C des anneauz intégres.
(1) Soient b1,...,b, € B entiers sur A. Alors

Albr, ... ba] == {F(br, ... .by) | F(X1,...,X0) € A[X1, ..., Xu]}

est fini (donc entier) sur A.

(2) L’ensemble By des éléments de B entiers sur A forment une sous-A-algébre
entiére de B.

(3) (Transitivité) Supposons C entier sur B et B entier sur A. Alors C est
entier sur A.

Démonstration. (1) On a A[by] fini sur A. Comme b, est entier sur A donc
entier sur Afby,...,b,_1], on a Afby,...,by] fini sur Afby,...,b,—1]. On conclut
par récurrence sur n en utilisant le corollaire 1.2.8.

(2) Resulte de (1). En effet il est clair que A C By. Si by,by € B, alors
b1 + ba, b1by € Alby, ba] sont entiers sur A, donc appartiennent a By.

(3) Si ¢ € C est entier sur B, on a une relation entiére

" F by 4 by =0, b €B.

Alors c est entier sur Afbg,...,b,_1], donc Afbg,...,b,_1,c| est fini sur A et ¢
est entier sur A. O
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Exemple 2.1.10 Les nombres \/5, V3 sont évidemment entiers sur Z. Mais
V2 + /3 aussi, ce qui est moins évident a priori.

Exercice 2.1.11 Une preuve plus directe de 2.1.9. Soit b € B (B intégre) entier
sur A. Soit P(X) € A[X] un polynéme unitaire qui s’annule en b.

1. Soient f31,..., 8, € Q les racines de P(X) dans une cloture algébrique §2
de K = Frac(A). Alors s1(B1,-.-,8n)s -+, 8n(B1y-. ., Bn), ol les s1,..., 8,
sont les polynémes symétriques élémentaires, appartiennent a A.

2. En déduire que pour tout F(Xy,...,X,) € A[Xy,...,X,] symétrique,
F(Blw"aﬁn) c A
3. Soit H(X1,...,Xn) € A[X1,...,X,] et considérons

F@) = 1] @ = HBoqy, - Bom)) € QUTY.

oESy

Montrer que les coefficients de f(T") sont de polynémes symétriques en les
B1,...,Bn. En déduire que f(T) € A[T] et que H(fB1,...,[n) est entier
sur A.

Définition 2.1.12 Soient K le corps des fractions de A, L/K une extension de
corps. On appelle cloture intégrale de A dans L I’ensemble des éléments de L
entiers sur A. C’est un sous-anneau de L contenant A et entier sur A.

Définition 2.1.13 Soit L un corps de nombres (extension finie de Q). La cloture
intégrale de Z dans L est appelée l'anneau des entiers de L et notée, dans ce
cours, Oy,.

Exemple 2.1.14 1. L’anneau des entiers de Z est Z lui-méme. En effet si
r € Q est entier sur Z, comme son polynéme minimal sur Q est X —r, on
a r € Z par la proposition 2.1.3.

2. Soit L = Q[i] avec i2 = —1. Si o+ yi € Q[i] est entier sur Z, son polynéme
minimal X2 — 22X + (22 + y?) doit appartenir & Z[X]. Donc z et par
suite y appartiennent a %Z. On écrit © = k/2,y = £/2 avec k, ¢ € Z. Alors
k? 4+ 2 € 47. Cela implique que 'un des k, £ est pair, et aussi que Pautre
est pair, donc z,y € Z. Inversement Z[i] est fini sur Z donc ses éléments
sont entiers sur Z. On voit ainsi que O = Z[i] anneau des entiers de
Gauss.
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Définition 2.1.15 On dit qu’'un anneau intégre A est intégralement clos si sa
cloture intégrale dans Frac(A) est égale est & A lui-méme.

Exemple 2.1.16 L’anneau A := Z[\/5] n’est pas intégralement clos. En effet,
(14 +/5)/2 € Frac(A) est entier sur Z, donc entier sur A, mais il n’appartient
pas a A.

Proposition 2.1.17. Soit L une extension de Frac(A). Alors la cloture inté-
grale de A dans L est un anneau intégralement clos. En particulier, les anneaux
d’entiers algébriques O, sont des anneaux intégralement clos.

Démonstration. Soit B la cloture intégrale de A dans L. Soit ¢ € Frac(B) C L
entier sur B. Alors c est entier sur A d’aprés 2.1.9(3). Donc ¢ € B. O

Proposition 2.1.18. Tout anneau factoriel (en particulier tout anneau princi-
pal) est intégralement clos.

Démonstration. Soit € K un élément entier sur A et non nul. On écrit z = u/v
avec u, v premiers entre eux. Soit une relation entiére

2"+ ap12" P+ +ap=0, a; €A

Alors
u" 4 ap_v(u™ T 4 agu™ ) = 0.

Si p est un diviseur premier de v, alors p | u", donc p | u. Ce qui est contraire a
I’hypotheése u, v premiers entre eux. Il suit que v n’a pas de diviseur premier et
donc v € A*. D’ou z € A. O

Remarque 2.1.19 Il existe des anneaux intégralement clos qui ne sont pas
factoriels. C’est le cas par exemple de 'anneau Q[z,y, z]/(xy — 22). Un anneau
des entiers d’'un corps de nombres Oj, n’est presque jamais factoriel. On peut
montrer qu’il est factoriel si et seulement s’il est principal. Ce qui est rarement
vrai. On y reviendra avec les anneaux de Dedekind.

2.2 Norme, trace, discriminant

Dans ce paragraphe nous allons associer des invariants & des éléments entiers
et aux extensions entiéres libres. Le but est de définir des invariants des corps
de nombres qui permettent de les classifier.

2.2.1 Compléments d’algébre linéaire

Soient K un corps, M = (a;;) € M,(K) une matrice carrée d’ordre n a
coefficients dans K. On définit

Tr(M) = Z a;;, detM = Z £(0)ag(1)1 " Ao (n)n

1<i<n oE€Sy
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ou S, désigne le groupe symétrique de n éléments. Une fois le déterminant défini,
on peut définir la commatrice on a

M.'com(M) = tcom(M).M = det(M)I,.

Soit A un anneau, on définit la trace, le déterminant, la comatrice d’une matrice
M € M,(A) formellement comme sur un corps. On obtient respectivement
Tr(M),det M € A et com(M) € M, (A).

Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux. Alors on obtient un homo-
morphismes d’anneaux (non-commutatifs) ¢ : M, (A) — M,(B) en envoyant

(aij) sur ($(as;).
Proposition 2.2.1. Soit A un anneau intégre. Soient M, N € M, (A).

(1) (Fonctorialité) Si f : A — B est un homomorphisme d’anneauz, alors

P(Tr(M)) = Te(p(M)) et ¢(det(M)) = det(p(M)).
(2) Pour tousa € A, M,N € M,(A),

Tr(aM + N) = aTr(M) + Tr(N), det(MN) = det(M) det(N).

(3) Une matrice U € M, (A) est inversible si et seulement si det(U) € A*.
(4) SiU € M, (A) est inversible, alors

det(UMU™Y) =det M, Tr(UMU™') = Tr(M).

Démonstration. (1) est une vérification directe. Pour (2) et (4) on se raméne au
cas des corps. (3) utiliser la comatrice. O

Corollaire 2.2.2. Si M est un module libre de rang fini sur A, alors Tr et det
sont définis pour les endomorphismes linéaires de M.

Définition 2.2.3 Soient A C B des anneaux intégres avec B libre de rang
n > 1 sur A. Pour tout b € B, la multiplication par b sur B, notée [b] est
un endomorphisme linéaire de B. On définit Tr,4(b) et Np/4(b) comme étant
Tr([b]) et det([b]) respectivement. Il faut noter que la définition dépend de B/A.

Lemme 2.2.4. Soient A, B comme ci-dessus. Alors Trg/y : B — A est A-
linéaire et Np 4 : B — A est multiplicatif. De plus Np,a(ab) = a"Npg,4(b) si
ac€Aetbe B.

Exemple 2.2.5 1. Trp a(a) = na,Np/s(a) = a™ pour tout a € A.

2. Si A= 7 et B = Z[i]. Pour tous z = x + yi € Z[i], on a Trp 4(2) = 2z =
z+ 7z et Ng/a(z) = 2® +y* = 2z (on utilise la base {1,i} de B sur A).
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2.2.2 Interlude sur les polyndémes symétriques

Soient K un corps et n > 1. Un polynéme P(Xq,...,X,) € K[X1,...,X,]
est dit symétrique s’il est invariant par permutation des variables :

P(XT(I), . ,X.,.(n)) = P(X17 o ,Xn), pour tout T € S,
(groupe symétrique). Par exemples, pour tout 1 < i < n, les polyndomes
Si(Xla-“an): Z X31X31
1<j1<j2<...<ji<n
sont symétriques et appelés les polynomes symétriques élémentaires.

Théoréme 2.2.6. L’ensemble des polynomes symétriques dans K[X1,...,X,]
est égal a la sous-K -algebre K[s1(X1,..., Xn)s-+, 80 (X1,...,Xp)]. Autrement
dit, tout polynéme symétrique est une combinaison K-linéaire de produits de
polyndmes symétriques élémentaires.

Sur un corps de caractéristique nulle, ’anneau des polynomes symétrique est
également engendré par les polynomes de Newton >, ., T}, i =1,2,...,n.

Proposition 2.2.7. Dans K[X1,..., X,][Y], on a

[T 0 =X)=Y"—siY" oo p (1), Y" 7  (=1)"s,
1<i<n

(ou il faut comprendre s;(X1,...,X,) pour s;.)

Le corollaire suivant est 1’énoncé essentiel a retenir de ce petit paragraphe
sur les polyndmes symétriques.

Corollaire 2.2.8 (Relations entre racines et coefficients). Soit
PX)=X"4a, 1 X" '+ 41X +a € K[X].

Soient x1,...,x, les racines de P(X) dans une cloture algébrique de K, comp-
tées avec multiplicité. Alors

si(x1y.. o xn) = (—1)ian,i, i=1,...,n.

En particulier, x1 + -+ = —ap—1 et x1 -+ -z, = (—=1)"ap.

2.2.3 Le cas des extensions finies de corps

Dans ce sous-paragraphe et le suivant, nous allons donner des formules aussi
simples que possibles pour le calcul de la trace et de la norme.

Proposition 2.2.9. Soient L/K une extension finie, x € L et
me(X) = X"+ ap 1 X" '+ 4 ap € K[X]

son polynome minimal. Alors
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Trgp)/x(®) = —an-1, Ngp/r(x) = (=1)"ao.

Démonstration. (1) La matrice de 'application K-linéaire K[r] — Klx] mul-

tiplication par x, dans la base {1,,...,2" 1}, est la matrice compagnon de
Mg (X)

0 0 0 —ag

1 O 0 —aq

M =

0 . 1 —Aan—-1
Cela permet de conclure que Trgp/x(7) = Tr(M) = —an_1, Ngp)/x(r) =
det(M) = (—1)"+1(—a0) = (—1)”0,0.

(2) Soit ey, ..., e, une base de L/ K|[z]. Comme {1, z,...,2" '} est une base

de K[z]/K, on obtient une base

{er,zer,...,x" L } U{ea,meq, ..., 2" tea} U - Ufem, Tem, ..., 2" ten}

de L/K. La matrice dans cette base de la multiplication par z dans L est la
matrice diagonale par blocs

M 0 0 0
0 M 0 0
o . . . M
Cela implique immeédiatement (2). O

Remarque 2.2.10 (Transitivité des traces et normes) La proposition 2.2.9 est
un cas particulier du résultat suivant. Soient L/F, F'/K des extensions finies de
corps. Soit « € L, alors on a

Trp/x(v) = Trp/x(Trr p(x), Npjx(z) =Np/gk(Np/p(n)).

L’égalité sur les traces se démontre relativement aisément. Pour la norme, c’est
une autre paire de manches. Voir Bourbaki : Algebre 1, 111, §9, n°4, Prop 6.
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Définition 2.2.11 Soit = € L algébrique sur K. On fixe une cloture algébrique
K de K. Un conjugué de = dans K est une racine dans K du polynéme minimal
m,(X) € K[X]. Un élément y € K est un conjugué de x si et seulement s'il
existe K[r] — K qui envoie z sur y.

Corollaire 2.2.12. Soient x1,...,, les conjugués de x dans K (comptés avec
multiplicité). Alors

Cela résulte de la proposition 2.2.9 et des relations entre les racines et les
coefficients de m,(X) (2.2.8).

Exemple 2.2.13 Soit K = Q, p > 3 premier et L = Q[(p] un corps cyclo-
tomique, olt (, € C est une racine primitive p-iéme de l'unité. Le polynéme
minimal de (, sur Q est

(XP—1)/(X-1)=XP 14 . 4 X +1

Ce dernier est aussi le polynéme minimal de Cﬁ pour tous 1 < £ < p—1. Donc

Try/q(¢}) = —1. L'extension L/Q est de degré ¢(p) = p — 1 avec une base
1,¢,...,¢(P72. D’ott une formule générale pour tous les éléments de L :
Trr Z aeCy) = (p—1)ag — Z ag.
0<l<p—2 1<l<p—2

Contrairement & la trace, la norme est en général moins aisée a calculer.
Traitons un cas simple. Soit a € Q. Le polyndme minimal de {,+a est ®,(X —a).
Donc Ny q(¢p+a) = (—1)P71®,(0—a) = ®,(—a). En particulier N, /q((,—1) =
p.

Grace a la notion de conjugués, nous pouvons donner une généralisation de
la proposition 2.1.3 :

Proposition 2.2.14. Soit A un anneau intégralement clos de corps de fractions
K = Frac(A). Soient L/K une extension algébrique et b € L de polynome
minimal my(X) € K[X]. Alors b est entier sur A si et seulement si mp(X) €
AlX].

Démonstration. Supposons b entier sur A. Soient by, ..., b, les racines de my(X)
dans une cloture algébrique K de K. Pour tout i < n, par I'unicité du corps de
rupture, il existe un K-ismorphisme o; : K[b] — K[b;] qui envoie b; sur b. Cet
isomorphisme transforme une relation entiére de b sur A en une relation entiére
de b; sur A. Donc b; est aussi entier sur A. Les coefficients de m;(X) sont de
polynémes symétriques élémentaires en les b; (au signe prés). Il suit de 2.1.9(2)
que ces coefficients, qui sont dans K, sont entiers sur A, donc appartiennent a
A par 'hypothése A intégralement clos. O
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2.2.4 Le cas des extensions séparables

On fixe un corps K et une cloture algébrique K. Rappelons qu’un élément
algébrique x € L est séparable sur K si son polyndme minimal est séparable (i.e.
sans racine multiple dans K). Une extension finie est dite séparable si tous ses
éléments sont séparables. On sait que z séparable implique que K[z] séparable.
Sur un corps de caractéristique nulle, toute extension algébrique est séparable. Si
L/F et F/K sont des extensions finies, alors L/K est séparable si et seulement
si L/F et F/K sont séparables.

Soit /K une extension finie. Les K-isomorphismes de L dans K s’appellent
les plongements de L dans K. On note Isomg (L, K) I'ensemble de ces plonge-
ments. Rappelons aussi :

Theorem 2.2.15. Soit L/K une extension finie.

(1) Si F/L est une extension finie, alors la restriction
Isomg (F, K) — Isomg (L, K)

est une application surjective. Autrement dit, tout T € Isomg (L, K) s’étend
(ou se reléve) en un o € Isomg (F, K).

(2) Supposons de plus que L/K est séparable de degré n.
(a) (Théoréme de l’élément primitif) Il existe 0 € L tel que L = K[0].

(b) Il existe evactement n plongements de L dans K, et on a une bijection
Isomg (L, K) = {01,...,0,}, 7+ 7(0)
avec lensemble 61, ... ,0, des conjugués de 6 dans K.

Lemme 2.2.16. Soient F'//K une extension finie galoisienne et L/ K une sous-
extension. Considérons la restriction

r: Gal(F/K) = Isomg (F, K) — Isomg (L, K).
Alors pour tout T € Isomg (L, K), r=1(7) est de cardinal [F : L].

Démonstration. On sait que 7 est surjective par 2.2.15(1). Si oy, 09 € Gal(F/K),
on a r(o;) = r(02) si et seulement si (o] 'o9)|z = Idr, ou de fagon équivalente,
o7 oy € Gal(F/L). Tl suit que r~'(7) est en bijection avec Gal(F/L) qui a
[F': L] éléments. O

Theorem 2.2.17. Soit L/K une extension séparable de degré n. Alors pour
toutx € L, on a

Trpg(x)= Y. 7@, Nyx@)= [ r@.

T€lsomg (L,K) T€lsomk (L,K)
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Démonstration. Supposons d’abord L/K galoisienne. On a

Y. o= > (Y o@)=

c€Gal(L/K) T€lsomg (K[z],K) 0|lk(z)=T

= Z [L: K[z]]7(z) = [L : K[2]]Trg(e)/x (v) = Trp k()
T€lsomg (K[z],K)

daprés 2.2.16, 2.2.12 et 2.2.9(2).
Dans le cas général, on considére la cloture galoisienne F/K de L/K. Soit

x € L. Alors
Z o(x)=[F: L] Z 7(x)

ceGal(F/K) T€lsomk (L,K)
en utilisant 2.2.16. De plus, d’aprés le cas galoisien, on a
Z o(x) = Trp/g(z) = [F: K[2]|Trg 5k ()
c€Gal(F/K)

et, par (2.2.9(2)),
Trp k() = [L: K[z]|Trg )/ (@)

Il suit que

Trp w(z) = Trpk(@)/[F: L= > 7(a).
T€lsomg (L,K)

L’égalité sur la norme se montre de la méme facon. O

2.2.5 Discriminant

On fixe un corps K. Soit
p:VxV =K

une forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel V' de dimension finie.
Pour toute base ¢ = {ej,...,e,} de V, on définit le discriminant

disc(p, e) = det(Mat(yp, ) := det(p(es, e5)) € K.

On a ¢ non-dégénérée si et seulement si disc(p,e) # 0. Si €’ est une famille de
n vecteurs dans V', on a une matrice de passage U qui décrit les coordonnées de
¢’ dans la base . Alors

Mat(p,e’) = U.Mat(ip,¢)."U.

Par conséquent,
disc(ip, ") = det(U)?disc(¢p, €). (2.1)
Supposons que ¢ soit non-dégénérée, donc disc(p,e) € K*. De I'égalité ci-
dessus on déduit alors deux informations.
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(1) La famille ¢" est une base si et seulement si det(p(e}, €;)) € K*;

(2) sic’est le cas, alors disc(yp, &) différe de disc(y, €) par un facteur multiplicatif
qui est un carré de K*. En particulier, si K C R, alors le signe de disc(y, €)
est indépendant du choix de la base.

Nous allons maintenant considérer une forme bilinéaire trés concréte. Soit
L/K une extension finie. On a une forme bilinéaire symétrique canonique

Trog: Lx L— K, (z,y) Trp/k(zy).

Remarque 2.2.18 La forme bilinéaire Try /x(-,-) induit une application K-
linéaire L — LY (le dual comme K-espace vectoriel), définie par x +— Trp, /g (2, -).
Le forme est non-dégénérée si et seulement si L — LV est injective. Soit x € L
non nul. Alors x appartient au noyau de L — LV si et seulement si et seule-
ment si Trz, /5 (2y) = 0 pour tout y € L. Ce qui revient a Try,/x(2) = 0 pour
tout z € L. Donc si car(K) = 0 ou si car(K) = p > 0 est premier a [L : K],
alors comme Trp k(1) = [L : K|lg # 0 € K, la forme bilinéaire trace est
non-dégénérée. Une telle extension est toujour séparée. On admet que la forme

bilinéaire symétrique ci-dessus est non-dégénérée si et seulement si L/K est
séparée. Nous allons voir plus bas (théoréme 2.2.22 (2)) c’est une condition suf-
fisante. La nécessité n’est pas difficile & montrer, mais nous n’allons pas nous
attarder sur les extensions inséparables.
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Exercice 2.2.19 Soit L/K une extension finie inséparable. Soit p la caracté-
ristique de K, nécessairement positive.

1. Montrer que p | [L : K].
2. Soit € L un élément séparable sur K. Montrer que p | [L : K[z]]. En
déduire que Trz,/x(x) = 0.

3. Soit x € L un élément inséparable sur K. Montrer que Irr(z, K, X) €
K[XP]. En déduire que Try, /5 (x) = 0.

Définition 2.2.20 Soit L/K une extension finie. Pour toute base (vectorielle)
e de L/K, on pose
DL/K(E) = diSC(TI‘L/K,€) € K.

C’est le discriminant de L/K relatif a la base ¢.

Nous allons maintenant donner une expression « explicite » du discriminant.
Pour cela nous avons besoin préalablement d’un résultat d’indépendance li-
néaire. Soit L/K une extension finie de corps. L’ensemble App(L, K) des appli-
cations de L vers K est naturellement un espace vectoriel sur K : si f,g sont
deux telles applications et A\, u € K, alors \f + ug est I'application définie par

= Af(x) + pg(x).

Lemme 2.2.21. (Dedekind) Soit L/K une extension finie. Soient o1, ...,0, €
Isomg (L, K) deuz a deux distincts. Soient A1,..., A, des éléments de K tels
que

Z Xioi(x) =0, VzelL.

1<i<n
Alors Ay = 0 pour tout i < n. Autrement dit, la famille des o; est libre dans
App(L, K).

Démonstration. Raisonnons par 'absurde. Supposons le contraire. On peut donc
trouver un entier m > 1 tel qu’il existe des Aq,..., A dans K, tous non nuls,
avec .y <;<m Ni0; = 0 dans App(L, K). On peut de plus choisir m minimal pour
cette propriété. Fixons un yo € L tel que o1(yo) # 02(yo). Pour tout = € L, on

a
D Nioi(wo)oi(@) =0, Y Noi(yo)oi(x) =0
1<i<m 1<i<m
(car o; est un homomorphisme d’anneaux). Donc
Z Ai(o1(yo) = oi(yo))oi(x) = 0.
2<i<m
Cela contredit I’hypothése de minimalité sur m. O

Theorem 2.2.22. Soit L/K une extension finie séparable. Soit € = {e;}1<i<n
une base de L en tant que K -espace vectoriel et notons {01, ...,0n} les éléments
de Isomg (L, K)*t. On a

1. Ici on utilise 'hypothése L/K séparable, voir théoréme 2.2.15 (2.b).
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(1) Dr/x(e) = (det(oi(e;))i,i)? et
(2) Dp/k(e) #0. Autrement dit, la forme trace Try /i est non-dégénérée.

Démonstration. (1) Soit {1, ...,0,} les plongements de L dans K. On a

1<k<n 1<k<n

Si M = (0k(€i))ki € Mpxn(K), alors (Tr(g;e5))i; = M'.M. Ce qui implique
(1).

(2) (Voir aussi la remarque 2.2.25 ci-dessous). Si Dy /i = 0, alors les vecteurs
ligne de la matrice M ci-dessus sont liées. Comme ¢ est une base de L/K, il
existe A1,..., A, € K, non tous nuls, tels que Y . Ajo; = 0. Ce qui contredit
le lemme de Dedekind ci-dessus. - O

Remarque 2.2.23 En général det(o;(;)); ; ¢ KX méme si son carré appartient
a K*.

Corollaire 2.2.24. Soit L/K wune extension séparable de degré n. Considé-
rons une famille x1,...,x, € L. Alors det(Tr(z;x;));; # 0 st et seulement si
{z1,..., 2.} est une base de L/K.

Remarque 2.2.25 Nous avons donné en cours une preuve différente pour la
propriété (2) du théoréme 2.2.22. Elle n’utilise pas le lemme de Dedekind et
est plus naturelle. La voici. Pour montrer la non nullité de D, pour une
base quelconque, il suffit de le faire pour une base particuliére (cela résulte de
légalité (2.1) au début du paragraphe). Soit § € L un élément primitif, de sorte
que © := {1,0,...,0" '} soit une base de L comme K-espace vectoriel. Alors
d’apres (1), on a

Dpyk(©) = (det M)?, M = (03(6" ")) 1<ij<n-
Ici M est une matrice de Vandermonde et

det M= [ (0:(6) —;(0)).

1<i<j<n

Posons 0; = 0;(0). Alors {61,...,0,} est 'ensemble des racines de Irr(4, K, X),
deux & deux distinctes car 6 est séparable sur K. D’ou

Drx®©)=( J[ (6:i—06)))#0. (2.2)

1<i<j<n
Notons que si n = 2, alors Irr(f, K, X) = X? + aX + b. On a alors
DL/K(G) = (01 - 92)2 = (01 + 02)2 - 49192 = (—a)2 —4b = a2 — 4b.

On retrouve le bon vieux discriminant d’un polynéme unitaire de degré 2!
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Nous allons généraliser le calcul ci-dessus aux degrés n > 3.

Définition 2.2.26 Soit P(X) € K[X] un polynome unitaire de degré n > 2,
non nécessairement irréductible. Soient aq, ..., «a, ses racines dans une cloture
algébrique de K (comptées avec leurs multiplicités). Alors le discriminant de
P(X) est par définition

disc(P) = [ (ei—a)? =72 [ (ai—ay).

1<i<j<n 1<i#j<n

C’est une fonction symétrique des racines de P(X), donc disc(P) € K par le
théoréme fondamental des polynémes symétriques (théoréme 2.2.6). De plus,
disc(P) # 0 si et seulement si P(X) est séparable.

Lemme 2.2.27. Soit P(X) € K[X] unitaire de degré n. Alors

disc(P) = (=1)"= D72 T P'(as).

1<i<n

Preuve: On a P'(X) = 32, i), [1;4(X — o). Done P'(;) = [[; (0w — ).

D’ou
HP’(ai) = H (a; — o) = (=1)"( =D/ 2disc(P).

1<4,5<n,i#j

Exemple 2.2.28 Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit PX)=X"—
1 € K[X]. Soit p,, C K I'ensemble des racines n-iémes de 1. Alors P'(¢) = n¢"~!
pour tout ¢ € p,. Donc

(—l)n(n_l)/QdiSC(Xn _ 1) _ H (ncn—l) _ nn( H Cn—l) _ (_1)n2—1nn

CEMn CEMn

et disc(X" —1) = (—1)("2+”*2)/2n”. On peut voir (exercice) que ce calcul reste
correct pour K de caractéristique quelconque.

Exemple 2.2.29 Soit P(X) = X" + aX + b € K[X] un polynéme. Alors
disc(P(X)) = (=1)"=D/2(pnpn=t 4 (1)L (n — 1)" ™).

On retrouve les formules connues pour n = 2, 3. Montrons cette formule. Le cas
a = 0 se traite comme dans I’exemple précédent. Supposons donc a # 0. Le
cas b = 0 est laissé en exercice (utiliser le calcul de disc(X"~! + a)). Supposons
donc aussi b # 0.

Soit P(X) =[]} <;<,(X —a;) la décomposition de P(X) dans une cloture al-
gébrique K de K. On va calculer le discriminant avec la formule du lemme 2.2.27.
On a

P'(a;) = nal ' +a = a;  (n(—ac; —b)+aa;) = (n—1)aa; ' (nb/((n—1)a) —a;)

K2
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(Noter que «; # 0 car b # 0). Il suit que
HP/OQ =((n—1)a l_Iozz 1l_Inb/n—la—ozl)

Or (I[; ) = (=1)"b et [[;(nb/(n — 1)a — a;) = P(nb/(n — 1)a). Le résultat

final en découle par un calcul direct.

Proposition 2.2.30. Soit L = K|[0] une extension séparable. Soit mg(X) le
polynéme minimal de . Alors © := {1,0,...,0" '} est une base de L/K et on
a

Dy (©) = disc(ma (X)) = (=1)"" /2Ny e (mj (6)).

Preuve: La premiére égalité n’est rien d’autre que I’égalité (2.2). La seconde
égalité résulte du lemme 2.2.27 précédent et du théoréme 2.2.17.



2.3. APPLICATIONS AUX EXTENSIONS ENTIERES 27

2.3 Applications aux extensions entiéres

Soit A un anneau intégre, B la cloture intégrale de A dans une extension L de
K = Frac(A). Nous allons étudier la structure de B comme A-module (surtout
quand L/K est séparable). Nous allons notamment montrer que 'anneau des
entiers d’un corps de nombres est toujours fini sur Z (donc de type fini comme
Z-module).

2.3.1 Finitude de la cloture intégrale

Proposition 2.3.1. Soient A un anneau intégre de corps des fractions K, L
une extension algébrique de K.

(1) Soit C la cloture intégrale (déf. 2.1.12) de A dans L. Alors
c
L—{E | ae A\{0}, cec}.

En particulier L = Frac(C).

(2) Soit A C B avec B anneau libre de rang n sur A et L = Frac(B). Alors
n = [L : K|. De plus toute famille libre & n éléments de B (en tant que
A-module) est une base de L comme K-espace vectoriel.

Preyve: (1) Soit a € L. Soit
Q"+t 1" bt =0, ;€K

une relation algébrique de « sur K. Soit a € A non nul tel que at; € A pour
tout i« < n—1 (un dénominateur commun des t;). Alors ¢ := aa € B et a = ¢/a.

(2) Soit o € L. Montrons d’abord que « peut s’écrire comme une fraction
avec dénominateur dans A. On a a = ¢/b avec b,c € B et b # 0. Soit

D" 4 b 4t atb+ag =0, a; €A
une relation entiére de degré m minimal. Alors ag # 0. Il suit que

¢ c(—a1 . amilbm—Z _ bm—l)

b [}

est une fraction avec dénominateur dans A et numérateur dans B.

Soit by, ..., b, une base de B sur A. Il suit immédiatement de ce qui précéde
que pour tout @ € L, il existe @ € A non nul et ay,...,a, € A tels que
ac =y ;o Gib; et donc

o= Z (aicfl)bi, aal € K.

1<i<m

Donc {b1,...,b,} est une famille génératrice de L/K. Elle est libre sur K car
toute relation linéaire entre les b; sur K induit une relation linéaire sur A en
multipliant par un dénominateur commun des coefficients. Donc les b; forment
une base de L/K.
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Corollaire 2.3.2. Sous les hypothéses de 2.3.1(2), pour tout b € B, on a
TI‘L/K(b):TI'B/A(b), NL/K(b):NB/A(b).

Preuve: Soit by,...,b, une base de B sur A. D’aprés la proposition 2.3.1 ci-
dessus, c’est aussi une base de L sur K. Les endomorphismes [b]p et B et [b]L,
de L ont la méme matrice dans la base des b;. Donc ils ont la méme trace et le
méme déterminant.

Dans le corollaire ci-dessus, Try, /i et Ny i envoient les éléments de B dans
A.

Proposition 2.3.3. Soit A un anneau intégralement clos de corps des fractions
K. Soit A C B une extension entiére d’anneauz intégres avec L := Frac(B) finie
sur K. Alors pour tout b € B, Try (b),Np,x(b) € A. De plus, b € B* si et
seulement si Np /i (b) € A*.

Preuve: La premiére partie résulte de la proposition 2.2.14. Supposons b €
B*, d’inverse ¢ € B. Alors Ny i (b),Np/k(c) € A avec Np/x(b)Np/k(c) =
NL/K(bC) = 1. Donc NL/K(b) e A*.

Inversement, supposons Ny, (b) € A*. Soit

X" fa, 1 X" P4 ap € A[X]
le polynéme minimal de b sur K. Alors ag = (—=1)"Np,x(b) € A* et la relation
b+ an 10" 4 Far) = —ap
implique que b € B*.

Theorem 2.3.4. Soit A un anneau intégre, noethérien et intégralement clos,
soit L/K une extension finie séparable et soit B la cléture intégrale de A dans
L. Alors B est finie sur A. En particulier, B est noethérien.

Preuve: Soit eq,...,e, une base de L/K. Par 2.3.1, quitte & multiplier les e;
par un élément a € A non nul (ce qui ne change pas la propriété d’étre une base
vectorielle sur K), on peut ramener les e; dans B. Par 2.2.22, la forme trace

Try, /i est non-dégénrée. Il existe donc une base duale ey,...,e € L:

TrL/K(eie}/) = 6ija 1 S Z,] § n.

(En général, e ¢ B.) Pour tout b € B, il existe A1,...,\, € K tels que

K2

b=Aey +---+ Ape,. Donc \j = Try x(bej) € A (proposition 2.3.3). Donc
B C Aef +--- Ae).

Le membre de droite est un A-module de type fini. Comme A est noethérien, ce
module est noethérien, donc B est de type fini comme A-module (par suite c’est
un A-module noethérien). Tout idéal de B est un sous-A-module de B, donc de
type fini sur A et a fortiori de type fini sur B. Ce qui implique que B est un
anneau noethérien.
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Remarque 2.3.5 Le théoréme 2.3.4 est faux sans ’hypothése L/K séparable
ou sans ’hypothése A intégralement clos.

Corollaire 2.3.6. Soit L un corps de nombres. Alors ’anneau des entiers Oy,
(2.1.13) de L est noethérien, intégralement clos, libre de rang [L : Q] sur Z.

2.3.2 Discriminants d’anneaux d’entiers

Soit B un anneau intégre, libre de rang n sur un sous-anneau A. Nous avons
alors la notion de traces Trp, 4 (voir la définition 2.2.3). Soit € une base de B.
Posons

DB/A(g) = det(TI‘B/A(QEj))iJ € A.
Si &’ est une famille de n éléments dans B, et si U € M,,(A) est la matrice des
coordonnées des € dans ¢, alors comme pour les extensions de corps, on a

Dpa(e') = (detU)*Dp,a(e)

(ot Dpya(€’) est défini de méme fagon que Dp/a(€)). Si Dpya(e) # 0, alors &’
est une base de B si et seulement si det U € A*.

Remarque 2.3.7 Sous les hypotheéses ci-dessous, € est aussi une base de L :=
Frac(B) sur K (2.3.1(3)). Pour tout élément b € B, Trp,4(b) = Trp k(D) (co-
rollaire 2.3.2) et donc Dy, /i (e) = Dp,a(e). En particulier, D 4(e) # 0si L/ K
est séparable.

Corollaire 2.3.8. Soit L un corps de nombres. Alors Do, jz(€) € Z est indé-
pendant du choix d’une base €.

Définition 2.3.9 L’entier Do, ;7 := Do, ;z(¢) s’appelle le discriminant de L.
On le note parfois Dy, /q ou méme dy, dans les moments de grande paresse.

Nous allons d’abord déterminer le signe de Dy q € Z.

Définition 2.3.10 Un plongement o € Isomgq(L, Q) est dit réel si o(L) C R, et
imaginaire sinon. On dit que L est totalement réel si tous les plongements sont
réels et totalement imaginaire si tous les plongements sont imaginaires.

Comme L/Q est séparable, on a L = Q[f] pour un certain § € L. Soit
me(X) = Irr(0,Q, X) € Q[X]. Cest un polynéome de degré n = [L : Q] avec
n racines simples 601, 0,...,0,. Pour tout plongement o € IsomQ(L,Q), on a
o(L) = Q[o(8)]. Il suit que o est réel si et seulement si o(f) € R. On sait
par ailleurs 'application Isomq(L; Q) — {61,602, ...,0,} est une bijection (théo-
réme 2.2.15(2.b)).

Proposition 2.3.11. Soit n = [L : Q]. Soient r1 (resp. r5) le nombre de plon-
gements réels (resp. imaginairs). Si L = Q[a], alors r1 est le nombre de racines
réelles du polynéme minimal mq(X), et rh = 2ry est le nombre de racines ima-
ginaires (non réelles) avec ro € N. Enfin on a

n=ry+2ro.
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Preuve: La premiére partie de la propositio résulte des discussions ci-dessus.
Comme my(X) € R[X], les racines non-réelles viennent par pair : 75, = 2rs.
Enfin n = degmp(X) = r1 + 1.

Exemple 2.3.12 1. Q[i] est totalement imaginaire; Q[v/2] est totalement
réel.

2. Sin > 3, alors Q[(,] est totalement imaginaire.

3. Soit L = Q[f], ot € est une racine d'un polynéome X° + aX + b € Q[X]
supposé irréductible. Un plongement o est déterminé par o(6). Il y en
a un qui est réel et deux qui sont imaginaires ou bien trois réels. Si le
discriminant —(4a® + 27b%) > 0, on sait que les trois racines sont réelles,
et donc que L est totalement réel. Si le discriminant est < 0, la formule
de Cardan montre qu’il existe une racine rélle et deux imaginaires, donc
ry =1y = 1.

Exercice 2.3.13 Montrer que si L/Q est galoisienne, alors L est totalement
réel ou totalement imaginaire.

Exercice 2.3.14 Soient L, E deux corps de nombres isomorphes (comme ex-
tensions de Q). Montrer qu'ils ont le méme nombre de plongements réels (resp.
imaginaires). Montrer aussi que dj, = dg.
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Proposition 2.3.15. Le signe de Dy, )q est (—1)™.

Preuve: Ecrivons L = Q[f]. Soient

017 ) 6‘7"1727’1+17 Zry4ls .o Zrydray Bri4ry

les racines du polyndéme minimal m(X) de 0, avec §; € R et 2,4, € C\ R,
ordonnées de cette maniére. On a alors

disc(m(X)) = ¢? H (Zri4i — Zri4i)°

1<i<ry

avec un certain ¢ € R*. En effet, on peut regrouper les différences des racines
de la maniére suivante :

91—9jeﬂ§, Sil§i<j§7"1

(91 - Z'pl_i'_j)(ai - Z'fl-i-j) eR, sii<ry,7<ry
et
(zri+i = Zri45) (Briti = Zrig)y (Bt — Zritg) (Bro+i — 2r45) €R
sil<i<j<ra.
Or (2p, +i—Zr,+i)? € R est strictement négatif. Donc le signe du discriminant
Dy ({1,6,...,6"1}) = disc(m(X)) (proposition 2.2.30) est (—1)™. Cela reste
vrai pour toute base de L/Q par le théoréme 2.2.22 (1).

Définition 2.3.16 Une base de Of, sur Z est appelée une base d’entiers de L.

Le calcul du discriminant Dy, /q nécessite souvent la connaissance d’une base
d’entiers.

Proposition 2.3.17. Soit L un corps de nombres. Soit b = {by,...,b,} une
famille de n = [L : Q] éléments de Or. Si Dy, /q(b) € Z est non nul, sans facteur
carré, alors b est une base de O, sur Z.

Preuve: En effet, si U € M, (Z) est la matrice qui exprime b en fonction d’une
base €, on a
Do, z(b) = det(U)*Do, /7.

Donc det(U) = £1 et U est inversible dans M,,(Z).

Exemple 2.3.18 Soit d un entier relatif sans facteur carré et différent de 1.
Soit L = Q[v/d]. Si d = 1 mod 4. On écrit d = 4m + 1. Soit o = (v/d — 1)/2.
Le polynéme minimal de o sur Q est X2 + X —m. Il suit que Do, ;z({1,a}) =
disc(X? + X —m) = d est sans facteur carré. Donc Op = Z[a] et Do, /7 = d.

Exemple 2.3.19 Soit L = Q[a] avec o € C une racine de X° — X — 1 (dont on
prouve lirréductibilité directement en partant d'une décomposition (X2 +aX +
b)(X? — aX? + c¢X —b) dans Z[X]). Soit b = {1,c,...,a*}. Alors Dy q(b) =
disc(X5 — X — 1) = 19.151 (proposition 2.2.30 et exemple 2.2.29 ou utiliser le
logiciel pari, commande poldisc sous gp). Cela montrer que b est une base de
Or, et donc aussi Of, = Z[a].
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Exemple 2.3.20 Soit L = Q[(,] avec p > 2 premier et (, € C une racine
primitive p-iéme de 'unité. Alors ¢ = {1,¢p,. .. ,Cg_Q} est une base de L sur Q
et

Dy jg(e) = (1) P DE=D2N, 0 (@7 ().
(proposition 2.2.30). On a (X — 1)®,(X) = X? — 1, donc

(X = 1)@ (X) + Dp(X) = pXP~!

et

p—1

P
-1
(exemple 2.2.13). Notons que p — 2 étant impair et (p — 1)/2 € N, le signe de
Dy, /q est (—1)(1”1)/2. Par ailleurs, tous les conjugués de ¢, sont des nombres
imaginaires. Donc L est totalement imaginaire, de degré (p — 1)/2 sur Q. Cela
confirme la proposition 2.3.15.

On montrera (proposition 5.2.7) que O, = Z[(,]. 1l suit que

Dyjq=(~1)@=D/2pr2,

1
(I);;(Cp) =Pp NL/Q((I);(CP)) = pp_lg = Pp_2

Le cas complémentaire & 'exemple 2.3.18, c’est-a-dire le cas de Q[\/&] avec
d = 2,3 mod 4 sera traité avec la proposition qui suit.

Proposition 2.3.21 (Stickelberger). Soit L un corps de nombres. Alors on a
Do, /z=0o0ul mod 4.

Preuve: Soit €1,...,e, une base de Oy, sur Z. Soient o1,...,0, les éléments

de Isomgq(L, Q). Alors Dy q = (det M)? ou M = (0i(g;))i; € My(Q). Par

définition,
det M = Z sign(7y) H a4()(&5)
YES, 1<i<n
ou S, est groupe symétrique d’indice n. On peut écrire det M = P — I ou
P est la somme des termes (lorsque on développe le déterminant, voir le dé-
but du §2.2.1) correspondant aux permutations de signature 1 et I les autres.
Concrétement,

P = Z H U,y(i)(&), I = Z H O'A/(i)(&‘i).

yEA, 1<i<n vES, 1<i<n
ot S, désigne les permutations de signature —1. Alors
(det M) = (P —1)> = (P +1)? —4PI.

Soit N la cloture galoisienne de L/Q dans Q. Alors tout plongement o envoie
L dans N (utiliser le théoréme 2.2.15(1)). Donc P,I € N. Nous allons montrer
que P+1, PI € Q, c’est-a-dire que ces quantités sont invariantes par Gal(N/Q).
Ce qui impliquera que P+1, PI € QNOy = Z et donc que Dy, = 0,1 mod 4.
En effet, le carré d’un entier relatif est toujours congru & 0 ou 1 modulo 4.
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Pour tout 7 € Gal(N/Q), 'application
Isomg(L, Q) — Isomq(L,Q), o+ To0

est une bijection. Fixons 7 € Gal(IN/Q). Il existe donc vy € S,, dépendant de
7, tel que To; = 0. (;) pour tout i <n. On a

T(P) = Z H Oryooy(€5) = Z H oy (€5)

YEA, 1<j<n Y E€Y0AR 1<j<n

= Y ][ o)
vV E€voS, 1<i<n
Par conséquent, on a 7(P) = P,7(I) =1 siy € Sy et 7(P) =I,7(I) = P
sinon. Dans les deux cas, P 4+ I, PI sont invariants par 7. Cela étant vrai pour
tout 7 € Gal(N/Q), on a bien P+ I, PI € Q.

et

Corollaire 2.3.22. Si [L : Q] = n et si une famille de n éléments dans O,
a son discriminant égal & 4d avec d un entier mon nul sans facteur carré et
d= 2,3 mod 4, alors cette famille est une base de Or,.

Preuve: Sinon, le discriminant de cette famille est égal & a?De, sz pour un carré
a?>1.Donc a =2 et Do, /7 = d. Ce qui est impossible d’aprés Stickelberger.

Exemple 2.3.23 Si d # 0 est un entier sans facteur carré, congru a 2 ou 3 mod
4, et L =Q[Vd], on a
Dpjo({1,Vd}) = 4d.

Donc Op = Z[\/&] Cela peut cependant se montrer par un calcul direct simple.
Notons que toute extension quadratique de Q est de la forme Q[\/&] pour un
entier d # 0,1 sans facteur carré.

En général c’est une question difficile de trouver une base d’entier d’un an-
neau d’entiers. Pour des calculs concréts, on peut utiliser par exemple le logiciel
pari ou Sage.
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Chapitre 3

Anneaux de Dedekind

Les anneaux de Dedekind sont des généralisations des anneaux d’entiers de
corps de nombres. Cette notion est plus souple que celle des anneaux d’entiers.
Elle inclut en particulier les localisations des anneaux d’entiers. Elle inclut aussi
des anneaux qui proviennent de la géométrie algébrique. Il est souvent plus
agréable de travailler dans ce cadre plus général.

3.1 Décomposition des idéaux

3.1.1 Anneaux de Dedekind, définition et exemples

Définition 3.1.1 Un anneau intégre A est un anneau de Dedekind si
1. A est noethérien et intégralement clos (2.1.15),

2. et si A est de dimension de Krull 1 : les idéaux premiers non nuls de A
sont maximaux et A n’est pas un corps (ce qui équivaut a I'existence d’un
idéal maximal non nul).

Exemple 3.1.2 Nous prenons la convention qu’'un corps n’est pas un an-
neau principal. Alors tout anneau principal A est un anneau de Dedekind. En
effet, tout idéal premier non nul est engendré par un élément irréductible f. Si
fACTI=f'A alors f' | f, donc f’ est inversible ou associé a f, donc I = A ou
fA. Ce qui montre que fA est maximal. Mais il existe des anneaux de Dedekind
qui ne sont pas principaux, voir ’exemple 3.1.5.

La proposition suivante donne une méthode générale pour produire des an-
neaux de Dedekind.

Proposition 3.1.3. Soient A un anneau de Dedekind, L une extension finie
séparable de A et B la cloture intégale de A dans L. Alors B est un anneau de
Dedekind.

De plus pour tout idéal mazimal q de B, lintersection q N A est un idéal
mazimal de A.

35
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Preyve: (1) Par construction, B est intégralement clos. On a vu dans 2.3.4 que
B est noethérien et fini sur A.

(2) Montrer que B n’est pas un corps. Comme A n’en est pas un, il existe
a € A non nul et non inversible. Si B était un corps, alors 1/a € B et serait
entier sur A, donc 1/a € A puisque A est intégralement clos et donc a € A*,
contradiction.

(3) Soit g un idéal premier non nul de B. Alors p := q N A est un idéal
premier de A. Montrons qu’il est non nul. Soit b € B non nul. Il vérifie une
relation entiére

b7b+an,1b7l_1 +...+a1b+a0 =0 (3]_)

avec a; € A. On peut supposer ag # 0 car sinon on peut simplier ’égalité par b
et en obtenir une nouvelle de degré n — 1. Si b € q, alors ag € g N A et est non
nul. Par suite p est un idéal maximal de A.

Montrons que q est aussi maximal, c'est-a-dire que B/q est un corps. Soit
x € B/q non nuls. Il est de la forme x = b pour un b € B\ ¢. Dans la relation
(3.1) ci-dessus, il existe 0 < m < n — 1 tel que a; € p pour tout 0 <7 < m —1
et a,, & p. En effet il est impossible que tous les coeflicients a; appartiennent a
p C q, car b", et donc b, appartiendrait a . Dans Panneau quotient B/q qui est
intégre, on a alors une relation

VM G2 @1 Gy =0, G £ O

(pour a € A, a désigne son image dans A/p qui est canoniquement un sous-
anneau de B/q). Comme A/p est un corps, il existe a € A tel que aa,, = —1. 11
suit que

n—m-—1 n—m-—2
+

x(z +an_1z st Gpyr)a =1,

et que x est inversible dans B/q.

Corollaire 3.1.4. L’anneau d’entiers Op d’un corps de nombres L est un an-
neau de Dedekind.

Rappelons que dans un anneau factoriel, tout élément irréductible est pre-
mier (i.e. 'idéal qu’il engendre est premier). Accesoirement, cette propriété ca-
ractérise les anneaux factoriels parmi les anneaux noetheriens intégres.

Exemple 3.1.5 Soit L = Q[v/—5]. Montrons que 2 est irréductible mais pas
premier dans 'anneau de Dedekind Op. Ce qui impliquera que O n’est pas
factoriel et donc pas principal. Comme —5 = 3 mod 4, on a Op = Z[\/=5]
(exemple 2.3.23). Montrons que 2 est un élément irréductible de Op,. Soit

2=(a+bvV-5)(c+dv-5), a,becde”
une décomposition de 2. En prenant la norme sur Z, on obtient

4 = (a® + 5b%)(c* + 5d?).
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Comme 5 >4, onab=d=0et 2= *ac. Il suit que a + b\/—5 ou ¢ + dv/—5
est égal & +1 et est inversible. Cela montre que 2 est irréductible dans Oyp,. Par
ailleurs,

(14++v/=5)(1 —+/=5) =6 € 20y,

mais 1 ++/—=5, 1 — /=5 ¢ 20, = 2Z + 2Z[/-5]. Donc 20, n’est pas un idéal
premier et 2 n’est pas premier.

Remarque 3.1.6 Il existe des exemples d’anneaux de Dedekind qui proviennent
de la géométrie algébrique. Si P(X,Y) € C[X,Y] est un polynéme irréductible
tel que P,0P/0X et P/JY n’ont pas de zéro commun dans C2, alors on peut
montrer que anneau quotient C[X,Y]/P(X,Y)C[X,Y] est un anneau de De-
dekind.

Exercice 3.1.7 Soit f(X) € C[X] un polynéme non constant et sans racine
multiple. Montrer que B = C[X,Y]/P(X,Y)C[X,Y],ou P(X,Y) = Y? - f(X),
est un anneau de Dedekind (indications : montrer que Frac(B) est une extension
séparable de degré 2 de C(X) et que B est la cloture intégrale de C[X] dans
Frac(B). On utilisera le fait que B = C[X] & C[X]y ou y désigne 'image de ¥
dans le quotient B).

3.1.2 1Idéaux fractionnaires

Rappelons que dans un anneau A, on définit le produit de deux idéaux
1,J comme étant ’ensemble des sommes finies d’éléments de la forme zy avec
x €I,y € J. Cest 'idéal de A engendré par les xy, € I,y € J. (En général
1J est strictement plus grand que cet ensemble des xy. Mais si I = aA, alors
IJ ={ay |y € J}.) Cette opération fait de 'ensemble des idéaux non-nuls de A
un monoide unitaire, qui n’est essentiellement jamais un groupe. Dans 1’étude
des anneaux de Dedekind, il est souvent utile de considérer '« inverse » d’un
idéal non nul.

Définition 3.1.8 Soient A un anneau noethérien intégre. Soit K = Frac(A4).
Un idéal fractionnaire de A est un sous-A-module non nul M de K de type fini.

Exemple 3.1.9 1. Il suit de la définition que les idéaux fractionnaires conte-
nus dans A sont exactement les idéaux non nuls de A.

2. Soit a € K*, soit M un idéal fractionnaire. Alors oM := {az | z € M}
est encore un idéal fractionnaire. Les idéaux fractionnaires de la forme oA
sont appelés des idéaux fractionnaires principau.

Proposition 3.1.10. Soit M un sous-A-module de K. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) M est un idéal fractionnaire ;
(ii) 4l existe @ € K* et un idéal I de A tels que M = ol ;
(iii) 4l existe « € K* tel que M C aA.
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Preyve: (i) = (ii). Soient x1, za,...,z, € K des générateurs du A-module M.
Il existe a € A non nul tel que ax; € A pour tout ¢ < n. Il suit que I := aM C A.
C’est un sous-A-module de A, donc un idéal, et on a M = a~ 1.

(ii) implique trivialement (iii). Enfin (iii) implique (i) car aA est un A-
module de type fini. Comme A est noethérien, cela implique que M est de type
fini.

Définition 3.1.11 Soient M, N deux idéaux fractionnaires. On définit le pro-
duit M N comme étant le sous-A-module de K engendré par les éléments xy
avecx € M,y € N.Si M =l et N = J, alors MN = (af)IJ est aussi un
idéal fractionnaire. On a (aA)(BA) = (af)A.

Si M, N sont des idéaux de A, cette définition coincide avec celle des produits
d’idéaux.

Si a € K*, alors (¢A)M = aM.

ATTENTION : en général ’ensemble des xy est strictement plus petit que
MN.

Exemple 3.1.12 Tout idéal fractionnaire M de Z est de la forme M = rZ pour
un nombre rationnel r € @ non nul.

On note I(A) 'ensemble des idéaux frationnaires de A. Le produit des idéaux
fractionnaires est clairement commutatif et associatif, avec 1'idéal A comme
élément neutre. On voudrait qu'’il soit un groupe (voir corollaire 3.1.18). Pour
tout idéal fractionnaire M, notons

Mt :={xcK|xzMC A}. (3.2)

Soit o € M un élément non nul, alors M ~! est un sous-A-module de K contenu
dans a1 A. 11 suit de la proposition 3.1.10 que c’est un idéal fractionnaire.

On a toujours MM ~! C A. Si M ademt un inverse N dans I(A), c’est-a-dire
que M N = A, alors on a nécessairement N C M ~! par définition de M ~!. Donc
ce dernier est un candidat naturel pour étre l'inverse de M dans I(A).

Exemple 3.1.13 1. Soit A un anneau principal. Alors tout idéal fraction-
naire M =al = BApourun B € K*,etona M~ ' =p371A, MM~ = A
2. Soit A = Q[X,Y], soit M = (X,Y) lidéal engendré par X,Y. Alors
M~ = A (on a clairement A C M~1. Siz € M~1, on écrit z = P/Q avec
deux polynomes P,Q € Q[X,Y] premiers entre eux. Alors 2 X,zY € A
implique que @ divise X et Y, donc Q € Q* et € Q[X,Y]), et MM ! =

M # A.
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3.1.3 Théoréme de décomposition des idéaux

Dans un anneau principal A, tout élément non nul a se décompose de maniére
unique comme produit d’éléments irréductibles a = [], p;. Comme le produit
de deux idéaux principaux pA, A est égal a pgA, on a aA = [],(p;A). Donc
tout idéal non nul se décompose comme produit d’idéaux maximaux. Cette
derniére propriété est plus faible que la décomposition des éléments, mais elle
se généralise aux anneaux de Dedekind.

Nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 3.1.14. Soient A un anneau de Dedekind et I un idéal non nul de A.

(1) L’déal I contient un produit py - - p,, d’idéaux premiers non nuls, non né-
cessairement distincts.

(2) Tout idéal mazimal de A contenant I est égal o un des p; ci-dessus.

Preuve: (1) Cette partie est valable pour tout anneau noethérien. Considérons
I’ensemble S des idéaux non nuls de A ne vérifiant pas la propriété énoncée
et supposons cet ensemble non vide. Comme A est noethérien, cet ensemble
admet un élément maximal (pour linclusion) I. Par définition de S, I n’est
pas premier. Il existe donc a,b € A\ I tels que ab € I. Considérons les idéaux
I+aA, I+bA de A. Ils contiennent strictement /. Par la maximalité de I dans
S, ces idéaux n’appartiennent pas & S. On a donc

I+aADpy--p,, I+bADqr - qm
avec des idéaux premiers non nuls p;, q;. Il suit que
PreoPndr Gm C (I +aA)(I +bA) C 1.

Contradiction avec I’hypothése I € S. Donc S = 0.

(2) Soit p un idéal maximal contenant I. Supposons qu’aucun des p; ne soit
contenu dans p. On choisis alors un a; € p; \ p pour chaque ¢ < n. Le produit
a1+ Gn € P1---Pn C p, impossible car p est premier. Supposons donc que p
contienne p;,, alors ils sont égaux puisque p;, est automatiquement maximal, A
étant un anneau de Dedekind.

Lemme 3.1.15. Soit A un anneau de Dedekind. Soit p un idéal mazimal de A.
Alors dans le monoide I(A) des idéaux fractionnaires on a p~ip = A.

Preuve: Montrons d’abord qu'’il existe x € p~!\ A. Fixons un a € p\ {0} tel que
p # aA (prendre pour a le carré d’un élément non nul de p). On a une inclusion

pl..‘pngaAcp

avec des idéaux maximaux p; par le lemme 3.1.14 ci-dessus et on peut supposer
que n est le plus petit possible. On a n > 2 car aA # p. Par le méme lemme,
on peut supposer que p,, = p. Par la minimalité de n, il existe b € py---p,_1 €t
b ¢ aA. 1l suit que z:=b/a ¢ A. Mais

ap=at(bp) =a (bp,) Catpr--op, C A,
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donc z € p~ L.

Par définition p~!p est un idéal fractionnaire contenu dans A. C’est donc
un idéal de A. S’il n’est pas égal a A, il est contenu dans un idéal maximal
p’ O p~lp DO p. Donc p~lp = p’ = p. En particulier zp C p. Il suit de la
proposition 2.1.7(iii) que x € K est entier sur A, donc z € A. Contradiction.

Theorem 3.1.16. Soit A un anneau de Dedekind. Soit I un idéal non nul de
A. Alors il existe des idéaur maximaoux deux & deux distincts py1,...,ps et des
entiers r1,...,rs > 1 tels que

Tl T
I=piteple

(si I = A, on convient que A est le produit d’idéaur mazimauz indexé par
un ensemble vide). Une telle décomposition est unique a permutation prés. Les
P1,...,Ps sont exactement les idéaux premiers de A contenant I.

Preuve: Montrons d’abord 'existence. Il suffit de montrer que I est un produit
fini d’idéaux maximaux (on regroupe ensuite par paquets ceux qui sont égaux).
On écrit py---p, C I comme avant et on raisonne par récurrence sur n (les
p; ne sont pas nécessairement distincts). Si n = 1, alors I = p; ou A et il
n’y a rien & démontrer. Si n > 2, on peut supposer que I C p,, et on a alors
p1 Pno1 Cp, T C A. Par récurrence p,, 1 I est un produit d’ideaux maximaux
q1 - qm, il suit que I = pin_LlI =Pnq1- - qm-

Lorsque 'on a une décomposition I = pi*---phs comme dans le théoréme,
chaque p; contient I. Inversement si p est un idéal maximal contenant I, par le
lemme 3.1.14, p est égal & un des p;. Cela implique déja I'unicité de I’ensemble
des idéaux maximaux qui interviennent dans la décomposition de I. Le reste de
I’unicité se démontre par une récurrence sur r1 +- - -+7, en utilisant le lemme ci-
dessus qui permet de “simplifier” par un idéal maximal dans un produit d’idéaux
maximaux.

Remarque 3.1.17 Dans le cas des anneaux principaux on retrouve la décom-
position au début expliquée au début de ce sous-paragraphe.

Revenons briévement aux idéaux fractionnaires.

Corollaire 3.1.18. Soit A un anneau de Dedekind. Alors ’ensemble I(A) des
idéauz fractionnaires de A muni du produit un groupe commutatif. Plus préci-
sément, si M € I(A), alors M~ (voir (3.2)) est son inverse.

Preuve: On écrit M = ol pour un o € K* et I un idéal non nul de A. Le
théoréme 3.1.16 permet d’écrire I comme produit d’idéaux maximaux I = [, p;.
Il suit du lemme 3.1.15 que I([[;p; ') = A (par commutativité du produit).
Donc M(a~Y([];p; ') = A. Ceci prove que I(A) est un groupe.

Soit M € I(A), d’inverse N € I(A). Alors MM~ C A = MN. En multi-
pliant par N, on obtient M ~' C NMN = N. Par ailleurs, pour tout € N, on
axM C NM = A. Donc © € M. Par conséquent N = M 1.



3.1. DECOMPOSITION DES IDEAUX 41

Exercice 3.1.19 Montrer que tout idéal fractionnaire M de A posséde une
décomposition unique
M = p71"1 )

n

avec 1; € Z\ {0} et que M C A si et seulement si 7; > 0 pour tout i.

Remarque 3.1.20 Pour un anneau intégre A en général, on peut si J(A) est
un groupe, alors A est nécessairement un corps ou un anneau de Dedekind.

Exemple 3.1.21 Revenons a I'exemple 3.1.5 dans un cadre trés légérement
plus général. Soient d > 5 un entier naturel sans facteur carré, d = 1 mod 4
et L = Q[v/—d]. On a vu que l'idéal 20}, n’était pas premier (au moins pour
d = 5). Quelle est sa factorisation en produit d’idéaux maximaux? Comme
—d = 3 mod 4, on sait que Op = Z[v/—d. Soit po = (2,1 + /—d). Montrons
que c’est un idéal maximal et que 207, = p3.

L’idéal p2 est engendré par les produits de générateurs : 4,2(1 +v/—d), (1 +
v—d)?. On a

(1+V=d)? =2vV—d+ (1 —d) €20y.

Donc p3 C 20;. De plus, si on écrit d = 4m + 1, on a
—2=(1+V=-d)?=2(vV=d+1)+4m € p2.

Donc 207, = p3. Noter cependant qu’on peut montrer que ni 2 lui-méme, ni
aucun élément associé a 2 n’est un carré dans Op. Pour voir cela, on montre
que les unités de Or, sont +1 et que Ny, q(z) # £2 pour tout z € Of,.

Il reste & montrer que po est un idéal maximal ou, de fagon équivalente, que
Opr/p2 est un corps. D’abord, comme O = Z + Z+/—d = Z + Z(1 + +/—d), tout
éléement de O, est congru, modulo pa, & 0 ou 1. Done |Of, /p2| < 2. D’autre part
ce quotient est non nul : sinon 1 € py et donc ps = A et 20, = p% = A, ce qui
est impossible car 1 ¢ 20, Par conséquent Op, /ps est un anneau a 2 éléments,
c’est donc le corps [ et po est maximal.

On verra au §3.2 une méthode plus systématique pour déterminer la décom-
position de ce type d’idéaux.

Remarque 3.1.22 La structure du groupe des idéaux fractionnaires est trés
simple. C’est le groupe abélien libre engendré par ’ensemble des idéaux maxi-
maux de A. Par exemple, 'ensemble des idéaux maximaux d’un anneau d’entiers
est dénombrable, donc I(Of,) ~ I(Z) pour tout corps de nombres L. On ne peut
donc pas tirer énormément d’informations sur A a partir de I(A).

Définition 3.1.23 L’ensemble des idéaux fractionnaires principaux (ceux de
la forme A, pour un o € K*) est un sous-groupe du groupe I(A). Le groupe
quotient est appelé le groupe des classes de A. On le note Cl(A).
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Proposition 3.1.24. Soit A un anneau de Dedekind. Alors Cl(A) = {1} si et
seulement si A est principal.

Preuve: Si A est principal, tout idéal fractionnaire est principal par la proposi-
tion 3.1.10. Inversement, supposons Cl(A4) = {1}. Soit I un idéal non nul de A.
Alors il existe x € K* tel que I = 2A. Ona x =z.1 € I, donc x € A et [ est
un idéal principal. Ce qui prouve que A est principal.

Définition 3.1.25 Soit L un corps de nombres, on appelle C1(Op) le groupe
des classes de L, et on le note (par abus de notation!) CI(L). On verra que ce
groupe est fini. Son cardinal, noté hy, ou h(L), est appelé le nombre de classes
de L. C’est un invariant important de ’extension L. Mais on verra qu’il n’est
pas toujours facile & déterminer, méme pour les extensions quadratiques!

Exemple 3.1.26 Soit d > 1 sans facteur carré et soit L = Q[v/—d] (cf. exemple
3.1.5). On connait toutes les valeurs de d pour lesquel hy, vaut 1 :

1,2,3,7,11,19,43,67,163.
Ceux pour lesquel hy, vaut 2 :
5,6,10,13,15,22,35,37,51,58,91,115,123, 187,235, 267, 403, 427.

On sait que hy, tend vers l'infini avec d. En revanche, on conjecture que hQ[ V)
vaut 1 pour une infinité de d.

Un anneau est local s’il a un unique idéal maximal. Voir § 3.3 pour plus
d’informations.

Proposition 3.1.27. Soit A un anneau de Dedekind local. Alors A est principal.

Preuve: Soit p I'idéal maximal de A. On a p # p? (sinon on obtient A = p en
multipliant par p~1). Soit ¢ € p \ p2. Alors la décomposition de tA en produit
d’idéaux maximaux est tA = p. Soit [ un idéal non nul de A, alors il existe
m > 0 tel que I = p™ =t"™A. Donc A est principal.

Proposition 3.1.28. Soient A un anneau de Dedekind, p un idéal mazximal et
t€p\p2 Alors il existe s € A\ p tel que sp CtA C p.

Preuve: La décomposition de tA fait apparaitre tA = p”J avec J un produit
d’idéaux maximaux différents de p (donc premier a p), et r > 1. Onar =1 car
t €p”. Soit s € J\ p (il existe car J est premier & p). Il suit que sp C Jp = tA.

3.1.4 Théoréme des restes chinois

Si en général un anneau de Dedekind n’est pas principal, nous allons toute
fois montrer que tout idéal est engendré par au plus 2 éléments (corollaire 3.1.33)
en utilisant le théoréme de restes chinois.
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Définition 3.1.29 Deux idéaux I,J d’un anneau A sont dits premiers entre
eur si I + J = A. Cela revient a dire qu’il n’existe aucun idéal maximal de A
contenant a la fois I et J.

Lemme 3.1.30. Soit A un anneau.
(1) Deuz idéaux mazimauz distincts dans A sont toujours premiers entre eux.
(2) SiJi,...,Jq sont des idéaux premiers & I, alors Jy---J, est premier a I.

(3) Soient I,J premiers entre eux. Soient m,n > 1. Alors I'™ et J"™ sont pre-
miers entre euz.

Preuve: (1) Si I,J sont maximaux et distincts, alors I + J est un idéal qui
contient strictement I, donc égal a A.

(2) Soient 1 = «; + B; avec «o; € I et 5; € J; pour tout i < ¢. Le produit de
ces ¢ égalités montre que 1 € I 4[], ., Ji-

(3) Utiliser deux fois (2). B

Theorem 3.1.31 (Théoréme des restes chinois). Soit A un anneau. Considé-
rons des idéaux I, ...,I, de A deux o deux premiers entre eux. Alors

(1) On a M<i<nl; = H1gign Ii.

(2) L’homomorphisme d’anneaux canonique A — ], A/1; est surjectif, et
induit un isomorphisme

Al I n~]JA/L

1<i<n i

Preuve: On se raméne par récurrence sur n au cas n = 2 en utilisant le lemme
ci-dessus. Soient deux idéaux I, J premiers entre eux. Soit 1 = a+ f avec a € [
et € J Pourtout x € INJ,onazx =zxa+zpB € IJ+1J = 1J. Dou
INnJ C1J. Linclusion inverse est évidente. Ce qui montre (1).

Pour tous a,b € A,onaa—b=(a—b)a+ (a—>b)s, donc

a+(b—a)a=b+(a—-b)Be(a+I)N(b+J).

Cela montre la surjectivité de A — A/I x A/J. Le théoréme de factorisation
des homomorphismes d’anneaux implique (2).

Lemme 3.1.32. Soit A un anneau de Dedekind. Soit I un idéal non nul de A.
Alors tout idéal de A/ est engendré par un élément.

Preuve: (1) Supposons d’abord que I = p” pour un idéal maximal p et r > 1.
Notons d’abord que pour tout idéal non nul J C A premier & p, son image
J dans A/p" est égal a l'idéal unité. En effet, J est premier a p” d’aprés le
lemme 3.1.30 : J +p" = A. Donc 1 € I modulo p".

Soit t € p \ p2. Considérons la décomposition de tA = p*J; o J; est un
produit d’idéaux maximaux distincts de p. Il suit que J; est premier & p. Comme
t € p%, on a s = 1. Soit H un idéal non nul de A/p”. Son image réciproque
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H' C A est un idéal non nul et se décompose en H' = p™.Jy avec Jy premier a
p. Il suit que H = p™ et tA/p" =p. Dou H =1"A/p".

(2) Cas général. Soit I =[], p;* avec des idéaux maximaux 2 & 2 distincts et
ri > 1. Alors A/I ~ ][, A/p;" par le théoréme 3.1.31. Tout idéal de A/p}* étant
monogeéne, il en est de méme pour A/1.

Corollaire 3.1.33. Soit A un anneau de Dedekind. Alors tout idéal I de A est
engendré par au plus 2 éléments.

Preuve: On peut supposer I # 0. Soit a € I non nul. Alors I'idéal I/aA de
A/aA est engendré par un élément b avec b € I. Il suit que I = aA + bA.

Exercice 3.1.34 Soient C, D deux anneaux. Les addition et multiplication de
I’anneau produit cartésien C' x D sont définies composante par composante. En
particulier ’élément unité est (1,1).

Soit H un idéal de C' x D. Soit I = {c € C | (¢,0) € H} et soit J = {d €
D | (0,d) € H}. Montrer que ce sont respectivement des idéaux de C et de
D et que H = I x J (utiliser la multiplication par (1,0) et (0,1) et I'égalité
(1,1) = (1,0) + (0, 1)).
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3.2 Ramification

Dans I'exemple 3.1.21 nous avons vu que le nombre premier 2 € Z n’est plus
un élément premier dans ’anneau des entiers d’une extension quadratique L.
Autrement dit, I'idéal 20, C Oy, engendré par 'idéal maximal 27 C Z n’est plus
maximal. Ce type de phénoméne s’appelle la ramification, et c’est I’analogue de
la notion de ramification pour les applications entre des variétés topologiques
ou complexes (comme I'application conforme C — C, z + 22).

Dans tout ce paragraphe §3.2, on est dans la situation suivante : A C B est
une extension d’anneaux de Dedekind et on suppose B fini sur A (comme A-
module). On note K le corps des fractions de A et L celui de B. Généralement,
p désigne un idéal maximal de A et q un idéal maximal de B.

On s’attache & étudier la relation entre les idéaux maximaux de A et ceux
de B. On a vu dans la démonstration de la proposition 3.1.3 que si gN A est un
idéal maximal de A. Pour un idéal p de A, on note pB l'idéal de B engendré par
le sous-ensemble p C B. Concrétement que c’est 'ensemble des sommes finies
de produits zb avec x € p et b € B. Si p = tA est principal, alors pB = tB.

Proposition 3.2.1. Soit p un idéal maximal de A, alors il existe un idéal
mazximal q de B tel que p =qN A.

Preuve: Nous donnons une preuve ad hoc ici, mais la propriété est vraie dans
des situations beaucoup plus générales. Montrons que pB # B.

Soit sp C tA C p comme dans la proposition 3.1.28 avec un s € A \ p. Si
pB = B, alors on a une relation

1= Z xlb“ xiep,biEB.

1<i<n

Donc s = ), ta;b; avec sz; = ta; et a; € A et donc s = tb avec un b € B. Soit
d = [L: K]. Il suit que s* = t*Ny, i (b) avec Ny (b) € A (proposition 2.3.3).
Par conséquent s € t?A C p et s € p, contradiction.

3.2.1 Ramification et décomposition

Soient A, B, p, g comme plus haut avec p C q. Alors 'idéal pB de B engendré
par le sous-ensemble p de B est non nul et se décompose donc en pB = q°I avec
q premier & I. Comme q N A est un idéal premier contenant p, ils sont égaux.
Le corps A/p (resp. B/q) s’appelle le corps résiduel de A en p (resp. de B en
q). L’inclusion p C q induit canoniquement une extension de corps A/p — B/q.
Comme B est fini sur A, cette extension est finie.

Définition 3.2.2 Dans la situation ci-dessus, on appelle 'entier e > 1 I'indice
de ramification de A C B en q et A/p — B/q Uextension résiduelle en q. Le
degré de l'extension résiduelle est généralement noté f.

On dit que A C B est non-ramifié en q si e = 1 et si P'extension résiduelle
est séparable. Notons que la derniére condition est automatiquement satisfaite
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pour les extensions Z C O d’anneaux d’entiers de corps de nombres. En effet,
les corps résiduels sont alors des corps finis, et toute extension finie d’un corps
fini est séparable.

Pour un p fixé, si A C B est non-ramifié en tous les ¢ O p, on dit que
Pextension est non-ramifiée au-dessus de p. Lorsque A = Z et B = Op. On dira
par abus de langage que L/Q est non-ramifiée au-dessus de p.

Exemple 3.2.3 1. Dans l'exemple 3.1.21 avec L = Q[y/—5], I'indice de ra-
mification de Z C Op, en po est égal a4 2, avec une extension résiduelle
triviale. Les indices de ramification en p3; et pz o sont égaux & 1 avec
extensions résiduelles triviales. Donc L/Q est non-ramifiée au-dessus de
3. De méme les calculs de I'exemple montrent que L/Q est non-ramifiée
au-dessus de 11. En fait elle est non-ramifiée au-dessus de tout premier
p#2,5.

2. Soit P(z) € C[z] un polynéme non constant. Considérons
A:=Clt] C B:=Clz], out=P(z).

Soit p un idéal maximal de A, alors il existe A € C tel que p = (¢t — X)CJ[t].
Tout idéal maximal q de B contenant pB est de la forme q = (z — u)C|z]
avec P(u) — A = 0 (exercice). Alors I'indice de ramification en q est 'ordre
d’annulation de P(X)— X € C[X] en y et 'extension résiduelle est triviale.
Notons que la somme des indices de ramification en les idéaux maximaux
q C B contenant p est alors égale au deg(P(X) — ) = [C(2) : C(t)]. Ceci
se généralise en théoréme 3.2.9.

Nous allons maintenant préparer la preuve du théoréme 3.2.9. On fixe A C B
une extension finie d’anneaux de Dedekind. Soit p un idéal maximal de A et g
un idéal maximal de B contenant p. On note f = [B/q: A/p].

Lemme 3.2.4. Pour tout r > 0, on a un isomorphisme de B-modules
B/q—q"/q""
Preuve: Soit m € q\ q2. Considérons I’'homomorphisme B-linéaire
¢:B—=q"/q" T, b brr.

Déterminons son noyau et son image. Fixons un s € B\ q tel que sq C 7B
(proposition 3.1.28). Il est claire que q C ker ¢. Inversement, si ¢(b) = 0, alors
b € "t et donc s"7"b € 7" FIB. Il suit que s"b € TB C qet b € qcar s” ¢ q.
D’ou ker ¢ = q. Soit b € ¢". Il existe ¥’ € B, s"b = 7"V'. Il existe s’ € B\ q tel
que s"s' € 14 q car q+ s"B = B. Par suite b € 7" B + q"t!, ce qui implique la
surjectivité de ¢.

On termine la preuve en appliquant le théoréme de factorisation a ¢.

Lemme 3.2.5. Soient R un anneau, I un idéal de R et M un R-module. Sup-
posons que IM =0 (i.e., ax = 0 pour tout a € I et pour tout x € M ). Alors M
est naturellement un R/I-module.
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Preyve: 11 suffit de définir la loi de produit externe. Pour toute classe a € R/I
et tout x € M, on pose a*x = ax. Sia = a’, alors a —a’ € I et ax = a’z. Donc
le produit externe est bien défini. Il est trivial de montrer que les axiomes d’un
module sur R/I sont vérifiés.

Lemme 3.2.6. On conserve les méme hypothéses et notations. Soient e l’indice
de ramification en q et f le degré de lextension résiduelle A/p — B/q. Alors
pour tout entier 1 <r <e, B/q" est un A/p-espace vectoriel de dimension fr.

Preuve: Notons que p C pB C q° C ¢", donc B/q" est naturellement un espace
vectoriel sur A/p d’aprés le lemme ci-dessus. On a une suite exacte d’espaces
vectoriels sur A/p :

0—q'/q" = B/q" = B/q" ' —=0.

Do dimy,, B/q" = dimy,, B/q" ' + dim,,, B/q en utilisant le lemme 3.2.4
ci-dessus. Cela implique immédiatement le corollaire par récurrence sur r.
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Proposition 3.2.7. Fizons p et considérons la décomposition de l’idéal pB de

B :
pB= ] a

1<i<m

Notons f; = [B/q; : A/p]. On a

1<i<m

Preuve: D’aprés le théoréme des restes chinois 3.1.31, on a un isomorphisme
canonique
B/pyB~ [] B/a-
1<i<m

C’est un isomorphisme d’anneaux, mais aussi de B-modules (par construction),
et donc de A-modules. Comme tous les modules en présence sont annulés par p,
c’est aussi un isomorphisme de A/p-espaces vectoriels. Il suffit alors d’appliquer
le corollaire 3.2.6 ci-dessus.

Nous allons maintenant comparer dimy,, B/pB avec le degré de I'extension
Frac(A) C Frac(B). Pour cela, nous supposons que B est la cloture intégrale de
A dans une extension finie séparable L de K = Frac(A) (proposition 3.1.3), de
sorte que B soit de type fini comme A-module (2.3.4). Nous allons alors montrer
que dim,/, B/pB = [L : K]. Nous commengons avec une forme trés générale
du célébre lemme de Nakayama.

Lemme 3.2.8 (Lemme de Nakayama). Soient R un anneau, I un idéal de R
et M un R-module de type fini. Si M = IM, alors il existe « € I tel que
(1+a)M =0.

Preuve: Soit {x1,...,2,} un systéme de générateurs de M sur R. Il existe une
matrice D € M,,(R) a coeflicients dans I telle que

t(xlw"vxn) = D't(xla“'?xn)'
Donc (Id,, — D)!(x1,...,2,) = 0. En multipliant par la transposée de la co-

matrice de Id,, — D on obtient det(Id, — D) - *(x1,...,2,) = 0. Soit a =
det(Id,, — D) =1+ «a € 1 + I, alors axz; = 0 pour tout i < n, donc aM = 0.

Theorem 3.2.9. Soit A un anneau de Dedekind de corps de fractions K, soit
B la cloture intégrale de A dans une extension finie séparable L/K. Pour tout
idéal mazximal p de A, on a une décomposition

pPB =dy' - ay (3-3)
ol q1, ..., qn, sont les idéaux maximauzr de B contenant p, deuz & deux distincts
et ou e; est lindice de ramification de A C B en q;. De plus, on a [’égalité
[L:K]= Y efs (3.4)
1<i<n

ot f; est le degré de lextension résiduelle de A/p C B/q;.
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Preuve: Soit d = dim,,, B/pB. D’aprés la proposition 3.2.7 il suffit de montrer
que [L: K] =d.

Soient by, -+ ,bq € B dont les images dans B/pB forment une base de A/p-
espace vectoriel. Il s’agit de montrer qu’ils forment une base de L/K.

(1) Génération. Soit N = >3, .., Ab; C B. Soit M = B/N (quotient de
A-modules). Comme B C N + pB par ’hypothése sur les b;, on a M = pM. Il
suit du lemme de Nakayam qu’il existe a € p tel que (1 + «)M = 0. Autrement
dit, comme 1+ a # 0 (car 1 € p),ona B C (1+a) !N C Y, .., Kb;. En
appliquant la proposition 2.3.1(1) avec C' = B, on obtient L C i71<j<n Kb,.
Les by, -+ ,bq forment bien une famille génératrice de L sur K.

(2) Indépendance linéaire. Supposons ;. a;by = 0 avec a; € K. On
veut montrer que les a; sont tous nuls. En chassant les dénominateurs, on peut
supposer que a; € A. Supposons que les a; ne sont pas tous nuls. Alors I'idéal
I:= (ay,as,...,aq) engendré par les a; est non nul. Il se décompose en I = p”J
avec J premier & p. Cela implique que I C p” et que I Z p"T1.

Soit t € p \ p2. Soit s € A\ p tel que sp C tA (proposition 3.1.28). On a
s"a; € s"p" C 1" A, donc s"a; = t"aj avec a; € A. Il suit que »>;a%b; = 0. En
passant dans B/pB, on obtient a; € p. Comme s” ¢ p, p+ s” A est un idéal qui
contient strictement p et est donc égal a A. Il existe donc a’ tel que 1 = s"a’ + =z
avec x € q, alors

a; = (s"d +z)a; = d't"d; + xa; € p"t!

pour tous j < d. Dot I C p"t!. Contradiction et la famille est bien libre sur
K.

Proposition 3.2.10 (Cas galoisien). Conservons les notations du théoréme
3.2.9 et supposons Uextension L/K galoisienne. Alors e; = e; et f; = f; pour
tous i,7 < n.

Preyve: Pour tout ¢ € G := Gal(L/K), o(q;) est un idéal maximal de B
contenant o(p) = p. Donc G opére sur I'ensemble des q;. Montrons que I’action
est transitive. Supposons par exemple que o(qz2) # q1 pour tout o € G. Soit

x € q1 \ Useao(qz)-

Un tel z existe par le théoréme des restes chinois 3.1.31 (prendre un antécédent
de (0,1,...,1) par B — [[, B/q;). Alors

H o(r) = Np/g(r) € ANgr =p C qe.
oceG

Donc un des conjugués de = appartient a go. Contradiction. Ce qui montre la
transivitivé de 'action.

Fixons r < n. Soit ¢ € G tel que o(q1) = g,. Comme pB = o(pB) =
[1o(g:)¢, il suit de 'unicité de la décomposition que e; = e,.. De plus, o induit
un isomorphisme de A-modules B/qy — B/o(q1) = B/q, qui est a fiortiori un
isomorphisme de (A/p)-espaces vectoriels. Donc fi = f,.
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Nous allons donner une méthode concréte pour calculer les invariants e et f
dans un cas particulier (extensions monogénes).

Theorem 3.2.11 (Cas monogene). Soit A C B une extension finie d’anneauz
de Dedekind. Supposons que B = A[f] pour un certain 0 € B. Soit m(X) €
A[X] le polynome minimal de 0 sur K. Fizons un idéal maximal p de A, et
notons k(p) = A/p. Soit m(X) la classe de m(X) dans k(p)[X]. Considérons la
factorisation

m(X)= [ nX)", ri>1

1<i<n

avec les hi(X) € k(p)[X] unitaires irréductibles et deuz & deux distincts. Soit
H;(X) € A[X] un polynome unitaire dont limage dans k(p)[X] est égale a
hi(X). Alors les propriétés suivantes sont vraies.
(1) On a un isomorphisme d’anneauxr A[X]/(m(X)) ~ B.

(2) Soit q; = H;(0)B+pB. Alors c’est un idéal mazimal de B contenant p avec
B/qi ~ k(p)[X]/(hi(X)).

(3) Lesqi,...,qn sont deux a deux distincts et sont exactement les idéaux mazi-
mauzr de B contenant p.

(4) On ae;=r;, fi =degh;(X).

(5) La décomposition de pB est donnée par

pB= ][ a"

1<i<n

Avant de donner la démonstration du théoréme, donnons tout de suite des
exemples d’application.

Exemple 3.2.12 Soit d # 1 un entier sans facteur carré et = 2,3 mod 4.
Considérons L = Q[v/d]. On a O, = Z[Vd] = Z[X]/(X? — d) (exemple 2.3.23).
En un premier p > 2 ne divisant pas d, on a

OL/pOr, = F,[X]/(X? + d)

est soit un corps, auquel cas il y a un seul premier dans Oy, au-dessus de p et
onae=1, f=2;soit produit de deux copies de [, et il y a deux premiers
au-dessus de p avec e; = f; = 1. Dans les deux cas, L est non-ramifié au-dessus
de p.

En p=2,ona Or/pO; = F,[X]/(X + 1)% ou F,[X]/(X?). Donc s = 1, et
onae=2, f=1.11suit que 207, = g% comme dans l’exemple 3.1.21.

En p > 2 divisant d, on a O, /pOy, = F,[X]/(X?). Donc situation similaire
4 2 : un seul premier au-dessus de p avec e =2 et f = 1.

Pour p > 2 et premier & d, X2 — d est soit irréductible, soit produit de deux
facteurs linéaires premiers entre eux. Donc s =1 ou 2. Sis=1,onae =1 et
f=2.Sis=2 onae; =e=f1=fo=1.

En résumé, les nombres premiers ramifiés dans l'extension L sont 2 et les
diviseurs premiers de d. Par ailleurs, le discriminant Dy, ;7 = 4d. Donc les
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nombres premiers ramifiés sont ceux qui divisent De, ;7. Ceci n’est pas un
hasard comme on va voir un peu plus loin.

Exemple 3.2.13 Soit L = Q[a] engendrée par une racine o € C de H(X) =
X5—X —1.0n avu (2.3.19) que Oy, = Z[a]. Dans [, on a la décomposition
X5—-X—-1=(X?2+X+1)(X3+ X2 +1) en facteurs irréductibles. Donc
au-dessus de 2Z,ona s =2,e; =1, fi =2et e = 1, fo = 3. Cela implique
d’ailleurs que L/Q n’est pas galoisienne d’aprés la proposition 3.2.10.
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Preyve: (duthéoréme 3.2.11) (1) Par hypothése ’homomorphisme de A-algébres
A[X] — B défini par F(X) — F(0) est surjectif. Déterminons son noyau. Soit
F(X) € A[X] tel que F(0) = 0. Comme m(X) € A[X] est unitaire, on peut
effectuer une division euclidienn dans A[X] :

F(X)=m(X)Q(X)+ R(X), degR(X) < degm(X).

Il suit que R(#) = 0, donc R(X) = 0 puisque m(X) est le polyndme minimal de
6 sur K. Donc F(X) € m(X)A[X] et le noyau en question est égal a m(X)A[X].
Ce qui prouve (1).

(2) Rappelons que si I C J C R sont des idéaux dans un anneau R, alors on
a un isomorphisme canonique R/J ~ (R/I)/(J/I).

On a

B/q; ~ A[X]/(m(X), Hi(X), p) ~ k(p)[X]/(hi(X))
est un corps. Donc ¢; est un idéal maximal de B contenant p et k(q;) =~
E(p)[X]/(hi(X)) est une extension de k(p) de degré f; = degh;(X).

(3) Soient ¢ # j < n, montrons que q; # q;. En effet, comme h;(X), h;(X)
sont premiers entre eux, il existe g;(X), g;(X) € k(p)[X] tels que g;h; +gjh; = 1.
Si Gi(X),G;(X) € A[X] sont des polynomes qui s’envoient sur g;(X), g;(X)
dans k(p)[X], alors

Gi(X)Hi(X) + G(X)H;(X) = 1+ 5(X),  S(X) € p[X]
(p[X] est I'ensemble des polynomes a coefficients dans p). Si q; = q;, alors
L+.5(0) = Gi(0)Hi(0) + G;(0)H;(0) € qi + q; = aa-

Or1+5(0) € 1+pB C 1+ q; est dans le complémentaire de ;. Contradiction.
Il reste & montrer que tout idéal maximal q de B contenant pB est égal & un
des ;. Similairement a ce qui précéde, on a

m(x)= ] Hi(X)"+ R(X)

1<i<n

avec un R(X) € p[X]. Il suit que

0=m(0) = [[ Hi0)" +R(0), R() € pB. (3.5)

1<i<n

Donc [], H;(0)™ € q. Par suite, H;(#) € q pour un certain i < n. Cela entraine
que ¢; C q, donc ¢; = q puisque (; est maximal.

(4)-(5) L’équation (3.5) ci-dessus implique que

[[H:0)" = —R(6) € pB.

i<n
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Il suit que [[,q;* € (I, Hi(0)",pB) C pB =[], q5*. L'exercice 3.3.22 montre
que r; > e; pour tous ¢ < n. Par ailleurs, on a

S rifi = degm(X) = degm(X) = [L : K]

i<n

car m(X) est le polynéme minimal de 6 sur K et que L = KJ[f] (Proposi-
tion 2.3.1). D’aprés le théoréme 3.2.9 on a

Zeifi = Zrifi-

7 K2

Comme r; > e; et f; > 1 pour tout ¢, on a r; = e; pour tout i < n.

3.2.2 Ramification et discriminant

Nous allons donner un résultat qui généralise ’exemple 3.2.12 concernant la
ramification. Nous conservons les hypothéses sur A C B comme au début du
§3.2.

Theorem 3.2.14. Supposons B libre sur A avec une base €. Alors A — B est
ramifié au-dessus de p si et seulement si p contient D4 (). En particulier, si
A — B est ramifié seulement au-dessus d’un nombre fini de p.

Preuve: Nous démontrons ce théoréme dans le cas ot B = A[f] est monogéne
sur A comme dans le théoréme 3.2.11. Nous gardons les notations de 3.2.11.
Comme le discriminant est indépendant du choix d’une base de B sur A & mul-
tiplication par des inversibles de A pres, il suffit de montrer le théoréme avec
la base {1,6,...,097'} ot d = degm(X). Notons On a Dg/a(e) = Dy k() =
disc(m(X)). Dire que l'extension B/A est non-ramifiée au-dessus de p est équi-
valent & r; = 1 et les h;(X) séparables. Comme ceux-ci sont premiers entre eux,
c’est encore équivalent a m(X) séparable, c’est-a-dire que disc(m (X)) # 0. Or
disc(m(X)) = disc(m(X)) € A/p. Cela implique le théoréme.

Comme Dy, k (¢) # 0, 'ensemble des p contenant Dy (), égal & 'ensemble
des p contenant 'idéal non nul Dy, x(g)A, est fini.

Corollaire 3.2.15. Soit L un corps de nombres. Alors 7 — Op est ramifiée
au-dessus de pZ si et seulement si p | dr,, le discriminant de L.

Remarque 3.2.16 On verra que Z n’admet aucune extension non triviale non-
ramifiée au-dessus de tout nombre premier (corollaire 4.2.16). Autrement dit Z
est une sorte d’espace simplement connexe. Il en est de méme pour 'anneau
C[X], cela résulte du fait que l'espace topologique C est simplement connexe.

En revanche, si k est un corps de caractéristique p > 0, 'extension finie non
triviale A = k[t] C B = k[y] avec t = y? — y est non-ramifiée au-dessus de tout
idéal maximal de A.
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3.3 Etude locale

Cette partie n’a pas été présentée en cours.

Soit A un anneau de Dedekind de corps de fractions K. Sa structure de-
vient plus simple par localisation (c’est-a-dire en ajoutant des dénominateurs a
A). Typiquement, la localisation par rapport a un idéal maximal conduit a un
anneau de valuation discréte.

3.3.1 Localisation

Ce sous-paragraphe regroupe quelques généralités sur la localisation. La plu-
part d’entre elles ont été vue en TD, nous n’y reviendrons donc pas. Nous passons
directement & la proposition 3.3.12 et son corollaire 3.3.13.

On supposera dans cette section que A est un anneau intégre. On note K
son corps des fractions. La localisation est un procédé qui génére des A-algébres,
et qui permet entre autres d’étudier “isolément” les idéaux premiers de A.

L’exemple le plus simple de localisation est le corps des fractions K lui-méme.
On voit que ce procédé fabrique un anneau ayant une structure plus simple que
I’anneau de départ.

Définition 3.3.1 Une partie multiplicative S de A est un sous-ensemble non
vide stable par multiplication. Par commodité on demandera aussi que 1 € S et

0¢S.

Exemple 3.3.2 S = A\ {0}, ou plus généralement, A\ p pour un idéal premier
p de A; {f™n > 1} pour un élément donné f € A.

Définition 3.3.3 On pose
StA={a/sc K|ac A,scS}

On l'appelle la localisation de A par rapport & S. On voit immédiatement que
c’est un sous-anneau de K contenant A. L’inclusion A C S—'A fait de ce dernier
une A-algébre. De plus, Frac(S71A) = K.

Exemple 3.3.4 Si p est un idéal premier de A, on note A, la localisation de
A par rapport & A\ p. En particulier, K = Ag,. Si f € A, on note Ay la
localisation de A par rapport & {f™ | n > 0}. La localisation Z;y est anneau
des nombres décimaux.

Soit I un idéal de A. On note S—'I I'ensemble {a/s | a € I,s € S}. Clest
un idéal de S~ A, égal a I'idéal de S—' A engendré par la partie I ¢ S~1A. On
note cet idéal aussi par I(S—1A).

Proposition 3.3.5. Si A est noethérien, alors il en est de méme pour S~ A.
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Preuve: Soit J un idéal de S™'A. Alors I := J N A est un idéal de A, donc

engendré par x1,...,x, € I. Ce sont aussi des éléments de J puisque I C J.
Pour tout = a/s € J,ona a = sz € JNA = 1. Donc o = ), a;x; avec
a; € Aet x =) ,(a;/s)x;. Ce qui montre que x1,...,x, engendrent J en tant

que S~'A-module. Donc J est de type fini et S~'A est noethérien.

Proposition 3.3.6. Soit S une partie multiplicative de A. Les correspondances
g qnNA, p—Slp

établissent une bijection (réciproque l'une de lautre) de ’ensemble des idéaux
premiers de ST A avec I’ensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant pas

S.

Preuve: Notons d’abord que si q est un idéal premier de A,, ¢N A est un idéal
premier de A ('image réciproque par un homomorphisme d’anneaux d’un idéal
premier est un idéal premier). De plus (q N A) NS = 0 car sinon, si s est dans
I'intersection, on a s € q et s € (S~1A)*, Ce qui impliquerait que q = S~1A4, et
ce n’est pas un idéal premier !

Inversement, si p est un idéal premier de A avec p NS = ), montrons que
S~1p est premier dans S~1A. C’est un idéal propre car 1 = a/s avec a € p,
s € S implierait que o = s € pN S. Ensuite, si a;/s1 X ag/ss € S™1p, alors
aias € p, donce, par exemple a; € p. Il suit que oy /s; € S~ 1p.

Il reste & montrer que (S~!p)N A =pet S~ (qN A) = q pour p,q comme
dans I'énoncé. On a clairement p C (S7'p)NAet S~1(qn A) Cq.

Soit @ = a/s € (S7p) N A. Alors sa = a € p. Comme s ¢ p puisque S N p
est vide, on a a € p. Donc (S71A) Np C p et on a l'égalité. Soit x = a/s € q.
Alors a = st € qNAet x = a/s € S71(qN A). Ce qui montre I'inclusion
q C S71(qN A) et donc 'égalite.

Corollaire 3.3.7. Awvec les notations de la propostion ci-dessus, si de plus p est
un idéal mazimal de A, alors S™1p est un idéal mazimal de ST A.

Preuve: Sip est maximal, et si S™'p est contenu dans un idéal maximal q de
S7LA, alors p = qN A, et donc S~'p = q est un idéal maximal.

Définition 3.3.8 On dit qu’un anneau A est local s’il admet un unique idéal
maximal. Par exemple, un corps est un anneau local. L’idéal maximal d’un
anneau local contient tous les idéaux premiers.

Exercice 3.3.9 Un anneau A est local si et seulement si A\ A* est un idéal.
Ce sera alors I'idéal maximal de A. Si I est un idéal de A, alors A\ I = A* si
et seulement si I est 'unique idéal maximal de A.

Exemple 3.3.10 L’anneau Z n’est pas local.

Exemple 3.3.11 Soit A un anneau intégre. Soit p un idéal premier de A. Alors
A, est un anneau local, d’idéal maximal S™'p, ot S = A\ p. En effet par
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la proposition 3.3.6, S~!p est un idéal premier puisque p NS = ). De plus, les
idéaux premiers de A, sont de la forme S~'p’ avec p'NS = 0 donc p’ C A\S =p
et S~1'p’ est contenu dans S~ !p.

Cet exemple est fondamental. A partir de p, on a construit un anneau dont
les idéaux premiers correspondent & ceux de A contenus dans p. Ce qui simplifie
considérablement la structure du nouvel anneau.

Il existe une explication du terme « local » provenant de la géométrie algé-
brique.

Proposition 3.3.12. Soit A un anneau intégre et intégralement clos, alors
STLA est intégralement clos.

Preuve: Soit z € Frac(S™1A) = Frac(A) = K un élément entier sur S~1A. On
a une relation entiére

z" + (an_l/sn_l):rnfl +---+(ap/s0) =0, a; €A s €S

En prenant s = sgsy - -+ $,_1, on obtient une relation entiére de sx sur A, donc
sr € Aet x € ST'A. Autrement dit, S~'A est intégralement clos.

Proposition 3.3.13. Si A est un anneau de Dedekind, alors S™'A est soit un
corps, soit un anneau de Dedekind.

Preuve: D’aprés ce qui précéde, S™!A est intégre, intégralment close et noethé-
rien. Enfin, tout idéal premier de S~! A est de la forme S~'p avec p idéal premier
de A. Comme p est nul ou maximal, il en est de méme pour S~'p d’aprés 3.3.6.
Si S~1A n’est pas un corps, c’est alors un anneau de Dedekind.

Un point intéressant avec la localisation est qu’elle permet de rendre un idéal
principal en ajoutant juste un dénominateur.

Exercice 3.3.14 Trouver une partie multiplicative S de Z, différente de Z\ {0},
telle que S™1Z = Q.

Exercice 3.3.15 Si A est principal (resp. factoriel), montrer que S—'A est
principal (resp. factoriel).

3.3.2 Anneaux de valuation discréte

Nous avons vu que les anneaux de Dedekind locaux sont principaux (pro-
position 3.1.27). Une fagon de construire de tels anneaux est donnée par les
valuations discrétes.

Définition 3.3.16 Soit K un corps. Une valuation discréte sur K est une ap-
plication v : K* — Z (et on conviendra souvent que v s’étend sur K en posant
v(0) = 400) telle que pour tous a,b € K*

1. v(ab) = v(a) + v(b) (c’est un homomorphisme de groupes); en particuler
v(l) = 0.
2. v(a+b) > min{v(a),v(b)} (sia+b=0, il n’y a pas de condition).
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On dit que la valuation est non triviale si v(K*) # {0} et qu’elle est normalisée
si v(K*) = Z (en général c’est un sous-groupe non nul de Z, donc de la forme
dZ). Nous n’utiliserons que les valuations non triviales dans ce cours.

Exemple 3.3.17 Soit p un nombre premier. On a une valuation p-adique sur
@, définie comme suit. Tout nombre rationnel z non nul s’écrit de fagon unique
a/b avec a,b € Z premiers entre eux et b > 0. On décompose a = p"u, b = p*v
avec r,s € N et u,v premiers & p. Alors la valuation p-adique v,(x) est égale a
vp(a) —vp(b) =7 — 5. On a z = p*»@c/d avec ¢,d € Z premiers A p.

Un corps K muni d’une valuation discréte non triviale v est appelé un corps
de valuation discréte. L’ensemble

O, :={a€ K* | v(a) >0} U{0}.

est un sous-anneau de K, appelé un anneau de valuation discréte, ou I’anneau
de valuation de (K, v). Le sous-ensemble

m, :={a € K* | v(a) >0} U{0}
est un idéal de O,.

Proposition 3.3.18. Un anneau A est un anneau de valuation discréte si et
seulement si c’est un anneau de Dedekind local. Son idéal maximal est alors m,,.

Preuve: Supposons que A est un anneau de valuation discréte. Si a € A\ m,,
alors v(1/a) = —v(a) = 0, donc 1/a € A et a € A*. Ce qui montre que A est
local d’idéal maximal m,,. Soit I un idéal non nul de A. Soit x¢ € I de valuation
minimale. Alors pour tout x € I, v(z/x¢) > 0, donc z/xg € A et I = zgA. Ce
qui prouve que A est principal. La valuation étant non triviale, il existe a € K
non nul avec v(a) > 0. Donc a € A et 1/a ¢ A et A n’est pas un corps.

Inversement, soit A un anneau de Dedekind local. Il est alors principal
(3.1.27). Soit ¢t un générateur de 'idéal maximal m de A. Comme A est un
anneau factoriel, ¢ est un élément premier et pour tout a € A non nul, il existe
un unique n > 0 tel que a = t"u avec u € A\ tA = A*. On pose v(a) = n. Cela
définit une application A\ {0} — N qui est multiplicative et qui s’étend en une
valuation discréte non triviale sur K = Frac(A) (les détails sont & vérifier laissés
aux ).

La proposition suivante est un principe local-global (si une certaine pro-
priété est vraie en localisant en tous les idéaux maximaux, alors elle est vraie
globalement).

Proposition 3.3.19. Soient I,J deux idéaux dans un anneau intégre A. Si
TA,, C JA, pour tout idéal maximal m de A, alors I C J.

Preuve: Soit 8 € I et considérons

H={a€A|ap e J}.



58 CHAPITRE 3. ANNEAUX DE DEDEKIND

C’est un idéal de A. On veut montrer que H = A, ce qui impliquera que 1 € H
et donc que 8 € J. Si H est un idéal propre, il est contenu dans un idéal maximal
m de A. Comme [A,, C JA, par hypothése, il existe a € J, s € A\ m tels que
B =a/s. Donc s8 € J et s € H C m. Mais s ¢ m. Contradiction.

Theorem 3.3.20. Soit A un anneau intégre noethérien qui n’est pas un corps.
Alors A est un anneau de Dedekind si et seulement si pour tout idéal maximal
m de A, la localisation A est un anneau de valuation discréte.

Preuve: Supposons vérifiée la propriété sur les localisations Ay,. Soit z = a/b €
K = Frac(A) (avec a,b € A) entier sur A. Alors pour tout idéal maximal m de A,
x € Frac(Ay) est entier sur Ay,. Ce qui montre que = € Ay,. Donc aAy, C bA,,
pour tout idéal maximal m. La proposition 3.3.19 montre alors que aA C bA,
donc a € bA et x € A. Ce qui montre que A est intégralement clos.

Soit p un idéal premier non nul de A. Soit m un idéal maximal de A contenant
p. Alors pA,, est un idéal premier non nul de A, (proposition 3.3.6), donc égal
a mAy. Il suit que p =m (loc. cit.) et p est maximal. On a donc montré que A
est un anneau de Dedekind.

Inversement, si A est un anneau de Dedekind, alors Ay, est un anneau de
Dedekind local (3.3.13). On peut donc appliquer la proposition 3.1.27.

Remarque 3.3.21 Soit p un idéal maximal de A, on peut définir une sorte
d’évaluation v, en p sur 'ensemble des idéaux fractionnaires de A de la fagon
suivante. Soit I un idéal non nul de A. Si p ne contient pas I, on pose v, (1) = 0.
Sinon, on pose v, (I) = r 'exposant de p dans la décomposition de I. Ceci définit
une application multiplicative de I’ensemble des idéaux non nuls de A dans Z.
Elle s’é¢tend en un homomorphisme de groupes vy, : I(4) — Z.

Exercice 3.3.22 Soient I, J deux idéaux non nuls de A. Montrer que I C J si
et seulement is v, (I) > v, (J) pour tous idéaux maximaux p de A.



Chapitre 4

Groupe des classes des corps
de nombres

Le groupe des classes d’un anneau de Dedekind A est un groupe commutatif
qui mesure en quelque sorte le défaut de A a étre principal. Il est trivial si et
seulement si A est principal, cf. proposition 3.1.24. Plus précisément, si I est
un idéal non nul de A, et si sa classe dans CI1(A) est d’ordre fini égal a e, alors
I¢ est un idéal principal. Dans ce chapitre nous étudions le groupe des classes
de ’anneau des entiers d’un corps de nombres. Nous montrons notamment que
ce groupe est fini (4.1.8) et donnons aussi une borne en termes de certains
invariants du corps de nombres (4.2.10).

4.1 Finitude du groupe des classes

Pour évaluer la taille de CI(A) lorsque A est un anneau d’entiers, on va
montrer que tout idéal fractionnaire est équivalent a un idéal de petite norme.

4.1.1 Norme absolue

Proposition 4.1.1 (et définition). Soit L un corps de nombres. Soit I un idéal
non nul de Or. Alors lanneau quotient Or /I est fini. Son cardinal est appelé
la norme de I et est noté N(I).

Preuve: Soit b € I non nul. Son polyndéme minimal sur Q appartient a Z[X],
et le terme constant ag est non nul. On a un isomorphisme Z-linéaire Z" ~ Oy,
(corollaire 2.3.6), d’on une application surjective

Z”/aOZ” ~ OL/CL()OL — OL/I

par composition. Comme le membre de gauche est fini (il a af éléments), celui
de droite aussi.

59
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Exemple 4.1.2 Lorsque L = Q, on a I = dZ pour un d # 0 et donc N(I) = |d|.

Lemme 4.1.3. Soit q un idéal mazximal de Op, soit p le générateur premier de
lidéal mazimal q N Z = pZ et notons fq = [Op/q : Z/pZ]. Alors N(q") = p"7a
pour tout r > 0 (par convention q° = Oy,).

Preuve: Le cas r = 1 est immédiat. Pour tout r > 2, le noyau de la surjection
canonique Or,/q" — Or/q" ! est égal q"/q" ! ~ O /q (lemme 3.2.4) qui est de
cardinal pfe. Cela implique immédiatement le résultat recherché par récurrence
sur 7.

Proposition 4.1.4. Soit L un corps de nombre.

(1) Soit I un idéal non nul de Oy, et soit
I= H q;°

une décomposition en product d’idéaur mazimauz (a priori non nécessaire-
ment distincts). Soit p; € N tel que q;NZ = p;Z et soit f; = [Or/q; : Z/p;Z)].

Alors
N(I) = Hpiiri.

(2) SiI,J C O sont non nuls, alors N(IJ) = N(I)N(J).

Preuve: (1) En regroupant les q;, on peut les supposer deux a deux distincts.
Le théoréme des restes chinois 3.1.31 implique que O /I ~ ][, Or/q;", donc

01/ =TTI0w/ar| = [] N

On conclut par le lemme qui précéde.
(2) Quitte & admettre des exposants nuls, on peut écrire

I=1la, 7=]Ja"
i i

Donc IJ =[], q/*®. Légalité N(IJ) = N(I)N(J) est alors une conséquence
immédiate de (1).

Proposition 4.1.5. Soit L un corps de nombres, soit « € O non nul. Alors
N(aOr) = [Ny jg(a)l.

Preuve: Le Z-module Oy, est libre de rang n := [L : Q]. Il existe une base
{e1,...,en} de O comme Z-module et ay,...,a, € Z des entiers non nuls tels
que {ajeq,...,aye, } soit une base de a@y, (théoréme de la base adaptée 1.3.2).
Or {aey,...,ae,} est aussi une base de aQy, sur Z, il existe donc une matrice
inversible U € GL,(Z) telle que (aey,...,ae,)t =U - (are1, ..., ane,)t. Soit M
la matrice de lapplication [a] : O, — Oy, (multiplcation par «). Alors M = UD
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ot D est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont ay,...,a,. Par
conséquent,

2

INL/q(a)| = |det M| = |detU|\Hai| = H\ai|.

D’autre part N(aOp) = |0r/aOr| = |[],Z/a;Z| = |]]; a;|. D’ou la proposi-

tion.

4.1.2 Application au groupe des classes

La norme absolue est une mesure sur ’ensemble des idéaux non nuls de Op,.
Le lemme suivant dit que ’espace des idéaux est discret.

Lemme 4.1.6. Fizons un corps de nombres L. Soit ¢ > 0 un nombre réel. Alors
lensemble des idéaux non nuls J de Oy, tels que N(J) < ¢ est fini.

Prewve: Soit J =[], q;" la factorisationc avec r; > 1 et N(J) < c. Soit p;Z =
q;:NZ. Alors N(J) = Hlp:f < ¢. Donc p; < cet r; <c¢. Comme il n’y a qu'un
nombre fini de q; contenant p;Op, avec p; fixé, on voit que les ensembles des g;
et des r; qui interviennent dans la factorisation des J de N(J) < ¢ sont finis. Il
n’y a donc qu’un nombre fini de J avec N(J) < c.

Lemme 4.1.7. Soit L un corps de nombres. Alors il existe une constante réelle
c > 0 avec la propriété suivante : pour tout idéal fractionnaire M de Oy, il
existe o € K* et un idéal non nul J de Of, tels que M = aJ et N(J) < c.

Preuyve: On va montrer le lemme en trois étapes. Soit n = [L : Q] et fixons une
base ey, ...,e, de Op sur Z. C’est aussi une base de L sur Q.

(A) Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout (a1,...,a,) € Q*, on
art
|NL/Q(Z aie;)| < cmax{fa;|"}. (4.1)
K2

Pour tous (t1,...,t,) € Q", notons x = ). t;e;. L’application Q-linéaire [z] :
L — L multiplication par « vérifie [z] = ), t;[e;], donc sa matrice dans une
base de L/Q s’écrit Mat([z]) = >, t;Mat([e;]). Il existe donc un polynéme
P(Ty,...,T,) € Q[Ty,...,T,] tel que

Npq(v) = det[z] = P(t1,...,tn)
pour tous z. Il existe une constante réelle ¢ > 0 telle que
|P(t1, - tn)] <e¢, V(t1,...,tn) €10,1]™.
Pour tout (a1, ,a,) € Q" non nul, on prend a € Q tel que |a| = max;{|a;|}.

Alors

NL/Q(Z aie;) = a”NL/Q(Z(ai/a)ei) =a"P(a1/a,...,a,/a).

K2
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D’ot [N q(>_; aies)| < cmax;{|a;|"}.

(B) Pour tout idéal non nul J de Oy, il existe un o € J non nul tel que
INz q(a)| < eN(J). Considérons I’ensemble

E:{Zaieie(’)L|ai€Z,O§ai§N(J)1/"}.

(3

Alors
|E| = (IN()Y" +1)" > N(J).

Donc il existe x,y € E distincts ayant la méme image dans O, /J (ce dernier a
N(J) éléments). Leur différence o € Oy, vérifie

[NL/g(a)] < eN(J)

car les coordonnées de o dans la base e; appartiennent a [—N(J)/™, N(J)'/"].

(C) Preuve du lemme. L’idéal fractionnaire M1 est équivalent & un idéal
non nul J' de Of, (proposition 3.1.10). Par (B), il existe o € J’ non nul tel que
INL/q(a)] < eN(J'). Soit J = '~ € Op. Ona aOp = J'J, donc N(aOp) =
N(J')N(J). I résulte de la proposition 4.1.5 que N (J) = Ny q(a)|N(J)~ <
c. Comme M est équivalent & J'~1 donc & J, le lemme est prouvé.

Theorem 4.1.8. Soit L un corps de nombres. Alors C1(Op) est fini.

Preuve: D’aprés le lemme 4.1.7 ci-dessus, il existe une constante ¢ > 0 telle que
tout idéal fractionnaire soit équivalent a un idéal non nul J de norme N (J) < c.
Mais il n’existe qu’un nombre fini de tels J d’apreés le lemme 4.1.6. Donc C1(Oy,)
est fini.

Corollaire 4.1.9. Soit ¢ une constante donnée par le lemme 4.1.7. Alors C1(Op,)
est engendré par les classes des idéaux mazimauz q avec N(q) < c. De plus, ces
idéaux mazimauz vérifient qNZ = pZ avec pfa < ¢ o fq est le degré de l’ex-
tension résiduelle Z — Oy, en q.

Exemple 4.1.10 Soit L = Q[v/2]. Alors {1,v/2} est une base de Oy, sur Z et
la constante ¢ = 2 convient pour lemme 4.1.7. Pour déterminer C1(Op,), on doit
donc chercher les q au-dessus de p = 2. On a Op = Z[V/2] ~ Z[X]/(X? - 2).
Comme X2 —2 = X? mod 2, on a 20, = ¢% avec q2 = (2,v2) = V20,
(théoréme 3.2.11). Donc qq est principal et C1(Or) = 1. Par suite Z[v/2] est
un anneau principal. En fait il est facile de montrer que c’est méme un anneau
euclidien.



