
Chapitre 1

Rappels et compléments

d'algèbre commutative.

Tous les anneaux considérés dans ce cours sont commutatifs unitaires. Les
homomorphismes d'anneaux A→ B envoient 1A sur 1B par dé�nition.

1.1 Anneaux et modules noethériens

Soit A un anneau (commutatif unitaire).

Dé�nition 1.1.1 Un A-module M est de type �ni s'il est engendré par une
famille �nie. Il est noethérien si tous ses sous-modules sont de type �ni. En
particulier M lui-même est de type �ni. On dira que A est noethérien s'il est
noethérien en tant que A-module (équivalent : tout idéal est de type �ni).

Concrètement, M est de type �ni s'il existe x1, . . . , xn ∈ M tels que M
soit engendré par les xi. Cela revient à dire que tout x ∈ M s'écrit comme
x = a1x1 + · · · + anxn pour certains a1, . . . , an ∈ A. Quand cela est le cas, on
écrit aussi

M = Ax1 + · · ·+Axn.

Exemple 1.1.2 1. Un corps est toujours noethérien. Un espace vectoriel sur
un corps K est noethérien si et seulement s'il est de dimension �nie.

2. L'anneau Z (ou plus généralement un anneau principal) est noethérien
puisque tout idéal est principal.

3. Q est un anneau noethérien, mais comme Z-module il n'est pas noethérien.

4. L'anneau des polynômes à coe�cients dans un corps et à une in�nité de
variables n'est pas noethérien.

5. L'ensemble des fonctions (resp. fonctions continues ; resp. fonctions C∞)
de R dans R est un anneau non noethérien.
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6 CHAPITRE 1. ALGÈBRE COMMUTATIVE

La proposition suivante nécessite l'axiome du choix.

Proposition 1.1.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est noethérien ;

(ii) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire ;

(iii) tout ensemble non vide de sous-modules de M admet un élément maximal
(pour l'inclusion).

Démonstration. (i) ⇒ (ii). La réunion est un sous-module, de type �ni, donc
égal à un des sous-modules.

(ii) ⇒ (iii) Soit F un tel ensemble. S'il n'a pas d'élément maximal, alors on
peut construire une suite strictement croissante in�nie avec des sous-modules
appartenant à F .

(iii) ⇒ (i). Soit N un sous-module. Soit F l'ensemble des sous-modules de
N de type �ni. Alors F est non vide car il contient {0}. Soit N0 un élément
maximal de F . Pour tout x ∈ N , N0 + xA ∈ F , donc x ∈ N0 et N = N0 est de
type �ni.

En restant dans les axiomatiques ZF (sans l'axiome du choix donc), (i) n'im-
plique pas (iii). Il est alors possible de dé�nir les modules noethériens avec la
propriété (iii) qui est plus forte que (i). Avec cette dé�nition, les énoncés de
ce paragraphe restent vrais. Les anneaux qu'on rencontrera dans ce cours sont
noethériens dans le sens fort (iii).

Proposition 1.1.4. La classe des A-modules noethériens est stable par sous-
module, quotient, extension (suite exacte) et somme directe �nie.

Démonstration. Pour M ⊕N : utiliser la projection dans N .

Corollaire 1.1.5. Soit A un anneau noethérien. Alors M est noethérien si et
seulement si M est de type �ni.

Le théorème suivant ne sera pas montré en cours.

Theorem 1.1.6. (Théorème de Transfert de Hilbert) Si A est noethérien, alors
l'anneau des polynômes A[X] est noethérien.

Démonstration. Soit I un idéal de A[X]. Pour tout d ≥ 0, posons

Jd = {a ∈ A | ∃ F (X) = aXd + ad−1X
d−1 + ...+ a0 ∈ I}.

C'est l'ensemble des coe�cients dominants des polynômes de degré d dans I
union {0}. C'est un idéal de A et on a Jd ⊆ Jd+1 pour tout d ≥ 0. On a donc
une suite croissante d'idéaux dans A. D'après la proposition 1.1.3, la suite est
stationnaire et donc il existe N ≥ 0 tel que Jd = Jd+1 pour tout d ≥ N . Pour
tout d ≤ N , on prend un système de générateurs {ad,1, ..., ad,md

} de Jd (c'est-
à-dire que Jd est engendré par {ad,1, ..., ad,md

}). Pour tout j ≤ md, on �xe un
élément

Fd,j(X) = ad,jX
d + {termes de degré ≤ d− 1} ∈ I.
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Montrons que I est engendré par l'ensemble S = {Fd,j(X) | 0 ≤ d ≤ N, 1 ≤ j ≤
md}. Ce qui impliquera que I est de type �ni et donc que A[X] est noethérien.

Soit I ′ l'idéal de A[X] engendré par S. Alors I ′ ⊆ I car S ⊆ I. Supposons que
I 6= I ′ et montrons qu'il y a une contradiction. Soit P (X) = aXd+...+a0 ∈ I\I ′
de degré d minimal parmi les polynômes de I \ I ′. On a a ∈ Jd. Supposons
d'abord d ≤ N . Alors Jd = JN . Il existe donc cN,1, ..., cN,mN

∈ A tels que
a =

∑
1≤j≤md

cN,jaN,j . Considérons

Q(X) := P (X)−
∑

1≤j≤mN

cN,jFN,j(X)Xd−N .

Alors Q(X) ∈ I \ I ′, degQ(X) < d. Impossible.
Supposons maintenant d < N . Comme pour JN , il existe cd,1, ..., cd,md

tels
que a =

∑
1≤j≤md

cd,jad,j . Considérons

Q(X) := P (X)−
∑

1≤j≤md

cd,jFd,j(X).

Alors Q(X) ∈ I \ I ′, degQ(X) ≤ d− 1. On a de nouveau une contradiction.

1.2 Algèbres sur un anneau

Dé�nition 1.2.1 Soit A un anneau. Une A-algèbre est un anneau B muni d'un
homomorphisme d'anneaux φ : A→ B.

Les exemples typiques sont les sur-anneaux A ⊆ B, les anneaux quotients
A → B = A/I, les anneaux de polynômes à coe�cients dans A (la structure
d'algèbre est donnée par a 7→ a polynôme constant), et les anneaux quotients
de ces derniers.

Une extension de corps L/K correspond à une K-algèbre L qui est un corps,
l'homomorphisme K → L qui dé�nit la structure étant l'inclusion.

Soient φ : A → B et ψ : A → C des A-algèbres. Un homomorphisme de
A-algèbres f : B → C est un homomorphisme d'anneaux tel que f ◦ φ = ψ.
Lorsque φ, ψ sont des inclusions, cela veut dire que f |A est égal à l'identité.

Soit φ : A → B une A-algèbre. On a alors naturellement une structure de
A-module sur B en posant pour la multiplication externe a ? b = φ(a)b pour
tout a ∈ A et pour tout b ∈ B. Une A-algèbre �nie est une A-algèbre qui est de
type �ni en tant que A-module (avec la structure décrite ci-avant). On dit que
B est une A-algèbre de type �ni si B est isomorphe, en tant que A-algèbre, à
un quotient d'un anneau de polynômes A[T1, . . . , Tn].

Soit
F (T1, . . . , Tn) =

∑
ν∈Nn

avT
ν1
1 · · ·T νn

n ∈ A[T1, . . . , Tn].

Soient b1, . . . , bn ∈ B. On note

F (b1, . . . , bn) =
∑

ν∈Nn

φ(av)bν1
1 · · · bνn

n ∈ B.
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C'est une �expression polynomiale� en les b1, . . . , bn. On note A[b1, . . . , bn] l'en-
semble de ces expressions polynomiales quand F (T1, . . . , Tn) parcourt l'ensemble
A[T1, . . . , Tn]. C'est une sous-A-algèbre de B. Avec cette notation, on a B �nie
sur A s'il existe b1, . . . , bn ∈ B tels que

B = Ab1 + · · ·+Abn.

Tandis que B est de type �ni sur A s'il existe b1, . . . , bn ∈ B tels que

B = A[b1, . . . , bn].

Ce qui est une condition plus faible qu'être �nie.

Exemple 1.2.2 Tout anneau admet une unique structure de Z-algèbre.

Corollaire 1.2.3. Si A est noethérien (par exemple si c'est un corps ou un
anneau principal), alors toute A-algèbre de type �ni est un anneau noethérien.

Exemple 1.2.4 L'anneau des polynômes A[T ] est naturellement une A-algè-
bre, de type �ni par dé�nition, mais pas �nie. En e�et, si A[T ] était engendré
par P1(T ), . . . , Pn(T ) en tant que A-module, alors tout élément de A[T ] serait
de la forme

∑
1≤i≤n aiPi(T ) avec ai ∈ A, et serait de degré ≤ maxi{Pi(T )}.

Absurde.

Exemple 1.2.5 Soit P (T ) = T d + ad−1T
d−1 + · · · + a1T + a0 ∈ A[T ]. Alors

B = A[T ]/(P (T )A[T ]) est une A-algèbre �nie. En e�et en utilisant la division
euclidienne par P (T ) dans A[T ], ce qui est possible car P (T ) est unitaire, on
voit que B est engendré comme A-module par la famille {1, t, . . . , td−1} où t ∈ B
est la classe de T modulo P (T )A[T ].

Exercice 1.2.6 Soit F (T ) = adT
d+ad−1T

d−1+· · ·+a1T+a0A[T ] un polynôme.
Supposons que B = A[T ]/(F (T )A[T ]) soit �ni sur A. Notons t la classe de T
dans l'anneau quotient B.

1. Montrer qu'il existe n > 0 tel que {1, t, . . . , tn−1} soit une famille généra-
trice de B comme A-module. En déduire qu'il existe un polynôme unitaire
P (T ) ∈ A[T ] de degré n tel que P (t) = 0.

2. Supposons de plus que A est intègre. Montrer que F (T ) est unitaire.

Soit B une A-algèbre et soit M un B-module. Alors M a naturellement une
structure de A-module. Le produit externe étant dé�ni par a × x = φ(a)x si
φ : A→ B dé�nit la structure de A-algèbre sur B.

Proposition 1.2.7. (Transitivité) Soit B une A-algèbre �nie et soit M un B-
module de type de �ni. Alors M , en tant que A-module, est de type �ni. En
particulière, une algèbre �nie sur B est une algèbre �nie sur A.
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Démonstration. Soit M =
∑

1≤i≤nBxi et B =
∑

1≤j≤mAbj . Alors

M =
∑

1≤i≤n;1≤j≤m

A(bjxi).

Corollaire 1.2.8. Sous les hypothèses de la proposition, toute B-algèbre �nie
est aussi une A-algèbre �nie.

1.3 Modules sur un anneau principal

Rappelons qu'un anneau A est principal s'il est intègre, et si tout idéal de
A est engendré par un élément. En général on convient implicitement que A
n'est pas un corps. Exemples usuels : Z, K[x], Z[i]. On en verra quelques autres.
Mais parmi les anneaux d'entiers, il n'en existe pas beaucoup. Une façon de
montrer qu'un anneau A est principal est de montrer qu'il est euclidien, c'est-à-
dire qu'on a une division euclidienne sur l'anneau (c'est le cas des trois exemples
précédents). Mais un anneau principal n'est pas nécessairement euclidien.

Les modules sur un anneau sont des généralisations des espaces vectoriels
sur un corps. Mais contrairement aux espaces vectoriels, un module n'admet pas
nécessairement une base. Par exemple Z/2Z vu comme Z-module est non nul,
mais n'a aucune famille libre (tout vecteur x est �tué par 2� : 2x = 0). Cependant,
sur un anneau principal, la structure des modules est particulièrement simple.
Soit A un anneau principal. Soit M un A-module. L'ensemble

Mt = ∪a∈A,a 6=0{x ∈M | ax = 0}

est un sous-module de A, appelé la torsion deM . Si A = Z, cela correspond aux
éléments d'ordre �ni dans le groupe abélienM . On dit queM est sans torsion si
Mt = {0}. Les deux théorèmes qui suivent ont été vus au semestre d'automne.

Theorem 1.3.1. Supposons A principal. Soit M un module de type �ni sur A.
Alors M/Mt est libre de rang �ni, Mt est de type �ni, et M est isomorphe (non
canoniquement) à la somme directe

M ' (M/Mt)⊕Mt.

En particulier, M est libre si et seulement s'il est sans torsion sur A.

Theorem 1.3.2. (Base adaptée) Soit M un module libre de rang �ni m sur A.
Soit N un sous-module de M . Alors N est libre de rang n ≤ m. De plus il existe
une base {e1, . . . , es, . . . em} de M et des éléments a1, . . . , an ∈ A non nuls tels
que

N = ⊕1≤i≤naieiA, a1 | a2 | · · · | an.

La suite décroissante des idéaux a1A ⊇ · · · ⊇ anA est unique.
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Remarque 1.3.3 Le théorème dit qu'un sous-module N ⊆M possède toujours
une base de la forme {a1e1, . . . , amem} pour un choix convenable des ei. En
revanche il est faux en générale qu'une base de N se complète en une base
de M de cette façon, même à homothétie près. Prenons par exemple M = Z3

avec la base canonique ε1, ε2, ε3. Soit N le sous-module de M engendré par
f1 := ε1, f2 := ε1 + 2ε2 + 2ε3. Ces derniers forment une base de N . Mais il
n'existe pas de base e1, e2, e3 de M et des ai ∈ Z tels que f1 = a1e1, f2 = a2e2.
C'est-à-dire qu'on ne peut pas imposer une base de N dans le théorème.

1.4 Rappel sur le lemme de Gauss dans les an-
neaux factoriels

On se donne un anneau factoriel A, de corps de fractions K.

Proposition 1.4.1. (Lemme de Gauss) Soit A factoriel de corps des fractions
K.

(1) Soient F,G ∈ A[X] non nuls. Alors

cont(F (X)G(X)) = cont(F (X))cont(G(X))

(à association près).

(2) Soit f(X) ∈ K[X] non nul. Alors cont(f(X)) ∈ K∗ est dé�ni à multiplica-
tion par une unité de A près, et cont(fg) = cont(f)cont(g).

(3) Si f(X) ∈ K[X] est unitaire, alors

cont(f(X)) ∈ A−1 := {1/a | a ∈ A \ {0}},

et on a cont(f(X)) = 1 si et seulement si f(X) ∈ A[X].

(4) L'anneau A[X] est factoriel. Ses éléments irréductibles sont les irréductibles
de A et les polynômes F (X) ∈ A[X] non constants irréductibles dans K[X]
et de contenu 1.

Démonstration. (3) Attention, le contenu d'un polynôme est dé�ni à multipli-
cation par un élément inversible de A près. On écrit

f(X) = Xn +
an−1

a
Xn−1 + · · ·+ a1

a
X +

a0

a

avec a, ai ∈ A et a 6= 0. Alors

cont(f) =
cont(af)

a
=

pgcd{a, an−1, . . . , a0}
a

.

Donc 1/cont(f) ∈ A. Si cont(f) = 1, alors pgcd{a, an−1, . . . , a0} = a, donc a | ai

pour tout i et f(X) ∈ A[X].



Chapitre 2

Extensions entières

2.1 Éléments entiers

Soient A un anneau intègre, sous-anneau d'un anneau intègre B. On peut
donc considérer B comme une A-algèbre.

Dé�nition 2.1.1 On dit qu'un élément b ∈ B est entier sur A s'il existe un
polynôme unitaire P (X) ∈ A[X] tel que P (b) = 0. Autrement dit, s'il existe
a0, ..., ad−1 ∈ A (d ≥ 1) tels que

bd + ad−1b
d−1 + · · ·+ a0 = 0.

L'équation ci-dessus dé�nit une relation entière de b sur A. Tout élément de A
est entier sur A. On dit que B est entier sur A si tous ses éléments sont entiers
sur A. On dira aussi que B est une extension entière de A.

Exemple 2.1.2 Les éléments
√

2, i =
√
−1,

√
2 + i, (

√
5 + 1)/2 sont entiers sur

Z : ce sont des zéros respectivement des polynômes

X2 − 2, X2 + 1, X4 − 2X2 + 9, X2 −X − 1 ∈ Z[X].

Par contre
√

2/2 = 1/
√

2 n'est pas entier sur Z. Cela se montre directement en
considérant une relation entière éventuelle sur Z. Voir aussi 2.1.4.

Lorsque A,B sont des corps, les éléments entiers sont les éléments algé-
briques. Mais lorsque A n'est pas un corps, il ne su�t pas que b soit zéro d'un
polynôme non nul, car on ne peut pas rendre unitaire un polynôme non nul en
divisant par le coe�cient dominant.

Tout élément de B entier sur A est algébrique sur Frac(A). Réciproquement,
quels sont les éléments algébriques qui sont entiers sur A ?

Proposition 2.1.3. Soit A un anneau factoriel de corps de fractions K. Soit
L/K une extension de corps. Alors b ∈ L est entier sur A si et seulement si son
polynôme minimal m(X) appartient à A[X].

11
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Démonstration. Supposons que b ∈ L soit entier sur A. Il existe un polynôme
unitaire F (X) ∈ A[X] qui annule b. On a F (X) = m(X)g(X) pour un certain
g(X) ∈ K[X] unitaire. Or cont(m(X)), cont(g(X)) ∈ A−1 et leur produit vaut
1, donc cont(m(X)) = 1 et m(X) ∈ A[X] (proposition 1.4.1(3)).

La réciproque est immédiate.

Exemple 2.1.4 Le polynôme minimal de
√

2/2 est X2 − 1/4 6∈ Z[X]. Donc√
2/2 n'est pas entier sur Z.

Exercice 2.1.5 Trouver l'ensemble des éléments de Q[
√
d] entiers sur Z, où

d ∈ Z est sans facteur carré (c'est Z[(
√
d + 1)/2] ou Z[

√
d] selon que d ≡ 1

mod 4 ou non).

On sait que dans les extensions de corps, les éléments algébriques sont stables
par addition et multiplication. Nous allons montrer la même propriété pour les
éléments entiers (corollaire 2.1.9(2)).

Lemme 2.1.6 (Cayley-Hamilton). SoitM un module de type �ni sur un anneau
A et soit φ un endomorphisme A-linéaire de M . Alors il existe un polynôme
unitaire χ(X) ∈ A[X] tel que χ(φ) ≡ 0.

Démonstration. Soit x1, . . . , xn une famille génératrice de M . Il existe une ma-
trice N = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(A) telle que

φ(xi) =
∑

1≤j≤n

aijxj , ∀i ≤ n.

Soit
C = {P (φ) ∈ EndA(M) | P (X) ∈ A[X]}.

C'est un sous-anneau commutatif unitaire de EndA(M), et les éléments de A
s'envoient dedans comme des homothéties. On peut écrire les identités ci-dessus
formellement comme

(φ.In −N).(x1, . . . , xn)t = 0,

avec φ.In − N vue comme une matrice à coe�cients dans C. Considérons sa
comatrice com(φ.In −N) qui est également dans Mn(C). On a alors

tcom(φ.In −N).(φ.In −N).(x1, . . . , xn)t = 0.

Or
tcom(φ.In −N).(φ.In −N) = det(φ.In −N) = χN (φ)

où χN (X) ∈ A[X] est le polynôme caractéristique de la matrice N ∈Mn(A). Il
suit que χN (φ) ≡ 0 puisque cet endomorphisme envoie une famille génératrice
de M sur le vecteur 0.

Proposition 2.1.7. Soient A ⊆ B des anneaux intègres. Soit b ∈ B. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
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(i) b est entier sur A ;

(ii) La sous-A-algèbre

A[b] := {F (b) | F (X) ∈ A[X]}

de B est �nie sur A ;

(iii) Il existe un sous-A-module M 6= 0 de B de type �ni sur A et stable par la
multiplication par b.

Démonstration. (i) =⇒ (ii). Soit P (X) ∈ A[X] un polynôme unitaire que annule
b. Par division euclidienne par P (X), on est ramené à ne considérer que les F (b)
avec degF (X) ≤ d := degP (X). Donc A[b] est engendré par {1, b, . . . , bd−1}.

(ii) =⇒ (iii). Prendre M = A[b].
(iii) =⇒ (i). La multiplication par b induit un endomorphisme A-linéaire

[b] du A-module M , et ce dernier est par hypothèse de type �ni. Par Cayley-
Hamilton 2.1.6, il existe un polynôme unitaire χ(X) ∈ A[X] tel que χ([b]) = 0
comme endomorphisme de M . Or χ([b]) est la multiplication par χ(b) ∈ B.
Comme M ⊆ B et que ce dernier est un anneau intègre, on en déduit que
χ(b) = 0 dans B et donc que b est entier sur A.

Corollaire 2.1.8. Soit A ⊆ B comme avant. Si B est �ni sur A, alors il est
entier sur A.

Démonstration. Cela résulte de 2.1.7(iii) en prenant M = B.

Corollaire 2.1.9. Soient A ⊆ B ⊆ C des anneaux intègres.

(1) Soient b1, . . . , bn ∈ B entiers sur A. Alors

A[b1, . . . , bn] := {F (b1, . . . , bn) | F (X1, . . . , Xn) ∈ A[X1, . . . , Xn]}

est �ni (donc entier) sur A.

(2) L'ensemble B0 des éléments de B entiers sur A forment une sous-A-algèbre
entière de B.

(3) (Transitivité) Supposons C entier sur B et B entier sur A. Alors C est
entier sur A.

Démonstration. (1) On a A[b1] �ni sur A. Comme bn est entier sur A donc
entier sur A[b1, . . . , bn−1], on a A[b1, . . . , bn] �ni sur A[b1, . . . , bn−1]. On conclut
par récurrence sur n en utilisant le corollaire 1.2.8.

(2) Résulte de (1). En e�et il est clair que A ⊆ B0. Si b1, b2 ∈ B, alors
b1 + b2, b1b2 ∈ A[b1, b2] sont entiers sur A, donc appartiennent à B0.

(3) Si c ∈ C est entier sur B, on a une relation entière

cn + bn−1c
n−1 + · · ·+ b0 = 0, bi ∈ B.

Alors c est entier sur A[b0, . . . , bn−1], donc A[b0, . . . , bn−1, c] est �ni sur A et c
est entier sur A.



14 CHAPITRE 2. EXTENSIONS ENTIÈRES

Exemple 2.1.10 Les nombres
√

2,
√

3 sont évidemment entiers sur Z. Mais√
2 +

√
3 aussi, ce qui est moins évident a priori.

Exercice 2.1.11 Une preuve plus directe de 2.1.9. Soit b ∈ B (B intègre) entier
sur A. Soit P (X) ∈ A[X] un polynôme unitaire qui s'annule en b.

1. Soient β1, . . . , βn ∈ Ω les racines de P (X) dans une clôture algébrique Ω
de K = Frac(A). Alors s1(β1, . . . , βn), . . . , sn(β1, . . . , βn), où les s1, . . . , sn

sont les polynômes symétriques élémentaires, appartiennent à A.

2. En déduire que pour tout F (X1, . . . , Xn) ∈ A[X1, . . . , Xn] symétrique,
F (β1, . . . , βn) ∈ A.

3. Soit H(X1, . . . , Xn) ∈ A[X1, . . . , Xn] et considérons

f(T ) =
∏

σ∈Sn

(T −H(βσ(1), . . . , βσ(n))) ∈ Ω[T ].

Montrer que les coe�cients de f(T ) sont de polynômes symétriques en les
β1, . . . , βn. En déduire que f(T ) ∈ A[T ] et que H(β1, . . . , βn) est entier
sur A.

Dé�nition 2.1.12 Soient K le corps des fractions de A, L/K une extension de
corps. On appelle clôture intégrale de A dans L l'ensemble des éléments de L
entiers sur A. C'est un sous-anneau de L contenant A et entier sur A.

Dé�nition 2.1.13 Soit L un corps de nombres (extension �nie de Q). La clô-
ture intégrale de Z dans L est appelée l'anneau des entiers de L et notée, dans
ce cours, OL.

Exemple 2.1.14 1. L'anneau des entiers de Z est Z lui-même. En e�et si
r ∈ Q est entier sur Z, comme son polynôme minimal sur Q est X − r, on
a r ∈ Z par la proposition 2.1.3.

2. Soit L = Q[i] avec i2 = −1. Si x+yi ∈ Q[i] est entier sur Z, son polynôme
minimal X2 − 2xX + (x2 + y2) doit appartenir à Z[X]. Donc x et par
suite y appartiennent à 1

2Z. On écrit x = k/2, y = `/2 avec k, ` ∈ Z. Alors
k2 + `2 ∈ 4Z. Cela implique que l'un des k, ` est pair, et aussi que l'autre
est pair, donc x, y ∈ Z. Inversement Z[i] est �ni sur Z donc ses éléments
sont entiers sur Z. On voit ainsi que OL = Z[i] l'anneau des entiers de
Gauss.
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Dé�nition 2.1.15 On dit qu'un anneau intègre A est intégralement clos si sa
clôture intégrale dans Frac(A) est égale est à A lui-même.

Exemple 2.1.16 L'anneau A := Z[
√

5] n'est pas intégralement clos. En e�et,
(1 +

√
5)/2 ∈ Frac(A) est entier sur Z, donc entier sur A, mais il n'appartient

pas à A.

Proposition 2.1.17. Soit L une extension de Frac(A). Alors la clôture inté-
grale de A dans L est un anneau intégralement clos. En particulier, les anneaux
d'entiers algébriques OL sont des anneaux intégralement clos.

Démonstration. Soit B la clôture intégrale de A dans L. Soit c ∈ Frac(B) ⊆ L
entier sur B. Alors c est entier sur A d'après 2.1.9(3). Donc c ∈ B.

Proposition 2.1.18. Tout anneau factoriel (en particulier tout anneau princi-
pal) est intégralement clos.

Démonstration. Soit x ∈ K un élément entier sur A et non nul. On écrit x = u/v
avec u, v premiers entre eux. Soit une relation entière

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0, ai ∈ A.

Alors
un + an−1v(un−1 + · · ·+ a0v

n−1) = 0.

Si p est un diviseur premier de v, alors p | un, donc p | u. Ce qui est contraire à
l'hypothèse u, v premiers entre eux. Il suit que v n'a pas de diviseur premier et
donc v ∈ A∗. D'où x ∈ A.

Remarque 2.1.19 Il existe des anneaux intégralement clos qui ne sont pas
factoriels. C'est le cas par exemple de l'anneau Q[x, y, z]/(xy − z2). Un anneau
des entiers d'un corps de nombres OL n'est presque jamais factoriel. On peut
montrer qu'il est factoriel si et seulement s'il est principal. Ce qui est rarement
vrai. On y reviendra avec les anneaux de Dedekind.

2.2 Norme, trace, discriminant

Dans ce paragraphe nous allons associer des invariants à des éléments entiers
et aux extensions entières libres. Le but est de dé�nir des invariants des corps
de nombres qui permettent de les classi�er.

2.2.1 Compléments d'algèbre linéaire

Soient K un corps, M = (aij) ∈ Mn(K) une matrice carrée d'ordre n à
coe�cients dans K. On dé�nit

Tr(M) =
∑

1≤i≤n

aii, detM =
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n
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où Sn désigne le groupe symétrique de n éléments. Une fois le déterminant dé�ni,
on peut dé�nir la commatrice on a

M.tcom(M) = tcom(M).M = det(M)In.

Soit A un anneau, on dé�nit la trace, le déterminant, la comatrice d'une matrice
M ∈ Mn(A) formellement comme sur un corps. On obtient respectivement
Tr(M),detM ∈ A et com(M) ∈Mn(A).

Soit φ : A → B un homomorphisme d'anneaux. Alors on obtient un homo-
morphismes d'anneaux (non-commutatifs) φ̃ : Mn(A) → Mn(B) en envoyant
(aij) sur (φ(aij).

Proposition 2.2.1. Soit A un anneau intègre. Soient M,N ∈Mn(A).

(1) (Fonctorialité) Si f : A → B est un homomorphisme d'anneaux, alors
φ(Tr(M)) = Tr(φ̃(M)) et φ(det(M)) = det(φ̃(M)).

(2) Pour tous a ∈ A, M,N ∈Mn(A),

Tr(aM +N) = aTr(M) + Tr(N), det(MN) = det(M) det(N).

(3) Une matrice U ∈Mn(A) est inversible si et seulement si det(U) ∈ A∗.

(4) Si U ∈Mn(A) est inversible, alors

det(UMU−1) = detM, Tr(UMU−1) = Tr(M).

Démonstration. (1) est une véri�cation directe. Pour (2) et (4) on se ramène au
cas des corps. (3) utiliser la comatrice.

Corollaire 2.2.2. Si M est un module libre de rang �ni sur A, alors Tr et det
sont dé�nis pour les endomorphismes linéaires de M .

Dé�nition 2.2.3 Soient A ⊆ B des anneaux intègres avec B libre de rang
n ≥ 1 sur A. Pour tout b ∈ B, la multiplication par b sur B, notée [b] est
un endomorphisme linéaire de B. On dé�nit TrB/A(b) et NB/A(b) comme étant
Tr([b]) et det([b]) respectivement. Il faut noter que la dé�nition dépend de B/A.

Lemme 2.2.4. Soient A,B comme ci-dessus. Alors TrB/A : B → A est A-
linéaire et NB/A : B → A est multiplicatif. De plus NB/A(ab) = anNB/A(b) si
a ∈ A et b ∈ B.

Exemple 2.2.5 1. TrB/A(a) = na,NB/A(a) = an pour tout a ∈ A.

2. Si A = Z et B = Z[i]. Pour tous z = x+ yi ∈ Z[i], on a TrB/A(z) = 2x =
z + z̄ et NB/A(z) = x2 + y2 = zz̄ (on utilise la base {1, i} de B sur A).
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2.2.2 Interlude sur les polynômes symétriques

Soient K un corps et n ≥ 1. Un polynôme P (X1, . . . , Xn) ∈ K[X1, . . . , Xn]
est dit symétrique s'il est invariant par permutation des variables :

P (Xτ(1), . . . , Xτ(n)) = P (X1, . . . , Xn), pour tout τ ∈ Sn

(groupe symétrique). Par exemples, pour tout 1 ≤ i ≤ n, les polynômes

si(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤j1<j2<...<ji≤n

Xj1 ...Xji

sont symétriques et appelés les polynômes symétriques élémentaires.

Théorème 2.2.6. L'ensemble des polynômes symétriques dans K[X1, . . . , Xn]
est égal à la sous-K-algèbre K[s1(X1, . . . , Xn), . . . , sn(X1, . . . , Xn)]. Autrement
dit, tout polynôme symétrique est une combinaison K-linéaire de produits de
polynômes symétriques élémentaires.

Sur un corps de caractéristique nulle, l'anneau des polynômes symétrique est
également engendré par les polynômes de Newton

∑
1≤k≤n T

i
k, i = 1, 2, ..., n.

Proposition 2.2.7. Dans K[X1, . . . , Xn][Y ], on a∏
1≤i≤n

(Y −Xi) = Y n − s1Y
n−1 + · · ·+ (−1)kskY

n−k + (−1)nsn

(où il faut comprendre si(X1, . . . , Xn) pour si.)

Le corollaire suivant est l'énoncé essentiel à retenir de ce petit paragraphe
sur les polynômes symétriques.

Corollaire 2.2.8 (Relations entre racines et coe�cients). Soit

P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ K[X].

Soient x1, . . . , xn les racines de P (X) dans une clôture algébrique de K, comp-
tées avec multiplicité. Alors

si(x1, . . . , xn) = (−1)ian−i, i = 1, . . . , n.

En particulier, x1 + · · ·+ xn = −an−1 et x1 · · ·xn = (−1)na0.

2.2.3 Le cas des extensions �nies de corps

Dans ce sous-paragraphe et le suivant, nous allons donner des formules aussi
simples que possibles pour le calcul de la trace et de la norme.

Proposition 2.2.9. Soient L/K une extension �nie, x ∈ L et

mx(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ K[X]

son polynôme minimal. Alors
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(1)
TrK[x]/K(x) = −an−1, NK[x]/K(x) = (−1)na0.

(2)

TrL/K(x) = [L : K[x]]TrK[x]/K(x), NL/K(x) = NK[x]/K(x)[L:K[x]].

Démonstration. (1) La matrice de l'application K-linéaire K[x] → K[x] mul-
tiplication par x, dans la base {1, x, . . . , xn−1}, est la matrice compagnon de
mx(X)

M =


0 0 0 ... −a0

1 0 0 ... −a1

...
...

...
...

0 . ... 1 −an−1


Cela permet de conclure que TrK[x]/K(x) = Tr(M) = −an−1, NK[x]/K(x) =
det(M) = (−1)n+1(−a0) = (−1)na0.

(2) Soit e1, . . . , em une base de L/K[x]. Comme {1, x, . . . , xn−1} est une base
de K[x]/K, on obtient une base

{e1, xe1, . . . , xn−1e1} ∪ {e2, xe2, . . . , xn−1e2} ∪ · · · ∪ {em, xem, . . . , x
n−1em}

de L/K. La matrice dans cette base de la multiplication par x dans L est la
matrice diagonale par blocs

M 0 0 ... 0
0 M 0 ... 0
...

...
...

...
...

0 . . ... M


Cela implique immédiatement (2).

Remarque 2.2.10 (Transitivité des traces et normes) La proposition 2.2.9 est
un cas particulier du résultat suivant. Soient L/F , F/K des extensions �nies de
corps. Soit x ∈ L, alors on a

TrL/K(x) = TrF/K(TrL/F (x)), NL/K(x) = NF/K(NL/F (x)).

L'égalité sur les traces se démontre relativement aisément. Pour la norme, c'est
une autre paire de manches. Voir Bourbaki : Algèbre 1, III, �9, n°4, Prop 6.
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Dé�nition 2.2.11 Soit x ∈ L algébrique sur K. On �xe une clôture algébrique
K̄ de K. Un conjugué de x dans K̄ est une racine dans K̄ du polynôme minimal
mx(X) ∈ K[X]. Un élément y ∈ K̄ est un conjugué de x si et seulement s'il
existe K[x] → K̄ qui envoie x sur y.

Corollaire 2.2.12. Soient x1, . . . , xn les conjugués de x dans K̄ (comptés avec
multiplicité). Alors

TrK[x]/K(x) = x1 + · · ·+ xn, NK[x]/K(x) = x1x2 · · ·xn.

Cela résulte de la proposition 2.2.9 et des relations entre les racines et les
coe�cients de mx(X) (2.2.8).

Exemple 2.2.13 Soit K = Q, p ≥ 3 premier et L = Q[ζp] un corps cyclo-
tomique, où ζp ∈ C est une racine primitive p-ième de l'unité. Le polynôme
minimal de ζp sur Q est

(Xp − 1)/(X − 1) = Xp−1 + · · ·+X + 1.

Ce dernier est aussi le polynôme minimal de ζ`
p pour tous 1 ≤ ` ≤ p− 1. Donc

TrL/Q(ζ`
p) = −1. L'extension L/Q est de degré φ(p) = p − 1 avec une base

1, ζ, . . . , ζp−2. D'où une formule générale pour tous les éléments de L :

TrL/Q(
∑

0≤`≤p−2

a`ζ
`
p) = (p− 1)a0 −

∑
1≤`≤p−2

a`.

Contrairement à la trace, la norme est en général moins aisée à calculer.
Traitons un cas simple. Soit a ∈ Q. Le polynôme minimal de ζp+a est Φp(X−a).
Donc NL/Q(ζp+a) = (−1)p−1Φp(0−a) = Φp(−a). En particulier NL/Q(ζp−1) =
p.

Grâce à la notion de conjugués, nous pouvons donner une généralisation de
la proposition 2.1.3 :

Proposition 2.2.14. Soit A un anneau intégralement clos de corps de fractions
K = Frac(A). Soient L/K une extension algébrique et b ∈ L de polynôme
minimal mb(X) ∈ K[X]. Alors b est entier sur A si et seulement si mb(X) ∈
A[X].

Démonstration. Supposons b entier sur A. Soient b1, . . . , bn les racines demb(X)
dans une clôture algébrique K̄ de K. Pour tout i ≤ n, par l'unicité du corps de
rupture, il existe un K-ismorphisme σi : K[b] → K[bi] qui envoie bi sur b. Cet
isomorphisme transforme une relation entière de b sur A en une relation entière
de bi sur A. Donc bi est aussi entier sur A. Les coe�cients de mb(X) sont de
polynômes symétriques élémentaires en les bi (au signe près). Il suit de 2.1.9(2)
que ces coe�cients, qui sont dans K, sont entiers sur A, donc appartiennent à
A par l'hypothèse A intégralement clos.
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2.2.4 Le cas des extensions séparables

On �xe un corps K et une clôture algébrique K̄. Rappelons qu'un élément
algébrique x ∈ L est séparable sur K si son polynôme minimal est séparable (i.e.
sans racine multiple dans K̄). Une extension �nie est dite séparable si tous ses
éléments sont séparables. On sait que x séparable implique que K[x] séparable.
Sur un corps de caractéristique nulle, toute extension algébrique est séparable. Si
L/F et F/K sont des extensions �nies, alors L/K est séparable si et seulement
si L/F et F/K sont séparables.

Soit L/K une extension �nie. Les K-isomorphismes de L dans K̄ s'appellent
les plongements de L dans K̄. On note IsomK(L, K̄) l'ensemble de ces plonge-
ments. Rappelons aussi :

Theorem 2.2.15. Soit L/K une extension �nie.

(1) Si F/L est une extension �nie, alors la restriction

IsomK(F, K̄) → IsomK(L, K̄)

est une application surjective. Autrement dit, tout τ ∈ IsomK(L, K̄) s'étend
(ou se relève) en un σ ∈ IsomK(F, K̄).

(2) Supposons de plus que L/K est séparable de degré n.

(a) (Théorème de l'élément primitif) Il existe θ ∈ L tel que L = K[θ].

(b) Il existe exactement n plongements de L dans K̄, et on a une bijection

IsomK(L, K̄) → {θ1, . . . , θn}, τ 7→ τ(θ)

avec l'ensemble θ1, . . . , θn des conjugués de θ dans K̄.

Lemme 2.2.16. Soient F/K une extension �nie galoisienne et L/K une sous-
extension. Considérons la restriction

r : Gal(F/K) = IsomK(F, K̄) → IsomK(L, K̄).

Alors pour tout τ ∈ IsomK(L, K̄), r−1(τ) est de cardinal [F : L].

Démonstration. On sait que r est surjective par 2.2.15(1). Si σ1, σ2 ∈ Gal(F/K),
on a r(σ1) = r(σ2) si et seulement si (σ−1

1 σ2)|L = IdL, ou de façon équivalente,
σ−1

1 σ2 ∈ Gal(F/L). Il suit que r−1(τ) est en bijection avec Gal(F/L) qui a
[F : L] éléments.

Theorem 2.2.17. Soit L/K une extension séparable de degré n. Alors pour
tout x ∈ L, on a

TrL/K(x) =
∑

τ∈IsomK(L,K̄)

τ(x), NL/K(x) =
∏

τ∈IsomK(L,K̄)

τ(x).
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Démonstration. Supposons d'abord L/K galoisienne. On a∑
σ∈Gal(L/K)

σ(x) =
∑

τ∈IsomK(K[x],K̄)

(
∑

σ|K[x]=τ

σ(x)) =

=
∑

τ∈IsomK(K[x],K̄)

[L : K[x]]τ(x) = [L : K[x]]TrK[x]/K(x) = TrL/K(x)

d'après 2.2.16, 2.2.12 et 2.2.9(2).
Dans le cas général, on considère la clôture galoisienne F/K de L/K. Soit

x ∈ L. Alors ∑
σ∈Gal(F/K)

σ(x) = [F : L]
∑

τ∈IsomK(L,K̄)

τ(x)

en utilisant 2.2.16. De plus, d'après le cas galoisien, on a∑
σ∈Gal(F/K)

σ(x) = TrF/K(x) = [F : K[x]]TrK[x]/K(x)

et, par (2.2.9(2)),
TrL/K(x) = [L : K[x]]TrK[x]/K(x).

Il suit que

TrL/K(x) = TrF/K(x)/[F : L] =
∑

τ∈IsomK(L,K̄)

τ(x).

L'égalité sur la norme se montre de la même façon.

2.2.5 Discriminant

On �xe un corps K. Soit

ϕ : V × V → K

une forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel V de dimension �nie.
Pour toute base ε = {e1, . . . , en} de V , on dé�nit le discriminant

disc(ϕ, ε) = det(Mat(ϕ, ε) := det(ϕ(ei, ej)) ∈ K.

On a ϕ non-dégénérée si et seulement si disc(ϕ, ε) 6= 0. Si ε′ est une famille de
n vecteurs dans V , on a une matrice de passage U qui décrit les coordonnées de
ε′ dans la base ε. Alors

Mat(ϕ, ε′) = U.Mat(ϕ, ε).tU.

Par conséquent,
disc(ϕ, ε′) = det(U)2disc(ϕ, ε). (2.1)

Supposons que ϕ soit non-dégénérée, donc disc(ϕ, ε) ∈ K∗. De l'égalité ci-
dessus on déduit alors deux informations.
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(1) La famille ε′ est une base si et seulement si det(ϕ(e′i, e
′
j)) ∈ K∗ ;

(2) si c'est le cas, alors disc(ϕ, ε′) di�ère de disc(ϕ, ε) par un facteur multiplicatif
qui est un carré de K∗. En particulier, si K ⊆ R, alors le signe de disc(ϕ, ε)
est indépendant du choix de la base.

Nous allons maintenant considérer une forme bilinéaire très concrète. Soit
L/K une extension �nie. On a une forme bilinéaire symétrique canonique

TrL/K : L× L→ K, (x, y) 7→ TrL/K(xy).

Remarque 2.2.18 La forme bilinéaire TrL/K(·, ·) induit une application K-
linéaire L→ L∨ (le dual commeK-espace vectoriel), dé�nie par x 7→ TrL/K(x, ·).
Le forme est non-dégénérée si et seulement si L→ L∨ est injective. Soit x ∈ L
non nul. Alors x appartient au noyau de L → L∨ si et seulement si et seule-
ment si TrL/K(xy) = 0 pour tout y ∈ L. Ce qui revient à TrL/K(z) = 0 pour
tout z ∈ L. Donc si car(K) = 0 ou si car(K) = p > 0 est premier à [L : K],
alors comme TrL/K(1) = [L : K]1K 6= 0 ∈ K, la forme bilinéaire trace est
non-dégénérée. Une telle extension est toujour séparée. On admet que la forme

bilinéaire symétrique ci-dessus est non-dégénérée si et seulement si L/K est
séparée. Nous allons voir plus bas (théorème 2.2.22 (2)) c'est une condition suf-
�sante. La nécessité n'est pas di�cile à montrer, mais nous n'allons pas nous
attarder sur les extensions inséparables.
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Exercice 2.2.19 Soit L/K une extension �nie inséparable. Soit p la caracté-
ristique de K, nécessairement positive.

1. Montrer que p | [L : K].
2. Soit x ∈ L un élément séparable sur K. Montrer que p | [L : K[x]]. En

déduire que TrL/K(x) = 0.
3. Soit x ∈ L un élément inséparable sur K. Montrer que Irr(x,K,X) ∈
K[Xp]. En déduire que TrL/K(x) = 0.

Dé�nition 2.2.20 Soit L/K une extension �nie. Pour toute base (vectorielle)
ε de L/K, on pose

DL/K(ε) = disc(TrL/K , ε) ∈ K.

C'est le discriminant de L/K relatif à la base ε.

Nous allons maintenant donner une expression � explicite � du discriminant.
Pour cela nous avons besoin préalablement d'un résultat d'indépendance li-
néaire. Soit L/K une extension �nie de corps. L'ensemble App(L, K̄) des appli-
cations de L vers K̄ est naturellement un espace vectoriel sur K̄ : si f, g sont
deux telles applications et λ, µ ∈ K, alors λf + µg est l'application dé�nie par
x 7→ λf(x) + µg(x).

Lemme 2.2.21. (Dedekind) Soit L/K une extension �nie. Soient σ1, ..., σn ∈
IsomK(L, K̄) deux à deux distincts. Soient λ1, . . . , λn des éléments de K̄ tels
que ∑

1≤i≤n

λiσi(x) = 0, ∀x ∈ L.

Alors λi = 0 pour tout i ≤ n. Autrement dit, la famille des σi est libre dans
App(L, K̄).

Démonstration. Raisonnons par l'absurde. Supposons le contraire. On peut donc
trouver un entier m ≥ 1 tel qu'il existe des λ1, . . . , λm dans K̄, tous non nuls,
avec

∑
1≤i≤m λiσi = 0 dans App(L, K̄). On peut de plus choisirmminimal pour

cette propriété. Fixons un y0 ∈ L tel que σ1(y0) 6= σ2(y0). Pour tout x ∈ L, on
a ∑

1≤i≤m

λiσ1(y0)σi(x) = 0,
∑

1≤i≤m

λiσi(y0)σi(x) = 0

(car σi est un homomorphisme d'anneaux). Donc∑
2≤i≤m

λi(σ1(y0)− σi(y0))σi(x) = 0.

Cela contredit l'hypothèse de minimalité sur m.

Theorem 2.2.22. Soit L/K une extension �nie séparable. Soit ε = {εi}1≤i≤n

une base de L en tant que K-espace vectoriel et notons {σ1, . . . , σn} les éléments
de IsomK(L, K̄)1. On a

1Ici on utilise l'hypothèse L/K séparable, voir théorème 2.2.15 (2.b).
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(1) DL/K(ε) = (det(σi(εj))i,j)2 et

(2) DL/K(ε) 6= 0. Autrement dit, la forme trace TrL/K est non-dégénérée.

Démonstration. (1) Soit {σ1, . . . , σn} les plongements de L dans K̄. On a

Tr(εiεj) =
∑

1≤k≤n

σk(εiεj) =
∑

1≤k≤n

σk(εi)σk(εj).

Si M = (σk(εi))k,i ∈ Mn×n(K̄), alors (Tr(εiεj))i,j = M t.M . Ce qui implique
(1).

(2) (Voir aussi la remarque 2.2.25 ci-dessous). Si DL/K = 0, alors les vecteurs
ligne de la matrice M ci-dessus sont liées. Comme ε est une base de L/K, il
existe λ1, . . . , λn ∈ K̄, non tous nuls, tels que

∑
i≤n λiσi = 0. Ce qui contredit

le lemme de Dedekind ci-dessus.

Remarque 2.2.23 En général det(σi(εj))i,j /∈ K même si son carré appartient
à K∗.

Corollaire 2.2.24. Soit L/K une extension séparable de degré n. Considé-
rons une famille x1, . . . , xn ∈ L. Alors det(Tr(xixj))i,j 6= 0 si et seulement si
{x1, . . . , xn} est une base de L/K.

Remarque 2.2.25 Nous avons donné en cours une preuve di�érente pour la
propriété (2) du théorème 2.2.22. Elle n'utilise pas le lemme de Dedekind et
est plus naturelle. La voici. Pour montrer la non nullité de DL/K pour une
base quelconque, il su�t de le faire pour une base particulière (cela résulte de
l'égalité (2.1) au début du paragraphe). Soit θ ∈ L un élément primitif, de sorte
que Θ := {1, θ, . . . , θn−1} soit une base de L comme K-espace vectoriel. Alors
d'après (1), on a

DL/K(Θ) = (detM)2, M = (σi(θj−1))1≤i,j≤n.

Ici M est une matrice de Vandermonde et

detM =
∏

1≤i<j≤n

(σi(θ)− σj(θ)).

Posons θi = σi(θ). Alors {θ1, . . . , θn} est l'ensemble des racines de Irr(θ,K,X),
deux à deux distinctes car θ est séparable sur K. D'où

DL/K(Θ) = (
∏

1≤i<j≤n

(θi − θj))2 6= 0. (2.2)

Notons que si n = 2, alors Irr(θ,K,X) = X2 + aX + b. On a alors

DL/K(Θ) = (θ1 − θ2)2 = (θ1 + θ2)2 − 4θ1θ2 = (−a)2 − 4b = a2 − 4b.

On retrouve le bon vieux discriminant d'un polynôme unitaire de degré 2 !
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Nous allons généraliser le calcul ci-dessus aux degrés n ≥ 3.

Dé�nition 2.2.26 Soit P (X) ∈ K[X] un polynôme unitaire de degré n ≥ 2,
non nécessairement irréductible. Soient α1, . . . , αn ses racines dans une clôture
algébrique de K (comptées avec leurs multiplicités). Alors le discriminant de
P (X) est par dé�nition

disc(P ) =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)2 = (−1)n(n−1)/2
∏

1≤i 6=j≤n

(αi − αj).

C'est une fonction symétrique des racines de P (X), donc disc(P ) ∈ K par le
théorème fondamental des polynômes symétriques (théorème 2.2.6). De plus,
disc(P ) 6= 0 si et seulement si P (X) est séparable.

Lemme 2.2.27. Soit P (X) ∈ K[X] unitaire de degré n. Alors

disc(P ) = (−1)n(n−1)/2
∏

1≤i≤n

P ′(αi).

Preuve: On a P ′(X) =
∑

1≤i≤n

∏
j 6=i(X − αj). Donc P ′(αi) =

∏
j 6=i(αi − αj).

D'où ∏
i

P ′(αi) =
∏

1≤i,j≤n,i 6=j

(αi − αj) = (−1)n(n−1)/2disc(P ).

Exemple 2.2.28 Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit P (X) = Xn −
1 ∈ K[X]. Soit �n ⊂ K̄ l'ensemble des racines n-ièmes de 1. Alors P ′(ζ) = nζn−1

pour tout ζ ∈ �n. Donc

(−1)n(n−1)/2disc(Xn − 1) =
∏

ζ∈�n

(nζn−1) = nn(
∏

ζ∈�n

ζn−1) = (−1)n2−1nn

et disc(Xn− 1) = (−1)(n
2+n−2)/2nn. On peut voir (exercice) que ce calcul reste

correct pour K de caractéristique quelconque.

Exemple 2.2.29 Soit P (X) = Xn + aX + b ∈ K[X] un polynôme. Alors

disc(P (X)) = (−1)n(n−1)/2(nnbn−1 + (−1)n−1(n− 1)n−1an).

On retrouve les formules connues pour n = 2, 3. Montrons cette formule. Le cas
a = 0 se traite comme dans l'exemple précédent. Supposons donc a 6= 0. Le
cas b = 0 est laissé en exercice (utiliser le calcul de disc(Xn−1 + a)). Supposons
donc aussi b 6= 0.

Soit P (X) =
∏

1≤i≤n(X−αi) la décomposition de P (X) dans une clôture al-
gébrique K̄ deK. On va calculer le discriminant avec la formule du lemme 2.2.27.
On a

P ′(αi) = nαn−1
i +a = α−1

i (n(−aαi−b)+aαi) = (n−1)aα−1
i (nb/((n−1)a)−αi)
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(Noter que αi 6= 0 car b 6= 0). Il suit que∏
i

P ′(αi) = ((n− 1)a)n(
∏

i

αi)−1
∏

i

(nb/(n− 1)a− αi).

Or (
∏

i αi) = (−1)nb et
∏

i(nb/(n − 1)a − αi) = P (nb/(n − 1)a). Le résultat
�nal en découle par un calcul direct.

Proposition 2.2.30. Soit L = K[θ] une extension séparable. Soit mθ(X) le
polynôme minimal de θ. Alors Θ := {1, θ, . . . , θn−1} est une base de L/K et on
a

DL/K(Θ) = disc(mα(X)) = (−1)n(n−1)/2NL/K(m′
θ(θ)).

Démonstration. La première égalité n'est rien d'autre que l'égalité (2.2). La
seconde égalité résulte du lemme 2.2.27 précédent et du théorème 2.2.17.
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2.3 Applications aux extensions entières

Soit A un anneau intègre, B la clôture intégrale de A dans une extension L de
K = Frac(A). Nous allons étudier la structure de B comme A-module (surtout
quand L/K est séparable). Nous allons notamment montrer que l'anneau des
entiers d'un corps de nombres est toujours �ni sur Z (donc de type �ni comme
Z-module).

2.3.1 Finitude de la clôture intégrale

Proposition 2.3.1. Soient A un anneau intègre de corps des fractions K, L
une extension algébrique de K.

(1) Soit C la clôture intégrale (déf. 2.1.12) de A dans L. Alors

L =
{ c
a
| a ∈ A \ {0}, c ∈ C

}
.

En particulier L = Frac(C).
(2) Soit A ⊆ B avec B anneau libre de rang n sur A et L = Frac(B). Alors

n = [L : K]. De plus toute famille libre à n éléments de B (en tant que
A-module) est une base de L comme K-espace vectoriel.

Démonstration. (1) Soit α ∈ L. Soit

αn + tn−1α
n−1 + · · ·+ t0 = 0, ti ∈ K

une relation algébrique de α sur K. Soit a ∈ A non nul tel que ati ∈ A pour
tout i ≤ n−1 (un dénominateur commun des ti). Alors c := aα ∈ B et α = c/a.

(2) Soit α ∈ L. Montrons d'abord que α peut s'écrire comme une fraction
avec dénominateur dans A. On a α = c/b avec b, c ∈ B et b 6= 0. Soit

bm + am−1b
m−1 + · · ·+ a1b+ a0 = 0, ai ∈ A

une relation entière de degré m minimal. Alors a0 6= 0. Il suit que

c

b
=
c(−a1 − · · · − am−1b

m−2 − bm−1)
a0

est une fraction avec dénominateur dans A et numérateur dans B.
Soit b1, . . . , bn une base de B sur A. Il suit immédiatement de ce qui précède

que pour tout α ∈ L, il existe a ∈ A non nul et a1, . . . , an ∈ A tels que
aα =

∑
1≤i≤m aibi et donc

α =
∑

1≤i≤m

(aia
−1)bi, aia

−1 ∈ K.

Donc {b1, . . . , bn} est une famille génératrice de L/K. Elle est libre sur K car
toute relation linéaire entre les bi sur K induit une relation linéaire sur A en
multipliant par un dénominateur commun des coe�cients. Donc les bi forment
une base de L/K.
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Corollaire 2.3.2. Sous les hypothèses de 2.3.1(2), pour tout b ∈ B, on a

TrL/K(b) = TrB/A(b), NL/K(b) = NB/A(b).

Démonstration. Soit b1, . . . , bn une base de B sur A. D'après la proposition 2.3.1
ci-dessus, c'est aussi une base de L sur K. Les endomorphismes [b]B et B et [b]L
de L ont la même matrice dans la base des bi. Donc ils ont la même trace et le
même déterminant.

Dans le corollaire ci-dessus, TrL/K et NL/K envoient les éléments de B dans
A.

Proposition 2.3.3. Soit A un anneau intégralement clos de corps des fractions
K. Soit A ⊆ B une extension entière d'anneaux intègres avec L := Frac(B) �nie
sur K. Alors pour tout b ∈ B, TrL/K(b),NL/K(b) ∈ A. De plus, b ∈ B∗ si et
seulement si NL/K(b) ∈ A∗.

Démonstration. La première partie résulte de la proposition 2.2.14. Supposons
b ∈ B∗, d'inverse c ∈ B. Alors NL/K(b),NL/K(c) ∈ A avec NL/K(b)NL/K(c) =
NL/K(bc) = 1. Donc NL/K(b) ∈ A∗.

Inversement, supposons NL/K(b) ∈ A∗. Soit

Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ A[X]

le polynôme minimal de b sur K. Alors a0 = (−1)nNL/K(b) ∈ A∗ et la relation

b(bn−1 + an−1b
n−2 + · · ·+ a1) = −a0

implique que b ∈ B∗.

Theorem 2.3.4. Soit A un anneau intègre, noethérien et intégralement clos,
soit L/K une extension �nie séparable et soit B la clôture intégrale de A dans
L. Alors B est �nie sur A. En particulier, B est noethérien.

Démonstration. Soit e1, . . . , en une base de L/K. Par 2.3.1, quitte à multiplier
les ei par un élément a ∈ A non nul (ce qui ne change pas la propriété d'être
une base vectorielle sur K), on peut ramener les ei dans B. Par 2.2.22, la forme
trace TrL/K est non-dégénrée. Il existe donc une base duale e∨1 , . . . , e

∨
n ∈ L :

TrL/K(eie
∨
j ) = δij , 1 ≤ i, j ≤ n.

(En général, e∨i /∈ B.) Pour tout b ∈ B, il existe λ1, . . . , λn ∈ K tels que
b = λ1e

∨
1 + · · ·+ λne

∨
n . Donc λj = TrL/K(bej) ∈ A (proposition 2.3.3). Donc

B ⊆ Ae∨1 + · · ·Ae∨n .

Le membre de droite est un A-module de type �ni. Comme A est noethérien, ce
module est noethérien, donc B est de type �ni comme A-module (par suite c'est
un A-module noethérien). Tout idéal de B est un sous-A-module de B, donc de
type �ni sur A et a fortiori de type �ni sur B. Ce qui implique que B est un
anneau noethérien.



2.3. APPLICATIONS AUX EXTENSIONS ENTIÈRES 29

Remarque 2.3.5 Le théorème 2.3.4 est faux sans l'hypothèse L/K séparable
ou sans l'hypothèse A intégralement clos.

Corollaire 2.3.6. Soit L un corps de nombres. Alors l'anneau des entiers OL

(2.1.13) de L est noethérien, intégralement clos, libre de rang [L : Q] sur Z.

2.3.2 Discriminants d'anneaux d'entiers

Soit B un anneau intègre, libre de rang n sur un sous-anneau A. Nous avons
alors la notion de traces TrB/A (voir la dé�nition 2.2.3). Soit ε une base de B.
Posons

DB/A(ε) = det(TrB/A(εiεj))i,j ∈ A.
Si ε′ est une famille de n éléments dans B, et si U ∈ Mn(A) est la matrice des
coordonnées des ε′i dans ε, alors comme pour les extensions de corps, on a

DB/A(ε′) = (detU)2DB/A(ε)

(où DB/A(ε′) est dé�ni de même façon que DB/A(ε)). Si DB/A(ε) 6= 0, alors ε′

est une base de B si et seulement si detU ∈ A∗.

Remarque 2.3.7 Sous les hypothèses ci-dessous, ε est aussi une base de L :=
Frac(B) sur K (2.3.1(3)). Pour tout élément b ∈ B, TrB/A(b) = TrL/K(b) (co-
rollaire 2.3.2) et donc DL/K(ε) = DB/A(ε). En particulier, DB/A(ε) 6= 0 si L/K
est séparable.

Corollaire 2.3.8. Soit L un corps de nombres. Alors DOL/Z(ε) ∈ Z est indé-
pendant du choix d'une base ε.

Dé�nition 2.3.9 L'entier DOL/Z := DOL/Z(ε) s'appelle le discriminant de L.
On le note parfois DL/Q ou même dL dans les moments de grande paresse.

Nous allons d'abord déterminer le signe de DL/Q ∈ Z.

Dé�nition 2.3.10 Un plongement σ ∈ IsomQ(L,Q) est dit réel si σ(L) ⊂ R,
et imaginaire sinon. On dit que L est totalement réel si tous les plongements
sont réels et totalement imaginaire si tous les plongements sont imaginaires.

Comme L/Q est séparable, on a L = Q[θ] pour un certain θ ∈ L. Soit
mθ(X) = Irr(θ,Q, X) ∈ Q[X]. C'est un polynôme de degré n = [L : Q] avec
n racines simples θ1, θ2, . . . , θn. Pour tout plongement σ ∈ IsomQ(L, Q̄), on a
σ(L) = Q[σ(θ)]. Il suit que σ est réel si et seulement si σ(θ) ∈ R. On sait
par ailleurs l'application IsomQ(L; Q̄) → {θ1, θ2, . . . , θn} est une bijection (théo-
rème 2.2.15(2.b)).

Proposition 2.3.11. Soit n = [L : Q]. Soient r1 (resp. r′2) le nombre de
plongements réels (resp. imaginairs). Si L = Q[α], alors r1 est le nombre de
racines réelles du polynôme minimal mα(X), et r′2 = 2r2 est le nombre de
racines imaginaires (non réelles) avec r2 ∈ N. En�n on a

n = r1 + 2r2.
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Démonstration. La première partie de la propositio résulte des discussions ci-
dessus. Comme mθ(X) ∈ R[X], les racines non-réelles viennent par pair : r′2 =
2r2. En�n n = degmθ(X) = r1 + r′2.

Exemple 2.3.12 1. Q[i] est totalement imaginaire ; Q[
√

2] est totalement
réel.

2. Si n ≥ 3, alors Q[ζn] est totalement imaginaire.

3. Soit L = Q[θ], où θ est une racine d'un polynôme X3 + aX + b ∈ Q[X]
supposé irréductible. Un plongement σ est déterminé par σ(θ). Il y en
a un qui est réel et deux qui sont imaginaires ou bien trois réels. Si le
discriminant −(4a3 + 27b2) > 0, on sait que les trois racines sont réelles,
et donc que L est totalement réel. Si le discriminant est < 0, la formule
de Cardan montre qu'il existe une racine rélle et deux imaginaires, donc
r1 = r2 = 1.

Exercice 2.3.13 Montrer que si L/Q est galoisienne, alors L est totalement
réel ou totalement imaginaire.

Exercice 2.3.14 Soient L,E deux corps de nombres isomorphes (comme ex-
tensions de Q). Montrer qu'ils ont le même nombre de plongements réels (resp.
imaginaires). Montrer aussi que dL = dE .
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Proposition 2.3.15. Le signe de DL/Q est (−1)r2 .

Démonstration. Écrivons L = Q[θ]. Soient

θ1, . . . , θr1 , zr1+1, z̄r1+1, . . . , zr1+r2 , z̄r1+r2

les racines du polynôme minimal m(X) de θ, avec θi ∈ R et zr1+j ∈ C \ R,
ordonnées de cette manière. On a alors

disc(m(X)) = c2
∏

1≤i≤r2

(zr1+i − z̄r1+i)2

avec un certain c ∈ R∗. En e�et, on peut regrouper les di�érences des racines
de la manière suivante :

θi − θj ∈ R, si 1 ≤ i < j ≤ r1

(θi − zr1+j)(θi − z̄r1+j) ∈ R, si i ≤ r1, j ≤ r2

et
(zr1+i − zr1+j)(z̄r1+i − z̄r1+j), (zr1+i − z̄r1+j)(z̄r1+i − zr1+j) ∈ R

si 1 ≤ i < j ≤ r2.
Or (zr1+i−z̄r1+i)2 ∈ R est strictement négatif. Donc le signe du discriminant

DL/K({1, θ, . . . , θn−1}) = disc(m(X)) (proposition 2.2.30) est (−1)r2 . Cela reste
vrai pour toute base de L/Q par le théorème 2.2.22 (1).

Dé�nition 2.3.16 Une base de OL sur Z est appelée une base d'entiers de L.

Le calcul du discriminant DL/Q nécessite souvent la connaissance d'une base
d'entiers.

Proposition 2.3.17. Soit L un corps de nombres. Soit b = {b1, . . . , bn} une
famille de n = [L : Q] éléments de OL. Si DL/Q(b) ∈ Z est non nul, sans facteur
carré, alors b est une base de OL sur Z.

Démonstration. En e�et, si U ∈Mn(Z) est la matrice qui exprime b en fonction
d'une base ε, on a

DOL/Z(b) = det(U)2DOL/Z.

Donc det(U) = ±1 et U est inversible dans Mn(Z).

Exemple 2.3.18 Soit d un entier relatif sans facteur carré et di�érent de 1.
Soit L = Q[

√
d]. Si d ≡ 1 mod 4. On écrit d = 4m + 1. Soit α = (

√
d − 1)/2.

Le polynôme minimal de α sur Q est X2 +X −m. Il suit que DOL/Z({1, α}) =
disc(X2 +X −m) = d est sans facteur carré. Donc OL = Z[α] et DOL/Z = d.
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Exemple 2.3.19 Soit L = Q[α] avec α ∈ C une racine de X5−X− 1 (dont on
prouve l'irréductibilité directement en partant d'une décomposition (X2 +aX+
b)(X3 − aX2 + cX − b) dans Z[X]). Soit b = {1, α, . . . , α4}. Alors DL/Q(b) =
disc(X5 −X − 1) = 19.151 (proposition 2.2.30 et exemple 2.2.29 ou utiliser le
logiciel pari, commande poldisc sous gp). Cela montrer que b est une base de
OL et donc aussi OL = Z[α].

Exemple 2.3.20 Soit L = Q[ζp] avec p > 2 premier et ζp ∈ C une racine
primitive p-ième de l'unité. Alors ε = {1, ζp, . . . , ζp−2

p } est une base de L sur Q
et

DL/Q(ε) = (−1)(p−1)(p−2)/2NL/Q(Φ′p(ζp)).

(proposition 2.2.30). On a (X − 1)Φp(X) = Xp − 1, donc

(X − 1)Φ′p(X) + Φp(X) = pXp−1

et

Φ′p(ζp) = p
ζp−1
p

ζp − 1
, NL/Q(Φ′p(ζp)) = pp−1 1

p
= pp−2

(exemple 2.2.13). Notons que p − 2 étant impair et (p − 1)/2 ∈ N, le signe de
DL/Q est (−1)(p−1)/2. Par ailleurs, tous les conjugués de ζp sont des nombres
imaginaires. Donc L est totalement imaginaire, de degré (p − 1)/2 sur Q. Cela
con�rme la proposition 2.3.15.

On montrera (proposition 5.2.7) que OL = Z[ζp]. Il suit que

DL/Q = (−1)(p−1)/2pp−2.

Le cas complémentaire à l'exemple 2.3.18, c'est-à-dire le cas de Q[
√
d] avec

d ≡ 2, 3 mod 4 sera traité avec la proposition qui suit.

Proposition 2.3.21 (Stickelberger). Soit L un corps de nombres. Alors on a
DOL/Z ≡ 0 ou 1 mod 4.

Démonstration. Soit ε1, . . . , εn une base de OL sur Z. Soient σ1, . . . , σn les élé-
ments de IsomQ(L, Q̄). Alors DL/Q = (detM)2 où M = (σi(εj))i,j ∈ Mn(Q̄).
Par dé�nition,

detM =
∑

γ∈Sn

sign(γ)
∏

1≤i≤n

σγ(j)(εj)

où Sn est groupe symétrique d'indice n. On peut écrire detM = P − I où
P est la somme des termes (lorsque l'on développe le déterminant, voir le dé-
but du �2.2.1) correspondant aux permutations de signature 1 et I les autres.
Concrètement,

P =
∑

γ∈An

∏
1≤i≤n

σγ(i)(εi), I =
∑

γ∈S−
n

∏
1≤i≤n

σγ(i)(εi).

où S−n désigne les permutations de signature −1. Alors

(detM)2 = (P − I)2 = (P + I)2 − 4PI.
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Soit N la clôture galoisienne de L/Q dans Q̄. Alors tout plongement σ envoie
L dans N (utiliser le théorème 2.2.15(1)). Donc P, I ∈ N . Nous allons montrer
que P+I, PI ∈ Q, c'est-à-dire que ces quantités sont invariantes par Gal(N/Q).
Ce qui impliquera que P+I, PI ∈ Q∩ON = Z et donc que DL/K ≡ 0, 1 mod 4.
En e�et, le carré d'un entier relatif est toujours congru à 0 ou 1 modulo 4.

Pour tout τ ∈ Gal(N/Q), l'application

IsomQ(L, Q̄) → IsomQ(L, Q̄), σ 7→ τ ◦ σ

est une bijection. Fixons τ ∈ Gal(N/Q). Il existe donc γ0 ∈ Sn, dépendant de
τ , tel que τσi = σγ0(i) pour tout i ≤ n. On a

τ(P ) =
∑

γ∈An

∏
1≤j≤n

σγ0◦γ(εj) =
∑

γ′∈γ0An

∏
1≤j≤n

σγ′(εj)

et
τ(I) =

∑
γ′∈γ0S−

n

∏
1≤j≤n

σγ′(εj).

Par conséquent, on a τ(P ) = P, τ(I) = I si γ0 ∈ Sn et τ(P ) = I, τ(I) = P
sinon. Dans les deux cas, P + I, PI sont invariants par τ . Cela étant vrai pour
tout τ ∈ Gal(N/Q), on a bien P + I, PI ∈ Q.

Corollaire 2.3.22. Si [L : Q] = n et si une famille de n éléments dans OL

a son discriminant égal à 4d avec d un entier non nul sans facteur carré et
d ≡ 2, 3 mod 4, alors cette famille est une base de OL.

Démonstration. Sinon, le discriminant de cette famille est égal à a2DOL/Z pour
un carré a2 > 1. Donc a = 2 et DOL/Z = d. Ce qui est impossible d'après
Stickelberger.

Exemple 2.3.23 Si d 6= 0 est un entier sans facteur carré, congru à 2 ou 3 mod
4, et L = Q[

√
d], on a

DL/Q({1,
√
d}) = 4d.

Donc OL = Z[
√
d]. Cela peut cependant se montrer par un calcul direct simple.

Notons que toute extension quadratique de Q est de la forme Q[
√
d] pour un

entier d 6= 0, 1 sans facteur carré.

En général c'est une question di�cile de trouver une base d'entier d'un an-
neau d'entiers. Pour des calculs concrèts, on peut utiliser par exemple le logiciel
pari ou Sage.
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Chapitre 3

Anneaux de Dedekind

Les anneaux de Dedekind sont des généralisations des anneaux d'entiers de
corps de nombres. Cette notion est plus souple que celle des anneaux d'entiers.
Elle inclut en particulier les localisations des anneaux d'entiers. Elle inclut aussi
des anneaux qui proviennent de la géométrie algébrique. Il est souvent plus
agréable de travailler dans ce cadre plus général.

3.1 Décomposition des idéaux

3.1.1 Anneaux de Dedekind, dé�nition et exemples

Dé�nition 3.1.1 Un anneau intègre A est un anneau de Dedekind si

1. A est noethérien et intégralement clos (2.1.15),

2. et si A est de dimension de Krull 1 : les idéaux premiers non nuls de A
sont maximaux et A n'est pas un corps (ce qui équivaut à l'existence d'un
idéal maximal non nul).

Exemple 3.1.2 Nous prenons la convention qu'un corps n'est pas un an-
neau principal. Alors tout anneau principal A est un anneau de Dedekind. En
e�et, tout idéal premier non nul est engendré par un élément irréductible f . Si
fA ⊆ I = f ′A, alors f ′ | f , donc f ′ est inversible ou associé à f , donc I = A ou
fA. Ce qui montre que fA est maximal. Mais il existe des anneaux de Dedekind
qui ne sont pas principaux, voir l'exemple 3.1.5.

La proposition suivante donne une méthode générale pour produire des an-
neaux de Dedekind.

Proposition 3.1.3. Soient A un anneau de Dedekind, L une extension �nie
séparable de A et B la clôture intégale de A dans L. Alors B est un anneau de
Dedekind.

De plus pour tout idéal maximal q de B, l'intersection q ∩ A est un idéal
maximal de A.

35
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Démonstration. (1) Par construction, B est intégralement clos. On a vu dans
2.3.4 que B est noethérien et �ni sur A.

(2) Montrer que B n'est pas un corps. Comme A n'en est pas un, il existe
a ∈ A non nul et non inversible. Si B était un corps, alors 1/a ∈ B et serait
entier sur A, donc 1/a ∈ A puisque A est intégralement clos et donc a ∈ A∗,
contradiction.

(3) Soit q un idéal premier non nul de B. Alors p := q ∩ A est un idéal
premier de A. Montrons qu'il est non nul. Soit b ∈ B non nul. Il véri�e une
relation entière

bn + an−1b
n−1 + · · ·+ a1b+ a0 = 0 (3.1)

avec ai ∈ A. On peut supposer a0 6= 0 car sinon on peut simplier l'égalité par b
et en obtenir une nouvelle de degré n− 1. Si b ∈ q, alors a0 ∈ q ∩ A et est non
nul. Par suite p est un idéal maximal de A.

Montrons que q est aussi maximal, c'est-à-dire que B/q est un corps. Soit
x ∈ B/q non nuls. Il est de la forme x = b̄ pour un b ∈ B \ q. Dans la relation
(3.1) ci-dessus, il existe 0 ≤ m ≤ n− 1 tel que ai ∈ p pour tout 0 ≤ i ≤ m− 1
et am 6∈ p. En e�et il est impossible que tous les coe�cients aj appartiennent à
p ⊆ q, car bn, et donc b, appartiendrait à q. Dans l'anneau quotient B/q qui est
intègre, on a alors une relation

xn−m + ān−1x
n−m−1 + · · ·+ ām+1x+ ām = 0, ām 6= 0

(pour a ∈ A, ā désigne son image dans A/p qui est canoniquement un sous-
anneau de B/q). Comme A/p est un corps, il existe a ∈ A tel que āām = −1. Il
suit que

x(xn−m−1 + ān−1x
n−m−2 + · · ·+ ām+1)ā = 1,

et que x est inversible dans B/q.

Corollaire 3.1.4. L'anneau d'entiers OL d'un corps de nombres L est un an-
neau de Dedekind.

Rappelons que dans un anneau factoriel, tout élément irréductible est pre-
mier (i.e. l'idéal qu'il engendre est premier). Accesoirement, cette propriété ca-
ractérise les anneaux factoriels parmi les anneaux noetheriens intègres.

Exemple 3.1.5 Soit L = Q[
√
−5]. Montrons que 2 est irréductible mais pas

premier dans l'anneau de Dedekind OL. Ce qui impliquera que O n'est pas
factoriel et donc pas principal. Comme −5 ≡ 3 mod 4, on a OL = Z[

√
−5]

(exemple 2.3.23). Montrons que 2 est un élément irréductible de OL. Soit

2 = (a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5), a, b, c, d ∈ Z

une décomposition de 2. En prenant la norme sur Z, on obtient

4 = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2).
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Comme 5 > 4, on a b = d = 0 et 2 = ±ac. Il suit que a + b
√
−5 ou c + d

√
−5

est égal à ±1 et est inversible. Cela montre que 2 est irréductible dans OL. Par
ailleurs,

(1 +
√
−5)(1−

√
−5) = 6 ∈ 2OL,

mais 1 +
√
−5, 1−

√
−5 6∈ 2OL = 2Z + 2Z[

√
−5]. Donc 2OL n'est pas un idéal

premier et 2 n'est pas premier.

Remarque 3.1.6 Il existe des exemples d'anneaux de Dedekind qui proviennent
de la géométrie algébrique. Si P (X,Y ) ∈ C[X,Y ] est un polynôme irréductible
tel que P, ∂P/∂X et ∂P/∂Y n'ont pas de zéro commun dans C2, alors on peut
montrer que l'anneau quotient C[X,Y ]/P (X,Y )C[X,Y ] est un anneau de De-
dekind.

Exercice 3.1.7 Soit f(X) ∈ C[X] un polynôme non constant et sans racine
multiple. Montrer que B = C[X,Y ]/P (X,Y )C[X,Y ], où P (X,Y ) = Y 2−f(X),
est un anneau de Dedekind (indications : montrer que Frac(B) est une extension
séparable de degré 2 de C(X) et que B est la clôture intégrale de C[X] dans
Frac(B). On utilisera le fait que B = C[X]⊕ C[X]y où y désigne l'image de Y
dans le quotient B).

3.1.2 Idéaux fractionnaires

Rappelons que dans un anneau A, on dé�nit le produit de deux idéaux
I, J comme étant l'ensemble des sommes �nies d'éléments de la forme xy avec
x ∈ I, y ∈ J . C'est l'idéal de A engendré par les xy, x ∈ I, y ∈ J . (En général
IJ est strictement plus grand que cet ensemble des xy. Mais si I = aA, alors
IJ = {ay | y ∈ J}.) Cette opération fait de l'ensemble des idéaux non-nuls de A
un monoide unitaire, qui n'est essentiellement jamais un groupe. Dans l'étude
des anneaux de Dedekind, il est souvent utile de considérer l'� inverse � d'un
idéal non nul.

Dé�nition 3.1.8 Soient A un anneau noethérien intègre. Soit K = Frac(A).
Un idéal fractionnaire de A est un sous-A-module non nul M de K de type �ni.

Exemple 3.1.9 1. Il suit de la dé�nition que les idéaux fractionnaires conte-
nus dans A sont exactement les idéaux non nuls de A.

2. Soit α ∈ K∗, soit M un idéal fractionnaire. Alors αM := {αx | x ∈ M}
est encore un idéal fractionnaire. Les idéaux fractionnaires de la forme αA
sont appelés des idéaux fractionnaires principaux.

Proposition 3.1.10. Soit M un sous-A-module de K. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) M est un idéal fractionnaire ;

(ii) il existe α ∈ K∗ et un idéal I de A tels que M = αI ;

(iii) il existe α ∈ K∗ tel que M ⊆ αA.
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Démonstration. (i) =⇒ (ii). Soient x1, x2, . . . , xn ∈ K des générateurs du A-
module M . Il existe a ∈ A non nul tel que axi ∈ A pour tout i ≤ n. Il suit que
I := aM ⊆ A. C'est un sous-A-module de A, donc un idéal, et on a M = a−1I.

(ii) implique trivialement (iii). En�n (iii) implique (i) car αA est un A-
module de type �ni. Comme A est noethérien, cela implique que M est de type
�ni.

Dé�nition 3.1.11 Soient M,N deux idéaux fractionnaires. On dé�nit le pro-
duit MN comme étant le sous-A-module de K engendré par les éléments xy
avec x ∈ M,y ∈ N . Si M = αI et N = βJ , alors MN = (αβ)IJ est aussi un
idéal fractionnaire. On a (αA)(βA) = (αβ)A.

SiM,N sont des idéaux de A, cette dé�nition coincide avec celle des produits
d'idéaux.

Si α ∈ K∗, alors (αA)M = αM .

ATTENTION : en général l'ensemble des xy est strictement plus petit que
MN .

Exemple 3.1.12 Tout idéal fractionnaireM de Z est de la formeM = rZ pour
un nombre rationnel r ∈ Q non nul.

On note I(A) l'ensemble des idéaux frationnaires de A. Le produit des idéaux
fractionnaires est clairement commutatif et associatif, avec l'idéal A comme
élément neutre. On voudrait qu'il soit un groupe (voir corollaire 3.1.18). Pour
tout idéal fractionnaire M , notons

M−1 := {x ∈ K | xM ⊆ A}. (3.2)

Soit α ∈M un élément non nul, alors M−1 est un sous-A-module de K contenu
dans α−1A. Il suit de la proposition 3.1.10 que c'est un idéal fractionnaire.

On a toujoursMM−1 ⊆ A. SiM ademt un inverse N dans I(A), c'est-à-dire
queMN = A, alors on a nécessairement N ⊆M−1 par dé�nition deM−1. Donc
ce dernier est un candidat naturel pour être l'inverse de M dans I(A).

Exemple 3.1.13 1. Soit A un anneau principal. Alors tout idéal fraction-
naire M = αI = βA pour un β ∈ K∗, et on a M−1 = β−1A, MM−1 = A.

2. Soit A = Q[X,Y ], soit M = (X,Y ) l'idéal engendré par X,Y . Alors
M−1 = A (on a clairement A ⊆M−1. Si x ∈M−1, on écrit x = P/Q avec
deux polynômes P,Q ∈ Q[X,Y ] premiers entre eux. Alors xX, xY ∈ A
implique que Q divise X et Y , donc Q ∈ Q∗ et x ∈ Q[X,Y ]), etMM−1 =
M 6= A.
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3.1.3 Théorème de décomposition des idéaux

Dans un anneau principal A, tout élément non nul a se décompose de manière
unique comme produit d'éléments irréductibles a =

∏
i pi. Comme le produit

de deux idéaux principaux pA, qA est égal à pqA, on a aA =
∏

i(piA). Donc
tout idéal non nul se décompose comme produit d'idéaux maximaux. Cette
dernière propriété est plus faible que la décomposition des éléments, mais elle
se généralise aux anneaux de Dedekind.

Nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 3.1.14. Soient A un anneau de Dedekind et I un idéal non nul de A.

(1) L'idéal I contient un produit p1 · · · pn d'idéaux premiers non nuls, non né-
cessairement distincts.

(2) Tout idéal maximal de A contenant I est égal à un des pi ci-dessus.

Démonstration. (1) Cette partie est valable pour tout anneau noethérien. Consi-
dérons l'ensemble S des idéaux non nuls de A ne véri�ant pas la propriété énon-
cée et supposons cet ensemble non vide. Comme A est noethérien, cet ensemble
admet un élément maximal (pour l'inclusion) I. Par dé�nition de S, I n'est
pas premier. Il existe donc a, b ∈ A \ I tels que ab ∈ I. Considérons les idéaux
I + aA, I + bA de A. Ils contiennent strictement I. Par la maximalité de I dans
S, ces idéaux n'appartiennent pas à S. On a donc

I + aA ⊇ p1 · · · pn, I + bA ⊇ q1 · · · qm

avec des idéaux premiers non nuls pi, qj . Il suit que

p1 · · · pnq1 · · · qm ⊆ (I + aA)(I + bA) ⊆ I.

Contradiction avec l'hypothèse I ∈ S. Donc S = ∅.
(2) Soit p un idéal maximal contenant I. Supposons qu'aucun des pi ne soit

contenu dans p. On choisis alors un ai ∈ pi \ p pour chaque i ≤ n. Le produit
a1 · · · an ∈ p1 · · · pn ⊆ p, impossible car p est premier. Supposons donc que p
contienne pi0 , alors ils sont égaux puisque pi0 est automatiquement maximal, A
étant un anneau de Dedekind.

Lemme 3.1.15. Soit A un anneau de Dedekind. Soit p un idéal maximal de A.
Alors dans le monoide I(A) des idéaux fractionnaires on a p−1p = A.

Démonstration. Montrons d'abord qu'il existe x ∈ p−1\A. Fixons un a ∈ p\{0}
tel que p 6= aA (prendre pour a le carré d'un élément non nul de p). On a une
inclusion

p1 · · · pn ⊆ aA ⊂ p

avec des idéaux maximaux pi par le lemme 3.1.14 ci-dessus et on peut supposer
que n est le plus petit possible. On a n ≥ 2 car aA 6= p. Par le même lemme,
on peut supposer que pn = p. Par la minimalité de n, il existe b ∈ p1 · · · pn−1 et
b /∈ aA. Il suit que x := b/a /∈ A. Mais

xp = a−1(bp) = a−1(bpn) ⊆ a−1p1 · · · pn ⊆ A,
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donc x ∈ p−1.
Par dé�nition p−1p est un idéal fractionnaire contenu dans A. C'est donc

un idéal de A. S'il n'est pas égal à A, il est contenu dans un idéal maximal
p′ ⊇ p−1p ⊇ p. Donc p−1p = p′ = p. En particulier xp ⊆ p. Il suit de la
proposition 2.1.7(iii) que x ∈ K est entier sur A, donc x ∈ A. Contradiction.

Theorem 3.1.16. Soit A un anneau de Dedekind. Soit I un idéal non nul de
A. Alors il existe des idéaux maximaux deux à deux distincts p1, . . . , ps et des
entiers r1, . . . , rs ≥ 1 tels que

I = pr1
1 · · · prs

s

(si I = A, on convient que A est le produit d'idéaux maximaux indexé par
un ensemble vide). Une telle décomposition est unique à permutation près. Les
p1, . . . , ps sont exactement les idéaux premiers de A contenant I.

Démonstration. Montrons d'abord l'existence. Il su�t de montrer que I est un
produit �ni d'idéaux maximaux (on regroupe ensuite par paquets ceux qui sont
égaux). On écrit p1 · · · pn ⊆ I comme avant et on raisonne par récurrence sur
n (les pi ne sont pas nécessairement distincts). Si n = 1, alors I = p1 ou A et
il n'y a rien à démontrer. Si n ≥ 2, on peut supposer que I ⊆ pn et on a alors
p1 · · · pn−1 ⊆ p−1

n I ⊆ A. Par récurrence p−1
n I est un produit d'ideaux maximaux

q1 · · · qm, il suit que I = pnp−1
n I = pnq1 · · · qm.

Lorsque l'on a une décomposition I = pr1
1 · · · prs

s comme dans le théorème,
chaque pi contient I. Inversement si p est un idéal maximal contenant I, par le
lemme 3.1.14, p est égal à un des pi. Cela implique déjà l'unicité de l'ensemble
des idéaux maximaux qui interviennent dans la décomposition de I. Le reste de
l'unicité se démontre par une récurrence sur r1+ · · ·+rs en utilisant le lemme ci-
dessus qui permet de �simpli�er� par un idéal maximal dans un produit d'idéaux
maximaux.

Remarque 3.1.17 Dans le cas des anneaux principaux on retrouve la décom-
position au début expliquée au début de ce sous-paragraphe.

Revenons brièvement aux idéaux fractionnaires.

Corollaire 3.1.18. Soit A un anneau de Dedekind. Alors l'ensemble I(A) des
idéaux fractionnaires de A muni du produit un groupe commutatif. Plus préci-
sément, si M ∈ I(A), alors M−1 (voir (3.2)) est son inverse.

Démonstration. On écrit M = αI pour un α ∈ K∗ et I un idéal non nul de
A. Le théorème 3.1.16 permet d'écrire I comme produit d'idéaux maximaux
I =

∏
i pi. Il suit du lemme 3.1.15 que I(

∏
i p−1

i ) = A (par commutativité du
produit). Donc M(α−1(

∏
i p−1

i ) = A. Ceci prove que I(A) est un groupe.
Soit M ∈ I(A), d'inverse N ∈ I(A). Alors MM−1 ⊆ A = MN . En multi-

pliant par N , on obtient M−1 ⊆ NMN = N . Par ailleurs, pour tout x ∈ N , on
a xM ⊆ NM = A. Donc x ∈M−1. Par conséquent N = M−1.
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Exercice 3.1.19 Montrer que tout idéal fractionnaire M de A possède une
décomposition unique

M = pr1
1 · · · prn

n

avec ri ∈ Z \ {0} et que M ⊆ A si et seulement si ri > 0 pour tout i.

Remarque 3.1.20 Pour un anneau intègre A en général, on peut si I(A) est
un groupe, alors A est nécessairement un corps ou un anneau de Dedekind.

Exemple 3.1.21 Revenons à l'exemple 3.1.5 dans un cadre très légèrement
plus général. Soient d ≥ 5 un entier naturel sans facteur carré, d ≡ 1 mod 4
et L = Q[

√
−d]. On a vu que l'idéal 2OL n'était pas premier (au moins pour

d = 5). Quelle est sa factorisation en produit d'idéaux maximaux ? Comme
−d ≡ 3 mod 4, on sait que OL = Z[

√
−d. Soit p2 = (2, 1 +

√
−d). Montrons

que c'est un idéal maximal et que 2OL = p2
2.

L'idéal p2
2 est engendré par les produits de générateurs : 4, 2(1 +

√
−d), (1 +√

−d)2. On a
(1 +

√
−d)2 = 2

√
−d+ (1− d) ∈ 2OL.

Donc p2
2 ⊆ 2OL. De plus, si on écrit d = 4m+ 1, on a

−2 = (1 +
√
−d)2 − 2(

√
−d+ 1) + 4m ∈ p2

2.

Donc 2OL = p2
2. Noter cependant qu'on peut montrer que ni 2 lui-même, ni

aucun élément associé à 2 n'est un carré dans OL. Pour voir cela, on montre
que les unités de OL sont ±1 et que NL/Q(z) 6= ±2 pour tout z ∈ OL.

Il reste à montrer que p2 est un idéal maximal ou, de façon équivalente, que
OL/p2 est un corps. D'abord, comme OL = Z + Z

√
−d = Z + Z(1+

√
−d), tout

élément de OL est congru, modulo p2, à 0 ou 1. Donc |OL/p2| ≤ 2. D'autre part
ce quotient est non nul : sinon 1 ∈ p2 et donc p2 = A et 2OL = p2

2 = A, ce qui
est impossible car 1 /∈ 2OL. Par conséquent OL/p2 est un anneau à 2 éléments,
c'est donc le corps F2 et p2 est maximal.

On verra au �3.2 une méthode plus systématique pour déterminer la décom-
position de ce type d'idéaux.

Remarque 3.1.22 La structure du groupe des idéaux fractionnaires est très
simple. C'est le groupe abélien libre engendré par l'ensemble des idéaux maxi-
maux de A. Par exemple, l'ensemble des idéaux maximaux d'un anneau d'entiers
est dénombrable, donc I(OL) ' I(Z) pour tout corps de nombres L. On ne peut
donc pas tirer énormément d'informations sur A à partir de I(A).

Dé�nition 3.1.23 L'ensemble des idéaux fractionnaires principaux (ceux de
la forme αA, pour un α ∈ K∗) est un sous-groupe du groupe I(A). Le groupe
quotient est appelé le groupe des classes de A. On le note Cl(A).
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Proposition 3.1.24. Soit A un anneau de Dedekind. Alors Cl(A) = {1} si et
seulement si A est principal.

Démonstration. Si A est principal, tout idéal fractionnaire est principal par la
proposition 3.1.10. Inversement, supposons Cl(A) = {1}. Soit I un idéal non nul
de A. Alors il existe x ∈ K∗ tel que I = xA. On a x = x.1 ∈ I, donc x ∈ A et I
est un idéal principal. Ce qui prouve que A est principal.

Dé�nition 3.1.25 Soit L un corps de nombres, on appelle Cl(OL) le groupe
des classes de L, et on le note (par abus de notation !) Cl(L). On verra que ce
groupe est �ni. Son cardinal, noté hL ou h(L), est appelé le nombre de classes
de L. C'est un invariant important de l'extension L. Mais on verra qu'il n'est
pas toujours facile à déterminer, même pour les extensions quadratiques !

Exemple 3.1.26 Soit d > 1 sans facteur carré et soit L = Q[
√
−d] (cf. exemple

3.1.5). On connait toutes les valeurs de d pour lesquel hL vaut 1 :

1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163.

Ceux pour lesquel hL vaut 2 :

5, 6, 10, 13, 15, 22, 35, 37, 51, 58, 91, 115, 123, 187, 235, 267, 403, 427.

On sait que hL tend vers l'in�ni avec d. En revanche, on conjecture que hQ[
√

d]

vaut 1 pour une in�nité de d.

Un anneau est local s'il a un unique idéal maximal. Voir � 3.3 pour plus
d'informations.

Proposition 3.1.27. Soit A un anneau de Dedekind local. Alors A est principal.

Démonstration. Soit p l'idéal maximal de A. On a p 6= p2 (sinon on obtient
A = p en multipliant par p−1). Soit t ∈ p \ p2. Alors la décomposition de tA en
produit d'idéaux maximaux est tA = p. Soit I un idéal non nul de A, alors il
existe m ≥ 0 tel que I = pm = tmA. Donc A est principal.

Proposition 3.1.28. Soient A un anneau de Dedekind, p un idéal maximal et
t ∈ p \ p2. Alors il existe s ∈ A \ p tel que sp ⊆ tA ⊆ p.

Démonstration. La décomposition de tA fait apparaître tA = prJ avec J un
produit d'idéaux maximaux di�érents de p (donc premier à p), et r ≥ 1. On a
r = 1 car t ∈ pr. Soit s ∈ J \ p (il existe car J est premier à p). Il suit que
sp ⊆ Jp = tA.

3.1.4 Théorème des restes chinois

Si en général un anneau de Dedekind n'est pas principal, nous allons toute
fois montrer que tout idéal est engendré par au plus 2 éléments (corollaire 3.1.33)
en utilisant le théorème de restes chinois.
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Dé�nition 3.1.29 Deux idéaux I, J d'un anneau A sont dits premiers entre
eux si I + J = A. Cela revient à dire qu'il n'existe aucun idéal maximal de A
contenant à la fois I et J .

Lemme 3.1.30. Soit A un anneau.

(1) Deux idéaux maximaux distincts dans A sont toujours premiers entre eux.

(2) Si J1, . . . , Jq sont des idéaux premiers à I, alors J1 · · ·Jq est premier à I.

(3) Soient I, J premiers entre eux. Soient m,n ≥ 1. Alors Im et Jn sont pre-
miers entre eux.

Démonstration. (1) Si I, J sont maximaux et distincts, alors I + J est un idéal
qui contient strictement I, donc égal à A.

(2) Soient 1 = αi + βi avec αi ∈ I et βi ∈ Ji pour tout i ≤ q. Le produit de
ces q égalités montre que 1 ∈ I +

∏
i≤n Ji.

(3) Utiliser deux fois (2).

Theorem 3.1.31 (Théorème des restes chinois). Soit A un anneau. Considé-
rons des idéaux I1, . . . , In de A deux à deux premiers entre eux. Alors

(1) On a ∩1≤i≤nIi =
∏

1≤i≤n Ii.

(2) L'homomorphisme d'anneaux canonique A →
∏

1≤i≤nA/Ii est surjectif, et
induit un isomorphisme

A/
∏

1≤i≤n

Ii '
∏

i

A/Ii.

.

Démonstration. On se ramène par récurrence sur n au cas n = 2 en utilisant
le lemme ci-dessus. Soient deux idéaux I, J premiers entre eux. Soit 1 = α + β
avec α ∈ I et β ∈ J . Pour tout x ∈ I ∩ J , on a x = xα + xβ ∈ IJ + IJ = IJ .
D'où I ∩ J ⊆ IJ . L'inclusion inverse est évidente. Ce qui montre (1).

Pour tous a, b ∈ A, on a a− b = (a− b)α+ (a− b)β, donc

a+ (b− a)α = b+ (a− b)β ∈ (a+ I) ∩ (b+ J).

Cela montre la surjectivité de A → A/I × A/J . Le théorème de factorisation
des homomorphismes d'anneaux implique (2).

Lemme 3.1.32. Soit A un anneau de Dedekind. Soit I un idéal non nul de A.
Alors tout idéal de A/I est engendré par un élément.

Démonstration. (1) Supposons d'abord que I = pr pour un idéal maximal p et
r ≥ 1. Notons d'abord que pour tout idéal non nul J ⊆ A premier à p, son
image J̄ dans A/pr est égal à l'idéal unité. En e�et, J est premier à pr d'après
le lemme 3.1.30 : J + pr = A. Donc 1 ∈ I modulo pr.

Soit t ∈ p \ p2. Considérons la décomposition de tA = psJ1 où J1 est un
produit d'idéaux maximaux distincts de p. Il suit que J1 est premier à p. Comme
t ∈ ps, on a s = 1. Soit H un idéal non nul de A/pr. Son image réciproque
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H ′ ⊆ A est un idéal non nul et se décompose en H ′ = pmJ2 avec J2 premier à
p. Il suit que H = p̄m et t̄A/pr = p̄. D'où H = t̄mA/pr.

(2) Cas général. Soit I =
∏

i pri
i avec des idéaux maximaux 2 à 2 distincts et

ri ≥ 1. Alors A/I '
∏

iA/p
ri
i par le théorème 3.1.31. Tout idéal de A/pri

i étant
monogène, il en est de même pour A/I.

Corollaire 3.1.33. Soit A un anneau de Dedekind. Alors tout idéal I de A est
engendré par au plus 2 éléments.

Démonstration. On peut supposer I 6= 0. Soit a ∈ I non nul. Alors l'idéal I/aA
de A/aA est engendré par un élément b̄ avec b ∈ I. Il suit que I = aA+ bA.

Exercice 3.1.34 Soient C,D deux anneaux. Les addition et multiplication de
l'anneau produit cartésien C ×D sont dé�nies composante par composante. En
particulier l'élément unité est (1, 1).

Soit H un idéal de C × D. Soit I = {c ∈ C | (c, 0) ∈ H} et soit J = {d ∈
D | (0, d) ∈ H}. Montrer que ce sont respectivement des idéaux de C et de
D et que H = I × J (utiliser la multiplication par (1, 0) et (0, 1) et l'égalité
(1, 1) = (1, 0) + (0, 1)).
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3.2 Rami�cation

Dans l'exemple 3.1.21 nous avons vu que le nombre premier 2 ∈ Z n'est plus
un élément premier dans l'anneau des entiers d'une extension quadratique L.
Autrement dit, l'idéal 2OL ⊆ OL engendré par l'idéal maximal 2Z ⊂ Z n'est plus
maximal. Ce type de phénomène s'appelle la rami�cation, et c'est l'analogue de
la notion de rami�cation pour les applications entre des variétés topologiques
ou complexes (comme l'application conforme C → C, z 7→ z2).

Dans tout ce paragraphe �3.2, on est dans la situation suivante : A ⊆ B est
une extension d'anneaux de Dedekind et on suppose B �ni sur A (comme A-
module). On note K le corps des fractions de A et L celui de B. Généralement,
p désigne un idéal maximal de A et q un idéal maximal de B.

On s'attache à étudier la relation entre les idéaux maximaux de A et ceux
de B. On a vu dans la démonstration de la proposition 3.1.3 que si q∩A est un
idéal maximal de A. Pour un idéal p de A, on note pB l'idéal de B engendré par
le sous-ensemble p ⊆ B. Concrètement que c'est l'ensemble des sommes �nies
de produits xb avec x ∈ p et b ∈ B. Si p = tA est principal, alors pB = tB.

Proposition 3.2.1. Soit p un idéal maximal de A, alors il existe un idéal
maximal q de B tel que p = q ∩A.

Démonstration. Nous donnons une preuve ad hoc ici, mais la propriété est vraie
dans des situations beaucoup plus générales. Montrons que pB 6= B.

Soit sp ⊆ tA ⊆ p comme dans la proposition 3.1.28 avec un s ∈ A \ p. Si
pB = B, alors on a une relation

1 =
∑

1≤i≤n

xibi, xi ∈ p, bi ∈ B.

Donc s =
∑

i taibi avec sxi = tai et ai ∈ A et donc s = tb avec un b ∈ B. Soit
d = [L : K]. Il suit que sd = tdNL/K(b) avec NL/K(b) ∈ A (proposition 2.3.3).
Par conséquent sd ∈ tdA ⊆ p et s ∈ p, contradiction.

3.2.1 Rami�cation et décomposition

Soient A,B, p, q comme plus haut avec p ⊆ q. Alors l'idéal pB de B engendré
par le sous-ensemble p de B est non nul et se décompose donc en pB = qeI avec
q premier à I. Comme q ∩ A est un idéal premier contenant p, ils sont égaux.
Le corps A/p (resp. B/q) s'appelle le corps résiduel de A en p (resp. de B en
q). L'inclusion p ⊆ q induit canoniquement une extension de corps A/p → B/q.
Comme B est �ni sur A, cette extension est �nie.

Dé�nition 3.2.2 Dans la situation ci-dessus, on appelle l'entier e ≥ 1 l'indice
de rami�cation de A ⊆ B en q et A/p → B/q l'extension résiduelle en q. Le
degré de l'extension résiduelle est généralement noté f .

On dit que A ⊆ B est non-rami�é en q si e = 1 et si l'extension résiduelle
est séparable. Notons que la dernière condition est automatiquement satisfaite
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pour les extensions Z ⊆ OL d'anneaux d'entiers de corps de nombres. En e�et,
les corps résiduels sont alors des corps �nis, et toute extension �nie d'un corps
�ni est séparable.

Pour un p �xé, si A ⊆ B est non-rami�é en tous les q ⊇ p, on dit que
l'extension est non-rami�ée au-dessus de p. Lorsque A = Z et B = OL. On dira
par abus de langage que L/Q est non-rami�ée au-dessus de p.

Exemple 3.2.3 1. Dans l'exemple 3.1.21 avec L = Q[
√
−5], l'indice de ra-

mi�cation de Z ⊂ OL en p2 est égal à 2, avec une extension résiduelle
triviale. Les indices de rami�cation en p3,1 et p3,2 sont égaux à 1 avec
extensions résiduelles triviales. Donc L/Q est non-rami�ée au-dessus de
3. De même les calculs de l'exemple montrent que L/Q est non-rami�ée
au-dessus de 11. En fait elle est non-rami�ée au-dessus de tout premier
p 6= 2, 5.

2. Soit P (z) ∈ C[z] un polynôme non constant. Considérons

A := C[t] ⊆ B := C[z], où t = P (z).

Soit p un idéal maximal de A, alors il existe λ ∈ C tel que p = (t−λ)C[t].
Tout idéal maximal q de B contenant pB est de la forme q = (z − µ)C[z]
avec P (µ)−λ = 0 (exercice). Alors l'indice de rami�cation en q est l'ordre
d'annulation de P (X)−λ ∈ C[X] en µ et l'extension résiduelle est triviale.
Notons que la somme des indices de rami�cation en les idéaux maximaux
q ⊆ B contenant p est alors égale au deg(P (X)− λ) = [C(z) : C(t)]. Ceci
se généralise en théorème 3.2.9.

Nous allons maintenant préparer la preuve du théorème 3.2.9. On �xe A ⊆ B
une extension �nie d'anneaux de Dedekind. Soit p un idéal maximal de A et q
un idéal maximal de B contenant p. On note f = [B/q : A/p].

Lemme 3.2.4. Pour tout r ≥ 0, on a un isomorphisme de B-modules

B/q → qr/qr+1.

Démonstration. Soit π ∈ q \ q2. Considérons l'homomorphisme B-linéaire

φ : B → qr/qr+1, b 7→ bπr.

Déterminons son noyau et son image. Fixons un s ∈ B \ q tel que sq ⊆ πB
(proposition 3.1.28). Il est claire que q ⊆ kerφ. Inversement, si φ(b) = 0, alors
πrb ∈ qr+1 et donc srπrb ∈ πr+1B. Il suit que srb ∈ πB ⊆ q et b ∈ q car sr /∈ q.
D'où kerφ = q. Soit b ∈ qr. Il existe b′ ∈ B, srb = πrb′. Il existe s′ ∈ B \ q tel
que srs′ ∈ 1 + q car q + srB = B. Par suite b ∈ πrB + qr+1, ce qui implique la
surjectivité de φ.

On termine la preuve en appliquant le théorème de factorisation à φ.

Lemme 3.2.5. Soient R un anneau, I un idéal de R et M un R-module. Sup-
posons que IM = 0 (i.e., ax = 0 pour tout a ∈ I et pour tout x ∈M). Alors M
est naturellement un R/I-module.
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Démonstration. Il su�t de dé�nir la loi de produit externe. Pour toute classe
ā ∈ R/I et tout x ∈ M , on pose ā ∗ x = ax. Si ā = ā′, alors a − a′ ∈ I et
ax = a′x. Donc le produit externe est bien dé�ni. Il est trivial de montrer que
les axiomes d'un module sur R/I sont véri�és.

Lemme 3.2.6. On conserve les même hypothèses et notations. Soient e l'indice
de rami�cation en q et f le degré de l'extension résiduelle A/p → B/q. Alors
pour tout entier 1 ≤ r ≤ e, B/qr est un A/p-espace vectoriel de dimension fr.

Démonstration. Notons que p ⊆ pB ⊆ qe ⊆ qr, donc B/qr est naturellement
un espace vectoriel sur A/p d'après le lemme ci-dessus. On a une suite exacte
d'espaces vectoriels sur A/p :

0 → qr−1/qr → B/qr → B/qr−1 → 0.

D'où dimA/pB/q
r = dimA/pB/q

r−1 + dimA/pB/q en utilisant le lemme 3.2.4
ci-dessus. Cela implique immédiatement le corollaire par récurrence sur r.



48 CHAPITRE 3. ANNEAUX DE DEDEKIND

Proposition 3.2.7. Fixons p et considérons la décomposition de l'idéal pB de
B :

pB =
∏

1≤i≤m

qei
i .

Notons fi = [B/qi : A/p]. On a

dimA/p(B/pB) =
∑

1≤i≤m

eifi.

Démonstration. D'après le théorème des restes chinois 3.1.31, on a un isomor-
phisme canonique

B/pB '
∏

1≤i≤m

B/qei
i .

C'est un isomorphisme d'anneaux, mais aussi de B-modules (par construction),
et donc de A-modules. Comme tous les modules en présence sont annulés par p,
c'est aussi un isomorphisme de A/p-espaces vectoriels. Il su�t alors d'appliquer
le corollaire 3.2.6 ci-dessus.

Nous allons maintenant comparer dimA/pB/pB avec le degré de l'extension
Frac(A) ⊆ Frac(B). Pour cela, nous supposons que B est la clôture intégrale de
A dans une extension �nie séparable L de K = Frac(A) (proposition 3.1.3), de
sorte que B soit de type �ni comme A-module (2.3.4). Nous allons alors montrer
que dimA/pB/pB = [L : K]. Nous commençons avec une forme très générale
du célèbre lemme de Nakayama.

Lemme 3.2.8 (Lemme de Nakayama). Soient R un anneau, I un idéal de R
et M un R-module de type �ni. Si M = IM , alors il existe α ∈ I tel que
(1 + α)M = 0.

Démonstration. Soit {x1, . . . , xn} un système de générateurs de M sur R. Il
existe une matrice D ∈Mn(R) à coe�cients dans I telle que

t(x1, . . . , xn) = D · t(x1, . . . , xn).

Donc (Idn − D)t(x1, . . . , xn) = 0. En multipliant par la transposée de la co-
matrice de Idn − D on obtient det(Idn − D) · t(x1, . . . , xn) = 0. Soit a =
det(Idn −D) = 1 + α ∈ 1 + I, alors axi = 0 pour tout i ≤ n, donc aM = 0.

Theorem 3.2.9. Soit A un anneau de Dedekind de corps de fractions K, soit
B la clôture intégrale de A dans une extension �nie séparable L/K. Pour tout
idéal maximal p de A, on a une décomposition

pB = qe1
1 · · · qen

n (3.3)

où q1, . . . , qn sont les idéaux maximaux de B contenant p, deux à deux distincts
et où ei est l'indice de rami�cation de A ⊆ B en qi. De plus, on a l'égalité

[L : K] =
∑

1≤i≤n

eifi (3.4)

où fi est le degré de l'extension résiduelle de A/p ⊆ B/qi.
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Démonstration. Soit d = dimA/pB/pB. D'après la proposition 3.2.7 il su�t de
montrer que [L : K] = d.

Soient b1, · · · , bd ∈ B dont les images dans B/pB forment une base de A/p-
espace vectoriel. Il s'agit de montrer qu'ils forment une base de L/K.

(1) Génération. Soit N =
∑

1≤j≤dAbj ⊆ B. Soit M = B/N (quotient de
A-modules). Comme B ⊆ N + pB par l'hypothèse sur les bj , on a M = pM . Il
suit du lemme de Nakayam qu'il existe α ∈ p tel que (1 + α)M = 0. Autrement
dit, comme 1 + α 6= 0 (car 1 6∈ p), on a B ⊆ (1 + α)−1N ⊆

∑
1≤j≤nKbj . En

appliquant la proposition 2.3.1(1) avec C = B, on obtient L ⊆
∑

1≤j≤nKbj .
Les b1, · · · , bd forment bien une famille génératrice de L sur K.

(2) Indépendance linéaire. Supposons
∑

1≤j≤d ajbb = 0 avec aj ∈ K. On
veut montrer que les aj sont tous nuls. En chassant les dénominateurs, on peut
supposer que aj ∈ A. Supposons que les aj ne sont pas tous nuls. Alors l'idéal
I := (a1, a2, . . . , ad) engendré par les ai est non nul. Il se décompose en I = prJ
avec J premier à p. Cela implique que I ⊆ pr et que I 6⊆ pr+1.

Soit t ∈ p \ p2. Soit s ∈ A \ p tel que sp ⊆ tA (proposition 3.1.28). On a
sraj ∈ srpr ⊆ trA, donc sraj = tra′j avec a′j ∈ A. Il suit que

∑
j a

′
jbj = 0. En

passant dans B/pB, on obtient a′j ∈ p. Comme sr /∈ p, p + srA est un idéal qui
contient strictement p et est donc égal à A. Il existe donc a′ tel que 1 = sra′+x
avec x ∈ q, alors

aj = (sra′ + x)aj = a′tra′j + xaj ∈ pr+1

pour tous j ≤ d. D'où I ⊆ pr+1. Contradiction et la famille est bien libre sur
K.

Proposition 3.2.10 (Cas galoisien). Conservons les notations du théorème
3.2.9 et supposons l'extension L/K galoisienne. Alors ei = ej et fi = fj pour
tous i, j ≤ n.

Démonstration. Pour tout σ ∈ G := Gal(L/K), σ(qi) est un idéal maximal
de B contenant σ(p) = p. Donc G opère sur l'ensemble des qi. Montrons que
l'action est transitive. Supposons par exemple que σ(q2) 6= q1 pour tout σ ∈ G.
Soit

x ∈ q1 \ ∪σ∈Gσ(q2).

Un tel x existe par le théorème des restes chinois 3.1.31 (prendre un antécédent
de (0, 1, . . . , 1) par B →

∏
iB/qi). Alors∏

σ∈G

σ(x) = NL/K(x) ∈ A ∩ q1 = p ⊆ q2.

Donc un des conjugués de x appartient à q2. Contradiction. Ce qui montre la
transivitivé de l'action.

Fixons r ≤ n. Soit σ ∈ G tel que σ(q1) = qr. Comme pB = σ(pB) =∏
σ(qi)ei , il suit de l'unicité de la décomposition que e1 = er. De plus, σ induit

un isomorphisme de A-modules B/q1 → B/σ(q1) = B/qr qui est a �ortiori un
isomorphisme de (A/p)-espaces vectoriels. Donc f1 = fr.
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Nous allons donner une méthode concrète pour calculer les invariants e et f
dans un cas particulier (extensions monogènes).

Theorem 3.2.11 (Cas monogène). Soit A ⊆ B une extension �nie d'anneaux
de Dedekind. Supposons que B = A[θ] pour un certain θ ∈ B. Soit m(X) ∈
A[X] le polynôme minimal de θ sur K. Fixons un idéal maximal p de A, et
notons k(p) = A/p. Soit m̄(X) la classe de m(X) dans k(p)[X]. Considérons la
factorisation

m̄(X) =
∏

1≤i≤n

hi(X)ri , ri ≥ 1

avec les hi(X) ∈ k(p)[X] unitaires irréductibles et deux à deux distincts. Soit
Hi(X) ∈ A[X] un polynôme unitaire dont l'image dans k(p)[X] est égale à
hi(X). Alors les propriétés suivantes sont vraies.
(1) On a un isomorphisme d'anneaux A[X]/(m(X)) ' B.

(2) Soit qi = Hi(θ)B+pB. Alors c'est un idéal maximal de B contenant p avec
B/qi ' k(p)[X]/(hi(X)).

(3) Les q1, . . . , qn sont deux à deux distincts et sont exactement les idéaux maxi-
maux de B contenant p.

(4) On a ei = ri, fi = deg hi(X).
(5) La décomposition de pB est donnée par

pB =
∏

1≤i≤n

qri
i .

Avant de donner la démonstration du théorème, donnons tout de suite des
exemples d'application.

Exemple 3.2.12 Soit d 6= 1 un entier sans facteur carré et ≡ 2, 3 mod 4.
Considérons L = Q[

√
d]. On a OL = Z[

√
d] = Z[X]/(X2 − d) (exemple 2.3.23).

En un premier p > 2 ne divisant pas d, on a

OL/pOL = Fp[X]/(X2 + d̄)

est soit un corps, auquel cas il y a un seul premier dans OL au-dessus de p et
on a e = 1, f = 2 ; soit produit de deux copies de Fp et il y a deux premiers
au-dessus de p avec ei = fi = 1. Dans les deux cas, L est non-rami�é au-dessus
de p.

En p = 2, on a OL/pOL = Fp[X]/(X + 1)2 ou Fp[X]/(X2). Donc s = 1, et
on a e = 2, f = 1. Il suit que 2OL = q2 comme dans l'exemple 3.1.21.

En p > 2 divisant d, on a OL/pOL = Fp[X]/(X2). Donc situation similaire
à 2 : un seul premier au-dessus de p avec e = 2 et f = 1.

Pour p > 2 et premier à d, X2 − d est soit irréductible, soit produit de deux
facteurs linéaires premiers entre eux. Donc s = 1 ou 2. Si s = 1, on a e = 1 et
f = 2. Si s = 2, on a e1 = e2 = f1 = f2 = 1.

En résumé, les nombres premiers rami�és dans l'extension L sont 2 et les
diviseurs premiers de d. Par ailleurs, le discriminant DOL/Z = 4d. Donc les
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nombres premiers rami�és sont ceux qui divisent DOL/Z. Ceci n'est pas un
hasard comme on va voir un peu plus loin.

Exemple 3.2.13 Soit L = Q[α] engendrée par une racine α ∈ C de H(X) =
X5 −X − 1. On a vu (2.3.19) que OL = Z[α]. Dans F2, on a la décomposition
X5 − X − 1 = (X2 + X + 1)(X3 + X2 + 1) en facteurs irréductibles. Donc
au-dessus de 2Z, on a s = 2, e1 = 1, f1 = 2 et e2 = 1, f2 = 3. Cela implique
d'ailleurs que L/Q n'est pas galoisienne d'après la proposition 3.2.10.
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Démonstration. (du théorème 3.2.11) (1) Par hypothèse l'homomorphisme de
A-algèbres A[X] → B dé�ni par F (X) 7→ F (θ) est surjectif. Déterminons son
noyau. Soit F (X) ∈ A[X] tel que F (θ) = 0. Comme m(X) ∈ A[X] est unitaire,
on peut e�ectuer une division euclidienn dans A[X] :

F (X) = m(X)Q(X) +R(X), degR(X) < degm(X).

Il suit que R(θ) = 0, donc R(X) = 0 puisque m(X) est le polynôme minimal de
θ sur K. Donc F (X) ∈ m(X)A[X] et le noyau en question est égal à m(X)A[X].
Ce qui prouve (1).

(2) Rappelons que si I ⊆ J ⊆ R sont des idéaux dans un anneau R, alors on
a un isomorphisme canonique R/J ' (R/I)/(J/I).

On a
B/qi ' A[X]/(m(X),Hi(X), p) ' k(p)[X]/(hi(X))

est un corps. Donc qi est un idéal maximal de B contenant p et k(qi) '
k(p)[X]/(hi(X)) est une extension de k(p) de degré fi = deg hi(X).

(3) Soient i 6= j ≤ n, montrons que qi 6= qj . En e�et, comme hi(X), hj(X)
sont premiers entre eux, il existe gi(X), gj(X) ∈ k(p)[X] tels que gihi+gjhj = 1.
Si Gi(X), Gj(X) ∈ A[X] sont des polynômes qui s'envoient sur gi(X), gj(X)
dans k(p)[X], alors

Gi(X)Hi(X) +Gj(X)Hj(X) = 1 + S(X), S(X) ∈ p[X]

(p[X] est l'ensemble des polynômes à coe�cients dans p). Si qi = qj , alors

1 + S(θ) = Gi(θ)Hi(θ) +Gj(θ)Hj(θ) ∈ qi + qj = qi.

Or 1 + S(θ) ∈ 1 + pB ⊆ 1 + qi est dans le complémentaire de qi. Contradiction.
Il reste à montrer que tout idéal maximal q de B contenant pB est égal à un

des qi. Similairement à ce qui précède, on a

m(X) =
∏

1≤i≤n

Hi(X)ri +R(X)

avec un R(X) ∈ p[X]. Il suit que

0 = m(θ) =
∏

1≤i≤n

Hi(θ)ri +R(θ), R(θ) ∈ pB. (3.5)

Donc
∏

iHi(θ)ri ∈ q. Par suite, Hi(θ) ∈ q pour un certain i ≤ n. Cela entraîne
que qi ⊆ q, donc qi = q puisque qi est maximal.

(4)-(5) L'équation (3.5) ci-dessus implique que∏
i≤n

Hi(θ)ri = −R(θ) ∈ pB.
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Il suit que
∏

i qri
i ⊆ (

∏
iHi(θ)ri , pB) ⊆ pB =

∏
i qei

i . L'exercice 3.3.22 montre
que ri ≥ ei pour tous i ≤ n. Par ailleurs, on a∑

i≤n

rifi = degm(X) = degm(X) = [L : K]

car m(X) est le polynôme minimal de θ sur K et que L = K[θ] (Proposi-
tion 2.3.1). D'après le théorème 3.2.9 on a∑

i

eifi =
∑

i

rifi.

Comme ri ≥ ei et fi ≥ 1 pour tout i, on a ri = ei pour tout i ≤ n.

3.2.2 Rami�cation et discriminant

Nous allons donner un résultat qui généralise l'exemple 3.2.12 concernant la
rami�cation. Nous conservons les hypothèses sur A ⊆ B comme au début du
�3.2.

Theorem 3.2.14. Supposons B libre sur A avec une base ε. Alors A→ B est
rami�é au-dessus de p si et seulement si p contient DB/A(ε). En particulier, si
A→ B est rami�é seulement au-dessus d'un nombre �ni de p.

Démonstration. Nous démontrons ce théorème dans le cas où B = A[θ] est
monogène sur A comme dans le théorème 3.2.11. Nous gardons les notations de
3.2.11. Comme le discriminant est indépendant du choix d'une base de B sur A à
multiplication par des inversibles de A près, il su�t de montrer le théorème avec
la base {1, θ, . . . , θd−1} où d = degm(X). Notons On a DB/A(ε) = DL/K(ε) =
disc(m(X)). Dire que l'extension B/A est non-rami�ée au-dessus de p est équi-
valent à ri = 1 et les hi(X) séparables. Comme ceux-ci sont premiers entre eux,
c'est encore équivalent à m(X) séparable, c'est-à-dire que disc(m(X)) 6= 0. Or
disc(m(X)) = disc(m(X)) ∈ A/p. Cela implique le théorème.

Comme DL/K(ε) 6= 0, l'ensemble des p contenant DL/K(ε), égal à l'ensemble
des p contenant l'idéal non nul DL/K(ε)A, est �ni.

Corollaire 3.2.15. Soit L un corps de nombres. Alors Z → OL est rami�ée
au-dessus de pZ si et seulement si p | dL, le discriminant de L.

Remarque 3.2.16 On verra que Z n'admet aucune extension non triviale non-
rami�ée au-dessus de tout nombre premier (corollaire 4.2.16). Autrement dit Z
est une sorte d'espace simplement connexe. Il en est de même pour l'anneau
C[X], cela résulte du fait que l'espace topologique C est simplement connexe.

En revanche, si k est un corps de caractéristique p > 0, l'extension �nie non
triviale A = k[t] ⊂ B = k[y] avec t = yp − y est non-rami�ée au-dessus de tout
idéal maximal de A.
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3.3 Étude locale

Cette partie n'a pas été présentée en cours.

Soit A un anneau de Dedekind de corps de fractions K. Sa structure de-
vient plus simple par localisation (c'est-à-dire en ajoutant des dénominateurs à
A). Typiquement, la localisation par rapport à un idéal maximal conduit à un
anneau de valuation discrète.

3.3.1 Localisation

Ce sous-paragraphe regroupe quelques généralités sur la localisation. La plu-
part d'entre elles ont été vue en TD, nous n'y reviendrons donc pas. Nous passons
directement à la proposition 3.3.12 et son corollaire 3.3.13.

On supposera dans cette section que A est un anneau intègre. On note K
son corps des fractions. La localisation est un procédé qui génère des A-algèbres,
et qui permet entre autres d'étudier �isolément� les idéaux premiers de A.

L'exemple le plus simple de localisation est le corps des fractionsK lui-même.
On voit que ce procédé fabrique un anneau ayant une structure plus simple que
l'anneau de départ.

Dé�nition 3.3.1 Une partie multiplicative S de A est un sous-ensemble non
vide stable par multiplication. Par commodité on demandera aussi que 1 ∈ S et
0 /∈ S.

Exemple 3.3.2 S = A\{0}, ou plus généralement, A\p pour un idéal premier
p de A ; {fn|n ≥ 1} pour un élément donné f ∈ A.

Dé�nition 3.3.3 On pose

S−1A = {a/s ∈ K | a ∈ A, s ∈ S}.

On l'appelle la localisation de A par rapport à S. On voit immédiatement que
c'est un sous-anneau de K contenant A. L'inclusion A ⊆ S−1A fait de ce dernier
une A-algèbre. De plus, Frac(S−1A) = K.

Exemple 3.3.4 Si p est un idéal premier de A, on note Ap la localisation de
A par rapport à A \ p. En particulier, K = A{0}. Si f ∈ A, on note Af la
localisation de A par rapport à {fn | n ≥ 0}. La localisation Z10 est l'anneau
des nombres décimaux.

Soit I un idéal de A. On note S−1I l'ensemble {a/s | a ∈ I, s ∈ S}. C'est
un idéal de S−1A, égal à l'idéal de S−1A engendré par la partie I ⊂ S−1A. On
note cet idéal aussi par I(S−1A).

Proposition 3.3.5. Si A est noethérien, alors il en est de même pour S−1A.
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Démonstration. Soit J un idéal de S−1A. Alors I := J ∩ A est un idéal de
A, donc engendré par x1, . . . , xn ∈ I. Ce sont aussi des éléments de J puisque
I ⊆ J . Pour tout x = α/s ∈ J , on a α = sx ∈ J ∩ A = I. Donc α =

∑
i aixi

avec ai ∈ A et x =
∑

i(ai/s)xi. Ce qui montre que x1, . . . , xn engendrent J en
tant que S−1A-module. Donc J est de type �ni et S−1A est noethérien.

Proposition 3.3.6. Soit S une partie multiplicative de A. Les correspondances

q 7→ q ∩A, p 7→ S−1p

établissent une bijection (réciproque l'une de l'autre) de l'ensemble des idéaux
premiers de S−1A avec l'ensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant pas
S.

Démonstration. Notons d'abord que si q est un idéal premier de Ap, q ∩ A est
un idéal premier de A (l'image réciproque par un homomorphisme d'anneaux
d'un idéal premier est un idéal premier). De plus (q ∩ A) ∩ S = ∅ car sinon, si
s est dans l'intersection, on a s ∈ q et s ∈ (S−1A)∗, Ce qui impliquerait que
q = S−1A, et ce n'est pas un idéal premier !

Inversement, si p est un idéal premier de A avec p ∩ S = ∅, montrons que
S−1p est premier dans S−1A. C'est un idéal propre car 1 = α/s avec α ∈ p,
s ∈ S implierait que α = s ∈ p ∩ S. Ensuite, si α1/s1 × α2/s2 ∈ S−1p, alors
α1α2 ∈ p, donc, par exemple α1 ∈ p. Il suit que α1/s1 ∈ S−1p.

Il reste à montrer que (S−1p) ∩ A = p et S−1(q ∩ A) = q pour p, q comme
dans l'énoncé. On a clairement p ⊆ (S−1p) ∩A et S−1(q ∩A) ⊆ q.

Soit a = α/s ∈ (S−1p) ∩ A. Alors sa = α ∈ p. Comme s /∈ p puisque S ∩ p
est vide, on a a ∈ p. Donc (S−1A) ∩ p ⊆ p et on a l'égalité. Soit x = α/s ∈ q.
Alors α = sx ∈ q ∩ A et x = α/s ∈ S−1(q ∩ A). Ce qui montre l'inclusion
q ⊆ S−1(q ∩A) et donc l'égalité.

Corollaire 3.3.7. Avec les notations de la propostion ci-dessus, si de plus p est
un idéal maximal de A, alors S−1p est un idéal maximal de S−1A.

Démonstration. Si p est maximal, et si S−1p est contenu dans un idéal maximal
q de S−1A, alors p = q ∩A, et donc S−1p = q est un idéal maximal.

Dé�nition 3.3.8 On dit qu'un anneau A est local s'il admet un unique idéal
maximal. Par exemple, un corps est un anneau local. L'idéal maximal d'un
anneau local contient tous les idéaux premiers.

Exercice 3.3.9 Un anneau A est local si et seulement si A \ A∗ est un idéal.
Ce sera alors l'idéal maximal de A. Si I est un idéal de A, alors A \ I = A∗ si
et seulement si I est l'unique idéal maximal de A.

Exemple 3.3.10 L'anneau Z n'est pas local.

Exemple 3.3.11 Soit A un anneau intègre. Soit p un idéal premier de A. Alors
Ap est un anneau local, d'idéal maximal S−1p, où S = A \ p. En e�et par
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la proposition 3.3.6, S−1p est un idéal premier puisque p ∩ S = ∅. De plus, les
idéaux premiers de Ap sont de la forme S−1p′ avec p′∩S = ∅ donc p′ ⊆ A\S = p
et S−1p′ est contenu dans S−1p.

Cet exemple est fondamental. À partir de p, on a construit un anneau dont
les idéaux premiers correspondent à ceux de A contenus dans p. Ce qui simpli�e
considérablement la structure du nouvel anneau.

Il existe une explication du terme � local � provenant de la géométrie algé-
brique.

Proposition 3.3.12. Soit A un anneau intègre et intégralement clos, alors
S−1A est intégralement clos.

Démonstration. Soit x ∈ Frac(S−1A) = Frac(A) = K un élément entier sur
S−1A. On a une relation entière

xn + (an−1/sn−1)xn−1 + · · ·+ (a0/s0) = 0, ai ∈ A, si ∈ S.

En prenant s = s0s1 · · · sn−1, on obtient une relation entière de sx sur A, donc
sx ∈ A et x ∈ S−1A. Autrement dit, S−1A est intégralement clos.

Proposition 3.3.13. Si A est un anneau de Dedekind, alors S−1A est soit un
corps, soit un anneau de Dedekind.

Démonstration. D'après ce qui précède, S−1A est intègre, intégralment close et
noethérien. En�n, tout idéal premier de S−1A est de la forme S−1p avec p idéal
premier de A. Comme p est nul ou maximal, il en est de même pour S−1p d'après
3.3.6. Si S−1A n'est pas un corps, c'est alors un anneau de Dedekind.

Un point intéressant avec la localisation est qu'elle permet de rendre un idéal
principal en ajoutant juste un dénominateur.

Exercice 3.3.14 Trouver une partie multiplicative S de Z, di�érente de Z\{0},
telle que S−1Z = Q.

Exercice 3.3.15 Si A est principal (resp. factoriel), montrer que S−1A est
principal (resp. factoriel).

3.3.2 Anneaux de valuation discrète

Nous avons vu que les anneaux de Dedekind locaux sont principaux (pro-
position 3.1.27). Une façon de construire de tels anneaux est donnée par les
valuations discrètes.

Dé�nition 3.3.16 Soit K un corps. Une valuation discrète sur K est une ap-
plication v : K∗ → Z (et on conviendra souvent que v s'étend sur K en posant
v(0) = +∞) telle que pour tous a, b ∈ K∗

1. v(ab) = v(a) + v(b) (c'est un homomorphisme de groupes) ; en particuler
v(1) = 0.
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2. v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)} (si a+ b = 0, il n'y a pas de condition).

On dit que la valuation est non triviale si v(K∗) 6= {0} et qu'elle est normalisée
si v(K∗) = Z (en général c'est un sous-groupe non nul de Z, donc de la forme
dZ). Nous n'utiliserons que les valuations non triviales dans ce cours.

Exemple 3.3.17 Soit p un nombre premier. On a une valuation p-adique sur
Q, dé�nie comme suit. Tout nombre rationnel x non nul s'écrit de façon unique
a/b avec a, b ∈ Z premiers entre eux et b > 0. On décompose a = pru, b = psv
avec r, s ∈ N et u, v premiers à p. Alors la valuation p-adique vp(x) est égale à
vp(a)− vp(b) = r − s. On a x = pvp(x)c/d avec c, d ∈ Z premiers à p.

Un corps K muni d'une valuation discrète non triviale v est appelé un corps
de valuation discrète. L'ensemble

Ov := {a ∈ K∗ | v(a) ≥ 0} ∪ {0}.

est un sous-anneau de K, appelé un anneau de valuation discrète, ou l'anneau
de valuation de (K, v). Le sous-ensemble

mv := {a ∈ K∗ | v(a) > 0} ∪ {0}

est un idéal de Ov.

Proposition 3.3.18. Un anneau A est un anneau de valuation discrète si et
seulement si c'est un anneau de Dedekind local. Son idéal maximal est alors mv.

Démonstration. Supposons que A est un anneau de valuation discrète. Si a ∈
A \ mv, alors v(1/a) = −v(a) = 0, donc 1/a ∈ A et a ∈ A∗. Ce qui montre
que A est local d'idéal maximal mv. Soit I un idéal non nul de A. Soit x0 ∈ I
de valuation minimale. Alors pour tout x ∈ I, v(x/x0) ≥ 0, donc x/x0 ∈ A et
I = x0A. Ce qui prouve que A est principal. La valuation étant non triviale, il
existe a ∈ K non nul avec v(a) > 0. Donc a ∈ A et 1/a /∈ A et A n'est pas un
corps.

Inversement, soit A un anneau de Dedekind local. Il est alors principal
(3.1.27). Soit t un générateur de l'idéal maximal m de A. Comme A est un
anneau factoriel, t est un élément premier et pour tout a ∈ A non nul, il existe
un unique n ≥ 0 tel que a = tnu avec u ∈ A \ tA = A∗. On pose v(a) = n. Cela
dé�nit une application A \ {0} → N qui est multiplicative et qui s'étend en une
valuation discrète non triviale sur K = Frac(A) (les détails sont à véri�er laissés
aux ).

La proposition suivante est un principe local-global (si une certaine pro-
priété est vraie en localisant en tous les idéaux maximaux, alors elle est vraie
globalement).

Proposition 3.3.19. Soient I, J deux idéaux dans un anneau intègre A. Si
IAm ⊆ JAm pour tout idéal maximal m de A, alors I ⊆ J .
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Démonstration. Soit β ∈ I et considérons

H = {a ∈ A | aβ ∈ J}.

C'est un idéal de A. On veut montrer que H = A, ce qui impliquera que 1 ∈ H
et donc que β ∈ J . SiH est un idéal propre, il est contenu dans un idéal maximal
m de A. Comme IAm ⊆ JAm par hypothèse, il existe α ∈ J , s ∈ A \m tels que
β = α/s. Donc sβ ∈ J et s ∈ H ⊆ m. Mais s /∈ m. Contradiction.

Theorem 3.3.20. Soit A un anneau intègre noethérien qui n'est pas un corps.
Alors A est un anneau de Dedekind si et seulement si pour tout idéal maximal
m de A, la localisation Am est un anneau de valuation discrète.

Démonstration. Supposons véri�ée la propriété sur les localisations Am. Soit
x = a/b ∈ K = Frac(A) (avec a, b ∈ A) entier sur A. Alors pour tout idéal
maximal m de A, x ∈ Frac(Am) est entier sur Am. Ce qui montre que x ∈ Am.
Donc aAm ⊆ bAm pour tout idéal maximal m. La proposition 3.3.19 montre alors
que aA ⊆ bA, donc a ∈ bA et x ∈ A. Ce qui montre que A est intégralement
clos.

Soit p un idéal premier non nul de A. Soit m un idéal maximal de A contenant
p. Alors pAm est un idéal premier non nul de Am (proposition 3.3.6), donc égal
à mAm. Il suit que p = m (loc. cit.) et p est maximal. On a donc montré que A
est un anneau de Dedekind.

Inversement, si A est un anneau de Dedekind, alors Am est un anneau de
Dedekind local (3.3.13). On peut donc appliquer la proposition 3.1.27.

Remarque 3.3.21 Soit p un idéal maximal de A, on peut dé�nir une sorte
d'évaluation vp en p sur l'ensemble des idéaux fractionnaires de A de la façon
suivante. Soit I un idéal non nul de A. Si p ne contient pas I, on pose vp(I) = 0.
Sinon, on pose vp(I) = r l'exposant de p dans la décomposition de I. Ceci dé�nit
une application multiplicative de l'ensemble des idéaux non nuls de A dans Z.
Elle s'étend en un homomorphisme de groupes vp : I(A) → Z.

Exercice 3.3.22 Soient I, J deux idéaux non nuls de A. Montrer que I ⊆ J si
et seulement is vp(I) ≥ vp(J) pour tous idéaux maximaux p de A.



Chapitre 4

Groupe des classes des corps

de nombres

Le groupe des classes d'un anneau de Dedekind A est un groupe commutatif
qui mesure en quelque sorte le défaut de A à être principal. Il est trivial si et
seulement si A est principal, cf. proposition 3.1.24. Plus précisément, si I est
un idéal non nul de A, et si sa classe dans Cl(A) est d'ordre �ni égal à e, alors
Ie est un idéal principal. Dans ce chapitre nous étudions le groupe des classes
de l'anneau des entiers d'un corps de nombres. Nous montrons notamment que
ce groupe est �ni (4.1.8) et donnons aussi une borne en termes de certains
invariants du corps de nombres (4.2.10).

4.1 Finitude du groupe des classes

Pour évaluer la taille de Cl(A) lorsque A est un anneau d'entiers, on va
montrer que tout idéal fractionnaire est équivalent à un idéal de petite norme.

4.1.1 Norme absolue

Proposition 4.1.1 (et dé�nition). Soit L un corps de nombres. Soit I un idéal
non nul de OL. Alors l'anneau quotient OL/I est �ni. Son cardinal est appelé
la norme de I et est noté N(I).

Démonstration. Soit b ∈ I non nul. Son polynôme minimal sur Q appartient
à Z[X], et le terme constant a0 est non nul. On a un isomorphisme Z-linéaire
Zn ' OL (corollaire 2.3.6), d'où une application surjective

Zn/a0Zn ' OL/a0OL → OL/I

par composition. Comme le membre de gauche est �ni (il a an
0 éléments), celui

de droite aussi.

59
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Exemple 4.1.2 Lorsque L = Q, on a I = dZ pour un d 6= 0 et donc N(I) = |d|.

Lemme 4.1.3. Soit q un idéal maximal de OL, soit p le générateur premier de
l'idéal maximal q ∩ Z = pZ et notons fq = [OL/q : Z/pZ]. Alors N(qr) = prfq

pour tout r ≥ 0 (par convention q0 = OL).

Démonstration. Le cas r = 1 est immédiat. Pour tout r ≥ 2, le noyau de la
surjection canonique OL/q

r → OL/q
r−1 est égal qr/qr−1 ' OL/q (lemme 3.2.4)

qui est de cardinal pfq . Cela implique immédiatement le résultat recherché par
récurrence sur r.

Proposition 4.1.4. Soit L un corps de nombre.

(1) Soit I un idéal non nul de OL et soit

I =
∏

i

qri
i

une décomposition en product d'idéaux maximaux (a priori non nécessaire-
ment distincts). Soit pi ∈ N tel que qi∩Z = piZ et soit fi = [OL/qi : Z/piZ].
Alors

N(I) =
∏

i

pfiri

i .

(2) Si I, J ⊆ OL sont non nuls, alors N(IJ) = N(I)N(J).

Démonstration. (1) En regroupant les qi, on peut les supposer deux à deux
distincts. Le théorème des restes chinois 3.1.31 implique que OL/I '

∏
iOL/q

ri
i ,

donc
|OL/I| =

∏
i

|OL/q
ri
i | =

∏
i

N(qri
i ).

On conclut par le lemme qui précède.
(2) Quitte à admettre des exposants nuls, on peut écrire

I =
∏

i

qri
i , J =

∏
i

qsi
i .

Donc IJ =
∏

i qri+si
i . L'égalité N(IJ) = N(I)N(J) est alors une conséquence

immédiate de (1).

Proposition 4.1.5. Soit L un corps de nombres, soit α ∈ OL non nul. Alors
N(αOL) = |NL/Q(α)|.

Démonstration. Le Z-moduleOL est libre de rang n := [L : Q]. Il existe une base
{e1, . . . , en} de OL comme Z-module et a1, . . . , an ∈ Z des entiers non nuls tels
que {a1e1, . . . , anen} soit une base de αOL (théorème de la base adaptée 1.3.2).
Or {αe1, . . . , αen} est aussi une base de αOL sur Z, il existe donc une matrice
inversible U ∈ GLn(Z) telle que (αe1, . . . , αen)t = U · (a1e1, . . . , anen)t. Soit M
la matrice de l'application [α] : OL → OL (multiplcation par α). AlorsM = UD
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où D est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont a1, . . . , an. Par
conséquent,

|NL/Q(α)| = |detM | = |detU ||
∏

i

ai| =
∏

i

|ai|.

D'autre part N(αOL) = |OL/αOL| = |
∏

i Z/aiZ| = |
∏

i ai|. D'où la proposi-
tion.

4.1.2 Application au groupe des classes

La norme absolue est une mesure sur l'ensemble des idéaux non nuls de OL.
Le lemme suivant dit que l'espace des idéaux est discret.

Lemme 4.1.6. Fixons un corps de nombres L. Soit c > 0 un nombre réel. Alors
l'ensemble des idéaux non nuls J de OL tels que N(J) ≤ c est �ni.

Démonstration. Soit J =
∏

i qri
i la factorisationc avec ri ≥ 1 et N(J) ≤ c. Soit

piZ = qi ∩Z. Alors N(J) =
∏

i p
rifi

i ≤ c. Donc pi ≤ c et ri ≤ c. Comme il n'y a
qu'un nombre �ni de qi contenant piOL avec pi �xé, on voit que les ensembles
des qi et des ri qui interviennent dans la factorisation des J de N(J) ≤ c sont
�nis. Il n'y a donc qu'un nombre �ni de J avec N(J) ≤ c.

Lemme 4.1.7. Soit L un corps de nombres. Alors il existe une constante réelle
c > 0 avec la propriété suivante : pour tout idéal fractionnaire M de OL, il
existe α ∈ K∗ et un idéal non nul J de OL tels que M = αJ et N(J) ≤ c.

Démonstration. On va montrer le lemme en trois étapes. Soit n = [L : Q] et
�xons une base e1, . . . , en de OL sur Z. C'est aussi une base de L sur Q.

(A) Il existe une constante c > 0 telle que pour tout (a1, . . . , an) ∈ Qn, on
ait

|NL/Q(
∑

i

aiei)| ≤ cmax
i
{|ai|n}. (4.1)

Pour tous (t1, . . . , tn) ∈ Qn, notons x =
∑

i tiei. L'application Q-linéaire [x] :
L → L multiplication par x véri�e [x] =

∑
i ti[ei], donc sa matrice dans une

base de L/Q s'écrit Mat([x]) =
∑

i tiMat([ei]). Il existe donc un polynôme
P (T1, . . . , Tn) ∈ Q[T1, . . . , Tn] tel que

NL/Q(x) = det[x] = P (t1, . . . , tn)

pour tous x. Il existe une constante réelle c > 0 telle que

|P (t1, · · · , tn)| ≤ c, ∀(t1, . . . , tn) ∈ [0, 1]n.

Pour tout (a1, · · · , an) ∈ Qn non nul, on prend a ∈ Q tel que |a| = maxi{|ai|}.
Alors

NL/Q(
∑

i

aiei) = anNL/Q(
∑

i

(ai/a)ei) = anP (a1/a, . . . , an/a).
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D'où |NL/Q(
∑

i aiei)| ≤ cmaxi{|ai|n}.

(B) Pour tout idéal non nul J de OL, il existe un α ∈ J non nul tel que
|NL/Q(α)| ≤ cN(J). Considérons l'ensemble

E =

{∑
i

aiei ∈ OL | ai ∈ Z, 0 ≤ ai ≤ N(J)1/n

}
.

Alors
|E| = ([N(J)1/n] + 1)n > N(J).

Donc il existe x, y ∈ E distincts ayant la même image dans OL/J (ce dernier a
N(J) éléments). Leur di�érence α ∈ OL véri�e

|NL/Q(α)| ≤ cN(J)

car les coordonnées de α dans la base ei appartiennent à [−N(J)1/n, N(J)1/n].
(C) Preuve du lemme. L'idéal fractionnaire M−1 est équivalent à un idéal

non nul J ′ de OL (proposition 3.1.10). Par (B), il existe α ∈ J ′ non nul tel que
|NL/Q(α)| ≤ cN(J ′). Soit J = αJ ′−1 ⊆ OL. On a αOL = J ′J , donc N(αOL) =
N(J ′)N(J). Il résulte de la proposition 4.1.5 que N(J) = |NL/Q(α)|N(J ′)−1 ≤
c. Comme M est équivalent à J ′−1 donc à J , le lemme est prouvé.

Theorem 4.1.8. Soit L un corps de nombres. Alors Cl(OL) est �ni.

Démonstration. D'après le lemme 4.1.7 ci-dessus, il existe une constante c > 0
telle que tout idéal fractionnaire soit équivalent à un idéal non nul J de norme
N(J) ≤ c. Mais il n'existe qu'un nombre �ni de tels J d'après le lemme 4.1.6.
Donc Cl(OL) est �ni.

Corollaire 4.1.9. Soit c une constante donnée par le lemme 4.1.7. Alors Cl(OL)
est engendré par les classes des idéaux maximaux q avec N(q) ≤ c. De plus, ces
idéaux maximaux véri�ent q ∩ Z = pZ avec pfq ≤ c où fq est le degré de l'ex-
tension résiduelle Z → OL en q.

Exemple 4.1.10 Soit L = Q[
√

2]. Alors {1,
√

2} est une base de OL sur Z et
la constante c = 2 convient pour lemme 4.1.7. Pour déterminer Cl(OL), on doit
donc chercher les q au-dessus de p = 2. On a OL = Z[

√
2] ' Z[X]/(X2 − 2).

Comme X2 − 2 ≡ X2 mod 2, on a 2OL = q2
2 avec q2 = (2,

√
2) =

√
2OL

(théorème 3.2.11). Donc q2 est principal et Cl(OL) = 1. Par suite Z[
√

2] est
un anneau principal. En fait il est facile de montrer que c'est même un anneau
euclidien.
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Exemple 4.1.11 Soit L = Q[
√
−5]. On a OL = Z[

√
−5] car −5 ≡ 3 mod 4.

On voit que c = 6 convient car

|NL/Q(a1 + a2

√
−5)| = |a2

1 + 5a2
2| ≤ 6 max{|a1|2, |a2|2}.

Il faut considérer les décompositions des idéaux 2OL, 3OL et 5OL. On aX2+5 =
(X + 1)2 ∈ F2[X], X2 + 5 = (X − 1)(X + 1) ∈ F3[X] et X2 − 5 = X2 ∈ F5[X].
Donc

2OL = q2
2, 3OL = q3,1q3,2, 5OL = q2

5

avec q2 = (2,
√
−5 + 1), q3,1 = (3,

√
−5 + 1), q3,2 = (3,

√
−5 − 1), et q5 =

(5,
√
−5) =

√
−5OL. Il suit que Cl(OL) est engendré par les classes de q2 =

(2, 1 +
√
−5) et de q3 := q3,1 (noter que 3OL = q3,1q3,2, donc la classe de q3,2

est égale à l'inverse de la classe de q3 dans Cl(OL)).
On a 1 +

√
−5 ∈ q2 ∩ q3 = q2q3 et N(1 +

√
−5) = 6 = N(q2q3). Donc

(1+
√
−5)OL ⊆ q2q3 ont la même norme et sont donc égaux. Il suit que Cl(OL)

est engendré par la classe de q2 qui est d'ordre 1 ou 2 (puisque 2OL = q2
2).

Montrons que q2 n'est pas principal. S'il était engendré par a+ b
√
−5, alors

2 = N(q2) = N(a+ b
√
−5) = a2 + 5b2. Ce qui n'est pas possible avec a, b ∈ Z.

Nous concluons que Cl(OL) est un groupe d'ordre 2 engendré par la classe de
q2. Comme corollaire, pour tout idéal J de OL, J2 est principal.

Remarque 4.1.12 En dehors des anneaux d'entiers d'un corps de nombres, il
y a d'autres cas où la �nitude est valide : si A est un anneau de Dedekind qui
est �ni sur un anneau de polynômes F [X] à coe�cients dans un corps �ni F ,
alors on peut montrer que Cl(A) est �ni.

Mais en général le groupe des classes d'un anneau de Dedekind n'est pas �ni.
On peut en donner des contre-exemples avec des courbes elliptiques E sur C. Il
s'agit d'anneaux du type

A = C[X,Y ]/(Y 2 +X3 + aX + b)

avec a, b ∈ C �xés et véri�ant 4a3 + 27b2 6= 0. On peut montrer que A est un
anneau de Dedekind (exercice) et que Cl(A) a toujours des éléments d'ordre
in�ni (en utilisant des outils de géométrie algébrique).

4.2 Borne de Minkowski

Le théorème de �nitude 4.1.8, s'il est su�sant pour l'aspect théorique, ne
permet pas de déterminer le groupe des classes de façon e�cace. Le corollaire
4.1.9 fournit une methode plus concrète, mais la constante c n'est pas tou-
jours aisée à trouver ni optimale. Dans ce paragraphe, nous allons présenter une
nette amélioration par la borne de Minkowski (théorème 4.2.10). La méthode de
Minkowski (lemme 4.2.5) est à l'origine d'une branche de théorie des nombres
appelée la géométrie des nombres.
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4.2.1 Rudiments sur les réseaux

Dans toute cette partie, on �xe un entier n ≥ 1 et on note V = Rn et
{e1, . . . , en} sa base canonique.

Dé�nition 4.2.1 Un réseau dans V est un sous-Z-module libre Λ de V , de
rang n et contenant une base vectorielle de V . De façon équivalente, Λ est un
sous-Z-module de V engendré par une base de V .

Par exemple, Z2 est un réseau dans R2, mais Z(1, 0) + Z(
√

2, 0), bien que
libre de rang 2 sur Z, n'est pas un réseau.

Remarque 4.2.2 Tout réseau Λ de V est discret : c'est-à-dire que pour tout
point v ∈ Λ, il existe un voisinage ouvert Ω de v dans V tel que Ω ∩ Λ = {v}.
En e�et, par translation, il su�t de montrer cette propriété pour v = 0 ∈ V .
Soit ε1, . . . , εn une base de Λ (en tant que Z-module), donc une base vectorielle
de V . Par l'équivalence des normes sur V , il existe une constant δ > 0 telle que

||
∑

i

xiεi||e ≥ δmax
i
{|xi|}

où ||.||e désigne la norme euclidienne. On obtient le résultat désiré en prenant
Ω = {x ∈ V | ||x||e < δ}.

Si Λ est un réseau avec une base ε = {ε1, . . . , εn}, on dé�nit un domaine
fondamental (dépendant du choix d'une base)

F (Λ, ε) =

 ∑
1≤i≤n

xiεi | xi ∈ R, 0 ≤ xi < 1

 ⊂ V.

Notons qu'un domaine fondamental induit une partition de V :

V =
∐
λ∈Λ

(F (Λ, ε) + λ),

et chaque morceau F (Λ, ε) + λ contient un et un seul vecteur de Λ.

Lemme 4.2.3. On �xe une base {e1, . . . , en} de V qui permet d'identi�er V à
Rn. Avec les notations ci-dessus, on a les propriétés suivantes.

(1) L'ensemble F (Λ, ε) est mesurable, son volume est égal à |detM | où M est
la matrice des εi dans la base {e1, . . . , en}.

(2) Le volume v(F (Λ), ε) ne dépend pas du choix d'une base ε de Λ.

Démonstration. (1) Soit T l'automorphisme linéaire

T : Rn → Rn, (x1, . . . , xn) 7→
∑

i

xiεi.
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On a T ([0, 1[n) = F (Λ, ε). Le volume du domaine fondamental est donné par∫
F (Λ,ε)

dy1 . . . dyn =
∫

[0,1[n
|detT |dx1 . . . dxn = |detT |

(changement de variables). Or M est aussi la matrice de l'endomorphisme T
dans la base canonique, donc le volume de F (Λ, ε) est égal à |detM |.

(2) Si on change la base ε en ε′, le quotient detT/ detT ′ est égal au déter-
minant de la matrice de passage qui vaut ±1. Donc |detT | = |detT ′|.

Dé�nition 4.2.4 On notera vol(Λ) le volume de F (Λ, ε). C'est le volume du
réseau Λ. Il est indépendant du choix d'une base de Λ.

Lemme 4.2.5 (Minkowski). Soit ∆ une partie convexe compacte de V , symé-
trique par rapport à l'origine (c'est-à-dire v ∈ ∆ =⇒ −v ∈ ∆ ; ce qui implique
que ∆ contient l'origine 0 s'il est non vide). Supposons vol(∆) ≥ 2nvol(Λ).
Alors Λ ∩∆ 6= {0}.

Démonstration. Fixons un domaine fondamental F := F (Λ, ε). On suppose
d'abord vol(∆) > 2nvol(Λ). Posons

∆/2 = {x/2; x ∈ ∆}.

Elle a pour volume vol(∆/2) = vol(∆)/2n > vol(Λ) et se découpe en une réunion
disjointe

∆/2 =
∐
λ∈Λ

[(F + λ) ∩∆/2].

Il suit que

vol(∆/2) =
∑
λ∈Λ

vol((F + λ) ∩∆/2) =
∑
λ∈Λ

vol (F ∩ (∆/2− λ)) .

Par conséquent, si les parties ∆/2 − λ, λ ∈ Λ, étaient deux à deux disjointes,
alors

vol(∆/2) = vol(∪λ∈Λ (F ∩ (∆/2− λ)) = vol(F ∩ (∪λ∈Λ(∆/2− λ))) ≤ vol(F )

ce qui est contraire à l'hypothèse. Il existe donc λ, µ ∈ Λ distincts tels que
(∆/2− λ) ∩ (∆/2− µ) 6= ∅. Donc il existe x, y ∈ ∆ tels que x/2− λ = y/2− µ,
et donc

λ− µ = (x− y)/2.

Or ∆ est symétrique et convexe, on a −y ∈ ∆ et (x− y)/2 ∈ ∆. Donc λ− µ ∈
Λ ∩∆ et est non nul.

Supposons maintenant vol(∆) = 2nvol(Λ). Soit m > 0 un entier. Alors on
peut appliquer le résultat qu'on vient de montrer à (1 + 1/m)∆ car ce dernier
est convexe, symétrique par rapport à l'origine, et son volume véri�e

vol((1 + 1/m)∆) = (1 + 1/m)nvol(∆) > 2nvol(Λ).
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Donc (1 + 1/m)∆ ∩ Λ contient au moins deux points. Comme Λ est discret
(remarque 4.2.2) et que (1+1/m)∆ est compact, cette intersection est un espace
topologique compact et discret, donc �ni (voir aussi lemme 5.2.3). Quandm croit
vers l'in�ni, les

(1 + 1/m)∆ ∩ Λ

sont des ensembles décroissants, �nis (avec au moins deux éléments), donc sta-
tionnaires. Leur intersection est égale ∆∩Λ et contient au moins deux éléments,
en particulier un élément di�érent de 0.

Exercice 4.2.6 Soit p un nombre premier ≡ 1 mod 4. On veut montrer que p
est somme de deux carrés.

1. Montrer qu'il existe u ∈ F∗p d'ordre 4.

2. Soit ϕ : Z2 → Fp, (x, y) 7→ (x− uy). Montrer que Λ := kerϕ est un réseau
dans R2, de volume p.

3. Soit ∆ ⊂ R2 le disque fermé centré en l'origine et de rayon r =
√

3p/2.
Montrer qu'il existe a, b ∈ Λ tels que 0 < a2 + b2 < 3p/2.

4. Montrer que a2+b2 = p (montrer que a2+b2 ∈ pN en utilisant la dé�nition
de Λ). Cela se démontre également avec l'anneau des entiers de Gauss Z[i].
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4.2.2 Applications aux corps de nombres

On �xe un corps de nombres L de degré n = [L : Q], de discriminant
dL := DOL/Z (voir 2.3.8). Soient r1, 2r2 les nombres de plongements réels et
imaginaires (dé�nition 2.3.10). On sait que n = r1 + 2r2 (proposition 2.3.11).

Soient σ1, . . . , σr1 les plongements réels et σr1+1, σ̄r1+1, . . . , σr1+r2 , σ̄r1+r2 les
plongements imaginaires. On a alors un homomorphisme d'anneaux injectif et
Q-linéaire

ρ : L→ V := Rr1 × Cr2 , x 7→ (σ1(x), . . . , σr1(x), σr1+1(x), . . . , σr1+r2(x)).

On considère V comme un espace vectoriel sur R (de dimension n) en utilisant
l'identi�cation de C avec R2 : x+ iy 7→ (x, y).

Lemme 4.2.7. Soit J un idéal non nul de OL. Alors ρ(J) est un réseau dans
V , de volume

vol(ρ(J)) = 2−r2N(J)|dL|1/2.

Démonstration. L'idéal J est un Z-module de type �ni et sans torsion, donc libre
de rang �ni. Comme OL/J est �ni (proposition 4.1.1), J a le même Z-rang que
OL (utiliser le théorème des bases adaptées 1.3.2), c'est-à-dire n. Soit ε1, . . . , εn

une base de J sur Z. Soit M la matrice des ρ(εi) dans la base canonique de V .
On va montrer que

|detM | = 2−r2N(J)|dL|1/2.

En particulier on aura detM 6= 0, ce qui montrera que ρ(ε1), . . . , ρ(εn) est libre
sur R et donc que ρ(J) est un réseau dans V dont le volume est comme prédit
(lemme 4.2.3 et dé�nition 4.2.4).

Considérons les vecteurs lignes de la matrice M : pour i ≤ r1,

Li = (σi(ε1), . . . , σi(εn)) ∈ V

et pour r1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2,

L′j = (Re(σj(ε1)), . . . ,Re(σj(εn)))

L′′j = (Im(σj(ε1)), . . . , Im(σj(εn))).

Le déterminant de M ne change pas si, pour tout j ≥ r1 + 1, on remplace L′j
par

Lj := L′j +
√
−1L′′j = (σj(ε1), . . . , σj(εn)).

Maintenant dans la nouvelle matrice, on remplace L′′j par

L̄j = Lj − 2
√
−1L′′j = (σ̄j(ε1), . . . , σ̄j(εn)).

On obtient alors une nouvelle matrice D avec detD = (−2
√
−1)r2 detM . Par

ailleurs, l'ensemble IsomQ(L, Q̄) des plongements de L dans Q̄ est égal à

{σ1, . . . , σr1+r2 , σ̄r+1, . . . , σ̄r1+r2},
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et la matrice D est celle qui permet de calculer le discriminant

DOL/Z(ε) = (detD)2

(théorème 2.2.22 et remarque 2.3.7). Il suit que |detM | = 2−r2 |DOL/Z(ε)|1/2.
Il ne reste plus qu'à comparer DOL/Z(ε) avec dL.

Le théorème des bases adaptées 1.3.2 dit qu'il existe une base ε′1, . . . , ε
′
n de

OL sur Z et des a1, . . . , an ∈ Z non nuls tels que a1ε
′
1, . . . , anε

′
n soit une base

de J . Il suit que

DOL/Z(ε) = DOL/Z({a1ε
′
1, . . . , anε

′
n}) = (a1 . . . an)2DOL/Z(ε′).

Par ailleurs, OL/J ' ⊕1≤i≤nZ/aiZ, donc N(J) = |a1 . . . an|. D'où

DOL/Z(ε) = N(J)2dL.

Ce qui achève la démonstration.

Lemme 4.2.8. Soit V = Rr1 × Cr2 comme ci-dessus. Pour tout nombre réel
t > 0, on pose

∆t =

(x1, . . . , xr1 , z1, . . . , zr2) ∈ V
∣∣∣ ∑

i

|xi|+ 2
∑

j

|zj | ≤ t

 .

C'est une partie convexe compacte de V , symétrique par rapport à l'origine. Son
volume vaut

vol(∆t) = 2r1(π/2)r2tn/n!.

Démonstration. Seul le calcul du volume est non trivial. On se ramène par
homothétie à t = 1. Ensuite il y a un calcul explicit assez long. Le résultat est
admis. 1

Lemme 4.2.9. (Inégalité arithmético-géométrique) Soient x1, . . . , xn ≥ 0 des
nombres réels. Alors

(x1 . . . xn)1/n ≤ x1 + · · ·+ xn

n
.

Démonstration. On passe au logarithme. L'inégalité est alors une conséquence
immédiate de la concavité de la fonction lnx.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème qui donne une majoration
explicite de la constante c qui apparait dans le lemme 4.1.7.

1On peut trouver une preuve dans Pierre Samuel : Théorie algébrique des nombres, pp
79-80, ou James Milne : Algebraic Number Theory (en ligne), Lemma 4.22.
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Theorem 4.2.10. Soit L un corps de nombres de degré n. Soit

CL =
(

4
π

)r2 n!
nn

la constante de Minkowski de L. Alors tout idéal fractionnaire de OL est équi-
valent à un idéal J ′ de norme

N(J ′) ≤ CL|dL|1/2.

Démonstration. Soit M un idéal fractionnaire. Alors M−1 est équivalent à un
idéal non nul J ⊆ OL. On conserve les notations du lemme 4.2.8 ci-dessus et on
choisit t de sorte que

vol(∆t) = 2nvol(ρ(J)).

D'après les lemmes 4.2.7 et 4.2.8, cette égalité équivaut à

tn = (4/π)r2n!N(J)|dL|1/2 = nnN(J)CL|dL|1/2.

Fixons t avec cette condition. D'après le lemme 4.2.5, il existe α ∈ J non nul
tel que ρ(α) ∈ ∆t, c'est-à-dire que

|σ1(α)|+ · · ·+ |σr1(α)|+ 2|σr1+1(α)|+ · · ·+ 2|σr1+r2(α)| ≤ t.

Par l'inégalité arithmético-géométrique 4.2.9, on a

|σ1(α)| · · · |σr1(α)|.|σr1+1(α)|2 · · · |σr1+r2(α)|2 ≤ (t/n)n = tn/nn.

Or le membre de gauche est égal à |NL/Q(α)| (théorème 2.2.17) et celui de
droite est égal à N(J)CL|dL|1/2 par le choix de t. Par suite, |NL/Q(α)| ≤
N(J)CL|dL|1/2. Il suit que

N(αJ−1) ≤ CL|dL|1/2

avec αJ−1 ⊆ OL équivalent à M .

Remarque 4.2.11 Comme pour le corollaire 4.1.9, le théorème dit que le groupe
des classes Cl(OL) est engendré par les classes des idéaux maximaux q véri�ant
N(q) ≤ CL|dL|1/2. Soit pZ = q ∩ Z, alors l'inégalité veut dire pf ≤ CL|dL|1/2,
où f = fq/pZ. Donc les idéaux q sont à chercher parmi les idéaux maximaux
au-dessus des premiers p tels que pf ≤ CL|dL|1/2.

Exemple 4.2.12 Soit L = Q[
√
−5]. On a −5 ≡ 3 mod 4, donc dL = −20

(exemple 2.3.23). On a

CL|dL|1/2 = (4/π)(2!/22)
√

20 = 2, 8...

Il suit que Cl(OL) est engendré par les classes des idéaux de norme ≤ 2, 8, donc
de norme ≤ 2. On est ainsi passé de c = 6 de l'exemple 4.1.11 à c = 2. La
dernière partie de 4.1.11 montre que Cl(OL) est engendré par la classe de q et
que hL = 2.
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Exemple 4.2.13 Considérons L = Q[α] où α est une racine de X3−X−1. Ce
polynôme est irréductible dans F2[X], donc irréductible sur Q. Son discriminant
vaut −23 et est sans facteur carré. Il suit que dL = DOL/Z({1, α, α2}) = −23 < 0
(proposition 2.3.17). Comme r1+2r2 = 3, on a r2 = 1 (proposition 2.3.15). Donc

CL|dL|1/2 = (4/π)(3!/27)
√

23 = 1.35... < 2.

Tout idéal fractionnaire de OL est équivalent à un idéal non nul J de OL avec
N(J) < 2, donc N(J) = 1 et J = OL. Par conséquent hL = 1.

Exemple 4.2.14 Soit L = Q[
√
−19]. On va montrer que hL = 1. Donc OL

est un anneau principal. On sait par ailleurs (5.1.5) qu'il n'est pas euclidien.
Comme −19 ≡ 1 mod 4, on a OL = Z[α] où α = (1 +

√
−19)/2 est racine du

polynôme X2 −X + 5 ∈ Z[X]. On a donc dL = −19 et

CL|dL|1/2 = (4/π)(2!/22)
√

19 = 2, 77... < 3

Comme X2−X + 5 ≡ X2 +X + 1 mod 2 est irréductible dans F2[X], 2OL est
maximal et est principal. Donc hL = 1.

Exemple 4.2.15 Soit L = Q[
√
−163]. On va montrer que hL = 1. On a −163 ≡

1 mod 4. Donc dL = −163. Il faut considérer les premiers

p ≤ CL

√
163 = 2

√
163/π = 8, 12...,

donc p = 2, 3, 5 ou 7. On a OL = Z[α] avec le polynôme minimal de α égal à
X2 +X + 41. On véri�e que ce polynôme n'a pas de racine dans Fp pour p ≤ 7.
Il suit que tout q au-dessus de p ≤ 7 est principal, engendré par p. Donc OL est
principal.

Corollaire 4.2.16. Soit L un corps de nombres de degré n.

(1) On a |dL| ≥ πn/4.
(2) (Hermite-Minkowski) Si L/Q est non-rami�ée, alors L = Q.

Démonstration. (1) On peut supposer n ≥ 2. D'après 4.2.10 il existe α ∈ OL

non nul tel que 1 ≤ |NL/Q(α)| ≤ CL|dL|1/2. Donc

|dL| ≥ (π/4)2r2n2n/(n!)2 ≥ an := (π/4)nn2n/(n!)2.

On a a2 = π2/4 et an+1/an = (π/4)(1 + 1/n)2n. Or (1 + 1/n)n = 1 + 1 + ... ≥ 2
par la formule du binôme. Donc (1 + 1/n)2n ≥ 4. D'où an+1/an ≥ π et

an ≥ (π2/4)πn−2 = πn/4.

(2) Il suit de (1) que si n ≥ 2, |dL| ≥ 3. Donc |dL| = 1 (ce qui équivaut à
L/Q non-rami�ée, théorème 3.2.14) implique que n = 1 et L = Q.

Remarque 4.2.17 Quand n = [L : Q] tend vers l'in�ni, la formule de Stirling
dit que n!/nn '

√
2π
√
ne−n.
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Exemple 4.2.18 L'extension L := Q[
√
−1,

√
−5] de K := Q[

√
−5] est non-

rami�ée. En e�et, OK = Z[
√
−5], et α := (

√
−1 +

√
−5)/2 ∈ L est zéro du

polynôme X2 −
√
−5X − 1 ∈ OK [X] et le discriminant de L/K dans la base

{1, α} vaut disc(X2 −
√
−5X − 1) = −1.

Exercice 4.2.19 Montrer que Q[
√
−3] est l'unique extension de Q avec |dL| =

3.

Exercice 4.2.20 Calculer hL pour L = Q[
√
−6] et trouver un générateur du

groupe des classes.

Exercice 4.2.21 Soit L un corps de nombres.

1. Soit q un maximal dont la classe dans Cl(OL) est d'ordre m ≥ 1. Montrer
qu'il existe une extension F/L de degré m telle que qOF soit principal.

2. Montrer qu'il existe une extension �nie H/L telle que pour tout idéal I de
OL, IOH est principal. En prenant la clôture galoisienne, on peut même
supposer H galoisienne sur K.

Exercice 4.2.22 Soit L = Q[
√

7].

1. Montrer que L/Q est rami�ée au-dessus de 2 et que 2OL = q2 avec q
maximal. Calculer N(q) et trouver un générateur de q.

2. Montrer que OL est principal.
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Chapitre 5

Les unités des anneaux

d'entiers

Dans l'étude d'un anneau d'entiers ou plus généralement d'un anneau de
Dedekind A, nous nous sommes intéressés jusqu'à présent aux idéaux. Il y a un
autre object important que ne voient pas les idéaux, ce sont les unités, c'est-
à-dire les éléments inversibles de l'anneau. Les unités de A forment un groupe
commutatif, appelé le groupe des unités, et que nous noterons U(A).

Ce chapitre est consacré au théorème de Dirichlet qui décrit la structure de
ces groupes dans le cas des anneaux d'entiers d'un corps de nombres.

5.1 Quelques exemples

Exemple 5.1.1 Le cas le plus simple : U(Z) = {±1}.

Proposition 5.1.2. Soit L un corps de nombres. Soit α ∈ OL. Alors α ∈
U(OL) si et seulement si NL/Q(α) = ±1.

Démonstration. Si α est inversible dans OL, alors NL/Q(α) est inversible dans
Z, donc égal à ±1. Inversement, supposons que NL/Q(α) = ±1. Soient K = Q[α]
et d = [L : K]. Alors

NL/Q(α) = NK/Q(NL/K(α)) = NK/Q(αd) = NK/Q(α)d

et on en déduit que NK/Q(α) = ±1. Le polynôme minimal de α

mα(X) = Xm + am−1X
m−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ Q[X]

est à coe�cients dans Z (proposition 2.2.14) et a0 = (−1)mNK/Q(α) (proposi-
tion 2.2.9). Comme α(αn−1 + · · ·+ a1) = ±1, on voit que α est inversible dans
Z[α], donc inversible dans OL.

73
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Exemple 5.1.3 Notons �(L) l'ensemble des éléments de L qui sont des racines
de l'unité. Alors �(L) ⊆ U(OL). En e�et si ζk = 1 pour un entier k ≥ 1, alors
ζ est entier sur Z, donc appartient à OL. De plus ζ−1 ∈ L est aussi une racine
de l'unité, donc appartient à OL, d'où �(L) ⊆ U(OL).

Exemple 5.1.4 (Unités quadratiques imaginaires) Soit d > 0 un entier sans
facteur carré. Soit L = Q[

√
−d].

1. Supposons d ≡ 1 ou 2 mod 4. Alors OL = Z[
√
−d]. Soient a, b ∈ Z. Alors

NL/Q(a+ b
√
−d) = a2 + b2d. On cherche (a, b) ∈ Z2 tels que a2 + b2d = 1.

(a) Si d = 1, les solutions sont (±1, 0) et (0,±1). Donc U(Z[
√
−1]) =

{±1,±
√
−1}.

(b) Si d ≥ 2, alors U(OL) = {±1}.
2. Supposons d ≡ 3 mod 4. Alors OL = Z[α] où α = (1 +

√
−d)/2. Si

a, b ∈ Z, on a

NL/Q(a+ bα) = a2 + ab+ b2(d+ 1)/4 = (a+ b/2)2 + b2d/4 ≥ 0.

Les seules solutions pour NL/Q(a + bα) = ±1 sont, lorsque d > 3, a =
±1 et b = 0. Donc U(OL) = ±1. Pour d = 3, on trouve des solutions
supplémentaires : U(OL) = {±1,±(1±

√
−3)/2 = ±e±2iπ/3}.

En résumé, U(OL) = �(L) pour les extensions quadratiques imaginaires.

Remarque 5.1.5 (Pas fait en cours) Soit A un anneau euclidien avec un sta-
thme

v : A→ N ∪ {+∞}.

Alors il existe α ∈ A \ ({0} ∪ A∗) tel que la surjection canonique A → A/αA
induise une application surjective A∗ ∪ {0} → A/αA. Il su�t pour cela de
prendre α ∈ A\ ({0}∪A∗) avec v(α) minimal : pour tout a ∈ A, on a a = αq+r
avec q, r ∈ A et v(r) < v(α). Donc r = 0 ou r ∈ A∗ et on a a ≡ r mod α.

Cette propriété permet de montrer que OL = Z[(−1 +
√
−19)/2] n'est pas

euclidien. En e�et, O∗L = {±1}. Si OL est euclidien, il existe α ∈ OL non nul et
non inversible tel que OL/αOL possède au plus 3 éléments. C'est donc un corps,
isomorphe à F2 ou F3 et αOL est un idéal maximal de OL au-dessus de 2 ou 3.
En particulier αOL contient 2OL ou 3OL. Or on a vu que OL = Z[X]/(X2 +
X + 5) (exemple 4.2.14) et OL/2OL,OL/3OL sont des corps (car X2 +X + 5
est irréductible dans F2 et F3), isomorphe à F4 et F9. Donc αOL = 2OL ou 3OL

avec |OL/αOL| ≥ 4. Contradiction.

Exemple 5.1.6 Si la situation des extensions quadratiques imaginaires est très
limpide, le cas réel est plus... complexe et plus intéressant. Considérons L =
Q[
√

2]. On a OL = Z[
√

2]. Il faut donc chercher a, b ∈ Z tels que

a2 − 2b2 = ±1. (5.1)

C'est une équation de Pell-Fermat. Elle est équivalente à NL/Q(a+ b
√

2) = ±1.
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On a α0 = 1 +
√

2 qui est de norme NL/Q(α0) = −1. C'est donc une unité
de Z[

√
2] et on a

{±αk
0 | k ∈ Z} ⊆ U := U(Z[

√
2]).

Montrons qu'on a ainsi toutes les unités de OL. On va d'abord montrer que

U∩]1, α0[= ∅. (5.2)

Soit α = a+ b
√

2 une unité dans cet intervalle ouvert.

1 < α < 1 +
√

2 (5.3)

et donc √
2− 1 = α−1

0 < α−1 < 1. (5.4)

En additionnant (5.3) et (5.4), on trouve
√

2 < α−1 + α < 2 +
√

2 (5.5)

Comme (a− b
√

2)α = NL/Q(α) = ±1, on trouve α−1 = ±(a− b
√

2), donc

α+ α−1 = α± (a− b
√

2) = 2a ou 2b
√

2.

Si la somme est égale à 2a, l'inégalité (5.5) implique que a = 1, contradiction
avec l'inégalité (5.3). Si la somme est égale à 2b

√
2, le raisonnement est similaire.

Ceci prouve l'égalité (5.2).
Soit maintenant α ∈ U une unité > 1. Il existe un entier k ≥ 0 tel que

αk
0 ≤ α < αk+1

0 . Alors αα−k
0 ∈ U ∩ [1, α0[. D'après ce qui précède, α/α−k

0 = 1
et α ∈ αZ

0 .
Pour une unité générale α ∈ U , les ±α±1 sont des unités et l'une d'elles est

≥ 1. Il suit que
U(Z[

√
2]) = {±αZ

0} ' Z/2Z× Z.
Notons qu'on a en même temps trouvé les solutions de l'équation de Pell-

Fermat (5.1). En e�et, pour tout k ∈ Z, on écrit

(1 +
√

2)k = ak + bk
√

2, ak, bk ∈ Z.

Alors les solutions sont {±(ak, bk) | k ∈ Z}. Comme NL/Q(1 +
√

2) = −1, les
solutions de l'équation avec second membre égal à −1 (resp. 1) sont les ±(ak, bk),
avec k impairs (resp. pairs).

Exercice 5.1.7 Soit m ∈ Z. On veut étudier les solutions de l'équation

a2 − 2b2 = m

avec a, b ∈ Z.
1. Supposons qu'il existe une solution (a0, b0). Montrer que l'ensemble de

toutes les solutions est constitué des ±(ak, bk) ∈ Z2, k parcourant les
entiers relatifs pairs, avec

(a0 + b0
√

2)(1 +
√

2)k = ak + bk
√

2.
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2. Montrer que a2−2b2 = m a une solution si et seulement si a2−2b2 = −m
en a une (utiliser 1 +

√
2).

3. Il peut arriver que l'équation n'ait pas de solution du tout. Montrer que
c'est le cas pour m = 3. (Raisonner modulo 3).

Exercice 5.1.8 Soient A un anneau de Dedekind, B la clôture intégrale de A
dans une extension �nie séparable L de K = Frac(A). Soit b ∈ B. Montrer que
b ∈ B∗ si et seulement si NL/K(b) ∈ A∗.
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5.2 Théorème des unités de Dirichlet

On note �n(C) = {z ∈ C | zn = 1} pour tout n ≥ 1. Pour tout corps de
nombres L, on note �n(L) = �n(C) ∩ L et �(L) = ∪n≥1�n(L) l'ensemble des
racines de l'unité dans L.

Les éléments d'ordre �ni dans un groupe commutatif forment un sous-groupe
appelé le sous-groupe de torsion. Le but de cette section est de montrer le
théorème suivant :

Theorem 5.2.1. (Dirichlet) Soit L un corps de nombres de degré n, soient
r1, 2r2 les nombres de plongements réels et imaginaires de L.

(1) Le sous-groupe de torsion de U(OL), égal à �(L), est �ni et est cyclique.

(2) Le groupe quotient U(OL)/�(L) est libre de rang r1 + r2 − 1 et on a donc
un isomorphisme (non canonique)

U(OL) ' �(L)× Zr1+r2−1.

Corollaire 5.2.2. Le groupe U(OL) est �ni si et seulement si L = Q ou si c'est
une extension quadratique imaginaire de Q.

La partie (1) du théorème est relativement facile. Le sous-groupe de torsion
(c'est-à-dire l'ensemble des éléments d'ordre �ni) est clairment un sous-groupe
du groupe � des racines de l'unité dans C. C'est donc �(L). Soit ζ ∈ �(L) d'ordre
d. Si d = pr1

1 . . . prs
s , alors le polynôme minimal Φd(X) de ζ est de degré ϕ(d)

(fonction indicatrice d'Euler) qui vaut ϕ(d) =
∏

i p
ri−1
i (pi−1) et on a ϕ(d) ≤ n.

Donc pi ≤ n + 1 et ri ≤ 1 + lnn/ ln 2. Ce qui prouve que l'ensemble des d
est �ni. Donc �(L) est �ni et contenu dans �N (l'ensemble des racines N -ièmes
complexes de l'unité). Ce dernier étant cyclique, �(L) aussi.

Pour la deuxième partie du théorème, nous allons procéder en plusieurs
étapes. Rappelons (4.2.2) qu'un sous-groupe discret d'un espace vectoriel H '
Rm est un sous-groupe G tel que pour tout x ∈ G, il existe Ux ouvert de H avec
Ux ∩G = {x}. Il su�t que cela soit vrai pour 0 ∈ G car U0 + x est un voisinage
ouvert de x dont l'intersection avec G se réduit à {x}. Commençons avec un
résultat sur la structure des sous-groupes discrets.

Lemme 5.2.3. Soit G un sous-groupe discret d'un R-espace vectoriel H de
dimension �nie m.

(1) Le sous-ensemble G est fermé dans H, et son intersection avec toute partie
compacte de H est �nie.

(2) Le groupe G est un Z-module libre engendré par r ≤ m = dimH vecteurs
libres sur R.

(3) S'il existe une partie bornée M dans H telle que

H = G+M := {g + x | g ∈ G, x ∈M},

alors G est de rang m.
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Démonstration. (1) Soit U0 un voisinage ouvert de 0 ∈ G tel que G∩U0 = {0}.
Alors (U0 + g) ∩ G = {g} pour tout g ∈ G. Si (gn)n est une suite convergente
avec gn ∈ G. Alors c'est une suite de Cauchy. Donc il existe N ≥ 1 tel que
gn− gN ∈ U0 ∩G = {0} pour tout n ≥ N . Par suite (gn)n est stationnaire et sa
limite appartient à G. Donc G est fermé.

On a un recouvrement ouvert de P

P ⊂ (H \G) ∪ ∪g∈G(U0 + g)

dont, par hypothèse de compacité, on peut extraire un recouvrement �ni

P ⊂ (H \G) ∪ ∪1≤i≤q(U0 + gi).

Il suit que P ∩G ⊆ {g1, . . . , gq} est �ni.
(2) Soient e1, . . . , er ∈ G des vecteurs libres dans H avec r maximal. Mon-

trons que G est engendré (comme Z-module) par r éléments (mais pas néces-
sairement par e1, . . . , er). Posons

P = {
∑

1≤i≤r

xiei | 0 ≤ xi ≤ 1}.

C'est l'image de [0, 1]r par l'application continue

Rr → H, (xi)i 7→
∑

i

xiei,

c'est donc un espace compact. Donc P ∩G est �ni. Soit α ∈ G. On peut écrire

α =
∑

1≤i≤r

xiei, xi ∈ R.

On a
α = (

∑
1≤i≤r

[xi]ei) +
∑

1≤i≤r

(xi − [xi])ei ∈
∑

i

Zei + P ∩G.

Donc G est engendré par {e1, . . . , er} ∪ (P ∩ G). C'est donc un Z-module de
type �ni, sans torsion, donc libre. Comme G/(

∑
1≤i≤r Zei) est �ni, on voit que

G est de rang r par le théorème des bases adaptées 1.3.2.
(3) On peut supposer M fermé, donc compact. Soit H0 le sous-espace vec-

toriel de H engendré par G. La surjection canonique H → H/H0 induit une
application continue surjective M → H/H0 par l'hypothèse H ⊆ G+M . Donc
l'espace vectoriel réel H/H0 est compact, ce qui l'oblige à être nul.

Pour étudier les unités de OL, on va d'abord plonger L∗ dans un hyperplan
de Rr1+r2 . On reprend les notations

IsomQ(L, Q̄) = {σ1, . . . , σr1 , σr1+1, σ̄r1+1, . . . , σr1+r2 , σ̄r1+r2}

pour les plongements réels et imaginaires de L. Considérons ` : L∗ → Rr1+r2

dé�nie par

x 7→ (ln |σ1(x)|, . . . , ln |σr1(x)|, ln |σr1+1(x)|, . . . , ln |σr1+r2(x)|).
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C'est la version logarithmique de l'application ρ dé�nie en 4.2.2. Elle est bien
dé�nie car σj(x) 6= 0 pour x ∈ L∗ et c'est clairement un homomorphisme de
groupes.

Notons U = U(OL). Le lemme suivant précise la structure de `(U) et du
quotient de U/Utors.

Lemme 5.2.4. Conservons les notations ci-dessus.

(1) Pour toute partie bornée B ⊂ Rr1+r2 , `−1(B) ∩ U est �ni. En particulier
`(U) est un sous groupe discret, libre de rang �ni.

(2) Le noyau de ` est égal à �(L) et c'est un groupe �ni cyclique.

Démonstration. (1) Soit B une partie bornée de Rr1+r2 . Il existe c > 0 tel que

|σi(α)| ≤ c, ∀i, ∀α ∈ `−1(B).

Il existe donc c′ > 0 qui majore les valeurs absolues de toutes les fonctions
symétriques en une partie des σ(α), σ ∈ IsomQ(L, Q̄). Il suit que le polynôme
minimal mα(X) de α est à coe�cients bornés par c′. Si de plus α ∈ U ⊂ OL,
on a mα(X) ∈ Z[X]. Or il n'existe qu'un nombre �ni de polynômes dans Z[X]
de degré ≤ n et à coe�cients bornés par c′. Donc OL ∩ `−1(B), et a fortiori
U ∩ `−1(B), est �ni. Par suite `(U) a une intersection �nie avec toute partie
bornée de Rr1+r2 . Cela implique immédiatement que `(U) est discret. Par le
lemme 5.2.3, `(U) est libre de rang �ni sur Z.

(2) En prenant B = {0} dans (1), on obtient que ker `∩U est un sous-groupe
�ni de L∗, ses éléments sont donc d'ordre �ni pour la multiplication dans L∗ et
ce sont donc des racines de l'unité1. Inversement, si ζ ∈ �(L), avec ζd = 1, alors
d ln |σi(ζ)| = 0, donc ln |σi(ζ)| = 0 et ζ ∈ ker `. Par ailleurs, ζ ∈ O∗L puisque
son inverse, ζd−1, appartient à OL. En�n, �(L) étant �ni, d'ordre disons N ,
est contenu dans �N (C), l'ensemble des racines N -ièmes de l'unité dans C. Ce
dernier étant cyclique, �(L) aussi.

Démonstration. (du théorème 5.2.1) Notons encore U = U(OL). Il est claire que
�(L) ⊆ Utors. Réciproquement, tout élément d'ordre �ni dans U est une racine
de l'unité et appartient donc à �(L). Par le lemme précédent, il ne reste qu'à
montrer que le sous-groupe discret `(U) de Rr1+r2 est de rang r1 + r2− 1. Pour
tout α ∈ U , on a∑

1≤i≤r1

ln |σi(α)|+ 2
∑

1≤j≤r2

ln |σj(α)| = ln |NL/Q(α)| = 0.

Donc `(U) est contenu dans l'hyperplan

H := {(t1, . . . , tr1+r2) ∈ Rr1+r2 | t1 + · · ·+ tr1 + 2tr1+1 + · · ·+ 2tr1+r2 = 0}

de Rr1+r2 . Il suit que `(U) est de rang ≤ r1 + r2 − 1. L'inégalité inverse est
plus délicate. Nous allons construire une partie bornée M de H telle que H =
M + `(U) et appliquer le lemme 5.2.3(3).

1On vient de montrer le théorème de Kronecker : si un nombre algébrique z ∈ C est tel
que tous ses conjugués sont de module 1, alors z est une racine de l'unité !
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Notation : Si X,Y sont deux sous-ensembles de l'anneau produit Rr1×Cr2 ,
on note XY l'ensemble des produits xy avec x ∈ X et y ∈ Y .

L'application ` est la restriction à U de la composition de

ρ : L∗ → (R∗)r1 × (C∗)r2

(4.2.2) et de l'application surjective

θ : (R∗)r1 × (C∗)r2 � Rr1+r2

θ(x, z) = (ln |x1|, . . . , ln |xr1 |, ln |zr1+1|, . . . , ln |zr1+r2 |)

qui est un homomorphisme de groupes surjectif et continu. Notons que ρ(U) ⊆
θ−1(H). Il su�t donc de trouver une partie T de Rr1×Cr2 telle que θ(θ−1(H)∩T )
soit bornée et que θ−1(H) ⊆ ρ(U)T (on prendra alors M = θ(θ−1(H) ∩ T )).

Soit δ > 0 un nombre réel, qu'on choisira assez grand (on précisera plus
tard). Posons

Xδ = {(x, z) ∈ Rr1 × Cr2 | |xi| ≤ δ, |zr1+j | ≤ δ}

et
Zδ = {ρ(α−1) | α ∈ OL, α 6= 0, |NL/Q(α)| ≤ δn}.Xδ.

On veut montrer que θ−1(H) ⊆ Zδ pour δ su�samment grand. Montrons que

δn ≥ 2n−r1π−r2vol(ρ(OL))

su�t. Soit y ∈ θ−1(H). Posons

Yy := y−1.Xδ = {(x, z) ∈ Rr1 × Cr2 | |xi| ≤ |y−1
i |δ, |zr1+j | ≤ |yr1+j |−1δ}.

C'est une partie convexe compacte symétrique de Rr1 × Cr2 de volume

vol(Yy) =
∏

1≤i≤r1

(2δ|yi|−1)
∏

1≤j≤r2

(π(δ|yr1+j |−1)2) = 2r1πr2δn ≥ 2nvol(ρ(OL))

(on utilise l'hypothèse θ(y) ∈ H dans l'égalité du milieu). Par le lemme 4.2.5,
ρ(OL) ∩ Yy 6= {0}. Soit α ∈ OL tel que ρ(α) ∈ ρ(OL) ∩ Yy \ {0}. Alors α 6= 0
et on a |σi(α)| ≤ |yi|−1δ si i ≤ r1, et |σr1+j(α)| ≤ |yr1+j |−1δ si j ≤ r2. En
tenant compte de l'hypothèse y ∈ θ−1(H), on conclut que |NL/Q(α)| ≤ δn. Cela
implique donc que y ∈ ρ(α−1).Xδ. D'où θ−1(H) ⊆ Zδ.

Étudions maintenant Zδ. L'ensemble des idéaux principaux non nuls de OL

de norme ≤ δn est �ni (lemme 4.1.6). Soit {α1OL, . . . , αmOL} cet ensemble.
Alors pour tout α ∈ OL non nul de norme |NL/Q(α)| ≤ δn, α est le multiple
d'un αq par une unité de OL. Cela implique que

Zδ = ρ(U).(∪1≤q≤mρ(α−1
q ).Xδ).

Notons
T = ∪1≤q≤mρ(α−1

q ).Xδ.
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C'est une partie bornée de Rr1 ×Cr2 . Il reste à montrer que θ(θ−1(H) ∩ T ) est
bornée. On a T contenu dans un XR avec R > 1. Si (x, z) ∈ θ−1(H) ∩ T , alors
R ≥ |xi|, |zr1+j | car (x, z) ∈ XR. Mais comme θ(x, z) ∈ H, on a aussi

|x1| · · · |xr1 |zr1+1|2 · · · |zr1+r2 |2 = 1.

Cela implique que |xi|, |zr1+j | ≥ R−n+1. Donc θ(θ−1(H)∩T ) est bornée. Ce qui
achève la démonstration.
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Dé�nition 5.2.5 Une famille de r1 + r2 − 1 éléments dans U(OL) qui forment
une base dans le quotient libre de U(OL) est appelée un système d'unités fon-
damentales. Un tel système induit un isomorphism U(OL) ' �(L) × Zr1+r2−1.
Une unité fondamentale est un élément de U(OL) qui peut se compléter en un
système d'unités fondamentales.

Exemple 5.2.6 Revenons aux corps quadratiques réels L = Q[
√
d]. Si α =

u+v
√
d (u, v ∈ Q) est une unité fondamentale, alors −α,±α−1 aussi. L'ensemble

de ces quatre unités est égal à

{u+ v
√
d,−u− v

√
d, u− v

√
d,−u+ v

√
d}

(on a (u+ v
√
d)−1 = (u− v

√
d)NL/Q(α)−1). Soit α0 = a+ b

√
d le maximum de

cet ensemble d'unités. Alors nécessairement a, b > 0 et α0 > 1. Conclusion : il
existe une unité fondamentale α0 = a+ b

√
d > 1. Il est clair qu'elle est alors la

plus petite des unités > 1. Celles-ci sont de la forme (a + b
√
d)n = an + bn

√
d

avec n ≥ 1 et an, bn ∈ Q.
Supposons d ≡ 2, 3 mod 4. Alors a, b, an, bn ∈ N et il est facile de voir que

an, bn sont des suites croissantes. En particulier, bn ≥ b. Donc b est le plus petit
entier naturel tel que db2 = � + 1 ou � − 1. Ainsi, une unité fondamentale de
Q[
√

7] est donnée par 8 + 3
√

7.
Quelques autres exemples : 4 +

√
15, 170 + 39

√
19 sont les unités fonda-

mentales respectives des corps Q[
√

15],Q[
√

19]. Pour L = Q[
√

13], on trouve
par une méthode similaire (3 +

√
13)/2. Avec le logiciel pari, utiliser la com-

mand quadunit(d) où d est le discriminant de l'extension quadratique réelle
concernée.

Nous terminons par l'étude des unités des extensions cyclotomiques. Soit
m ≥ 3. Une extension cyclotomique est une extension de Q engendré par une
racine de l'unité ζm d'ordrem ≥ 3. Pour simpli�er, nous nous restreignons au cas
m = p > 2 premier. Notons ζ une racine primitive p-ième de l'unité, L = Q[ζ] et
L+ = Q[(ζ + ζ−1)/2]. La proposition suivante rassemble les résultats qui seront
utilisés dans la section suivante.

Proposition 5.2.7. Avec les notations ci-dessus, les propriétés suivantes sont
vraies.

(1) On a OL = Z[ζ].

(2) �(L) = ±〈ζ〉 = {±ζk | k ∈ Z} = 〈−ζ〉.
(3) L+ = L〈c〉 où c est la conjugaison complexe.

(4) Pour tout α ∈ OL, on a αp ∈ Z + pOL.

(5) Pour tous i, j ∈ Z premiers à p, on a (ζi − 1)/(ζj − 1) ∈ U(OL).

Démonstration. (1) TD.
(2) Si λ ∈ �(L) est d'ordre N , alors λζ est d'ordre m := ppcm(N, p) et on a

Q[λζ] ⊆ Q[ζ]. Ce qui implique que ϕ(m) | ϕ(p). En écrivant m = prm′ avec p
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premier à m′ et r ≥ 1 (car p | m), on trouve facilement que r = 1 et m′ = 1 ou
2, donc λ ou −λ est une puissance de ζ.

(3) Comme ζ est racine du polynôme

X2 − (ζ + ζ−1)X + 1 ∈ L+[X],

on voit que [L : L+] ≤ 2. On a l'égalité car ζ est imaginaire et L+ ⊆ R. La
conjugaison complexe c préserve L et est égale à l'identité sur L+, c'est donc le
générateur du groupe de Galois de L/L+.

(4) Soit α ∈ OL. Alors α =
∑

0≤i≤p−2 aiζ
i avec ai ∈ Z. Dans tout anneau

commutatif A, on a (x+ y)p ∈ xp + yp + pA. Donc

αp ∈ ap
0 + ap

1 + · · ·+ ap
p−2 + pOL ⊆ Z + pOL.

(5) Comme ζj est un générateur du groupe des racines p-ièmes de l'unité,
on a ζi = (ζj)m pour un m ≥ 1. Alors

ζi − 1
ζj − 1

= (ζj)m−1 + · · ·+ (ζj) + 1 ∈ OL.

Par symétrie, (ζj − 1)/(ζi − 1) ∈ OL. Donc (ζi − 1)/(ζj − 1) ∈ U(OL).

Remarque 5.2.8 Le sous-groupe U ′ de U(OL) engendré par les unités de
5.2.7(5) s'appelle le groupe des unités cyclotomiques. Le théorème des unités de
Dirichlet dit que U(OL)/�(L) est libre de rang (p− 3)/2. Pour q = 2, . . . , p− 1,
notons uq = (ζq − 1)/(ζ − 1). On a up−q = −ζ−quq. Donc U ′ est engendré par
les uq pour 2 ≤ q ≤ (p − 1)/2. On peut montrer que U ′ est d'indice �ni dans
U(OL).
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Proposition 5.2.9. On a U(OL) = 〈ζ〉U(OL+).

Démonstration. (1) On a l'inclusion 〈ζ〉U(OL+) ⊆ U(OL) puisque ζ ∈ U(OL)
et que L+ ⊆ L implique que OL+ ⊆ OL et donc que U(OL+) ⊆ U(OL).

(2) Montrons que U(OL)/U(OL+) est un groupe �ni. Comme les groupes
en question sont de type �ni, il su�t de montrer qu'ils ont le même rang (par
dé�nition le rang d'un groupe commutatif M de type �ni est le rang du module
libre M/Mt, voir 1.3.1).

(2.1) L'extension L est totalement imaginaire de degré p − 1 car tous les
conjugués de ζ sont des racines primitives p-ième de l'unité, donc imaginaires.
Cela veut dire que L admet 0 plongement réel et p− 1 plongements imaginaires
(2.3.11). Il suit que U(OL) est de rang ((p−1)/2)−1 par le théorème de Dirichlet
5.2.1.

(2.2) À l'opposé, L+ es totalement réelle. En e�et, si σ : L+ → Q̄ est un
plongement, il se relève en un plongement L→ Q̄ toujours noté σ (2.2.15). Alors
σ(ζ) = ζ ′ est une racine primitive p-ième de l'unité, donc ζ ′ = e2ikπ/p pour un
k ∈ Z premier à p. Il suit que

σ(ζ + ζ−1) = ζ ′ + (ζ ′)−1 = 2 cos(2kπ/p) ∈ R.

Comme [L+ : Q] = [L : Q]/[L : L+] = (p−1)/2, on voit que L+ admet (p−1)/2
plongements réels et aucun plongement imaginaire. Par suite U(OL+) est de
rang ((p− 1)/2))− 1, exactement comme U(OL).

(3) Montrons l'inclusion inverse U(OL) ⊆ 〈ζ〉U(OL+). Soit α ∈ U(OL). On
cherche un entier relatif k ∈ Z tel que

β := ζkα ∈ R.

On aura alors β ∈ L+ par 5.2.7(3). Mais comme β ∈ OL ∩L+ = OL+ , de même
que β−1, on a β ∈ U(OL+) et α ∈ 〈ζ〉U(OL+).

La condition β ∈ R revient à dire que ζkα = ζ−kᾱ, ou que ᾱ/α = ζ2k. On
doit donc montrer que ᾱ/α est une puissance paire de ζ.

Notons r l'ordre du groupe U(OL)/U(OL+) qui �ni d'après (2). Alors αr ∈
U(OL+) ⊂ R. Il suit que ᾱr = αr. Donc ᾱ/α ∈ �(L) = 〈−ζ〉 d'après 5.2.7(2).
On écrit ᾱ/α = (−ζ)q pour un certain q ∈ Z. Il su�t pour terminer de montrer
que q est pair.

Supposons le contraire. Alors (ᾱ/α)p = (−1)pq(ζp)q = −1. Or αp = m+ pγ
avec m ∈ Z et γ ∈ OL (5.2.7(1)). Il suit que

m+ pγ̄ = ᾱp = −αp = −m− pγ,

et donc que 2m = −p(γ + γ̄). Cela implique que 2αp = 2m + 2pγ ∈ pOL. En
prenant la norme sur Q, on trouve 2p−1 × (±1) ∈ pZ, absurde.
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5.3 Premier(s) cas du théorème de Fermat

Fixons n ≥ 1. Nous nous intéressons aux solutions de l'équation (de Fermat2)

xn + yn = zn, x, y, z ∈ N. (5.6)

Dé�nition 5.3.1 Les solutions triviales sont celles avec xyz = 0 (une des in-
connues est nulle).

Une solution non triviale (x, y, z) de l'équation de Fermat (5.6) est dite
primitive si pgcd(x, y, z) = 1.

Soit (x, y, z) ∈ (N∗)3, soit d = pgcd(x, y, z). Alors (x, y, z) est solution si et
seulement si (x/d, y/d, z/d) est solution. Donc il su�t de considérer les solutions
primitives.

Lemme 5.3.2. Soit n ≥ 1. Pour qu'une solution (x, y, z) soit primitive il faut
et il su�t que les x, y, z soient deux à deux premiers entre eux.

Démonstration. La condition est évidemment su�sante. Inversement, tout di-
viseur premier commun de deux des entiers x, y, z divise nécessairement le troi-
sième par la relation (5.6). Cela implique la nécessité.

L'équation (5.6) n'a aucun intérêt pour n = 1.

5.3.1 Le cas n = 2

Les triplets d'entiers ≥ 1 satisfaisant l'équation de Fermat sont les triplets
pythagoriens en référence au théorème de Pythagore. Le plus connu est (3, 4, 5).
Mais ce n'est évidemment pas le seul : (5, 12, 13).

Proposition 5.3.3. Pour n = 2, les solutions primitives sont paramétrées par

x = 2ab, y = a2 − b2, z = a2 + b2

ou
x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2

avec des entiers naturels a > b > 0 premiers entre eux et de parités di�érentes,
selon que x est pair ou impair.

Démonstration. (1) Montrons que x, y ne sont pas de même parité. En e�et,
s'ils sont pairs tous les deux, alors z aussi, la solution n'est alors pas primitive.
S'ils sont impairs tous les deux, alors z est pair. On écrit x = 2m+1, y = 2n+1,
et z = 2k. Alors 4(m2 + n2 +m+ n) + 2 = 4k2, impossible.

(2) Supposons par exemple que x est pair. Alors y, z sont impairs par 5.3.2.
Le pgcd d et z − y et z + y est égal à 2 : en e�et d divise 2y = (z + y)− (z − y)
et 2z = (z + y) + (z − y), donc d | pgcd(2y, 2z) = 2pgcd(y, z) = 2. Comme(

z − y

2

)(
z + y

2

)
=
(x

2

)2

2Pierre de Fermat, 160 ?-1665, magistrat et mathématicien français.
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et que (z − y)/2 et (z + y)/2 sont des entiers naturels premiers entre eux, ils
sont des carrés dans N∗ (lemme 5.3.5) : il existe a, b ∈ N∗ tels que z − y = 2b2

et z + y = 2a2. On trouve alors

z = a2 + b2, y = a2 − b2

et x =
√
z2 − y2 = 2ab.

Exemple 5.3.4 Pour a = 2, b = 1, on trouve (4, 3, 5). Pour a = 3, b = 2, on
trouve (12, 5, 13).

Méthode géométrique. Il existe une façon plus géométrique pour résoudre
l'équation. Elle consiste à paramétrer, en utilisant la projection stéréographique,
les points du cercle (moins le pôle nord) par la droite.

Soit (x, y, z) ∈ (N∗)3. Alors c'est une solution si et seulement si

(s := x/z, w := y/z)

est un point du cercle unité dans R2 dans le premier cadran. Si on trace la droite
L : X + tY − t = 0 qui passe par (0, 1) et (t, 0) avec t nombre rationnel > 1,

t

(0,1)

(s, w)

elle coupe le cercle unité dans le premier cadran au point (s, w) donné par le
système d'équations (t > 1 est �xé){

s2 + w2 = 1
s+ tw = t

La deuxième équation donne s = t(1− w), que l'on substitue dans la première.
On trouve (outre la solution triviale s = 0, w = 1)

w =
t2 − 1
t2 + 1

, s =
2t

t2 + 1
.
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En écrivant t = u/v avec des entiers naturels u > v premiers entre eux, on
trouve que (2uv, u2 − v2, u2 + v2) est une solution de l'équation de Fermat.

Si u ou v est pair (donc l'autre est impair), alors en raisonnant comme plus
haut, on voit que (2uv, u2 − v2, u2 + v2) est une solution primitive. Si u, v sont
impairs, on pose a = (u + v)/2, b = (u − v)/2, alors (2uv, u2 − v2, u2 + v2) =
2(uv, (u2− v2)/2, (u2 + v2)/2) = 2(a2− b2, 2ab, a2 + b2) et (a2− b2, 2ab, a2 + b2)
est une solution primitive. On retrouve ainsi les solutions primitives de 5.3.3.

L'observation suivante est cruciale dans la preuve de la proposition 5.3.3.

Lemme 5.3.5. Fixons un entier n ≥ 1. Soit A un anneau factoriel3, soient
a, b ∈ A non nuls et premiers entre eux. Supposons que ab soit une puissance
n-ième, alors modulo les unités de A, a et b sont des puissances n-ièmes (d'élé-
ments premiers entre eux dans A).

Plus généralement, si a1, · · · , am ∈ A sont des éléments non nuls deux à
deux premiers entre eux, et si leur produit est une puissance n-ième dans A,
alors modulo les unités, les ai sont des puissances n-ième d'éléments de A deux
à deux premiers entre eux.

Démonstration. On écrit les décomposition en produits de puissances d'éléments
premiers deux à deux non associés (i.e. pas multiples par une unité)

a = u
∏

i

pri
i , b = v

∏
j

q
sj

j , u, v ∈ A∗.

La décomposition de ab est alors

ab = uv
∏
i,j

pri
i q

sj

j .

Comme les éléments premiers pi, qj sont deux à deux non associés, si ab est une

puissance n-ième, alors n divise tous les ri, sj . Il suit que a = u(
∏

i p
ri/n
i )n et

b = v(
∏

j q
sj/n
i )n.

Le cas général avec un nombre quelconque d'éléments se démontre de la
même façon.

5.3.2 Le cas n = 4

Proposition 5.3.6 (Fermat). L'équation

x4 + y4 = z4

n'a pas de solution dans N∗.

En fait il montre un résultat plus fort.

3par exemple principal, voir aussi la Remarque 2.1.19
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Proposition 5.3.7 (Fermat). L'équation

x4 − y4 = z2 (5.7)

n'a pas de solution dans N∗.

Remarque 5.3.8 Cette proposition implique la précédente car si x4 +y4 = z4,
alors z4 − y4 = (x2)2.

Démonstration. Supposons qu'il existe des solutions. On peut en prendre une
(x, y, z) avec x le plus petit possible. La preuve consiste alors à construire une
autre solution (a, b, c) dans N∗ avec a < x. C'est la méthode de la descente
in�nie inventée par Fermat.

Soit donc (x, y, z) une telle solution. On voit immédiatement que x, y, z sont
deux à deux premiers entre eux. Notons que

(y2)2 + z2 = (x2)2, (5.8)

donc le triplet (y2, z, x2) est décrit par la proposition 5.3.3 (selon la parité de
y2).

(1) Supposons d'abord y impair. Alors il existe (a, b) comme dans 5.3.3 tels
que

x2 = a2 + b2, y2 = a2 − b2.

Il suit que
a4 − b4 = (xy)2.

Donc (a, b, xy) est une solution de l'équation (5.7) avec a < x. Absurde.

(2) Supposons maintenant y pair. On raisone de façon similaire mais en uti-
lisant deux fois 5.3.3. Il existe a, b > 0 premiers entre eux (on ne demande pas
que a > b) tels que

x2 = a2 + b2, y2 = 2ab.

Supposons par exemple que a est pair. Alors d'après 5.3.3, il existe u, v > 0
premiers entre eux tels que

a = 2uv, b = u2 − v2.

Comme (y/2)2 = uvb et que u, v, b sont deux à deux premiers entre eux, il suit
du lemme 5.3.5 que

u = d2, v = e2, b = c2

pour des entiers naturels d, e, c. Cela donne

d4 − e4 = c2.

Comme d =
√
u ≤ u = a/(2v) < a =

√
x2 − b2 < x, cela donne encore une

contradiction.
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Le corollaire suivant était une question de Diophantus qui a motivé la re-
cherche des solutions de l'équation 5.3.7

Corollaire 5.3.9. Il n'existe pas de triangle rectangle de côtés entiers, dont
l'aire soit un carré.

Démonstration. Si un tel triange existe, de côtés x, y < z, alors il existe s ∈ N∗
avec

x2 + y2 = z2, xy = 2s2.

On a des égalités similaires en divisant tout par le pgcd de x, y, z. On peut donc
supposer que pgcd(x, y, z) = 1. Par 5.3.3, il existe a, b > 0 premiers entre eux
tels que

x = 2ab, y = a2 − b2.

Il suit que aby = s2 avec a, b, y deux à deux premiers entre eux. Donc comme
ci-dessus on conclut que a, b, y sont des carrés et la relation y = a2 − b2 donne
une solution de (5.7) dans N∗, contradiction.


