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Exercice 1 Soit L = Q[v/—3].

(1) Montrer que Of, = Z[¢] ou ¢ = (=1 4++/-3)/2.
(2)

(3) Montrer que Oy, est principal.
4)

(

Exercice 2 Soit L = Q[v/7].
(1) Quels sont O, et le discriminant de L?

(2) Montrer que l'extension L/Q est ramifiée au-dessus de 2 et que 207, = g°
avec q maximal.

(3) Calculer N(q) et trouver un générateur de q (de la forme v/7 + k).
(4) Montrer que Oy, est principal.

Quel est le discriminant de L ?

Trouver les unités de Op.

(5) Déterminer les unités de Op,.

Exercice 3 Soit A un anneau principal, de corps de fractions K. Soit L une
extension finie séparable de K. On suppose que L = K[f] avec 6 entier sur A.
Considérons

C=Al]:={f0) | f(T)eA[T]} C L.
On sait que C est fini (donc entier) sur A.

(1) Soit w € L entier sur A. Considérons
I,={a€ A|aweC}.

Montrer que I, est un idéal de A. On sait par le cours que I,, # {0}.

(2) On suppose que pour tout élément irréductible w de A, Panneau C'/7C' est
réduit (les éléments nilpotents sont nuls). On veut montrer que C est alors la
cloture intégrale de A dans L. Soit w € L entier sur A. Soit ¢ un génerateur
de I,,.

(a) Sit est inversible dans A, montrer que 1 € I, et que w € C.

(b) Supposons que ¢ n’est pas inversible dans A. Montrer que a := tw € C
satisfait une relation

Q"4 ap 0" Faatag =0

avec a; € tA (utiliser une équation entiere satisfaite par w).

(¢c) Soit 7 un facteur premier de ¢t. Montrer que o™ € 7C. En déduire que
a € wC et que t/m € I. Conclure.



Le but des trois exercices suivant est de traiter au maximum le deuxiéme cas
de Fermat pour les premiers réguliers et de résoudre compléetement le probleme
quand p = 3. L’exercice 6 est extrait de ’écrit de MG du concours d’agrégation
de 2019.

Exercice 4 Soit p > 3 un nombre premier. Soit L = QI[(,] 'extension cycloto-
mique engendrée par une racine primitive p-ieme de 'unité ¢ € C. On sait que
Or = Z[¢]. On note ®,(X) € Z[X] le p-ieme polynéme cyclotomique.

(1) Soit £ un nombre premier distinct de p.

(a) Montrer que l'image de X? — 1 dans F,[X] est séparable. En déduire
le méme résultat pour ®,(X).

(b) Montrer que lextension Z C Of, est non-ramifiée au-dessus de /.

(c) Supposons £ =1 [p]. Montrer qu'’il existe un élément dans F; d’ordre
exactement p. En déduire que £ est totalement décomposé dans O, :
I’idéal €Oy, est le produit de p — 1 idéaux maximaux 2 a 2 distincts.

(2) Posons A =¢—1€ Or.
(a) Montrer que 'image de ®,(X) dans F,[X] est égale a (X — 1)P~1,

(b) Soit q = (A, p) l'idéal de Oy, engendré par A et p. Montrer que q est
maximal, que pOr, = q?~! et que Z/pZ = Or/q.

(¢) En développant la relation 1 = (1 4+ A\)P, montrer que

APt

=—1+Xa, pourunacOr.

(d) Montrer que p € AOp, que q = Oy, et que pOr, = \P~1Oy.

(3) Rappelons que pour tous i,j € Z premiers a p, (¢t —1)/(¢? —1) € U(Op).
Montrer que (¢* — 1)Or = MOy, pour tout i premier a p.

(4) (Indépendante de (1)-(3)). Pour tous «, 8 € Or, montrer que

> lat¢p)=0.

0<i<p—1

Exercice 5 Nous conservons les hypotheses et notations de ’exercice précédent.
On fixe a, 8,7 € O, non nuls tels que a, B ¢ AOy, v € \OL, et que

af + 8P +uy? =0

pour un certain u € U(Op). Nous avons donc une relation

~ur = J[ (a+¢B). )

0<i<p—1

Nous allons trouver des propriétés sur les facteurs du terme de droite.



(1) (Etude des puissances p-iemes dans Oy). On a vu dans le cours que af €
Z+pOy,. Nous allons améliorer ce résultat en utilisant ’hypotheése o ¢ AOy,.
(a) Montrer que O, C Z + MOy, (utiliser 2(a)). En déduire qu’il existe

k,r € Z et o' € Op tels que

a=k+ M+ A\

De plus on peut choisir k compris entre —(p —1)/2 et (p—1)/2 .
(b) Montrer que

a? € kP 4+ Ap(kP~tr + (WP /p)rP) + pA? Oy,

et
a? € kP + Ap(kP~tr —rP) + pA20y,

(c) Montrer que pour tout s € Z, on a s? = s [p], et que sP~1 =1 [p] si
s ¢ pZ.
(d) Montrer que k ¢ pZ et que o — kP € pA\20Op, = \PT1 0.
(2) On veut montrer que v € A2Op.
(a) Similairement & «, choisissons un entier m compris entre —(p—1)/2 et
(p—1)/2 tel que BP —mP € NP*1Op. Montrer que k +m = kP + mP =
0 [p]
(b) En déduire que k +m =0 et que y € \?Oy,.
(3) Calcul de “pged”. Supposons dans la suite que «, 3 sont premiers entre eux
(dans le sens que aOp, + O, = Op).
(a) Montrer que la différence entre deux facteurs quelconques de droite
dans la relation (1) est toujours divisible par A\ mais jamais par A2
(utiliser I’exercie 4.3).

(b) Montrer que A divise un des facteurs de droite, et que par suite il divise
tous les facteurs de droite.

(c) En déduire que A\? divise un et un seul facteur a + (% J3. Quitte a
remplacer 3 par (P~% 3, on peut supposer que A2 divise o + §.
(d) Soient i # j compris entre 0 et p — 1. Supposons qu’il existe un idéal
maximal m de Oy, tel que a+(?3, a+¢7 5 € Am. Montrer que o, € m.
(e) Montrer que les éléments (« + ¢*3)/\ € Of, sont 2 & 2 premiers entre
eux.
(4) Enfin, supposons de plus que p soit un premier régulier. Montrer qu’il existe
u; € U(OL), et des 6; € Oy, 2 & 2 premiers entre eux tels que a+¢*3 = Au; 67
et que §p € AOp. Plus précisément, si A" est la plus grande puissance de A
divisant v (i.e. vx(y) = n), alors vx(dg) =n — 2.

Exercice 6 (Fermat pour p = 3) On veut montrer que si z,y, z € Z vérifient
2+ > + 23 =0, alors zyz = 0.

Supposons qu’il existe une solution avec xyz # 0. On peut supposer que
x,y, z sont premiers entre eux. Soit L = Q[(] engendrée par une racine primitive
3-ieme de l'unité ¢. On utilisera librement les résultats des exercices 1, 4 et 5.
Soit A= — 1.



(1) Montrer que z,y, z sont deux & deux premiers entre eux et que 3 | zyz.

(2) Soient a,b € Z et ¢ = pged(a,b) € Z. Montrer que ¢ est aussi un pged de
a,b dans Oy,

(3) Nous allons montrer un résultat dans Oy, plus fort que Fermat. Supposons
qu’il existe «, 8 € O \ AOyp, premiers entre eux, u € U(Op) et v € A\Op
non nul tels que

o + % +uy® = 0.
Nous allons conclure & une contradiction.

(a) Montrer qu'il existe 01,9 € Op \ AOp, premiers entre eux, dp € \Oy, et
ug,ur,uz € U(OL) tels que a+ = upd3, a+ (B = u16 et a+(*8 =
UQ(SS

(b) Montrer qu’il existe wg,ws € U(OL) tels que

(utiliser I'exercice 4.4).
(c) Montrer que wy = £1 [A3]. En déduire que wy ¢ {+¢, £¢?}.

(d) Montrer que we = +1 (utiliser la description explicite de U(Op)) et
que A2 divise d.

(e) Nous avons donc obtenu un quadruplet (87, ws02,ug,dg) satisfaisant
les mémes propriétés que («, 8,u,7) et tel que vy(dy) = vr(y) — 1.
Conclure.

(4) Montrer Fermat pour p = 3.

oo Fin oo



