Formule d’Ogg d’apres Saito
Qing LIU

Soit K un corps de valuation discrete hensélien, a corps résiduel algébriquement
clos. Soit C' une courbe elliptique sur K. La formule d’Ogg dit que le discriminant
minimal v(A) de C vérifie I'égalité

(1) V(A =n—1+f

ou f est le conducteur de C' (en tant que variété abélienne), et n est le nombre de
composantes irréductibles de la fibre spéciale Xy du modele régulier minimal X de
C sur 'anneau de valuation O de K.

Ogg [1] a vérifié (1) cas par cas, excepté quand K est d’inégale caractéristique 2
ou aucune démonstration n’est donnée. Une preuve complete et plus conceptuelle
de (1) sera trouvée par Takeshi Saito [2] en 1987, comme corollaire d'un résultat
plus général sur les conducteurs d’Artin de courbes de genre g > 1.

On présente ici la preuve de (1) par Saito ([2], Cor. 2) avec plus de détails (§3 —

§4).

61 Notations

Dans toute la suite, K sera un corps de valuation discrete hensélien, a corps
résiduel algébriquement clos. On note Ok son anneau de valuation, v la valuation
normalisée de K (i.e. v(uniformisante) = 1), et S = Spec Ok. Soit C une courbe
propre lisse géométriquement connexe sur K de genre g > 1, on note f: X — S le
modele régulier minimal de C.

§2 Conducteurs

Pour un nombre premier [ différent de la caractéristique résiduelle de K, on a
une représentation galoisienne [-adique

p: Gal(K/K) — Autg, V;

ou V; = H, (C3, Q). On associe deux entiers e (conducteur modéré) et 6 (conduc-
teur de Swan) a cette représentation ([3], §2.1), et on pose f = +J. Par définition,
le conducteur d’Artin de X est

Art(X/S) = x(Xz) = x(Xs) =9

ou x est la caractéristique d’Euler pour la topologie étale. C’est un entier négatif.
Lorsque le pged des multiplicités des composantes de X, est 1, on a

(2) —Art(X/S) =n—1+f

ou n est le nombre de composantes irréductibles de X ([4], prop. 1). La condition
sur le pged des multiplicités est remplie si (par exemple) C(K) # () ou si g = 2.
1



63 Le conducteur comme mesure de dégénérescence

Soit A : Y — T un morphisme propre lisse a fibres géométriques connexes de
genre g > 1. Alors on dispose d’un isomorphisme canonique commutant au change-
ment de base :

(3) Ayyr : det Rho(wg)y) = (det Rhawyr)®"

(cf. [5], theorem 5.10 pour g > 2, et Deligne (non publié¢) pour g > 1 ; voir une
construction explicite au §4 pour g = 1).

Soit wx/s le faisceau dualisant relatif de X. C’est un faisceau inversible sur X
et on a wx,s/c ~ we /K. Notons

M =H(S, det Rf.(w$7g))

N = H°(S, (det Rf.wx,s)®?), ce sont des Ox-modules libres de rang 1. On
applique l'isomorphisme (3) avec T' = Spec K et Y = C. 1l existe donc un entier
d € Z tel que l'isomorphisme Ag /i : M @ K — N ® K induise une identité

Ac/r (M) = (uniformisante de O )?N

On note ord Ax,g = d. Dire que ord Ax,s > 0 équivaut a dire que Ag, g s’étend
en un homomorphisme

AX/S : det Rf*(u)?é?s) - (det Rf*wX/S)®13

et ord Ax,g = 0 équivaut a Ax,5 est un isomorphisme.

Théoréme ([2], theorem 1). Avec les notations ci-dessus, on a ord Ax/s =
— Art(X/S).

Cela était connu lorsque X — S est semi-stable (Deligne ou [5], loc. cit. ), Saito
I’a montré dans le cas général en montrant que les deux membres de 1’égalité “se
comportent de la méme maniere” vis-a-vis des extensions finies de K. On peut
donc dire que — Art(X/S) mesure le dégénérescence de I'isomorphisme A¢ /-

84 Le cas elliptique

Soit h : Y — T une courbe propre lisse a fibres géométriques de genre 1. On va
d’abord décrire plus concrétement ’isomorphisme (3).

Comme I’homomorphisme canonique h*hiwy /7 — wy,r est un isomorphisme,
et que la caractéristique d’Euler-Poincaré de (wy,r)¢ est nulle pour tout ¢t € T, on
a des isomorphismes canoniques

12

det Rh.(wy/7) det Rh. (wyr ® h*hywy,)
(det Rh*wy/T) X (h*wY/T)®O

det Rhiwy 1

12 R



On a donc un isomorphisme canonique
(4) (5y/T . det Rh* (w§8;/2T) ~ det Rh*wy/T

Supposons que h : Y — T admet une section. Pour tout ¢ € T, en remplacant T’
par un voisinage ouvert affine de t assez petit, on peut écrire des équations affines

v’ + Q(z)y = P(z), Q(x), P(zx) € Op(T)lz]

de Y avec deg Q(z) < 1 et deg P(x) < 3 (on peut utiliser [6], §1). On peut associer
a cette équation son discriminant A et une différentielle holomorphe w = (2y +
Q(z))"tdx sur Y. Il est aisé de voir que A-w®!? est un élément de H(Y, wy /7 )®12
indépendant du choix de la section et de I’équation. Cela permet de définir un
isomorphisme canonique

vor © Or = (hawyr)®"

qui envoit 1 sur A - w®!'2. Dans le cas général, on obtient une section de h apres
un changement de base étale surjectif 77 — T (EGA, IV, 17.16.3). 1l est facile
de voir que I'isomorphisme A, ., T provient d’un isomorphisme A} /7 Al niveau

de T. Par ailleurs, on a canoniquement (th*wy/T)V ~ Or, donc det Rh,wy /7 ~
det hswy /7 = hswy 7. On obtient ainsi un isomorphisme canonique

Or ~ (det Rhowy 7)®"?
qui induit un isomorphisme canonique que ’on note encore par Aj, /T
(5) Voo ¢ det Rhawy)r ~ (det Rh,wy,r)®"?
D’ou un isomorphisme canonique

Alyygodysr ¢ det Rha(wE2) = (det Rh.wy)r)®"?

On trouve donc I'isomorphisme de (3) : Ay p = A’Y/T o dy/r au signe pres.
Par conséquent, si C' est une courbe propre lisse de genre 1, et si I’on définit les
ord comme dans §3, alors

(6) OrdAx/SZOIdAI)(/S+OTd(5x/S

Supposons maintenant que C' est une courbe elliptique. Soit N son modele de
Néron sur S. On sait que N est isomorphe a la partie lisse Xjjsse de X. Le lemme
suivant est bien connu et résulte de la construction de A par Néron [7]. Nous
proposons ici une démonstration plus directe.

Lemme (Néron [7]). — Soit

(7) y2+(alx—l-ag)y:x3+a2x2+a4m+a6, a; € Ok



une équation de Weierstrass minimale de C. Elle induit un modéle projectif normal
W de C sur S. Alors la désingularisation minimale de W est isomorphe a X.
Autrement dit, la partie lisse Wiisse de W est isomorphe a la composante neutre

N° de N.
Preuve. — Par définition,
W = Proj Ok|[z,y, 2]/ (y°2 + a1zyz + azyz® — (2° + as2”z + asz2® + ag2”))

Comme W est a fibre générique lisse et a fibre spéciale réduite, il est normal. On
va reconstituer W a partir de X.

Soit I'y la composante irréductible de X qui contient la spécialisation de 1'élé-
ment neutre de C. Soit F' la réunion des autres composantes irréductibles de X,. Il
existe un schéma normal projectif X; sur S et un morphisme projectif 7 : X — X;
tel que 7(F') soit fini et que 7|x_p soit un isomorphisme ([8], §6.7). Il s’agit de
montrer que X1 ~ W.

Soit e la section de X7 — S induite par I’élément neutre de C', alors X; — € est
un schéma affine défini par une équation

(8) u? + (byv + b3)u = v + bov?® + by +bg, b; € Ok

([6], loc. cit. ). L’homogeneisée de cette équation est une équation de X; dans P%.
11 suffit de montrer que I’équation (8) est minimale.

Pour toute composante irréductible I' # T'g de X, on a p, (') =0 et ['? = —2. 11
suit que les singularités de X; sont rationnelles ([9], Theorem 27.1). En particulier,
HO(X,wX/S) = HO(Xl,le/S) en tant que sous groupes de HO(C,wC/K). Comme
X est une intersection complete dans P%, il est facile de voir que wy;, /s = w10x,,
olt wy = dv/(2u+b1v+b3). De méme, wy; s = woOw, ot wo = dz/(2y + a1z +az).
On va montrer que wy € wyOk.

Soit W’ — W la désingularisation minimale de W. On a un morphisme W/ — X
car X est minimal. Comme X est régulier, tous ses points sont des singularités ra-
tionnelles, donc wy € HY(X,wx /S) = HO (W', wyy /s)- En considérant la restriction
de wi & Wiigse, on voit que wy € woOk. Soit A (resp. A;) le discriminant de
I’équation (7) (resp. de 'équation (8)). Il suit de I'égalité Aw'® = A;wP'? que
v(A1) < v(A). Ce qui prouve que 1’'équation (8) est minimale.

Théoréme (Ogg [1]). Supposons que C est une courbe elliptique. Soit v(A) le
discriminant minimal de C'. Alors on a v(A) = — Art(X/S).

Preuve (Saito [2]). Comme C(K) # 0, 'homomorphisme canonique f*f.wx/s —
wyx/s est un isomorphisme et donc orddy,g = 0. Il suit de ce qui précéde que
— Art(X/S) = ord Al /5. Soit

y2 + (a1 + a3)y = 22 + asx? + agx + ag, a; € Ok

une équation de Weierstrass minimale de C, de discriminant A. Soit wy = dz/(2y+
a1z + az). On a vu dans la preuve du lemme ci-dessus que wy est une base de
HY (X,wx/g). Comme X — S est cohomologiquement plat,

Aly/g + Og — (det Rf.wxys)®"? = HY (X, wx;s)®"



est défini par 1 — A - w2, Par conséquent, v(A) = ord Ay, g = — Art(X/5).
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