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Introduction. Les espaces de Stein en geometrie analytique complexe sont
caracterises par le fait que Hq(X, !F) — 0 pour tout q > 1 et pour tout faisceau coherent
& sur X ([SI]). En geometrie algebrique, cette condition de nullite des groupes de
cohomologie caracterise les varietes affines, c'est le critere de Serre ([S2]). Comme il y
a une forte analogie entre la geometrie algebrique et la geometrie analytique rigide, les
varietes affines correspondant aux espaces affinoides, on peut se demander si l'analogue
du critere de Serre est valable en geometrie analytique rigide. C'est-a-dire:

Les espaces affinoi'des sont-ils exactement les espaces analytiques rigides separes X
verifiant Hq(X,^) = 0 pour tout q^l et pour tout faisceau coherent !F sur X (nous
appelons un tel espace un espace de Stein) ?

Un theoreme de Tate et Kiehl montre que les espaces affinoides sont de Stein
([K]). L'inverse est faux sans restriction sur X. En effet, Kiehl a introduit et etudie les
espaces X (appeles quasi-espaces de Stein) qui admettent un recouvrement admissible
affinoi'de {Xn}n>0 tel que XnczXn + 1 et que la restriction (9x(Xn + l)^>(9x(Xn) soit dense
pour tout A2̂ 0 ([K]). Ce sont des espaces de Stein dans le sens defini ci-dessus. Par
suite, d'autres auteurs ont approfondi l'etude de ces espaces ([Lut], [H]). Les
quasi-espaces de Stein ne sont pas quasi-compacts (i.e. n'admettent pas de recouvrement
admissible affinoi'de fini) sauf cas trivial, done non affinoi'de en general. II est done clair
que pour le probleme ci-dessus, il faut au moins supposer X quasi-compact. Avec cette
hypothese supplemental, une reponse positive nous semblait tres plausible ainsi qu'a
divers specialistes interroges a ce sujet. Malheureusement, on a trouve un contre-exemple
dans [L]. Cependant, c'est un espace ayant deux composantes irreductibles qui se
coupent, done un espace singulier, et le procede utilise ne permet pas de fabriquer de
contre-exemple non singulier. La question suivante parait alors naturelle:

Un espace de Stein quasi-compact regulier est-il affinoi'de ?
Pour repondre a cette question, nous avons ete obliges d'envisager une etude

detaillee des espaces de Stein quasi-compacts. On a alors trouve un critere simple
(Theoreme 2) pour qu'un espace quasi-compact soit de Stein et qui a permis de construire
un contre-exemple a la question ci-dessus (Theoreme 4). Ce contre-exemple est un ouvert

Ce travail a ete realise pendant le sejour de l'auteur a l'lnstitut des Hautes Etudes Scientifiques que nous
remercions de son hospitalite.



290 Q. LIU

analytique Zde B\ - Spm Â <T, S> (oii #est un corps complet ultrametrique quelconque)
tel que OE^(X) ne soit pas une ̂ -algebre affinoide. Cela montre en passant que l'analogue
d'un theoreme de Zariski (qui dit que pour toute surface algebrique normale S sur un
corps K, (9S(S) est une ^-algebre de type fini [Z]) en geometrie rigide est faux. Ce
contre-exemple montre aussi que la classe des espaces de Stein quasi-compacts est
"beaucoup plus grande" que celle des espaces affinoi'des. Cependant, on verra dans ce
travail qu' "en general" les proprietes des espaces affinoi'des ne concernant pas la
reduction restent valables.

Le § 1 donne la definition et quelques proprietes immediates des espaces de Stein
quasi-compacts. Au §2, on etend de fagon evidente la notion de parties rationnelles
aux espaces quasi-compacts. On introduit la notion (provisoire) de 5-espaces X qui sont
definis par (a) X QSi holomorphiquement separable, (b) Hq{X, &x) = 0 pour tout q>0.
On montre que certains resultats concernant les parties rationnelles d'un espace affinoide
s'etendent aux parties rationnelles d'un S-espace X. Cela permet de donner au § 3 une
version generalisee du theoreme de Gerritzen et Grauert:

THEOREME 1. Soit f:R-*X une immersion injective d'un espace affinoi'de R dans
un S-espace X. Alors il existe un recouvrement admissible fini {X^t de X par des parties
rationnelles telles que pour tout i, f'.f~1(X?)-*Xi soit une immersion de Runge (i.e.
Vhomomorphisme induit 0x(Xi)-^0R(f~1(Xi)) est dense).

II suit de ce theoreme que tout espace de Stein quasi-compact admet un recouvrement
admissible fini par des parties rationnelles affinoi'des et une immersion injective dans
un espace affinoi'de (corollaire 1 et proposition 3.3). Le resultat principal suivant est
demontre au §4.

THEOREME 2. Soit X un espace analytique rigide quasi-compact et separe. Alors X
est un espace de Stein si et seulement si X est holomorphiquement separable et Hq(X, (9X) = 0
pour tout q>0.

On en tire quelques consequences immediates. En particulier le

THEOREME 3. Soient X, Y deux espaces de Stein quasi-compacts, Z un espace
analytique separe, f:X^Z, g: Y->Z deux morphismes. Alors W:~XxzY est aussi un
espace de Stein. De plus, notons A = (9X(X), B = (9Y(Y), C=(9Z(Z). Alors si Z est un
espace de Stein quasi-compact, Vhomomorphisme canonique A®CB-+(9W(W) (oil A®CB
est le separe complete de A®CB pour la semi-norme tensorielle) est un isomorphisme.

Enfin, la motivation principale de ce travail, c'est-a-dire la construction d'un espace
de Stein quasi-compact regulier qui n'est pas affinoi'de est exposee au §5.

Nous remercions Jean Fresnel qui a eveille notre interet pour ce sujet et nous a aide
dans ce travail. Nous remercions egalement Michel Raynaud dont la lettre [R] a inspire
la prop. 1.2., Berkovich pour une version amelioree du theoreme 3 et le referee pour
ses nombreux commentaires.
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Dans tout ce travail, K designe un corps complet pour une valeur absolue
ultrametrique. Tous les espaces analytiques rigides sont definis sur K. Espace analytique
signifie espace analytique rigide.

1. Espaces de Stein, definition et proprietes immediates.

DEFINITION 1.1. On appelle espace de Stein quasi-compact tout espace analytique
rigide X quasi-compact (i.e. qui admet un recouvrement admissible affino'ide fini), separe
tel que Hq(X, #") = 0 pour tout q^ 1 et tout faisceau coherent & sur X.

REMARQUE. D'apres le theoreme de Tate-Kiehl ([K]), les espaces affinoi'des sont
de Stein.

PROPOSITION 1.1 Soit X un espace de Stein quasi-compact, soient f: Y-+X,
g-.X^Z deux morphismes finis d'espaces analytiques rigides. Alors on a les proprietes
suivantes:

(a) Uespace Y est de Stein. En particulier, toutferme analytique de X est de Stein.
(b) Si g est surjectify alors Z est de Stein.

PREUVE. (a) Soit fF un faisceau coherent sur Y. Comme/est un morphisme fini,
f+& est un faisceau coherent sur Xet on a Hq(Y, &r) = Hq(X,f^) = 0 pour tout q>0.
Done Y est de Stein. Enfin pour tout ferme analytique F de X, l'immersion fermee
canonique F-+X est un morphisme fini, done Fest de Stein.

(b) Voir [L] prop. 2.

NOTATION 1. Soient X un espace analytique quasi-compact, A = 0x(X), M un
^4-module de type fini. On note M le faisceau coherent sur Jfdefini de la fagon suivante:
soient {X^t un recouvrement admissible affino'ide de X, M{ le faisceau coherent
(M®A(9x{Xd)~ sur X( associe au ^(.JQ-inodule M®A(9X{X^). Alors M est obtenu par
le recollement des Jt{. II est clair que M ne depend pas du choix de {X^ a isomorphisme
pres.

LEMME 1. Soient X un espace de Stein quasi-compact, &* un faisceau coherent sur
X, L un A-module (A = (9X(X)), q>: L—>^(X) un homomorphisme. On suppose quil existe
un recouvrement admissible affino'ide fini {X^ de X tel que les homomorphismes
q>i'-L®AOx(Xi)-^^r{X^ induitspar cp soient surjectifs. Alors il existe un sous A-module
de type fini Lo de L tel que

PREUVE. II existe ll9--,lNeL tels que &r(Xi) = Y*i*j*N(P(lMxflx(Xd P o u r t o u t

i. Les sections ^(M, • •", <p(lN) definissent un homorphisme surjectify: 0\-^^. Comme
Xest de Stein, <p(X): AN^>&{X) est surjectif. Ce qui montre que

PROPOSITION 1.2. Soient X un espace de Stein quasi-compact, A = 0x{X). Alors on
a les proprietes suivantes:

(a) L'anneau A est noetherien.
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(b) Pour tout ouvert admissible affinoide R de X, Vhomomorphisme canonique
A-+(9X(R) est plat.

(c) Pour tout A-module M de type fini, Vhomomorphisme naturel M^>M(X) (yoir
Notation 1 ci-dessus) est un isomorphisme.

(d) Pour tout faisceau coherent 3? sur X, ^{X) est un A-module de type fini et
Vhomomorphisme canonique &(X)~-*& est un isomorphisme.

PREUVE. (a) Soient / un ideal de A, 2T le sous-faisceau coherent de (9X engendre
par /. On applique le lemme 1 avec L = I,tF = 3T zt(p\ I->$~(X) l'application canonique.
Alors il existe un ideal de type fini /0 contenu dans / tel que q>(IQ) = 3~(X). Or q> est
injectif, done / = Io est de type fini.

(b) On conserve les notations de (a). Soit Q\I^>$~ l'homomorphisme surjectif
canonique. On a (p = Q(X)o\jf, ou \jt\I-*I(X) est canonique. II suit du lemme 1 que ij/
est surjectif. D'apres (a), cp est bijectif, done 9(X) est bijectif. Soit ^ = Ker0, alors
<&(X) = 0. Comme X est de Stein, il est aise de voir que &(X) engendre &x pour tout
xeX. Done ^ = 0, 9 est un isomorphisme. II suit que Thomomorphisme canonique
I®A(9X(R) = I(R)-*J(R) = I(9X{R) est un isomorphisme. Cela etant vrai pour tout ideal
/ de A, A^(9X{R) est plat.

(c) On a une suite exacte de v4-modules de type fini

D'apres (b), cela induit une suite exacte de faisceaux coherents

0^N^>(9x-+M-+0 .

On a done un diagramme commutatif

0 >N >An >M • 0

a i J [id *2\
0 >N(X) -+An >M(X)-> 0 ,

ou les fleches verticales sont canoniques et les suites horizontales exactes. D'apres le
lemme 1, al9 a2 sont surjectifs. Cela implique que a2 est bijectif.

(d) Pour tout x G X, ^(X) engendre 3F^ Done pour tout ouvert affinoide admissible
R de X, 3F{X) engendre ^(R). On peut appliquer le lemme 1 avec L = ̂ (X), q> = Id.
II suit que ^(X) est de type fini. L'homomorphisme canonique v.\3F{Xy ^>2F est
surjectif. D'apres (c), Kera(Ar) = 0, done Kera = 0 et a est un isomorphism.

COROLLAIRE 1.2.1. Soient X un espace de Stein quasi-compact, A = (9X(X). Alors
dim X=dimA; X est reduit (resp. normal; resp. reduit et irreductible) si et seulement si
A est reduit {resp. normal; resp. integre).

PREUVE. Montrons par exemple que X est reduit si et seulement si A est reduit.
Soit Jf le sous-faisceau coherent des elements nilpotents de Ox (i.e. pour tout ouvert
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affinoide R de X, JV(R) est egal a l'ensemble des elements nilpotents de 0x{R)). Comme
X est quasi-compact, J^(X) est egal a N l'ensemble des nilpotents de A. D'apres la
prop. 1.2. (d), on a J^~N. Done si A est reduit, alors JV = Q et Zes t reduit. L'inverse
est toujours vrai.

NOTATION 2. Soient X un espace analytique, A = OX(X), x e X, mx l'ideal maximal
de ®Xx. Alors l'image reciproque de mx par 1'homomorphisme canonique A^0x x est
un ideal maximal de A. Cela definit une application notee OLX\ Jf-^Max^ de X dans
l'ensemble des ideaux maximaux Max,4 de A. On note Am (resp. SXx) ou m = ocx(x), le
complete m-adique (resp. mx-adique) de Am (resp. de 0Xx).

PROPOSITION 1.3. Soit Xun espace de Stein quasi-compact. Alors on a les proprietes
suivantes (voir Notation 2 ci-dessus):

(a) L*application ocx: X^MSLXA est bijective.

(b) Pour tout xeX, Vhomomorphisme canonique Aax(x)-+(9Xx est un isomorphisme.

PREUVE. (a) Soient x^y deux points de X. Alors le noyau de Phomomorphisme
canonique/: A-+OXx/mx © (9xJ\ny n'est pas un ideal maximal car /es t surjectif. Done
OLX est injectif.

Soit me Max A. Si m$Im ocx, alors m = (9x. D'apres la prop. 1.2 (c), cela implique
que xn — A, impossible. Done OLX est surjectif.

(b) Cette propriete est vraie plus generalement pour les S-espaces (voir prop. 2.4).

2. Parties rationnelles, 5-espaces.

DEFINITION 2.1. Soit X un espace analytique quasi-compact. On appelle partie
rationnelle de X tout ouvert analytique U de X de la forme U={xeX\ | / (x) | ^ \fo(x) |,

} , ou / 0 , • • -,fne®x(X) engendrent l'ideal unite.

REMARQUE. Soient g0, • • •, gm e (9X{X) sans zero commun sur X. Alors l'ouvert
analytique F={xeA r | |^ f(x)| ^ |^oWI» 0</^/w} est une partie rationnelle de X. En
effect, X etant quasi-compact, il existe neK* tel que IgfoWl ^\n\ pour tout xeX.
Done Kest la partie rationnelle { x e ^ l \g£x)\ < |^0WI» \n\ < l

PROPOSITION 2.1. Soit f: Y-+X un morphisme d'espaces analytiques quasi-
compacts, soient U, V deux parties rationnelles de X. Alors f~ 1{U) est une partie rationnelle
de Y et U n V est une partie rationnelle de X.

PREUVE. C'est immediat (cf. [B, G, R] , pp. 282-283).

DEFINITION 2.2. Soit X un espace analytique quasi-compact. On dit que X est
holomorphiquement separable si Papplication OLX : A ^ M a x ®X(X) (cf. Notation 2 du § 1)
est injective. On dit que X est un S-espace s'il est separe, holomorphiquement separable
et verifie Hq(X, (9X) = 0 pour tout q ̂  1. Ainsi tout espace de Stein quasi-compact est un
S-espace.
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REMARQUE 1. La terminologie de S-espaces est tout a fait provisoire car il sera
demontre (Theoreme 2) que ce sont exactement les espaces de Stein quasi-compacts.

REMARQUE 2. Soit X un espace analytique quasi-compact. Alors Palgebre
A = (9X{X) peut etre munie d'une norme de Banach || || de la fagon suivante: soient
{Xi}i un recouvrement admissible affinoi'de fini de X, || ||f une norme de Banach sur
Ox(Xi). Pour toutfeA, on pose ||/|| = maxl. ||/|X| ||f. Si l'on change le choix de {Xi9 \\ \\t}i9

•on obtient une norme equivalente. Dans la suite, A sera munie de la topologie definie
par ces normes equivalentes. Pour neN, on note

i , . . . ,vn)eJVn

aveA, lim av = 0> .
v-»oo J

C'est de fagon evidente une A -̂algebre de Banach. Si M est un 4̂-module topologique,
on definit de fa^on analogue un A(TU • • •, Tn>-module topologique M<7T

1, • • •, Tn}.

PROPOSITION 2.2. Soient X un S-espace, A = (9X(X)9 /0 , ••*,/„eA tels que
fiA = A, U={xeX\\Mx)\^\fo(x)\, O^n}, I Videal de A(Tu--,Tn}

engendre par les T{f0—fh l^i^n. Alors U est un S-espace. De plus, soit M un A-module
topologique, de type fini, tel que Hq(X, M) = 0 pour tout q>\, alors Hq(U, M\V) = Q
pour tout q^\ et Vhomomorphisme canonique

<p: M(TU •••, TnyiIM(Tu • • •, Tn> -> M(U)

definipar (p(Ti)=fi\u(f0\u)~
1 est un isomorphisme de K-espaces vectorieIs de Banach.

PREUVE. Remarquons d'abord qu'etant ouvert analytique de X, U est holo-
morphiquement separable.

(a) Casou«=l , / 0 = l. Onnote/=/1? ^ = Spm^:<r>. Soient Z=XxKB1
K, & le

faisceau coherent sur Z defini par 3F(R x B1) = M(R)(T> pour tout ouvert affinoi'de R
de X. Alors U peut etre identifie au ferme analytique V((T—f)Oz) de Z et M^ a

Montrons que l'homomorphisme surjectif !F >{T—f)^ est bijectif. Soient
R un ouvert affinoi'de de X, bneM(R\ n^O, tels que \imn_ + oobn = 0 et (T-f\R)x
^ ^ o i n r = 0. On a fn+l \Rbn = 0 pour tout w^O. II existe JV>0 tel que le sous-
module de M(R) engendre par les bn, n^O, soit engendre par bO9-—9bN. Done

pour tout n^O, bn=fN+1\Rbn+N+1eYjO^NfN+1\RbiM(R) = {0}. Done p ' ^ l
(T—f)^ est un isomorphisme.

De la suite exacte

on deduit les suites exactes
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Hq(Z, ^)

pour tout q^\. Comme Hq(X,M) = 0, on a Hq(Z,^) = 0 et Hq+1(Z, (T-
Hq+1(Z, ^ = 0, D'ou Hq(U, M\v) = 0. Done U est un S-espace. Enfin la suite exacte

donne l'isomorphisme M(T}/(T-f)^M(U).
(/?) Cas ou n == 1 ,/x = 1. La demonstration est la meme qu'en (a) mais en plus facile.
(y) Cas general. II existe neK* tel que U^V: = {xeX\ \fo(x)\^\n\). D'apres

05), Fest un S-espace. On pose h^f^yW^y1 eGx{V). Alors £/={>>eK|
}. II sufiit d'utiliser (a) et une recurrence sur n pour conclure.

PROPOSITION 2.3. Solent X un S-espace, V unepartie rationnelle de X, U unepartie
rationnelle de V. Alors U est une partie rationnelle de X.

PREUVE. On peut reprendre la demonstration du cas ou X est affinoi'de (cf. [F, P]
p. 92). II suffit de remarquer que si V={xeX\ |/i(jc)|<|/0(jc)|, 0</<«}, avec/je
A = (9X(X) et Y**t*JtA = A> a l o r s AUo\vXfi \v, '' •Jo\v1fn\v'] est dense dans (9X(V)
d'apres la proposition precedente.

PROPOSITION 2.4. Soient X un S-espace, U une partie rationnelle de X, xeU,
B = OX(U). Alors les homomorphismes canoniques (voir Notation 2 du §1).

sont des isomorphismes.

PREUVE. (a) Montrons d'abord le premier isomorphisme dans le cas ou
U={xeX\ | / I (JC)K1, l^i^n}, fu •• -,fneA. Par une recurrence sur n, on peut
supposer n=l. Notons/=/ l 9 rnl=ocx(x)9 m2 = (xu(x). On peut supposer/em^ On a
B=A(T)/(T-f), done B=p(A) + p(f)B, oii p: A^>B est la restriction, et m2 =
P(mi) + P(A#- H suit que les homomorphismes A/ml

1-+B/ml
2 induits par p sontbi-

jectifs pour tout /> 1. Ce qui implique l'isomorphisme Ami^+Bm2.
(P) Montrons l'isomorphisme Aax{x)^0x x. Notons m1 = ctx(x). Soit {Xl9 • • •, Xs}

un recouvrement admissible afRnoi'de de X tel que xeXx et x^X,- si / ^ 2 . Soient
/ij '''->fneA tels que X i ^ J ^ H / / ^ ( ^ I ) = m i ^ ( ^ i ) - Comme Xest holomorphiquement
separable, on a t n ^ ^ ) = (9X(X^ si ̂ > 2. Done il existe n e K* tel que la partie rationnelle
K ^ x e X l |/J(JC)|^|TC|, l^i^n} soit contenue dans Xx. II suit que V est un ouvert
afRnoi'de de X. On a done les deux isomorphies canoniques

le deuxieme isomorphisme resulte du cas (a). D'ou le resultat.
(y) Le premier isomorphisme dans le cas general. II resulte du cas (/?) que les

homomorphismes canoniques Aax(x)^>3Xx et Bau(x)^SUx = SXtX sont bijectifs. Cela
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implique que Aax(x)-+Bau(x) est bijectif.

3. Theoreme de Gerritzen et Grauert pour les S-espaces.

DEFINITION 3.1 Soi t / : F - ^ u n morphisme d'espaces analytiques. On dit q u e /
est une immersion injective (resp. immersion ouverte) si / est injective et si pour tout
ye Y, rhomomorphisme/y: ®x,f{y)^®Y,y

 e s t surjectif (resp. bijectif). Si Yest affino'ide,
on dit que / e s t une immersion de Runge lorsque/*(7): (9X(X)-+®Y{Y) est dense.

LEMME 1. Soient X un espace analytique separe, R un ouvert affino'ide de X tel que
Vhomorphisme @X(X)-*(9X(R) soit fini. Alors R est une reunion finie de composantes
connexes de X.

PREUVE. On peut supposer X connexe. II faut alors montrer que R = X. Soit Rf

un ouvert affinoi'de connexe de X tel que R n R^0. Posons Y=R u R. On a un
diagramme commutatif d'homomorphismes canoniques

x K x ( )

&X(R)®K(9X(R) >(9X(R n R)

ou les homomorphismes sont canoniques. On a cpx fini, cp2 surjectif car X est separe,
il suit que cp3 est fini. Soit F le ferme analytique V(Kerq)3) de R, alors R n R<=F et
l'homomorphisme canonique <pAr.(9F{F)^GF{R n R) est fini injectif, done l'injection
canonique Spm cp^: R n i^ '^Fest surjectif, done R n R = Fest ouvert et ferme dans R.
Comme R est connexe, o n a i ? n i ? ' = R, done R c R. Cela implique que X= R.

PROPOSITION 3.1. Soient X un S-espace, Y un ouvert affino'ide de X tel que
(9X(X)^(9X(Y) soit dense. Alors Y est une partie rationnelle de X.

PREUVE. C'est une consequence aisee du lemme 1 et de la prop. 2.3 (voir [B,G,R]
prop. 6, p. 306).

DEFINITION 3.2. Soient l u n espace analytique quasi-compact,/=^]vg iVnavrv6
Ox(XXTl9 - • -, Tn}. On dit que / est regulier en Tn de degre s au point xoeX si
10o,. . . o,s(*o) I > 10v(*o) I pour tout v = (vl9 • • •, vn) #(0, • • •, 0, s) et si l'inegalite est
stricte pour vn^s.

LEMME 2 (de division). Soient X un espace analytique quasi-compact, A =
OX(X), feA(Tx, • • •, Tn} regulier en Tn de degre s en tout point de X. Alors pour
tout geA(Tu • • •, Tn}9 il existe un unique couple (q, r) avec qeA^Tl9 • • •, Tn}, re
A<J19 • • •, r . - ^ I T J tel que degTn(r)<s et g = qf+r.

Nous ne donnons pas la demonstration de ce lemme qui ne presente aucune difficulte
particuliere. On peut remarquer que sous l'hypothese ci-dessus, aOy 0 est inversible
dans A.
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THEOREME 1. Soit f: Y^X une immersion injective d'un espace affino'ide dans un
S-espace. Alors il existe un recouvrement admissible fini {X^ de X par des parties
rationnelles, tel que pour tout i,f induise une immersion de Rungef~1(Xi)^Xi.

PREUVE. Dans le cas ou X est un espace affino'ide, l'enonce n'est autre que le
theoreme de Gerritzen et Grauert ([G,G]). Or grace aux proprietes des S-espaces
demontrees au §2 et au lemme 2, la meme demonstration (cf. [B,G,R] p. 309 ou [F]
p. 133) s'adapte parfaitement au cas present. Nous omettons done la demonstration.

COROLLAIRE 1. Soit R un ouvert affino'ide d'un S-espace X. Alors R est reunion
d'un nombre fini de parties rationnelles de X. En particulier, X admet un recouvrement
admissible par des parties rationnelles affinoides.

PREUVE. C'est une consequence immediate du theoreme 1 et des prop. 3.1 et 2.3.

PROPOSITION 3.2. Soient Xun espace de Stein quasi-compact, Yun espace analytique.
Alors on a les proprietes suivantes:

(a) L'application canonique F: Mor(F, X)->HomK_!ilg(C)x(X), 6Y{Y)) est bijective.
(b) Si Y est aussi un espace de Stein quasi-compact, alors un morphisme f: Y-*X

est une immersion fermee si et seulement si F(f) est surjectif.

PREUVE. (a) Supposons d'abord Y affino'ide. Soit cp: 6X(X)^GY(Y) un homo-
morphisme de AT-algebres. D'apres le theoreme 1, A" est reunion finie de parties ra-
tionnelles affinoides Xt. De fagon evidente, chaque X{ induit une partie rationnelle Y{

de Fet on a un homomorphisme (pt: GX(X^(9Y(Y^ induit par q> (cf. prop. 2.2). Comme
X=Max(9x(X) (cf. prop. 1.3), on a ^=U»^r ^ n a d ° n c u n morphisme G(q>): Y^X
obtenu en recollant les Spm^£: Y^X^ Clairement l'application q>^G{q>) est l'inverse
de F. Done F est bijective. Le cas general s'obtient par recollement.

(b) La demonstration est du meme type.

COROLLAIRE 3.2.1. Soient X, Y deux espaces de Stein quasi-compacts, Alors X et
Y sont isomorphes si et seulement si les K-algebres ®X(X) et OY(Y) sont isomorphes. En
particulier, X est affino'ide si et seulement si @X(X) est affino'ide.

PROPOSITION 3.3. Soit X un espace de Stein quasi-compact. Alors il existe un espace
affino'ide Yet une immersion injective f\ X^> Y. Plusprecisement, il existe un recouvrement
admissible affino'ide {Y^{ de Y tel que {f~ 1(Yi)}i soit un recouvrement admissible affino'ide
de Xet que f\ f~1(Y^Yi soit une immersion de Rungepour tout i (cf. def. 3.1).

PREUVE. Soit {^J^^^ un recouvrement admissible de X par des parties
rationnelles affinoides. Soient A = OX(X), fij^A, g^sA, 1 < / < / I et O^j^m tels que
L>*j*mftj9tj= l P° u r t o u t ^ n e t *i = {*e*| \Mx)\^\fi0(x)\, O^j^m}. En vertu de
la prop. 2.2 (appliquee a M=(9X(X)\ on a (9x(Xd = A(fn \xJto\i?> '' •,/i1>i|xi/io|x/>.
Comme (9X(X^) est une A-algebre affino'ide, elle est engendree par des elements de
A[fn Ixjtol*1, ' "JimlxJiolx'l Done il existe N>1, 1>1, aikeA, l^i^n et
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tels que Ox{X^ = KifiO\x^aiu '' *>/io!*/%/> P o u r t o u t i^n- Quitte a remplacer
par/-,, on peut supposer N= 1. Soit AEK* tel que pour une norme de Banach || || sur
X (cf. la remarque 2 qui suit la def. 2.2), on ait \\ftj || < | A |, || #0- KIA |, || aik || < | A | pour
tout i^n9j^m et k^l. Considerons 1'homomorphisme

defini par <p(Tij) = A~1fij9 <p(Sij) = A.~1gij9 q>(Uik) = k~laik. Soient /l ' ideal de .5 engendre

par les 1— Xo<j<m^2^A"> K / < « , C=B/I, ttj les images canoniques respectives des
To.. Alors (p se factorise a travers Y: C-+A. Posons y=SpmC, Yi = {yeY\ \tij{y)\^i

I Uo(y)l O^j^w}, l^i^n. Alors Winduit unmorphisme/: Z->7et on a.f~1(Yi) = Xi9

&Y(Yi)-+(9x(Xi) est dense pour tout i^n. Donc/est une immersion injective.

4. Les S-espaces sont des espaces de Stein.

LEMME 1. Soient X un espace de Stein quasi-compact, A = (9X(X), feA — {0},
Xx = {^6^1 \f(x) | ̂  1}, X2 = {xeX\ \J{x) \>l}9& unfaisceau coherent sur X. Alors les
homomorphismes canoniques ̂ (X)®A(9X(X^^^(X^, /= 1, 2, sont des isomorphismes et
on a Hq(Xh & \x) = 0 pour tout q^l.

PREUVE. Demontrons le resultat pour i= 1. L'autre cas se demontre exactement
de la meme fagon.

D'apres la proposition 2.2 (appliquee a M=OX{X)), on a

Comme A est noetherien et ^(X) de type fini sur A (cf. prop. 1.2), on a
. II suit alors de la prop. 2.2 (appliquee a M=&r(X)) que

d'ou le resultat.

LEMME 2. Soient X un espace analytique separe, &* un faisceau coherent sur X,
<% = {Ui)ieI un recouvrement admissible de X par des ouverts quasi-compacts Ut. On
suppose que pour tout p^O et tout s = (i0, • • -9ip)elp+1, on a Hq(Us, ^\Us) = 0 pour tout
q^l, ou Us=Uio n • • • n Uip. Alors 1'homomorphisme canonique
Hq(X, &) est un isomorphisme pour tout

PREUVE. Soit rT un recouvrement admissible affinoide de X plus fin que °U .
D'apres le theoreme de Tate-Kiehl ([K]), on a fl\ir,f)Z>H\X9&) et
Hq(Us n f , & |t/s) = 0 pour tout #>0. II suit que Hq(<%, ^)^Hq{T, &) pour tout q^Q
([S3] chap. I, §4). D'oii le lemme.

THEOREME 2. Soit X un espace analytique rigide quasi-compact et separe. Alors X
est un espace de Stein si et seulement si X est un S-espace {cf. def. 2.2).
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PREUVE. Un espace de Stein quasi-compact est clairement un S-espace. Supposons
done que X est un S-espace. II faut montrer que e'est un espace de stein.

l*re etape. On suppose qu'il existe/e A = (9X(X) tel que Xx: = {xe X\ \f(x) | ^ 1},
X2: = {x e X | \f(x) | > 1} soient de Stein.

Montrons que X est de Stein dans l'hypothese ci-dessus. Posons A = OX(X),
At = Ox(X^ i = l , 2 , I 1 2 = I 1 n I 2 et A12 = (9x(Xl2). D'apres le lemme 2, on a
Sl({Xu X2}, &x) = 09 on a done la suite exacte

0 >A >Al®A2-^Al2 >0 .

Comme ce sont des ^-espaces vectoriels de banach, on a (*) il existe une constante
c > 0 tel que pour tout a12eA12,\\ existe a1eA1, a2eA2 verifiant d°(au a2) = a et

Soit IF un faisceau coherent sur X9 d'apres le lemme 1, on a

(**) «W)® î2 —W12), 1= 1, 2 .

Par un calcul elementaire (exactement comme celui de [B,G,R] lemme 5, pp. 378-380,
les donnees necessaires sont essentiellement les (*) (**) ci-dessus), on montre que
le complexe de Cech 0->&r(X)->ffir(X1)(B&r(X2)-+&r(X12)->0 est exact, done
Hq({Xu X2}9 ^ = 0 pour tout q^\. Done X est un espace de Stein.

2tme etape. Considerons la propriete suivante

(Pn): Soit Xun 5-espace. On suppose qu'il existe fl9 • • -,fneA = (9x(X) tel que toute
intersection de la forme U1 n ••• n Un ou Ut=Un: — {xeX\ | / i (x) |<l} ou
Ui=Ui2 : = {xeX\ \f{{x)|> 1}, est un espace de Stein. Alors Xest de Stein.

On vient de montrer que (P^) est vraie. Supposons (Pn-i) vraie, alors Unl est un 5-espace
qui verifie les hypotheses pour la propriete (Pn_ 1) avec les fonctions/j \Unl, " • , / „ _ 1 \Unl-
Done Unl est de Stein. De meme Un2 est de Stein. Par consequent X est de Stein. Ce
qui montre que la propriete (Pn) est vraie pour tout n.

3eme etape. Appelons recouvrement de Laurent ([B,G,R] p. 331) un recouvrement
de X par les 2n parties U1 n • • • n Un (cf. notation dans Penonce de la propriete (Pn)
ci-dessus). D'apres le theoreme 1, X admet un recouvrement admissible affinoide y par
des parties rationnelles de X. Par des arguments similaires a ceux de [B,G,R] pp.
332-334, on peut achever la demonstration du theoreme par le raisonnement suivant:
on peut supposer que y est un recouvrement affinoi'de rationnel (i.e. il existe/i, • • -,fneA
sans zero commun sur X tels que y soit constitue des parties {jteA^ \fj(x)\^\fj(x)\9

1 <7^«}, 1 ̂ i^n). II existe alors un recouvrement de Laurent $ = {B^l de X tel que
pour tout /, le recouvrement affinoi'de Bx n y de Bx se raffine en un recouvrement de
Laurent rl de Bt. Comme Bx est un S-espace (cf. prop. 2.2) et que 'tr

l est constitue de
parties affinoi'de (ce sont des parties rationnelles de X contenues dans des ouverts
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affinoi'des) done d'espaces de Stein, Bx est un espace de Stein (e'est la deuxieme etape).
Done X est de Stein (toujours d'apres la deuxieme etape).

PROPOSITION 4.1. Soient X, Y deux espaces de Stein quasi-compacts. Alors X x K Y
est un espace de Stein.

PREUVE. Notons Z—XxKY. Clairement, Z est holomorphiquement separable.
Calculons H\Z, (9Z).

(a) Supposons Y affinoi'de. Soit {X^{ un recouvrement admissible affinoi'de fini
de X. Alors le complexe de tech alterne Ck^X^, (9X):

0 >OX{X) > 0 Ox{Xd • 0 (9X(X{ n

est exact. Done C a ^ x ^ y } , . , (9z) = Ck({Xi}h OX)®K(9Y(Y) est aussi exact. II suit que
Hq(Z, Oz) = 0 pour tout q>0. D'apres le theoreme 2, Z est un espace de Stein.

(/?) Cas general. Soit { Yj}j un recouvrement admissible afRnoi'de de Y. Soit ^l le
recouvrement {Xx Yj}jeJ de Z. On a le complexe de tech exact Ck({Yj}j, (9Y), par
® / x ( I ) , on obtient le complexe de tech Ca(^r, Gz) qui est exact (car
0(Xx Yj) = (9Y(Yj)(g)K<!)x(X)). Par consequent Hq(<%, Oz) = 0 pour tout q>0. D'autre
part, d'apres (a) toute intersection finie d'un nombre d'un nombre fini de Xx Yj9jeJ,
est de Stein. II resulte alors du lemme 2 et du theoreme 2 que Z est un espace de Stein.

COROLLAIRE 4.1.1. Soit X un espace de Stein quasi-compact. Alors toute par tie
rationnelle U de X est de Stein.

PREUVE. En effet U est isomorphe a un ferme analytique de XxKBn
K pour un

certain n ̂  1.

COROLLAIRE 4.2.2. Soient Q un espace analytique separe, U, V deux ouverts
analytiques quasi-compacts de Q qui sont de Stein. Alors U n V est de Stein.

PREUVE. En effet, U n V est isomorphe a un ferme analytique de UxKV.

PROPOSITION 4.2. Soient L un sous-corps ferme de K, X un L-espace analytique
quasi-compact et separe. Alors X est de Stein si et seulement si X®LK(cf. [B,G,R] 9.3.6)
est de Stein.

PREUVE. Supposons que X®LKQ$t de Stein. Soit 3F un faisceau coherent sur X.
Alors on a de fagon naturelle un faisceau coherent !F®LK sur X®LK. Comme
Hq(X®LK, &r®LK) = 0 pour tout q > 0, on a Hq(X, &) = Q pour tout q > 0. Car L^Kest
topologiquement fidelement plat. Done X est un espace de Stein.

Supposons maintenant que X soit un espace de Stein. II est clair que
Hq(X®LK, &x®Lid = Q pour tout q>0. D'autre part en utilisant le corollaire 1 du
theoreme 1 et la proposition 2.2, on voit que X®LKest holomorphiquement separable.
II resulte du theoreme 2 que X®LK est un espace de Stein.
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THEOREME 3. Soient X, Y deux espaces de Stein quasi-compacts, Z un espace
analytique separe,f: X-+Z, g: Y^Z deux morphismes. Alors W\ — XxzY est aussi un
espace de Stein. De plus, notons A = (9X(X), B=(9Y{Y), C=GZ(Z). Alors si Z est un
espace de Stein quasi-compact, Vhomomorphisme canonique A®CB-+@W{W) est un
isomorphisme.

PREUVE. Le morphisme canonique y: XxzY^XxKY induit un diagramme
commutatif canonique

XxzY —

Z
[A

A(Z) ^->V: = ZxKZ

ou A : Z^Zx KZ est le morphisme diagonal. On a done un diagramme commutatif

(*)

: = (XxKY)xvA(Z)

XxKY

oii px est la premiere projection. Pour tout espace analytique T et tout morphisme
h: T-» U, on a un diagramme commutatif canonique

cela induit un morphisme h': T^XxzY. On verifie que xoh' = h. Done l'application
canonique Mor(T, XxzY)^Mor(T, U) est bijective. Cela implique que T: XXZY-*U

est un isomorphisme. II suit de (*) que y est une immersion fermee (p1 est une immersion
fermee car elle est induite par A(Z) c^ V=ZxKZ et Z separe). II suit de la prop. 4.1.
que Xx ZY est un espace de stein.

Supposons maintenant que Z est un espace de Stein quasi-compact. Soient
s: A®KB-*A®CB, p: A®CB^>(9W(W) les homomorphismes canonques, W le ferme
analytique (Ker5)~ de XxKY. Comme (Kers)~(Xx KY) = Kers et H1(XxKY9

(Kers)~) = 0, on a la suite exacte

0 •Kerj >(9(XxKY)

Done
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Le deuxieme isomorphisme est vrai car s est surjectif. Cela indnit done un diagramme
commutatif de A-algebres de Banach:

®W,(W')* A

i I
B < C

ce qui equivaut a la donnee d'un diagramme commutatif (prop. 3.2.a)

W • X

I I
Y > Z.

On en deduit un morphisme W^>W=XxzY. Ce morphisme induit un homomor-
phisme (9W(W)^GW{W) qui est Tin verse de p. Done p est un isomorphisme.

On peut remarquer que l'isomorphisme A®CB^(9W{W) est faux en general si on
ne suppose pas Z de Stein. II suffit, pour s'en convaincre, de prendre Z=P& X— Y un
ouvert affinoide quelconque de Z.

COROLLAIRE. Soit f\ X-+Z un morphisme d'espaces de Stein quasi-compacts. Soit
Y un ouvert analytique quasi-compact de Z qui est de Stein. Alorsf~1(Y) est un espace
de Stein quasi-compact et on a Ox{X)®(9ziZ)(9z(Y)^Ox(J~l{Y)).

PREUVE. En effet, on a /

5. Exemple d'un espace de Stein quasi-compact regulier qui n9est pas affinoide.

LEMME 1. Soit k un corps commutatif. Alors il existe un polynome q(T) e k[T~\ — k
tel que k[T2 + T] n

PREUVE. Posons

T2 si carfc=0

T3 + T si

Tp+T2 + T si

Demontrons l'egalite demandee dans le cas csiTk=p>2. En posant S=T+1/2, cela
revient a demontrer que fe[52] n A:[SP + 52]=A:. Soi t^^) un polynome non constant
de degre minimum tel que/(52) = ̂ (5'pH-*Sf2). En derivant par rapport a S on obtient

= Aek, done

On a alors A = 0 Qtf1(S
2) = g1(S

p + S2), donc/^X) est constant, donc^JT) est constant.
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LEMME 2. Soient K un corps complet pour une valeur absolue ultrametrique non
triviale, P{X)eK°\_X~\ un polynome unitaire, nsK°o-{0}, A Valgebre qffinoide
K(T, U, Vy>l(V{U-P(n-1T))-n). On note d=degP, /, w, v, les images de T, U, V dans
A. Alors on a

A° = K°(u, /> © ( © (n-^yvKX^
\0<i<d-l

Plus precisement, pour tout aeA°, il existe f(U, T)eK°(U, T}, et pour tout i<d-\,
, V)GK\U9 V), uniques tels que

(•*) a =/(w, t) + £ (n~ i tfvgfa V)

et que

(***) II a ||sp = Max{||/(C/, 7) ||, || Gi{U, V) \\ \0<i<d-\} ,

ou || * || sp est la norme spectrale et || • || la norme de Gauss.

PREUVE. L'existence et l'unicite des/((/, T)eK(U9 T} et des gt(U, V)eK(U, V}
verifiant (**) sont claires. II reste a demontrer la propriete concernant les normes. On
voit facilement que (TC"1 r)t? est entier sur K°[u, v\aA°, (n~1t)2v est entier sur
K°[M, v9 (n'1 i)v] etc On a done (n~1t)iveA° pour tout />0. Par consequent si on
note |afl| (oii oiaeK) le membre droit de l'egalite (***), on a || a \\sp<\<xa|. Pour montrer
l'egalite, on peut diviser par | a j et se ramener done a | |a | | s p<l et |afl| = l, i.e.
Max{||/(L7, 7) ||, \\gi(U, V) \\ \0<i<d-1} = 1. II faut montrer que || a ||sp= 1.

Supposons \\a\\sp<\. Soient a, j8e(iCalg)0 avec |a | = l, y = (P-P(n-1oi))-in. Alors
(a, P, y) correspond a un point x de Spm A et on a

a(x)=/(/U)+ I {n-'oihg^y).
0<i<d-l

On a \(n-1(*)iy\ = \n-iy\ = \nd-i\<l pour tout i<d-\. Done | / ( j 8 , a ) | < l car

|| gjJJ, V) || < 1. II suit que \\f{U9 T) \\ < 1. Prenons maintenant ar, y e (Kalg)° avec | y \ = 1.
Alors (rca', P(oLf) + ny~l, y) correspond a un point y de Spm,4 et on a

Done l'image de £o<i<d-i rigff(P(T), V) dans k[T, V] (oii fc est le corps residuel de K)
est nulle. Comme d— 1 <deg/ )(r) , l'image de chaque gf,(t/, V) dans &[(/, F] est nulle,
done || gt(U, V) \\ < 1 pour tout i<d— 1. Ce qui est contraire a l'hypothese | afl | = 1. Done

\a\\sp=\.

THEOREME 4. Soit K un corps complet pour une valeur absolue ultrametrique non
triviale. Alors il existe un espace de Stein quasi-compact X, ouvert analytique de B\> qui
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nest pas affinoide.

PREUVE. (a) Construction deX. Soient k le corps residuel de K, P(T)=T2 + T,
Q(T) eK°[T] unitaire tel que son image dans k[T~\ soit le polynome q(T) defini comme
dans le lemme 1, nsK°° — {0}. On pose

A = K<J, (7,

et X1 = SpmA, X2 = SpmB. On note t,u,v les images respectives de T, U, Fdans A;
t, w, z les images de T, W, Z dans B. On a A(v~x) = K^n'11, v, iT1), B<z"1> = K(n~1t,
z,z~ly ou on note par A^v'1} l'algebre A(Y)/(Yv— 1) qui est canoniquement
isomorphe a 0Xl({xeX11 |i?(x)|>l}) et par v~l l'image de Fdans le quotient. Meme
definition pour B(z~ 1>. On a done un isomorphisme de A(v~ x> sur 5<z~ x> qui envoie
i; sur z"1. Cet isomorphisme permet de definir X par le recollement de Xx et X2 sur

(j8) L'espace X est isomorphe a un ouvert analytique de B\. Soit r le degre de
Q(T). Considerons les homomorphismes <p: K(Sl9S2}^>A,[l/\ K(SUS2}-^>B definis
par (p(Sx) = t, (p(S2) = nr+1v, MS^t, il/(S2) = nrco~nrQ(n'1t) = nr + 1z~1. Alors (p et xf/
induisent des isomorphismes respectifs de X1 et X2 sur les parties rationnelles

{(SUS2)GB2
K\ I^M^I^I^I

{(SUS2)EB2
K\ | j 2 | ^ K + 1

de 2f| = Spm£'<iSr
1, S2>. Ces isomorphismes sont compatibles avec l'isomorphisme

Spm^4<t;~1>~SpmJ5<z"1>, ils definissent done un isomorphisme de X sur un ouvert
analytique de B| .

(y) L'espace X est de Stein. D'apres (/?), X est holomorphiquement separable.
D'autre part, J a u n recouvrement admissible {Xl9 X2} par deux ouverts affino'ides,
done Hq(X, Ox) = 0 pour tout q>2. En vertu du theoreme 2, il suffit de verifier que

Notons C=A{v~1} = Ox(X1 n X2), soit d l'application AxB-+C definie par
d(a, b) = a\XinX2 — b\XinX2. On a C° = K°<jz~l t9 v, v'1}. Dans la suite, pour simplifier,
on notera encore par a l'image dans C d'un element a de A ou de B. Pour tout «>0,
on a {n~1i)nzEB% il suit que ^ " ^ " ^ ^ " ^ c ^ O j x ^ ) . D'autre part on a
(n~1t)2= — it"1 t + u — nv'1 dans C. Par recurrence sur n, on a pour tout «>0,
(7r"102n = ^~1^n,i+«n,2 + ^n a v e c ^n,i? ^ ,2^^° , ^ G C ° . II suit que Ton a le meme
type de resultat pour (n'1 t)2n+1. Done pour tout AI>0, il existe aneA°, cneC° tel que
(n'1 t)n = n~1 an + ncn. Par consequent pour tout ce C° il existe (#', fe^^^0 x 5° tel que
din'1 a',b') — cenC°. Par approximations succesives, on en deduit qu'il existe
(a,b)eA°xB° tel que d(n~1a,b) = c. Par consequent nfi1({XuX2}9<!)o

x) = 0 (rap-
pelons que OX(X1) = A, (9X{X2) = B et GX(X1 n X2) = C). En particulier, H\X90x) =
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^ X2}, &x) = Q- D o n c x e s t u n espace de Stein.
(S) Vespace X n'est pas affinoide. Supposons X affinoi'de. Soit ee(9x(X)°. On

decompose ex =e\Xl, e2 = e\X2 suivant (**) du lemme 2, donc

e2 =/2(w, t) + I (TC "x t)jzg2jwi z)

oii r est le degre de Q(T). Dans C=k\_{n~l t), v9 v~l] on a 7=0, M =
)? f =t?~1, il suit que

^"10), 0) +

donc §ltI- = 0, g2j = Q P o u r *'^l e t y < r - l . Comme fc[P(^)] n A:[Q(5i)]=A: par hypo-
these, /2(w, 0) e k. Donc £2 e k + /fe[w, F] c 5. Inversement, soit ft = A + //(w, t) 6 K ° +
tX°<w, tycB°. On a d(0, Tc'^-feMeC0 car n~lteC°. D'apres ce qu'on a vu
precedemment, il existe (a, b')eA°xB° tel que ^(TC"1 a, b ' H ^ r c " 1 ^ __*>))> do n c

6/) = 0. Par consequent il existe esOx(X)° tel que e\X2 = b + nb' donc
e\Xl = 5. Cela montre quel l'image de ^ (̂A") dans B est egale a k + Tk[w, F]. Or cet
anneau n'est pas noetherien. Donc (9X(X) n'est pas noetherien. Ce qui implique que
X n'est pas affinoide.

COROLLAIRE. // existe un ouvert analytique quasi-compact X de B\ tel que GE\{X)
ne soit pas une algebre affinoide.

PREUVE. II suffit de considerer l'espace X construit dans le theoreme ci-dessus.
D'apres le corollaire 3.2.1, OB^{X) n'est pas une algebre affinoide.

REMARQUE. D'apres un theoreme de Zariski ([Z, p. 274], voir aussi [N, p. 52]),
pour toute surface algebrique geometriquement normale X sur un corps K, (9X(X) est
une algebre de type fini sur K. Le corollaire ci-dessus montre que 1'analogue de ce
theoreme est faux en geometrie rigide.
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