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0 Introduction

Soient R un anneau de valuation discréte, K son corps de fractions et k son corps
résiduel. Considérons une courbe projective lisse C' sur K, géométriquement connexe
de genre g(C) = 1. D’aprés un théoréme de Deligne et Mumford [D-M, Corollary
2.7], il existe une extension finie K’ de K, telle que C' x x K " soit la fibre générique
d’une courbe stable ¥ sur Ry, cloture intégrale de R dans K’. Soit s’ un point
fermé de Spec Ry, soit £, = £ x Ryer k(s'y¢. Alors C; est une courbe stable

sur k¢, elle ne dépend pas du choix de s, ni de celui de K’. Rappelons que si C'
est une courbe elliptique (i.e. une variété abélienne de dimension 1), la courbe
est complétement déterminée par 1’invariant modulaire j de C. Plus précisément, si
J € R, alors % est lisse, son invariant modulaire est I’image de j dans le corps
résiduel de R; si j € R, alors %, est une courbe rationelle avec un seul point double
ordinaire.

Dans le présent travail, notre premier but est d’obtenir le méme type de résultat
lorsque C' est de genre 2. Ce probleme a été évoqué par Coleman [C, p. 16,
remark 3]. Une solution complete est donnée par le théoréme 1 grice aux invariants
Jy, Jy, Jg, Jg, J)o introduits par Igusa. Nous nous intéressons ensuite aux extensions
K' de K telles que C ait réduction stable sur K.

Pratiquement on peut calculer les invariants J,, de la fagon qui suit. Si car(K) # 2,
C est donnée par une équation y> = P(z). Si deg P(z) = 5, les invariants o,
sont des fonctions polynomiales explicites des coefficients de P(x) [Ig, p. 623]. Si
deg P(z) = 6, cela peut encore se faire sans trop de difficultés [Me, par. 1.3]. Si
car(K) = 2, les calculs des J,, ne sont pas plus difficiles.

Un résultat intimement lié¢ au théoréme 1 est la description du schéma de modules
97(2 sur Z des courbes stables de genre 2 (cf. [D-M], par. 1). Soit Z[J] la Z-algebre
graduée Z[J] := Z[J,, Jy, Jg, Jg, Jlo}/(J} — JyJg + 4Jy) avec deg J,, = 2i. Soient
X = ProjZ[J] et .#2 : Sch — Ens le foncteur qui a tout schéma S, associe
les classes d’isomorphisme de courbes propres lisses sur .S, a fibres géométriques
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connexes et de genre 2. Alors on a un morphisme de foncteurs
¢ My — hy :==Mor(-, X) (N

qui induit un isomorphisme du schéma de modules grossier 91, sur 1’ouvert principal
D, (J,) de X [Ig, Theorem 2]. Concrétement, soit C' une courbe projective lisse de
genre 2 sur un corps F, soient J,, les invariants de C calculés a partir d’une équation
de C, alors (J,, Jy, Jg, Jg, Jyo) sont les “coordonnées homogenes™ de ¢([C]) € X(F),
ol [C1] est la classe d’isomorphisme de C'. En utilisant le théoréme 1 et le morphisme
¢ ci-dessus, on montre que 9, est la normalisation d’un certain éclatement du schéma

X (théoreme 2). Sur Z[é], cette description est relativement simple (corollaire 3.2).

Dans la suite du travail, on s’intéresse a des problémes de nature plus arithmé-
tique. Au par. 4, on dresse la table des groupes d’automorphismes Aut (X) des
courbes stables X de genre 2 sur k™. Le cas ot X est lisse est bien classique (voir
par exemple [Ig, par. 8]). Cette table sera utile au par 6. Pour toute courbe stable
% de genre 2 sur R, les épaisseurs des points singuliers de %, sont calculées en
fonction des invariants .J,; de sa fibre générique %, (par. 5, proposition 2), ce qui
permet de déterminer le modele minimal de ¥, , ainsi que le modele de Néron de la
Jacobienne de 7. Au par. 6, on suppose K strictement hensélien, on étudie alors
I’extension minimale L de K telle que C ait réduction stable sur L. Aprés un résumé
de quelques propriétés générales (propositions 3 et 4), on les applique aux courbes
de genre 2 (corollaire 4.1). On donne pour terminer un critére trés simple de bonne
réduction en car(k) & 2, 3,5 (propositions 5 et 6).

Supposons K strictement hensélien et car(k) % 2,3, 5. Soit #" le modéle minimal
de C sur K. Tous les types possibles pour la fibre spéciale .%, de .2” ont été répertoriés
par Ogg ([Og], liste complétée par [N-U]). On peut chercher un moyen de reconnaitre
%, a partir des invariants de C, comme pour les courbes elliptiques. D’apres Viehweg
([V par 3 et par 8)], .#, est compléetement déterminée par trois données: %, des
“degrés” (qui sont les épaisseurs des points singuliers de %) et I’action du groupe
Gal (L/K) sur #,, ou L est I’extension minimale de K définie ci-dessus. Les deux
premigres données sont déterminées par le théoreme 1 et la proposition 2. Quant a la
troisieme, elle est I’objet d’un autre travail [Li-2] qui fait suite a celui-ci. Une version
condensée des par. 1 et par. 3 du présent article est déja parue [Li-1].

Notations. Dans tout de qui suit,

R sera un anneau de valuation discrete,

K son corps de fractions, m son idéal maximal et k = R/m son corps résiduel.

On note a — & ’homomorphisme canonique de R sur k,

v: K — Z U {400}, la valuation normalisée de K.

Pour tout schéma X sur R, on note Xn la fibre générique de X, X la fibre
spéciale et X, := X, x k"€ la fibre spéciale géométrique.

Pour tout élément homogene H € Z[J], on note aussi par H sa valeur en une
équation d’ une courbe C s’il n’y a pas de confusion possible.

1 Réduction stable des courbes de genre 2 apreés une extension de K

Rappelons d’abord quelques notions et propriétés de base. Soient F' un corps et
f = ugz" + - +u, € Fluy,...,u,llz]l. Un invariant de degré d de f est un
polyndme homogene H € Flu, ..., u,], de degré d, qui vérifie les propriétés
suivantes:
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(i) nd € 2N;
(i) H(ug,uy, ..., uy) = (D"H@u,,u,_q, - -, Up), 00 7 =nd/2;
(iii) Pour tout a,b € F¥2, q = 0, si I’on écrit

Z u;(az + by = Z u}x"" € F%[uy,, ..., u, ]z,

05ysn 0sjsn

alors H(u, ..., u,)=a"H(ug, ..., u,).

Par exemple, le discriminant de f est un invariant de degré 2n — 2. Pour n = 6, Igusa
a défini des invariants J,, J,, Jg, Jg, J} € Z[%, Uy, ..., Ug] de f = uOmG + -+ u,
avec deg J,; = 2i [Ig, par. 3]. Ces éléments engendrent une Z-algébre graduée
ZIJ] = Z1J,, Jy, Jg, Jg, Jyo] avec une unique relation J? — J,Jg + 4J; = 0.

On appelle courbe hyperelliptique sur F' toute courbe projective lisse X, géométri-
quement connexe sur F), telle qu’il existe un morphisme séparable X — PL de degré
deux. Ce morphisme sera alors unique aux automorphismes de PL pres.

Supposons a présent que g(X) = 2, alors X est hyperelliptique. Elle est donc
définie par une équation hyperelliptique

y' +Q)y = P(x), P,Q€F[z], degQ<3,degP<6. ()

Si car(F) = 2, on peut prendre Q = 0, et on appellera invariants de X associé a ()
les valeurs des J,, en (ay, ..., ag), ou a0m6 + -+ ag = P(z) (a, peut étre nul).
Pour simplifier, ces valeurs seront encore notées .J,;. Si car(F) = 2, on releve les
polyndémes P, @ en P(x), Q(z) € W(F)[x] sur I'anneau des vecteurs de Witt W (F'),
ayant respectivement méme degré que P et (), on calcule les invariants associés a
4P + (Q* qui sont des éléments de W (F). Les J,; de X associés a (x) sont alors
obtenus en réduisant ceux-ci modulo 2W (F’). Des calculs directs sont possibles (loc.
cit.), mais il faut modifier I’équation auparavant.

Dans tous les cas, si Jj, ..., Jj, sont les invariants de X associés a une autre
équation hyperelliptique, alors il existe a € F—{0} tel que Jj, = a*'.J,,. Inversement,
si deux courbes X et X’ ont pour invariants respectifs .J,,, J;, vérifiant ce type
d’égalité, alors elles sont isomorphes sur F3 (loc. cit.).

Pour déterminer la réduction stable des courbes de genre 2, nous aurons besoin
des éléments homogenes de Z[.J] suivants:

I=J} 2830, I,:=-20 +32J,J,J, —3J2 — J2J;. )

Soit X une courbe stable irréductible de genre arithmétique 2 sur k%, avec un unique
point double ordinaire. Sa normalisation Y est une courbe elliptique qui peut étre
définie par une équation (si car(k) =+ 2):

V=2 +azx’ + bz +c.

En appliquant les formules de [Ig, p. 623] au polynéme z* + ax? + bx + ¢, on
obtient I, = 27*c,(Y), I, = 27 2A(Y) et donc j(Y) = I} I;,'. C’est ce qui motive
I’introduction des fonctions I, et I,,. On peut remarquer qu’avec les notations de
[Me, pars. 1.3-1.4],ona A’ =23J,, B' = 22I, et E=212. 3] ,.
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Définition 1. Soient C une courbe sur K, R’ un anneau de valuation discréte dominant
R. Un modéle stable de C sur R’ est une courbe stable % sur R’ (voir [D-M, définition
1.1]) a fibre générique isomorphe & C' x ;. Fr R’.

Soient F' une extension finie de K, R la cloture intégrale de R dans F. On dira
que C' a réduction stable sur F' si elle admet un modele stable " sur une localisation
R’ de R en un idéal maximal.

On notera dans toute la suite Z, la fibre spéciale géométrique de % sur R’. Cette
courbe sur k%8 ne dépend pas du choix de R', ni de celui de F.

Pour condenser I’énoncé du théoréme suivant, on pose
e =¢e(k) = lsicar(k) +2,3; e =3sicar(k) =3 et € =4sicar(k) =2. 3)

On note I, := 127'J,, I, := Jg, Iy := J;. Alors I, est un élément homogene de
Z[J] de degré 2¢.

Théoreme 1. Soit C' une courbe projective lisse sur K, géométriquement connexe
et de genre 2, soient J,;,1 < i <5, les invariants de C associés a une équation
v 4+ Q(x)y = P(x). Alors on a _

() (Igusa) C; est lisse si et seulement si: J35;J;' € R pour tout i <5;

() %, est irréductible avec un seul point double si et seulement si: J$, 15" € R
pour tout i < 5 et JGI,° € m. La normalisation de %, est alors une courbe elliptique,

d'invariant modulaire j = (I} 1,,');

(III) %, est irréductible avec deux points doubles si et seulement si: J I, € R
pour tout i <5, JRI70 € m, I,1;° € m, et J, 17" ou JEI inversible dans R;

(IV) & est constituée de deux droites pro;ectzves se coupant transversalement en
trois pomts si et seulement si: J51,* € m pour tout 2 < i < 5;

(V4) 7, est la réunion de deux composantes irréductibles se coupant en un seul
point si et seulemem‘ si:

LL7em, JoLem, ILL°cm, )

ou I, est définie dans (3) (cela implique que pour tout i < 5, 251-12_; € R). De plus,
(V) les composantes de ¢, sont lisses si et seulement si: en plus de (4), on a

IFJS I € R, I J,° ;' € R. Soient j,,j, les invariants modulaires des deux
composantes de %, alors

{ Gip)® = 3T L)
Gy +J2)° = 2033 + (IS J,° LY

(VD) une seule des deux composantes de &, est lisse si et seulement si: en plus de
), on a 21! € R, J5,I, I7,° € wm. L’invariant modulaire de la composante lisse
42 1042¢ 112
de %, est alors j = (I31,');
(VII) les deux composantes de %, sont singuliéres si et seulement si: en plus de
p
@), onal,l > em et Jyl, I;> € m.

Preuve. Comme dimya; H'(%,, ) = 2, par des arguments combinatoires simples
on voit que les sept cas recensés sont les seuls possibles, il suffit donc de montrer la
partie “seulement si” du théoréme.



Courbes stables de genre 2 et leur schéma de modules 205

Expliquons d’abord I’'idée de la démonstration. Suivant les différentes situations,
on écrit une équation aussi simple que possible d’un ouvert affine de % dense dans
toutes les fibres, et on vérifie ensuite le théoréme par des calculs directs. Cela est
possible sauf pour un cas précis ol car(k) = 2 et ol ¥ est réunion de deux courbes
elliptiques d’invariant modulaire nul. Dans ce cas- la, on raisonne sur l’espace de
modules 9, X R, et on conclut par un argument de “continuité”.

Etant donné que le modele stable est “stable” par changement de base, dans la
démonstration on peut toujours remplacer R par un anneau de valuation discréte
R" dominant R’, et donc remplacer K par Fr R”. Il est alors possible de supposer
R’ = R et k algébriquement clos. Comme g(C) = 2, on a un morphisme séparable
C — P}, de degré 2. Soit o I'involution hyperelliptique de C, alors o se prolonge
en une 1nvolut10n de ¥ [D-M, lemma 1.12]. Soit f : & — Z := ¢ /(o) le
morphisme fini canonique. Alors Z est un R-schéma normal, & fibre spéciale 32’3
réduite et connexe (car c’est vrai pour ¥ ) et a fibre générique Z n = P!.. Donc
les composantes irréductibles de 2, sont isomorphes a P}. Par la théorie de Galois
(cf. [S, chap.1, par. 7]) appliquée aux points génériques de ¥, on voit que f n est
ramifié en aucun de ces points, que les quatre premiers cas correspondent Z,
irréductible, et que les autres cas correspondent & Z _ ayant deux composantes. On a
7z (o)~ Z .

Dans la suite de la démonstration, nous supposerons pour simplifier que car(k) 3 2.

(A) Considérons d abord le cas ou Z, est irréductible. Alors Z ~ PJ. Apres
extension de K, il existe une section I" de < sur R telle que f soit ramifié au-dessus
du point I, (on identifie une section avec son image), et que si ¥, n’est pas lisse, I,
soit I’image d’un point double de #,. Soit U = Z — I, on a U = Spec R[z], f~'(U)
est un revétement galoisien de degré 2 de U, il suit que f~'(U) = Spec R[z, y] avec

y* = P(z), P(x)€ Rlz]. )

Le morphisme f77 étant ramifié au-dessus du point z = oo, on a deg P = 5.
Si 7, est lisse, alors P(z) est un polyndme séparable de méme degré que P(z), il
suit de la définition que J,, € R* (voir [Ig, p 621]), d’ ou (D). Si “ n’est pas lisse,

apres changement de variable on a P(z) = w2’ 4 2* + az? + bz + ¢, avec a,b,c € R
et m € m. Il suit que J,;, = 0, et aprés calculs

I, =-2a, J,=27%a%-40), I,=a’+ 12
To=27%", T, =2"%disc(P).

Dans le cas (II), la normalisation E de ZS est une courbe elliptique d’équation

y* = P(z). Donc T, # 0, et j(E) = (I3I12 ). Dans le cas (IIl), on a J,, = I}, = 0,
I, + 0. Et comme ¥, est irréductible, on a J, ou Jg # 0. Enfin, dans le cas (IV), on
anz—Opourtout2<z<5 donc I, # 0.

(B) Considérons maintenant le cas on Z, a deux composantes irréductibles. Alors
Z, est réunion de deux droites projectives se coupant transversalement en un point.
Apres extension de K, il existe I', I, deux sections de -Z telles que (Z — (I, UL})),
soit affine et connexe. Soit U = & —(I,UI}), alors on montre que U = Spec R[z,v]
avec Tv = 72, ot m € m — {0}.
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On peut choisir I} et I, contenus dans le lieu de ramification de f et dans le lieu
de lissité de ¥ — Spec R. Il suit que, aprés extension de K, I’on a U = Spec R[x, v]
avec v = 72 € m — {0}, et f~1(U) = Spec R[z,v,y, ] avec

v =2 +ax? +z +bn* + v, a,beR,
22 =0 + b + v+ an? + 7z, yz:ﬂ(:z:2+ax+l+bv+v2).

Les composantes irréductibles de Z, sont les complétés projectifs respectifs des
courbes affines

y2 =:c3+da:2+x, 2 =0+’ +v.
Si la premiére composante (par exemple) est lisse, son invariant modulaire sera
28(a? — 3)3/(a® — 4). Les calculs sur 1’équation affine

w? = 2° +az* + 2 + bra? + 'z
de C montrent que J,; € R, I, —27* € m si car(k) # 3, I — 1 € m si car(k) = 3
(voir (3)) et

I, — (@® = 3)®* - )n* € R, Jyy—27"%@* - 4V - Hr'? e PR
I, — 271%04(a® = 33 — 4) + 4> — 3)*(a® — 9
—27(a® — 4)(* — 4)}n'? € 7BR.

Les conclusions du théoréme sont donc vérifiées pour les cas (V), (VI) et (VII).

Exemple 1. Soit C la courbe sur Q définie par I’équation: y* +y = z°. Ona J,, =0
pour tout i £ 5 et J,, = 5%. Donc C' a potentiellement bonne réduction partout, ce
qui se vérifie d’ailleurs facilement (cf. [B-M-MB, par. 4.1]).

Exemple 2. Soit C la courbe sur Q définie par I’équation: y*> = z° + z. On a

J,=5J,=27%.15 I,=-2".5 Jo=-27%.5,
Jo=-278.325 J,=2"% 1I,=-2-25.

La courbe C a clairement bonne réduction en toute place différente de 2. D’apres le
théoréme 1, la réduction stable ; de C est la réunion de deux courbes elliptiques
d’invariant modulaire nul. On peut encore construire a la main le modéle stable de C'
(sur une extension de Q), mais cela n’est pas complétement immédiat.

Remarque 1. Pour une courbe C sur K définie par une équation y" = P(x), la
connaissance des racines (avec multiplicité) de P(z) détermine la courbe 7, si car(k)
ne divise pas n (voir [Bo] pour le cas n = 2). Mais dans la pratique, il n’est pas
toujours aisé de trouver ces racines. Coleman a étudié le cas n = car(k) [C, par. 6],
et a donné un algorithme efficace dans certaines situations.

Corollaire 1.1. Les notations sont celles du théoréme 1. Alors la fibre spéciale 7,
est totalement dégénérée (i.e. toutes ses composantes irréductibles sont des courbes

rationnelles) si et seulement si

I,7%em, JyLem, JLL I ¥ em.
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Preuve. La situation totalement dégénérée est décrite par les cas (III), (IV), et (VII)
du théoréeme 1. Les conditions ci-dessus sont clairement nécessaires. Inversement, si
elles sont vérifiées, on voit cas par cas que 7, ne peut pas étre de la forme (I), (ID),
(V) ou (VD).

Remarque 2. Soit F un corps algébriquement clos et complet pour une valeur absolue
non-archimédienne. On peut alors munir canoniquement 9, X F' d’une structure
d’espace analytique rigide (cf. [F-vdP, III. 4.6]). Les courbes C sur F' telles que la
fibre spéciale du modele stable soit totalement dégénérée sont appelées les courbes de
Mumford. L’ensemble des points de 91, x F' correspondant aux courbes de Mumford
est un ouvert analytique. Pour ¢ = 2, la structure analytique de cet ouvert est
complétement déterminée, c’est le produit sur F de Ak, d’un disque ouvert E C AL
et de E— {un point} [He, Satz 6].

2 La spécialisation est surjective

Soit X un schéma, soient z,y deux points de X. On dit que x est une spécialisation
de y ou que y se spécialise en z, si x appartient a 1’adhérence {y} de {y}. Soit X
un schéma plat et localement de type fini sur Spec E. Si R est excellent, alors nous
allons voir que tout point fermé de X, est une spécialisation d’un point fermé de X
(proposition 1). Ce résultat est sirement bien connu, mais faute de le trouver dans la
littérature, nous 1’écrivons ici pour les besoins du par. 3.

Pour les notions utilisées dans le lemme 1, nous renvoyons a [F-vdP, IL. 1 et IL.
4.1]. Pour une algebre de type fini D sur k, on note par Spm D la variété algébrique
associée (i.e. on ne considére que les points fermés de Spec D).

Lemma 1 (Fresnel). Supposons R complet. Soit A = Rlx,, ..., z,1/I une R-algébre
plate. Considérons I'algébre affinoide B = K(x, ..., x,)/I. Alors le morphisme
canonique ¢ : Spm B — Spm A X , k est fini surjectif.

Preuve. Soit #* : A®p k — B ’homomorphisme canonique. Soient f : K(z) - B,

f : k[z] — B les homomorphismes finis canoniques. Montrons que (Ker f)N R(z) =
I+ mIR(x).
Soit g € (Kerf) N R(z) = IK(z) N R(z). Soient P, ..., P, un systtme

générateur de I sur R[z]. Alors il existe Q, € K[z], €, € mR(x) tels que

9= Y QP+ > &P,

1<2Sm 1£4Sm

11 suit que
Z Q,P, € IK[z]N R(z) = IK[z] N R[z].

1<is<m

Comme A est sans torsion sur R, on a IK[x] N R[x] = I. Donc g € I + nIR(z).

Par conséquent Kerf = I ®p k. Or ker f = V(Kerf), #* est composé de

klz)/I ®k — k[z]/VT ® k et de k[z]/v/I ® k — B. Le deuxi¢éme homomorphisme
étant fini injectif, @ est bien surjectif.
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Le lemma 1 implique le résultat suivant:

Lemma 2. Supposons toujours R complet. Soient X un schéma plat localement de
type fini sur R,U un ouvert dense de X. Alors tout point fermé x, de X, est la
spécialisation d'un point fermé de U,,.

Preuve. On peut supposer X = Spec A affine integre et U = X gavec f € A
non nul. Avec les notations du lemme 1, I'image de f dans B est non nul. Soit
y, € ~'(z,) C Spm B. Alors y, est la spécialisation d’un point y, de Spm B—V (f)
(utiliser [T, theorem 6.4]). On peut supposer Yy rationnel sur K (quitte a faire une
extension de K). On a donc une section y* : B° — R. Le diagramme commutatif
suivant

Ag,K — B % K
i T ) T
A -— B> Y R
1 1 l
_ #
Aezk — B L &

induit un point de U, qui se spécialise en z.

Proposition 1. Soit R un anneau de valuation discreéte excellent. Soient X un schéma
plat de type fini sur R, U un ouvert dense de X . Alors tout point fermé x, de X, est
la spécialisation d'un point fermé de U, .

Preuve. On se ramene aisément 2 R hensélien. Notons R le complété de R et
K = FrR. D’ apres le lemme 2, il existe une extension finie F' de K et un pomt
u € U(F') qui se spécialise en x,. Soit L une extension finie de K telle que F' C L,
apres avoir remplacé K par L et R par sa cloture intégrale dans L, on peut supposer
que u € U (IA( ). Par un théoréme d’approximation (c’est 1a qu’intervient 1’hypothese
R excellent), I’ensemble des points X (K) est dense dans X (I? ) pour la topologie sur
X72 induite par celle de K (voir par exemple [B-L-R, 3.6/10, p.82]), donc il existe un
pomnt z, € U, qui se spécialise en z,.

Remarque 3. Nous ne savons pas si ’hypothése R excellent est indispensable dans
la proposition 1.

3 Le schéma de modules 91,

Soient X = Proj Z[J] (voir par. 0), 97?2 le schéma de modules (grossier) des courbes
stables de genre 2 sur Z. Ce sont des schémas propres (méme projectifs) sur Z, a
fibres géométriques connexes, normales.

Soit s un point géométrique de Spec Z. On utilisera les notations (cf. [Mu, pp.
315-319]) Loy A1 Dops Logs Cono €t Coop pour désigner certaines parties fermées
de (9,),. Plus précisément: A\, est I’adhérence dans (9M,), du lieu des courbes
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irréductibles singulieres; A, est le lieu des courbes stables ayant deux composantes
qui se coupent en un point; Ay = Ag N A Ay C A est le lieu des courbes
stables dont les composantes sont rationnelles; Cy, correspond a la courbe stable qui
est réunion de deux droites projectives se coupant en trois points; et Cy,; correspond
a la courbe stable qui est réunion de deux droites rationnelles singuliéres qui se
coupent en un point. Les fermés A, A\, sont deux diviseurs de (9,), a croisement
normal.

Soient ¢ : M, — X le morphisme birationnel induit par (1), on peut le considérer
comme une application rationnelle de 91, dans X. On a le théoréme suivant:

Théoreme 2. Soit .7 le faisceau d’idéaux de (' engendré par I38, JI3, I\2. Soit g :

X — X I'éclatement de X de centre .7 . Alors I application rationnelle ¢ : imz — X
est un morphisme, elle induit un unique morphisme birationnel fini @ : Mm, — X tel
que ¢ = oo @. Ainsi M, est isomorphe a la normalisation de X.

Preuve. 11 s’agit de montrer que ¢ est définie partout, que p~!.7 /fﬁz est inversible,

et que le morphisme canonique @ : 9712 — X induit par ¢ est a fibres finies. Ce qui
revient a dire que pour tout nombre premier p = 2,¢ X Z, Vérifie ces propriétés.
Soit Z*h I'hensélisé strict de Z,, il est fidelement plat sur Z,;, donc il suffit que
ces proprletes soient vérifiées pour ¢ x ZSh Fixons donc un p = 2, notons R = ZPZ,

X=XxR M=MxR, M= 9JI2><R,et<p><Rtou_]ourspar<p Comme M et
X sont propres sur R, il suffit de montrer que pour tout point fermé ¢ € M, est
définie en ¢, (¢~ .7 - 31), est inversible, et que &1 (@(q)) est finie.

(a) L’application rationnelle ¢ est définie partout. Soit q € M, — M, un point fermé,
il correspond a une courbe stable singuliere ¥, sur k. Soit U 1'un des ouverts affines
D, (I,), D, (1) ou D, (I,,), selon que Z, est de la forme (II), (IID-(IV), ou (V)
(v01r theoreme > 1). Pour que o soit définie en g, il suffit qu’en identifiant les corps de
fonctions . % (M) et . % (X), on ait (" (U) C M.q- Ce qui revient a dire que pour
toute fonction rationnelle h € 'y (U) C .% (M), ¢ n’appartient pas a Supp (h), le
support du diviseur des poles de A sur M (le schéma M étant normal, il s’agit ici de
diviseur de Weil).

Prenons d’abord ¢ € Ay — (Hpy U Am) donc U = D_(I,). Soient g = LIt e
Cy(M),V(g) le fermé de M associé a g. Alors pour tout he xU), ona

Supp(h), N M, = (Supp(h|p)ee "M )HUA CV(gUA

ou A € {0, 1, 2, Ny U A} et 7 signifie adhérence dans M. Si ¢ € V(g),
alors il est la spécialisation d’un point de V(g) N M, (appliquer la proposition 2
avec X = V(g) et U = V(g), X étant plat sur R). Il existe donc un anneau de
valuation discréte R’ dominant R, et une courbe stable ¥ sur R’ telle que %, = q
et ?5" € V(g) x Fr(R). Donc la valeur de I}, en Zn est nulle, ce qui est impossible

N

d’aprés le théoréme 1, (II). Donc g ¢ V(g). 1l reste 2 montrer maintenant que
Ay ¢ Supp(h),,. Sinon, Ay — Supp(h), est un ouvert non vide de Ay, ol (h)y
est le diviseur des zéros de h sur M. Soit ¢’ € Ay — (Supp(h)y U Dgy U A)), alors
h' e m,/, idéal maximal de g7 /. Il existe une courbe stable & sur R telle que
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Y, € M, et Z, = q'. On a donc une section 6§ : Spec R — M qui envoie le point
générique sur &, et le point fermé sur q'. Le diagramme commutatif

ot

g R
| 1
#
Cnt gy

implique que 6%(h~") € m, c’est-a-dire que la valeur de h~' en & appartient a m.
Or c’est impossible d’aprés le théoréme 1. D’out ¢ € Supp(h),,, donc ¢ est définie
en gq.

Si g € Agy— (DgyU D)), on se ramene comme ci-dessus 2 montrer que pour tout
h € “x(D,.(1,)), on a Ay ¢ Supp(h),,. Supposons le contraire: A, C Supp(h), =
Supp(h™!),, et écrivons h = al; ™ avec n € N et a homogene de degré 4n. On
a (BILH" = (A1) (a@PI,™), done A, C Supp(I}I;,"),. Cela implique que pour
toute courbe stable %, € Ay — (Ayy U 4;), la normalisation de & est une courbe
elliptique d’invariant modulaire nul (voir théoréme 1, (II)). Ce qui est clairement faux.
Par conséquent A, ¢ Supp(h),, et ¢ est définie en q.

Si g € A, comme précédemment, on se raméne a démontrer que pour tout
h € @%(D,(I,.)), on a A, ¢ Supp(h),, et A, ¢ Supp(h),, (lorsque g € Ag)).
La premiere propriété est immédiate. La seconde se démontre comme pour les
points de Ay, — (Hgo N 4A,), en construisant explicitement des courbes stables
q € Dy — (Do U D) vérifiant IS.1,,°(q) + 0.

(b) Le faisceau d’idéaux ¢='.7 - (¥t €St inversible en tout point q € M,. On a
e ' (V(Z7) N M, = A,. Donc il suffit de considérer les points ¢ € A,. Soit
Ly = 19J; — 2J¢ € Z[J]. On voit que V() C D, (I,,). Soient f, = I;°L;°,
fr = JRL et fy = I31;°. En utilisant les mémes arguments que précédemment,
on montre que les fonctions rationnelles f; f, Y f3 fz_1 (resp. ff5 L fa f{l; resp.
LITY ff71) sont réguligres en g si g € A — Ay, (resp. si ¢ € Ny — {Cyoy )
resp. si ¢ = Cy,). Donc ¢~ 1.7 - x1 4 €st inversible.

(c) Le morphisme ¢ : M — X est a fibres finies sur M . Sur /\,, les courbes stables
?, € A\ sont déterminées par les invariants modulaires (j;,j,) € P} x P} de leurs
composantes irréductibles. Il suit du théoreme 1, (V)—(VII), que @] A est a fibres
finies. D’autre part, en utilisant les calculs de la démonstration du théoreme 1, on voit
aisément que Q|57 A, est a fibres finies (on peut voir en fait que @ est bijective).
Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.

Corollaire 2.1. Soit I', le fermé de 9712 tel que pour tout corps algébriquement
clos L, I\ x L soit le lieu des courbes stables de genre 2 sur L qui sont réunions
de deux composantes se coupant en un seul point. Alors  induit un isomorphisme

My, — I =X - V(7).

Théoréme 3. Soit S le schéma Spec Z[l]' (resp. Spec Z[l]' resp. Spec Z[ ! 1). Soit
7 le faisceau d'idéaux sur 2" x S engendré par I3, J,q, I, (resp. par I)%, J3, It;
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resp. par I}?, Jfy, I, ). Alors ¢ x1dg : MM, x S — X x S induit un unique morphisme
birationnel fini de M, x S sur I'éclatement de X x S de centre 7.

Preuve. Notons ) — X x S D'éclatement de centre 7 et conservons les nota-
tions du théoréme 2. Alors I’injection canonique #%, ¢ C .7 induit un morphisme

P - (X xS, ol (Xx S) o~ X x S est I’éclatement de X x S de centre A 5
Compte tenu du fait que V(#%, ) est contenu dans I’ouvert principal de X x §
associé a J, (resp. Jg; resp. Jg) si S =Spec Z[é] (resp. Spec Z[%]; resp.
Spec Z[%]), on voit immédiatement que ) — X x S est un morphisme fini bira-

tionnel. Comme 90, x S est normal, @ x Idg induit un morphisme fini de 90, x S

sur 9).

Corollaire 3.1. Soit k un corps, soit 7, le faisceau d’idéaux sur X x k engendré
par I3, 0,1, si car(k) % 2,3; par I, J3y, J3, si car(k) = 3; et par I}?, Ji, It si
car(k) = 2. Alors p x k : 9, x k — X x k induit un isomorphisme de 9, X k sur la
normalisation de I’ éclatement de X x k de centre 7.

Preuve. Soit S = Spec Z[é] (resp. Spec Z[%]; resp. Spec Z[%]) si car(k) % 2,3 (resp.
si car(k) = 3; resp. si car(k) = 2). Soit 9 I’éclatement de X x S de centre 7,
et (X x k) I’éclatement de X x k de centre 7Z,. On a un morphisme canonique

(X x k) — 9P x k qui est une immersion fermée. Comme les deux variétés sont
integres et birationnelles, on a un isomorphisme.

Corollaire 3.2. Notons Hs = Jg’ —24. 33J6 —3J,1, € Z[J]. Soit T un schéma sur
Spec Z[%]. Alors @ x Idp : M, x T — X x T induit un isomorphisme de M, x T sur
I éclatement de X x T de centre I'idéal engendré par I3, J o, HZ et I Hy.

Preuve. On a I, = 27837341} — H2). On montre que I’éclatement ci-dessus donne
la normalisation de X x T'.

Remarque 4. Soit f)’; le quotient du demi-plan supérieur de Siegel de degré g par
le groupe simplectique Sp,,(Z), c’est I'espace de modules (grossier) des classes
d’isomorphisme de variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g.
Soient 5’33 sa compactification de Satake, .6; ]la normalisation de 1’éclatement de ff); le
long de Ej—j - S’J;‘. Namikawa a démontré que le morphisme canonique 901 PR C—- 53;‘

se prolonge en un morphisme de 55‘(; x C sur 5:33‘, et que ce dernier est un isomorphisme
pour g = 2 [N, par. 6 et par 9].

On peut noter que si I}, désigne ’adhérence du lieu des courbes stables a fibres
géométriques singulieres irréductibles, alors 9, — I, est isomorphe au schéma de
modules des schémas abéliens principalement polarisés sur Z.

Soit k un corps algébriquement clos. Le corollaire 3.1 permet d’étudier la structure
locale de 9%, x k, par exemple le lieu de ses singularités. Considérons les points
suivants de M, x k:



212 Q. Liu

(a) g4 € M, x k les points vérifiant J, = J, = J, =0, J,, + 0;

) ¢ € By — (DUl tel que J, = J, = Jg = Jjp = 0et Jg F 0, si
car(k) &+ 3;

©) g €Dy — (DU Dy tel que J, = Jg = J)p =0, J, F 0 si car(k) F 2;

(d) g,, € A les points correspondant aux courbes stables dont 1’une des
composantes irréductibles est d’invariant modulaire j = 0 ou j = 1728.

Si car(k) £ 2, alors il y a un unique point de la forme g,, il correspond 2 la
courbe de ’exemple 1 si car(k) + 5, et a la courbe d’équation y> = 25 — z
si car(k) = 5; si car(k) = 2, ces points forment un fermé de dimension 1, ils sont
représentés par les courbes d’équation 3° —y = z° + az’, a € k. Si car(k) # 2
et 3, alors g, correspond & la courbe définie par I’équation y?> = z*(z® + 1);
si car(k) = 2, il correspond  la courbe d’équation 3> — zy = 2°. La normalisation
de la courbe g, est une courbe elliptique d’invariant modulaire nul. Si car(k) # 2, ¢,
correspond a la courbe y¥* = (z — 1?(@® + z). Sa normalisation est une courbe
elliptique d’invariant modulaire 1728. Toutes ces courbes ont de “gros” groupes
d’automorphismes.

Corollaire 3.3. Soit k un corps algébriquement clos. Alors les points singuliers de
M, x k sont les points qy,q,,q, et les q,, décrits ci-dessus.

Remarque 5. Le lieu singulier de M, x k est connu pour tout g 2 2 et tout corps

algébriquement clos k [Lg], celui de M _xC est connu pour tout g = 4 [Mo]. D’autre
part, le corollaire ci-dessus est obtenu par calcul direct, mais il devrait étre possible
de I’obtenir en étudiant I’action du groupe d’automorphismes des courbes C' (comme
par exemple dans [Lg, par. 1]).

4 Les groupes des automorphismes des courbes stables de genre 2

Dans cette section, k sera un corps algébriquement clos. On étudie le groupe des k-
automorphismes Aut, (X) d’une courbe stable X de genre 2 sur k. On s’intéresse plus
particulicrement aux ordres des éléments de Aut,(X). Dans la suite du paragraphe,
on notera ce groupe par Aut(X).

4.1 Les cas ou X est lisse. Le groupe Aut(X) est bien connu [Ig, par. 8]. Nous nous
bornons a rappeler quelques résultats en car(k) = 2. Soit C, la courbe sur k d’équation
y> = 2° — 1 si car(k) & 5 et y> = 27 — z si car (k) = 5. Elle est caractérisée par
J, =Jy =Jg =0, et Jy, £ 0. Si car(k) & 5, on considere aussi la courbe C; sur
k d’équation y?> = 2° — =, elle est caractérisée par J, & 0,J,J,> =273 .571.3,
JoJy? = —27%.572 et J,pJ;° =27*.575. On voit d’aprés le tableau d’Igusa (loc.
cit.) que:

4.1.1. Si X n’est isomorphe ni & Cy ni a C|, alors les éléments de Aut(X) sont
d’ordre divisant 4 ou 6;

4.1.2. Si car(k) % 5, alors les éléments de Aut(C|) sont d’ordre divisant 6 ou 8;

4.1.3. Si car(k) % 5, alors Aut(Cy) ~ Z/10Z;

4.1.4. Si car(k) = 5, Aut(C))) est extension de PGL,(Fs) par Z/2Z.



Courbes stables de genre 2 et leur schéma de modules 213

42. Le cas ot X est de la forme (V). Soient X, X, les composantes irréductibles de
X, p leur point d’intersection. Notons Aut,,(X;) les automorphismes de X, laissant
invariant p. Comme X; est une courbe stable de genre 1, Autp(Xl) est parfaitement
connut en fonction de son invariant modulaire. On a:

42.1. Si X, # X,, alors Aut(X) =~ Aut,(X,) X Autp(Xz);

422. Si X; = X,, alors Aut(X) est produit semi-direct de Z/2Z par le sous-
groupe normal Aut,(X,) X Aut,(X,), o Z /27, est engendré par la permutation des
deux composantes de X.

4.3. Les cas on X est de la forme (IV). On a: Aut(X) ~ % x Z/2Z, ou Z/2Z
correspond 2 la permutation des deux composantes de X, et ./ correspond aux
permutations des trois points d’intersection de X.

4.4. Le cas ot X est de la forme (II). Comme pour le cas suivant, X est définie par
une équation > + Q(x)y = P(z). Notons J,, les invariants de X associés a une telle
équation. Alors J;, =1, =0. On a:

4.4.1. Si Jg % 0, alors Aut(X) ~ Z/27 x Z/2Z;

442. Si Jg = 0 (cela implique que car(k) £ 2), alors Aut(X) est produit
semi-direct de Z/27 par Z/2Z x Z/2Z, le premier groupe correspond au groupe
de permutations des deux points singuliers de X

45. Le cas on X est de la forme (I). On a J;; = 0 et I, % 0. Soit j I'invariant
modulaire de la normalisation de X. On a:
4.5.1. Si j £ 0,1728, alors

727 si Jg %0
Aui(X) = {Z/zz X ZJ2L i Jg=0;
4.5.2.Si j = 1728 et car(k) # 2,3, alors
7.)2Z si Jg &0
Au(X) ~ d Z)2Z x Z)2Z si J, +0,J =0
7)2L x L)AL si Jy=Jg =0

45.3.Sij =0 et car(k) £ 2,3, alors

7.)2L si J,%0,J, %0
Aut(X) =~ { Z)2Z x ZJ2Z si Jg=0
7./6Z. si J,=0;

4.5.4 Si j = 0 et car(k) = 3, alors

7.)27 si J, &0

Aut(X) = {Z/ZZ x LJAZ si Jg =0,

il est 2 remarquer que dans ce cas-1a, 3 ne divise pas le cardinal de Aut(X);
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4.5.5. Si 7 =0 et car(k) = 2, alors

ZJ27 si Jg£0

Aut(X) = {Z/6Z Si Jy=0.

Preuve. Montrons par exemple 4.5.5. Soient Y — X la normalisation de X, D et p,
les points de Y au-dessus du point double de X . Alors

Aut(X) = {7 € Au(Y) | 7({p;, p,}) = {p;,1,}}.

Soit Gy = {7 € Aut(Y) | 7(p,) = p;, 7(p,) = p,}, alors Aut(X) ~ Gy x Z/27Z, on
Z/27Z est engendré par I'involution hyperelliptique o de X . Fixons un point invariant
oo de o (€ Aut(Y)) comme élément neutre de Y, alors o(y) = —y. Le groupe G|,
est conjugué du groupe G, = {7 € Aut(Y) | 7(2p;) = 2p,}. 1l ne reste plus qu’'a
déterminer ce dernier. Dans le cas 4.5.5, X a une équation

X: YHry=2’+a2’, ack,
donc J, = Jy = Jjy =0, Jg+ 0 et J3J,* = a®*. La courbe Y a pour équation
Y: 22+2=x3+aa:,

eton a x(p,) = z(p;) = 0, donc (2p,) = a®, z(2p,) = a’ + 1. Le groupe Aut__(Y)
étant bien connu, on vérifie que si a £ 0 (donc Jg =+ 0), alors G, = {1}, donc
Aut(X) = Z/27Z. Si a = 0, alors G, ~ Z/37 est engendré par z — z,x — wz, oll
w € k est une racine primitive cubique de 1.

5 Les épaisseurs des points singuliers

Supposons que k soit séparablement clos et que C' soit la fibre générique lisse d’une
courbe stable ¥ sur R. Notons v : K — Z U {+o0} la valuation normalisée de K.
Soit ¢ un point singulier de 7, alors ¢ est rationnel sur k et le complété m,-adique

de 7, . vérifie
/;Z,q ~ R[[u, v]]/(uv —7), 7€ m—{0}.
Définition 2. On appelle épaisseur de q I'entier v(r) € N, et on le note e(g). Il est
appelé “degré de singularité local” dans [V, 3.10].
Soit H, le schéma de Hilbert des courbes stables f : X — Spec R de genre g
sur R, munies d’un isomorphisme ]P’?zg'6 ~ I( f*(w?}; 7))s O Wy /r est le faisceau
dualisant de X (cf. [D-M, par. 1]). Soit S* le diviseur de H , correspondant aux

courbes stables singulieres. Notons g : Spec R — H, 4 une section induite par %, s le
point fermé de Spec R. On a g(s) € S* si 7, est singuliére.

Lemme. Conservons les notations ci-dessus. Soient 4y, .-, q, les points singuliers
de 7, d’épaisseurs respectives e(q,), . .., e(q,), et t une équation minimale de S* en

T
0(s). Alors Y e(q;) = v(g*(t)). Cest donc le degré du diviseur o*(S*) sur Spec R.
i=1
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Preuve. Soit Z, — H la courbe stable universelle. La section o induit un isomor-
phisme £" ~ Z  x Hy Spec R. On a

(@Mhzﬁmh”wtwuﬂgy%%—g)
[D-M, theorem 1.6]. On en déduit que
Oy g, = Rllug, 0,01/ (uv; — 2°(2)

ou g% : @?},g@(s) — R est induit par g. Il suit que e(g;) = v(3*(t,)). Or S* est définie
par t; ... t, =0 dans ///'Hg o> €€ qui démontre le lemme.

Dans la proposition suivante, on calcule les épaisseurs des points singuliers de
7z, (lorsque g(C) = 2) en fonction des invariants J,; de C. Ce résultat se trouve
partiellement dans [Me, par. 1.4]. C’est d’ailleurs la lecture de ce dernier qui nous a
poussés a achever le travail.

La connaissance des épaisseurs détermine le modele minimal .2" de C' sur R par
éclatements successifs de % (voir la preuve de la proposition 2.2 de [D]). Soient ../ *
le modele de Néron de la Jacobienne de C' [B-L-R, p.12], ./ * la composante neutre
de ./, alors d’aprés Raynaud (loc. cit., par. 9.5, theorem 4) on a

A = Pics,

m

11 suit que si # est de la forme (IIT), (IV) ou (VII), alors ../ ° =~ G? > dans les cas

(ID) et (VI), .7, est extension d’une courbe elliptique (d’invariant modulaire (/ 2[ 1_2'))
par G, ,; enfin dans le cas (V), ./;° est produit de deux courbes elliptiques dont
les invariants modulaires sont déterminés par le théoreme 1, (V). D’autre part, le
groupe des composantes connexes ¢ de .-/ peut étre calculé a partir de la matrice
de monodromie M € Sp,(Z) de .#" (qui est donnée explicitement dans [N-U] en
fonction du type de .2") : @ = [[(Z/d,Z) ou les d, sont les éléments non nuls d’une

(2
matrice diagonale équivalente (dans Z) a M — Id [Lo-2, remark 2.2].

Proposition 2. Supposons k séparablement clos. Soient ¥ une courbe stable de genre
2 sur R,C = %,, et J,; les invariants d’une équation de C'. Soient .2 le modéle
minimal de C sur R,.}" le modéle de Néron de la Jacobienne de C et @ le groupe
des composantes connexes de ./J;. On a

(i) Si 7, est lisse, alors 4" = ¢ et /] est la Jacobienne de 7 ;

(ii) Si 7, est de la forme (II), alors I'épaisseur du point singulier de 7 est

e= él/(JfOIl“ZS), 2" est du type [1,_,_,] (selon les notations de [N-U]) et & = L/eZ;

(iii) Si 7, est de la forme (1) alors les épaisseurs e; < e, des points singuliers
de &, sont

. | _ 1 B
q:m%wmgﬁqmﬁhﬁk %zim%gﬁ—q,

2 estdutype(l, _,, ol et ®=1ZL/e\Lx L[e,L;
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(iv) Si &, est de la forme (IV), soient e; < e, < e; les épaisseurs des points

singuliers de ©,. Posons | = v(J,gJ; ), n = v(I,Jy %) et m = v(J,Jy2). Alors

I —
elzinf{ ,m}, ez=inf{—§—e—1,n—el}, e3=1l—€ —e,

A est du type I, ., _ 1 et & = Z/d\Z x Z|/d,Z, on d; = pged(ey, ey, e;),
did, = ey, + eje5 + eye5;

(v) Si Z, est de la forme (V), alors I épaisseur du point singulier de ¢, est (voir
(3) pour les notations)

b

W =~
N3

1 -
e= Uik,

& est du type [I) — I, — €] et donc & = {0},
(vi) Si %, est de la forme (VI), soient e, I’épaisseur du point d’intersection des
deux composantes de %, et e, I'épaisseur de I'autre point singulier. Alors

1 _ 1 _
€ = @V(Ifzfze‘s)a €= EV(JfolzeIns)’

A estdutype [, — 1y —e)l et @ =Z/e\Z;
(vii) Si % est de la forme (VII), soient e, I’ épaisseur du point d’intersection des
deux composantes de ©_ et e, < e, les épaisseurs des autres points singuliers. Alors

1 _

€ = ZgV(I:ILzz) ’
e, = inf v(l,, I;%) —I—V(JEI I73%) e —1V(JEI I7¥ —e
1= 1244 725 107244 ) Z_E 1042 "4 1>

A estdutype 1, — 1, —egl et & =7Z/e,Zx L/e,L.

€

Preuve. 1l est clair que les résultats ne dépendent pas du corps de base K, ni d’une
équation 4> = P(x) de C. Si car(k) = 2, ou si car(k) = 2 mais %, n’est pas la réunion
de deux courbes elliptiques d’invariant modulaire nul, on peut trouver une équation
simple de C sur K2 et obtenir les épaisseurs par calculs directs (de la méme facon
que pour le théoréme 1). Traitons deux cas représentatifs.

Supposons d’abord car(k) £ 2 et que ¥ soit réunion de deux droites projectives
se coupant en trois points. Quitte a faire une extension de K et un changement de
variables, on peut supposer que C est définie a partir d’'une équation

¥ =z@x—-20)x—-Dx—-1-20)Qcx—1), 0<wv)<vb) <)< +oo.

Soit ¢ € %, la spécialisation du point (x =0, y = 0) € C. Il existe w € @’q tel que

w? = (x—1)(x—1-2b)Q2cx—1). Posons u =yw ™' —z+a,v=—yw ' —z+a.
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Alors uv = a?, et ﬂ;%’q = R[[u,v]]. 1l suit que e, = v(a?), et e, = v(b?), e5 = v(c?).
Calculons les invariants de C avec 1’équation ci-dessus:

JLel4+m, J, €2 %a*(1+m)+b*(1 +m) + A1 + m))
Jl() S 2_6(121)262(1 + m)a
I, € 274a®0*(1 + m) 4+ a’A(1 + m) + b2(1 + m)).

On en déduit donc facilement le résultat.

Examinons maintenant le cas ol car(k) = 2, et ¥, est réunion d’une courbe
elliptique d’invariant nul et d’une courbe rationnelle. On peut montrer que, apreés une
extension de K et un changement de variables éventuels, C' est définie a partir d’une
équation:

y? —z(1 +acx + a*2®)y = 2° + bx, a,b,c,em.
On calcule les invariants:
Joel+m, J,eba?1+m), I,ca?1+m).

Il est aisé de voir que I’épaisseur ) du point d’intersection de £ est ef = v(a?),
donc ¢, = v(a). Calculons maintenant e,. Soit ¢ € ¥, la spécialisation du point

(x=0,y=0) € C,alors A := /:, q —ﬁ[[x y]]. Soit z = (1 + acz + a’x?), alors

A= R[y, z]] avec y* — yz = bz + z*u, ot u est un élément de I'idéal maximal m ,
de A. 1l existe w € m, tel que w? + w = u. On obtient la relation suivante:

(1 43w+ 2u?)z — (1 + 2wy + b)((w + 2w?)z + (1 + 2wy + b) = b*.

Ce qui implique que ¢, = e(g) = v(b?). La proposition se vérifie alors immédiatement.

Il reste le cas ol car(k) = 2 et “, est réunion de deux courbes elliptiques sur k
d’invariant modulaire nul. Soit x, € H, un point correspondant a une telle courbe.
Soit ¢ une équation minimale de S* en x,. Soit h = J}| J € (%'(9712 xR) C % (H,)
considéré comme une fonction rationnelle sur f,. En procedent comme ci-dessus, on
voit que pour tout x € S™* correspondant 2 la réunion de deux courbes elliptiques dont
I’une au moins est d’invariant modulaire non nul, on a t—*8h € Ch * (les éléments

inversibles de ;. ). Cela est donc vrai aussi pour z,. On peut alors conclure avec
le lemme ci-dessus.

6 Extension minimale réalisant la réduction stable

Notons RSh I’hensélisé strict de R, K v — Fr(Rh), R le complété de R et

K = FrR. Soient R = R ou R*" K’ = Fr R/, soient C' une courbe projective
lisse géométriquement connexe sur K de genre g(C) = 1, 4" le modele minimal de
C sur R. Alors .#" X R’ est le modéle minimal de C' x ;- K’ sur R’. Soient J(C)
la Jacobienne de C,./ " le modele de Néron de J(C) sur R. On sait que ./ "X R’
est le modele de Néron de J(C x  K') sur R’ (voir [B-L-R, par. 7.2, theorem 1]).
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Dans les deux propositions suivantes, nous rassemblons quelques résultats généraux
sur la réduction stable, certains d’entre eux sont bien connus.

Proposition 3. Avec les notations ci-dessus, les propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) C admet un modéle stable sur R,
(b) C admet un modéle stable sur Es“ ;
(¢) C admet un modéle stable sur R;
(d) .4, est réduite et n’a que des points doubles ordinaires comme singularités;
(e) la fibre spéciale ./1,° de la composante neutre de .V’ est une variété semi-
abélienne (i.e. extension d une variété abélienne par un tore).

Preuve. (b) < (d) < (e): on peut supposer R = R, voir alors [D-M, proposition
2.3 et theorem 2.4].

(a) < (b): il suffit de montrer que (b) implique (a). Soit £~ le modele stable de
C sur R, alors G := Gal(K*"/K) agit sur ¥ de facon compatible avec son action
sur Spec(R™). Le quotient %"/G est un R-schéma normal, donc (¢7/G) x R®
est normal (puisque étable sur %'/G). Comme on a un morphisme fini birationnel
Z —(2/G)xp R*h, c’est un isomoprhisme, donc % /G est un modele stable de C
sur R.

Enfin, en appliquant 1’équivalence (a) < (d) a ﬁ, on a (c) = (d).

Proposition 4. Supposons R strictement hensélien. Soit C une courbe projective lisse
géométriquement connexe sur K, de genre g(C) 2 1. Alors on a les propriétés
suivantes:

() Il existe une extension galoisienne L de K telle que pour toute extension finie
F de K, C a réduction stable sur F' (voir définition 1) si et seulement si F O L;

(B) Soit £ le modéle stable de C sur R; (la cléture intégrale de R dans L), il
existe un homomorphisme canonique injectif Gal(L/K) — Autgag(%;),

(v) En particulier si d est le plus grand facteur premier a car(k) de [L : K1, alors
d est I'ordre d’un élément de Aut ug(%,),

(6) Inversement, supposons R complet et k algébriquement clos. Alors pour toute
courbe stable D sur k telle que Aut, (D) ait un élément d’ ordre n premier a car(k), il
existe une courbe projective lisse I sur K avec &, ~ D, et qui n’a réduction stable
qu’ apres extension de K de degré n.

Preuve. (a) Voir ’exposé de [D, théoréme 5.15].

(B Soit G = Gal(L/K), il agit sur le R-schéma %, d’ou une application
A+ G — Autp(7). En considérant I’action de G sur  xp L ~ C Xy L, on
voit que A est un homomorphisme de groupes. Soit [ le corps résiduel de L, alors A
induit un homomorphisme de groupes ¢ : G — Aut, (2 xp 1) = Aut)(¥ xp, D).
Posons L, = L*ere alors d’apres [D, lemme 5.16], J(C) a réduction semi-abélienne
sur Ly, donc C a réduction stable sur L, d’oit L, = L et Kerp = {1}. On obtient
un homomorphisme injectif G — Aut,ag(%;) en composant ¢ avec Auty (7 X p 1) =~
Autgae (%) ([D-M, theorem 1.11]).

(7) Comme k est séparablement clos, d divise I'indice de ramification de L/K.
Donc G a un groupe quotient cyclique d’ordre d. Il suit que G a un élément d’ordre
d.

(6) C’est une conséquence immédiate de [V]. En effet, soient 7 € Aut, (D) d’ordre
n premier 2 car(k),z; ..., z, les points doubles de D. En utilisant [V, Satz 4.4,
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Lemma 3.8 et Bemerkung 4.6(iv)], on voit qu’il suffit de montrer qu’il existe des

entiers naturels n,, ..., n,. qui satisfont les conditions de [V, Definition 4.1(i)].
Prenons les notations de [V, 3.11]. Soient x, un point double de D, m un générateur
du groupe {I € Z | 7'(z,) = z,}. Montrons que m divise p = p(e,, ™™, z;)

dans Z/nZ (on prendra alors n, = p/mmod[n]). Soient ¢ = pged(m,n),a,b,c,d
les ¢léments de k associés a I'automorphisme de “p , induit par 7. Comme
(r™)*9 =1, on a (ab+ cd)™/? = 1, donc q divise u, donc m divise p dans Z/nZ.

Remarque 6. Supposons R strictement hensélien. On sait que si car(k) = 0 ou si
car(k) > 2g(C) + 1, alors L est une extension modérément ramifiée, donc cyclique,
de K ([V, Satz 2.2], voir aussi [S-T, par. 2]). On peut aussi déduire ce résultat
de la proposition 4. En effet, soit 7, la fibre spéciale géométrique de 7 sur R;,
on voit sans trop de difficultés que les diviseurs premiers de Card(Aut,.e(%;)) sont
< 2g(C)+1 (voir [Ho] pour le cas ¢ lisse; le cas non lisse résulte du cas lisse et d’un
raisonnement combinatoire sur le graphe de ), il suit que I’hypothese car(k) = 0
ou car(k) > 2¢(C) + 1 implique que [L : K] est premier a car(k).

Dans la suite du paragraphe, on gardera les notations de la proposition 4 (lorsque
R est strictement hensélien).

Corollaire 4.1. Supposons R strictement hensélien, car(k) & 2, 3. Soit C une courbe
projective lisse géométriquement connexe de genre 2 sur K. Dans les situations
suivantes, L est une extension modérément ramifiée (donc cyclique) de K :

(1) 7, est lisse et & C,),C, (voir 4.1), cela implique que [L : K] divise 4 ou 6;

(2) 7, ~C, etcar(k) £ 5, on a alors [L : K] divisant 6 ou 8;

(3) #, ~C, et car(k) £+ 5, on a [L: K] divise 10,

(4) 7« est singuliere, alors [L : K] divise 8 ou 12.

Remarque 7. On sait que %, est déterminée par les invariants J,, associés a une
équation de C' (théoreme 1). En particulier:

Z,~ Cye JyJ' €m pourtout i< 5;
si car(k) £ 5, alors %, ~ C,| équivaut a J, £ 0 et
JJJy2 =27 57 3em, J 04270 5P em, Jpd;0 2705 em.

Remarque 8. Dans I'hypothese ot 7 est lisse, g(C) 2 1 et L/ K modérée, Lorenzini
donne une majoration [L : K] < 2(2u + 1) en termes du rang unipotent v du modéle
de Néron de J(C), ainsi que des renseignements précis sur les diviseurs premiers
de [L : K] [Lo-1, proposition 2.7]. A noter que si k est algébriquement clos, et
g(C) = 2, alors C est automatiquement une S-courbe dans la terminologie de [Lo-1]
(cf. [R, proposition 9.5.1]). D’autres majorations de [L : K] sont données par Xiao
[Xi, theorem 2].

Définition 3. Soit C' une courbe projective lisse sur K. On dit que C a bonne
réduction sur K si elle est la fibre générique d’une courbe stable lisse sur R. On
dit que C' a potentiellement bonne réduction si %, (définition 1, par. 1) est lisse. Cela
veut dire qu’il existe une extension valuée finie F' de K telle que C' x ; F' ait bonne
réduction sur F.
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Lemme. Supposons R strictement hensélien, car(k) # 2. Soit C une courbe projective
lisse sur K définie par une équation y*> = P(x) € K[z]. Si C a bonne réduction sur
K, alors les racines de P(x) sont dans K. Inversement, si P(x) a au moins deux
racines dans K et si C a potentiellement bonne réduction, alors C a bonne réduction
sur une extension quadratique de K.

Preuve. Elémentaire.

Proposition 5. Supposons car(k) = 2 et notons v la valuation normalisée de K. Soit
C une courbe projective lisse de genre 2 sur K, définie par une équation

y2:alx5+a2x4+-~+a6€K[w],

ayant potentiellement bonne réduction. Supposons que Z, # C, si car(k) = 5 (voir

par. 4.1). Alors C' a bonne réduction sur K si et seulement si 40 | V(a?OJI_OI). Cette
condition est encore nécessaire si car(k) =5 et &, ~ Cy.

Preuve. On verlﬁe que la proprlete 40 | 1/((110J10 ) ne dépend pas du choix de
I'équation y* = a;2° + a,a* + -+ + ag. Si C a bonne réduction, alors on aura
une équation de C avec a,,J}, € R*, d’ou 40 | v(aJ;h).

Inversement, supposons ¥, lisse et 40 | v(a}®J};"). Soit v(ai’J;;") = 40r, posons

a=a;t7®, b=ajt™>", ol t est une uniformisante de R. Alors par le changement
de variables © = av — (5a;)"'a,, y = bw, on se raméne A une équation

w? = v° + byv® + byw* + bsv + b € K[v]

de C avec J,, € R*. Si car(k) + 5, cela implique que b, € R, donc C' a bonne
réduction. Si car(k) = 5 et ¥, % C,, on se rameéne d’abord & R strictement hensélien.
On sait alors que [L : K] divise 4 ou 6, et le lemme ci-dessus permet de conclure.

Remarque 9. La courbe y*> = z° +x+1/5 sur Qs a potentiellement bonne réduction et
vérifie J,, € R*, mais elle n’a pas bonne réduction. D’autre part, si R est strictement
hensélien avec car(k) =35, et si )5 ~ C, le lemme précédent montre que [L : K]

divise 40. La courbe y =27 + S5z* + 25 sur Q vérifie v(J;;) = 11, donc la borne
40 est atteinte.

Proposition 6. Supposons car(k) £ 2,3,5. Soit C une courbe projective lisse sur K
définie par une équation y* = agz® + a,x° + - - + a5 € K[z, avec a, F 0, ayant
potentiellement bonne réduction. Posons A, = 12aya, — 5a2, h = AYay J,". Alors
C a bonne réduction sur K si et seulement si: ou bien

v(h) 20, et 2|wv(ay, 30| I/(a JIO )
(par convention v(0) = 400), ou bien

v(h) <0, et 2|v(A,y), 40| v(APJT,Y).
Preuve. On peut supposer R strictement hensélien en vertu de la proposition 3.
On vérifie que h est invariant par les transformations = +— ax + b, ot a € K*,

b € K. De méme, les propriétés de divisibilités ci-dessus restent inchangées par
ces transformations. Soient ¥ le modele stable de C sur L, o son involution
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hyperelliptique. On peut considérer le morphisme fini canonique f : ¥ — Z =
7 /(o). Si #, est lisse, alors Z, ~ IP’,lca,g. Notons w le point de £, correspondant a
T = 00, et W sa spécialisation dans Z .

(A) Supposons que C' a bonne réduction. Si f est non-ramifié au dessus de @, on peut
se ramener 2 a, € R et ay, J), € R*. Il suit que

v(h) 20, et 2|wuay), 30| u(alJy).

Si f est ramifié au dessus de @, on peut se ramener a2 a, € R, a, € meta,, J,, € R*.
On a alors A, € R*, v(h) = —20v(ag) < 0 et 40 | v(APJ;oh.

(B) Démontrons la réciproque. Supposons d’abord que ’on est dans le cas v(h) 2 0.
Soient v(ag) = 2¢q, v(al’Jy,') = 30r, avec g,r € Z. Posons a = t~7, b = 737+,
ou ¢ est une uniformisante de R. Alors, apres le changement de variables x =
av — (6a0)'1a], y = bw, on est ramené a une équation

w? = byv® + byvt + by’ + - + b = Q(v) € K[v]

de C avec by, J,, € R* et b, € R. D’aprés (A), f est non-ramifié au dessus de @.
Donc il existe o € L tel que Q(v + ) € R;[v], ou R, est la cloture intégrale de
R dans L. 1l suit que o € R, et donc Q(v) € R[v]. Par conséquent, C' a bonne
réduction.

Plagons-nous maintenant dans le cas v(h) < 0. Posons v(A4,) = 2s, V(A?JE)’) =
40r. Par le changement de variables x = t*~*"u — a,(6a,) !, y = t>*7"w, on se
rameéne a une équation de C:

w2:b0u6+b2u4+b3u3+~-+b6:Q(u)€K[u]

avec Jy,byb, € R* et by € m. Comme ¥, est lisse, il existe a € L tel que
Qu + a) € Rlu], et 8 = 6b>8a € R}. Par suite 15bya* + b, € R%, donc
5067 4 12byh, € byRy. Soit ¢ € R* tel que 5¢% + 12byb, = 0, alors 3% — ¢* € R,
On a donc par exemple 3 € ¢+ byR,, cela implique que o € (6by) 'c+ R, . On en
conclut que Q(u + (6by)~'¢c) = byu® + cu’ + - -+ € R[u]. Donc C a bonne réduction
sur K.
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