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Modeies minimaux des courbes de genre deux
Par Qing Liu a Talence

§ 1. Introduction

Soit R un anneau de valuation discrete, henselien, ä corps residuel k algebriquement
clos et de car(fc) 2. Soit C une courbe projective lisse, geometriquement connexe et de
genre 2 sur le corps de fractions K= Fr(Ä), eile est definie ä partir d'une equation

(1) y2 = a0x* + aiX5 + ··· + a6etf|>]

avec a0 0 ou a1 0. La courbe C admet un modele minimal X sur R. C'est un R-
schema propre plat et regulier, dont la fibre generique 3£ est isomorphe ä C, tel que pour
tout Ä-schema X' verifiant ces proprietes, Tisomorphisme X^ -* se prolonge en un
morphisme X' -> 3C (cf. [Ch]). Le modele minimal est unique ä isomorphisme pres.

Notre but est de determiner explicitement la fibre speciale 3CS de X en fonction des
coefficients a{, de fa9on analogue au cas des courbes elliptiques ([Ta], §6-8). Plus pre-
cisement, Namikawa et Ueno [N, U] ont classifie tous les types possibles de X (completant
ainsi la liste d'Ogg [Og]). II s'agit ici de reconnaitre le type de X dans la liste de Namikawa
et Ueno ä partir de l'equation (1). Notons que plus generalement, si R est un anneau de
Dedekind ä corps residuels parfaits, l'etude des fibres geometriques de X aux places p ne
divisant pas 2 se ramene de fa9on Standard ä la Situation ci-dessus. Plus precisement, soit
Rf l'henselise strict de Äp, alors SCS

 x
fc(p)fc(p)al8 n'est autre chose que la fibre speciale du

modele minimal de C sur Ä!h.p

Expliquons la methode utilisee. Soit L la plus petite extension de K sur laquelle C
a reduction stable (voir §3). Soit <$ le modele stable de C*KL sur la clöture integrale RL
de R dans L. Supposons L moderement ramifiee sur K. On sait, d'apres Viehweg [Vi-1]
(qui est en quelque sorte une version algebrique de [N, U] et pour g(C) ^ 2), que %s est
completement caracterise par la fibre speciale #s de % les degres de singularite des points
singuliers de %, et l'action de Gal(L/A:) sur %. De plus, pour g(C) = 2 le type de X est
explicitement decrit en fonction de ces donnees [Vi-2]. Dans un travail precedent [Li] nous
avons determine les deux premieres donnees en fonction des invariants d'Igusa J2, J4, J6,

de C, et du degre d'extension [L: K]. Ä Taide des invariants affines du polynöme
P(x) = aö x6 + ai x5 4- · · · + a6 (voir §2), on calcule ici le degre [L: ÄT] et on explicite



138 Qing Liu, Modeies minimaux des courbes de genre deux

l'action de Gal(L/K) sur % (§4). Si L est sauvagement ramifiee sur K, on doit desingu-
lariser "a la main" im modele defini a partir d'une equation "minimale" (§5 et §6). Un
resume complet des resultats se trouvent au § 8. Le point de vue de la geometrie analytique
rigide n'apparalt pas dans le texte, mais il nous a guides tout au long de ce travail.

Je remercie D. Lorenzini dont Taide a ete precieuse pour le calcul des groupes de
composantes Φ.

Hypotheses et notations. Dans tout ce travail, R sera un anneau de valuation discrete
henselien (par exemple complet), d'ideal maximal m engendre par f, de corps de fractions
K. Le corps residuel k de R est suppose algebriquement clos et de car(fc) Φ 2. On note v
la valuation normalisee de K (i.e. v(t) = 1).

Pour toute extension finie F de K, les notations RF, mF et VF auront une signification
analogue evidente (par exemple vF(t) = [F:

On considere une courbe projective lisse C, geometriquement connexe et de genre 2
sur K, definie a partir de l'equation (1) (qui sera fixee une fois pour toute). Le modele
minimal de C sur R est note X. On designe par L la plus petite extension de K sur laquelle
C a reduction stable (voir (3.1)).

On fixe, une fois pour toute, une famille {e„\ («, car(&)) = 1} ou e„ e K est une racine
primitive w-ieme de l'unite teile que en

nm = em. L'image de en dans k sera encore notee en.
Si \L : K~\ = n est premier a car( :), on a L = AT[i„], ou t* = t. On note alors τ le genera-
teur de Gal(L/,S:) defini par τ(ίη) = entn, et τ l'image de τ dans Aut(«;) (voir (3.1)).

§2. Invariante affines et invariants projectifs

(2.1) Comme le montre Mestre dans [Me], §2.3, les invariants d'Igusa J2i (qui sont
des invariants projectifs) ne suffisent pas pour determiner le type de X. Nous allons utiliser,
en plus des J2i, un autre type d'invariants qui dependent du choix d'un point l'infini
x = oo sur P%.

Definition. Soient F un corps et 9 = t/0 xn -h · · · 4- un E F[MO, ..., w„] [je]. Un in-
variant affine de ̂  de type (/, d), est un polyn me homogene H € F[u0,..., wn] de degre d
qui verifie la propriete suivante:

Pour tout a, b e Falg, a Φ 0, si Γόη ecrit

alors //(«o, ...,<) = alH(u0,..., un).

On appellera invariant affine absolu le quotient de deux invariants affines de meine
type. Un invariant projectif de degre d est un invariant affine H de type (dn/2, d) tel que

H K, W l , . . . , W n ) = (-

(voir aussi [Me], §1.1).



Qing Liu, Modeies minimaux des courbes de genre deux

Exemples. - Pour tout 2 ̂  ι !g n,

(o ^O) est la derivee y-ieme de ^) est un invariant affine de type (i (n — 1), i).

- Le premier coefficient w0 est un invariant affine de type («,!).

Dans ce travail, on utilisera les invariants affines pour n = 6. Posons:

(2)

5t/? + 9w0(-2w2 MI + 3 «O

-5 «f 4- 24w0(i/2wjf -3u3

2u - = (^ -f

139

Les ,4C sont des invariants affines de type (5/, i), 52j- de type (87, 2j). Les invariants
d'Igusa /2i, l ^ / ̂  5 ([Ig], §3, voir aussi [Li], §1) sont des invariants projectifs de degre
2 i. On peut voir que si car(jp) Φ 2, 3, alors tout invariant affine appartient

Dans la suite, et saufmention contraire, pour tout invariant affine ou invariant affine
absolu A e K(u0, ul9 . . . , w6), on note encore par A la valeur A (a0, al9 . . . , α6) de A pour
Vequation (1). Si Q(x) = b0x6 -f b^x5 -f · · · -h b6 e K[x], on note A ( ) = A(b0, b^ . . . , b6).

(2.2) Formales explicites des invariants /2, /4, /6. Soit

soient /2i les invariants d'Igusa associes P(x). Igusa a donne les formules pour /2, /4 et
J6 lorsque a0 = 0 ([Ig], page 623). Le cas general s'en deduit par une transformation
homographique qui envoie une racine de P(x) sur l'infini. Avec l'aide d'un micro-
ordinateur on trouve:

J2 = 2"2(- 120a006 -f 20^^ - Sa2a4 -f 3a|),

-f \6(a^a^al 4- af^a^s) -
-f 16α|α|- 16α2α|α4 + 3
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^^ + α1
2α|α|)+ 1600(fl0*i*2*5 + ala4asae

(00^0105 + 0!0f 0506) ~ 640(000f040f + α\α2α\α^
(0002030f + 020f 0406) + 192(0002030405 + a1a2

ia3a4a6)

- 48(000f 0405 -h a^a2a\a^ - 224(a$a3a4a5 + fliflf *3*s) + 64 (0? a* + 0*0f)
— 64(0102030| + 0f 030405) + I6(aiala4 + 0f0f 05) — 4Q96(a$ala6 + a0a2al)
4- 6400 (0£ 02 0f 06 + 00 0? 04 0|) + 1 0560 (0£03040506 + 000^2030^)
+ 2624(0001030|06 + 000f 030506) — 4432a0aiala5a6 — 8020304 + a\
- 3200? 0f + 64α\α2α4α2

5 + \lba\a\a\ + ί28αία2
ία4α5

4-

— 652&a0aia2a4a5a6 —

On a aussi par definition: /10 = 2~12disc(P) si α0 φ 0, et /10 = 2~12 idisc(P) si «0 = 0
(ou disc(P) est le discriminant de P(x)). Rappeions que ([Li], §1):

74 = J2
2 - 24/4, 712 = 2~2(/2

2/4
2 - 32/4

3 - /2
3/6 + 36/2/4/6 - 108/6

2) .

§ 3. Rappel sur les courbes Stahles de genre 2

(3.1) Extension minimale. On sait qu'il existe une extension L de K teile que C χ χ L
admette un modele stable ̂  (c'est une courbe stable sur la cl ture integrale RL de R dans
L, a fibre generique isomorphe Cx^L), et qu'elle est la plus petite possible, c'est- -dire
que toute extension de K verifiant cette propriete contient L. De plus L est galoisienne sur
K. Par l'unicite du modele stable, le groupe Gal(L/K) agit sur la fibre speciale % de V9 et
cette action est fidele. Ces proprietes sont demontrees dans [De], §5, pour les varietes
abeliennes sur K, leur transcription pour les courbes est immediate (cf. [Li], prop. 4). Une
consequence immediate est que si L/ K est moderee, et si l'action de τ" sur <% est triviale
pour un n e /V, alors [L : '] |/i.

(3.2) Degre de singularite. Soit p un point singulier de la courbe stable ίζ, alors le
complete mp-adique de &<$ p verifie

On appelle degre de singularite de p ou l'epaisseur de p dans <$ l'entier vL(n) e /V, ou VL est
la valuation normalisee de L. Dans [Li], § 5, on a calcule les degres de singularite des points
singuliers de % en fonction des invariants J2i de C lorsque L = K. Si L Φ K, on a le meine
resultat en remplafant v par VL.



Qing Liu, Modeies minimaux des courbes de genre deux 141

§ 4. Modele minimal dans le cas o L l K est moderement ramifiee

Soit σ l'involution hyperelliptique de C. Par Punicite du modele stable, σ s'etend en
une involution de ̂  que nous notons toujours par σ. Soit 2£ = ^/<σ), c'est une courbe
semi-stable sur RL a fibre generique isomorphe a P£ et on a 2£s — ̂ 5/<σ>.

On va etudier l'action de Gal(L/K) sur < s. Ce qui revient determiner l'image de
Gal(L/K) dans Aut(^s). On peut se reporter [Li], §4 pour la structure du groupe
Aut(%).

Dans toute la suite, on note /: ^ -> 2£ le morphisme canonique, ω e «Sf^ le point corre-
spondant χ = oo, ώ e &8 s specialisation. On dira que ώ «ί ramifie si / est ramifie au-
dessus de ώ.

(4.1) Nous supposons dans ce sous-paragraphe que % est lisse.

Proposition 4.1.1. Le point ώ est ramifie si et seulement si A5 Φ 0 et aQ°J10A^6e m.
De plus, dans ce cas-l le morphisme canonique C -*· P^ est ramifie au-dessus d'un point
rationnel XQE P1 (K).

Preuve. Le point c e«2f(L) induit une section Spec L -* &, notons S son image
dans &. Alors JT - 5 = Spec L[t;],/"1(^ - S) = Spec/?L[>,z] avec χ = αϊ; + y,y = j8z,
ου α, j , 7 e L, et on a une relation z2 = Q(v)e RL[v] teile que Q (l'image de Q dans k[v])
soit separable, et que deg = 5 si ώ est ramifie, deg Q = 6 sinon. II suffit alors de verifier la
premiere partie de la proposition sur cette equation, puisque UQ°Ji0A^6 est un invariant
affine absolu (voir §2.1). Supposons maintenant ώ ramifie. Soit x0 e P^ le point tel que /
soit ramifie au-dessus de XQ et que XQ e &n se specialise en ώ e Jfs. Comme ώ est invariant
par Gal(L/K), il en est de meme pour *0, donc x0 e P1 (K).

Definissons quelques notations. Supposons d'abord car(fc) = 3, notons Γ l'ensemble
des classes d'isomorphisme des courbes propres lisses sur k, definies par une equation de
la forme

z 2 = v6 + v4 -h v2 + a, aek*

Ces courbes sont caracterisees par le fait que leurs groupes des automorphismes ont des
elements d'ordre 3 ayant un point fixe. Les invariants d'Igusa de Pequation ci-dessus sont

II suit que <% € Γ equivaut la condition suivante sur les invariants J2i de C:

/ 2 ΦΟ, /4/2~2em, J10/2~5e *, et /6J2~3 - /10/2~5 em .

Lorsque car(fc) = 5, on note C0 la courbe sur k definie par l'equation z2 = t;5 — v. C'est
l'unique courbe ayant un automorphisme d'ordre 5. On a <£s ~ C0 si et seulement si

1 e m Pour tout z = 3.

10 Journal f r Mathematik. Band 453
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Proposition 4.1.2. Dam chacune des situations suivantes, L est moderement ramifiee
sur K:

(a) car(fc) Φ 3, 5.

(b) /: C -» P£ est ramifie au-dessus de deux points rationnels de P£.

(c) car(fc) = 3, ώ est ramifie ou ̂ s φ Γ.

(d) car(fc) = 5, ώ est non-ramifie ou Ή5 φ C0.

Preuve. En eifet, sous l'une des hypotheses ci-dessus, l'image de tout element de
Gal (£,/#) dans Aut(#s) est d'ordre premier car(fc) (cf. [Li], §4).

Theoreme 1. Supposons L / K moderement ramifiee. Soient n, r, et q des entiers definis
comme suit:

(a) Si ώ est non-ramifie, n est le plus petit denominateur commun de v(aQ0J1~0
i)/30 et

, r = nv^/i ^/SO et q = «v^/

(b) Si ώ est ramifie, n est le plus petit denominateur commun de v(A^2J10)/20 et
v(/!J6J1

5
0)/40, r = nv(As2J10)/2Q et q = «v(^J6J1

5
0)/40 (enfait n est le plus petit deno-

minateur de v(^6/10)/40).

Alors on a [L : K~\ = n. De plus % est definie par une equation z2 = Q(v) e k[v~], et τ
agit sur % de lafafon suivante: τ (z) = e*'z, τ (v) = er

nv + c, cek, ou q' = — q et r' = — r
si ώ est ramifie, q' = q et r' = r sinon.

Preuve. Supposons ώ ramifie, Pautre cas se traite de maniere similaire. Reprenons
les notations de la preuve de la prop. 4.1. Le polyn me Q(v) est separable et de degre 5.
II suit que

Donc

II suit que w|[L: T], donc t„eL et ae^ ^, et^R^. Comme τ agit sur «tf, donc sur
fl(S — 5) (puisque τ laisse invariant S), on a

t(z) = ^tOJ)-^, τ(») = «τ(«Γ1ι; + (y -

L'action de τ sur % est donc donnee par

f(z) = e~*z, f( ) = e~rv + c, cek.

Si en"r Φ l ou si car(fc) Φ 5, on a τ" = 1. Dans le cas contraire, o n a f 5 n = = l = f[L:K1. Or
par hypothese 5Jf [L : Kl lorsque car(fc) = 5. Par consequent, on a fw = l dans tous les
cas. Comme GsA(L/K) agit fidelement sur %9 on a [L : K"] = w.
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(4.2) Le cas o Ve est singuliere et (€s / <<r> irreductible. Notons C000 la courbe stable
sur k constituee de deux droites projectives se coupant en trois points. Pour simplifier les
enonces, on notera J12 l'invariant projectif suivant:

( 712 si <&s a un point singulier,
/4 si ^s est irreductible et rationnelle,
J* si<iis = C000.

Proposition 4.2.1. On a les proprietes suivantes:

(a) Le point ώ est non ramifie pour /ο α$ 6B2Ji~2
i, a$ 120Al6J^2

5 e R.

(b) /"Ηώ) est un point regulier o flj20^^36/^ G m, tff0^12/^5 e .

(c) /~1(ώ) es/ wn p i/u singulier <=> α$Β2
9 J12

 em5 ei ^2~6°^52Λ52 em·

Preuve. II suffit de montrer les =>. On garde les notations de la preuve de la prop.
4.1.1. On a alors /12( ) € *, et deg( ) = 6, 5 ou 4 suivant que Γόη est dans la Situation
(a), (b) ou (c). II est alors facile de verifier les conditions sur les invariants affines absolus
avec le polyn me Q(v).

Proposition 4.2.2. Dans chacune des situations suivantes, L est moderement ramifiee
sur K:

•

(a) car(fc) Φ 3 ou % Φ C000.

(b) car(fc) = 3, % = C000 et ώ est ramifie.

Preuve. Sous l'une des hypotheses ci-dessus, l'image de tout element de Gal(L/K)
dans Aut(%) est d'ordre premier car(fc) (voir [Li], §4).

Theoreme 2. Supposons LI K moderement ramifiee. Soient n, r, et q des entiers definis
comme suit:

(a) Si ώ est non-ramifie, n est le plus petit denominateur commun de
, r = nv(a?J

(b) Sif ~ i (ω) est un point regulier, n est le plus petit denominateur de v(^56/1^
q = nv(A*5* /1225)/240 et r = -2?.

(c) S/ ώ est ramifie etf'1 (ώ) est singulier, n est le plus petit denominateur commun de
v( 2-6/12)/12 et v(B2

9J12)/l2,r = nv(B2
6Ji2)/12 et q = nv(B2

9J12)/12.

Alors [L : K] = n. De plus, % a une equation z2 = Q (v) ek[v]9 et τ agit sur % par
τ (z) = e«z, τ (v) = er

nv + c,c€ k.
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Preuve. Supposons ώ non-ramifie, les autres cas se traitent de la meme fagon. Avec
les notations de la preuve de la prop. 4.1.1, on a z2 = Q(v) e RL[v]9 deg (t;) = 6 et Q(v)
n'a que des racines simples ou doubles. II suit que a,6 ~2a0 e R£ et

donc
3 6 ^ - 1 2 7 n* Ol2.

0
* Ol2c.n-6
L' P e "0

Ce qui implique que «| [L : T], donc i„ e L, α/£, /Jf* 6 £. Le generateur τ de Gal(L/iT)
ur/"1^-^) par

ου μ€RL. II suit que f(z) = e*z, τ(ν) = er
nv + c,cek. On verifie que τ" = l, donc

(4.3) Le cas o %/<σ> n'est pas irreductible. Dans ce sous-paragraphe, nous sup-
posons que car (k) Φ 3 (le cas contraire sera traite au § 6). Le Schema 2£s est reunion de deux
droites projectives se coupant transversalement en un point. Les diviseurs premiers pos-
sibles du cardinal de Autk(%) (donc de [L : K]) sont 2 et 3 (cf. [Li], §4). II suit que L/ K
est moderement ramifiee.

On note El9 E2 les composantes irreductibles de %, avec }Ef(E1). Posons

{Y2-v(J10/2"5) si E19 E 2 sont lisses,
Υ^ν(/12/2~6) si < s a une unique composante lisse,
|v(/4/2~2) si E19 E 2 sont singulieres.

Le degre de singularite du point d'intersection Εί π E2 dans ^ est egal d = [L : K~\ dK
(voir (3.2)), celui du point f(Elr^E2) dans 2£ est egal 2d.

Proposition 4.3.1. On a les proprietes suivantes:

(a) ώ est non ramifie si et seulement si a$ 2B\J2
2 eR, a^A\J2

l, Q2QAlJ
et Vun (au moins) des deux derniers elements est inversible dans R.

(b) / ~1 (ώ) est un point regulier si et seulement si a^A^6J2 ε m et B\QA$2J2
 5 6 R.

(c) ώ est regulier et f ~i (ώ) est un point singulier si et seulement si a% B2
 3J2 e m et

(d) ώ est singulier si et seulement si Q2B\J2
2 e R et α$4Α\}2

1, aQ20A2J^5 errt.

Preuve. Considerons d'abord les trois premiers cas. Soit 2£* le modele projectif
normal de PL

J sur RL obtenu en contractant f(E2) en un point, soit SE ^'(RL) la section



Q in g Liu, Modeies minimaux des courbes de genre deux 145

induite par ω. On a ,2" — S = Spec L[i?], et la normalisation de &' — S dans «?T(CL) est
egale a Spec L[i;,z] avec une relation z2 = Q(v)eRL[v]9 ou (i?) verifie:

/?(ι?) n'est pas un cube; deg/7 = 3, 2 ou l suivant que Γόη est dans le cas (a), (b) ou (c). On
peut alors verifier la proposition en calculant les invariants affines absolus (voir §2.1) en
question a partir du polyn me β (V).

Supposons maintenant ώ singulier. II existe a, , y e L tels que le changement de
variables χ = α υ + y , y = β z donne une equation CL : z2 = H(v)9 avec H (v) e RL[v~\ uni-
taire, ff (v) = (v2 — l)3 et δ € L. La proposition decoule alors de calculs directs sur H (v).

Proposition 4.3.2. Tout element de Gal(L/K) laisse E{ globalement invariante si et
seulement si 2|v(/2).

Preuve. On peut supposer que [L : K~\ est une puissance de 2. Si El est invariante
par tout element de GsA(L/K), il existe un point xQeEl9 regulier dans ^s, ramifie pour /
et invariant par Gal(L/K). C'est donc la specialisation d'un point x0 6 ̂  rationnel sur K.
On peut supposer que /(*0) = ω quitte a faire agir PGL2(K) sur P^. Or dans ce cas-l , il
est aise de voir que 10|ν(^5/2~5), d'ou 2| v(/2). Inversement, supposons que Gal(L/K) ne
laisse pas Et invariante. Alors ώ est singulier. Avec les notations de la preuve ci-dessus, on
a τ (t?) = —v, donc ατ(α)"1 e — l + m. Comme α6αο/2

-1 e f, on a 2J(v(J2).

Un invariant numerique. Soit H (u) = b0 u3 + b± u2 -h b2 u -h b3 e K[u] un polyn me
separable de degre 3. On a les invariants classiques: c4(H) = 16(62 — 3b0b2) et disc(H) le
discriminant de H(u). Posons

Q(H) = min |i v(c4(J5T)), ^ v(disc(7/))| 6 O .

Soit vx l'unique valuation de Kalg qui prolonge v, alors

Q(H) = v(*0) + mm{vK^ - λ^Η^) = 0} .

Si car(fc) Φ 2, 3, alors la courbe elliptique z2 = H (u) a reduction stable sur Ksi et seulement

Revenons P(x) = «Ox6 + · · · H- 06. Si a0 φ 0, on pose

( 4 ) r K - *^

Lemme 1. Supposons ώ singulier et 2| v(/2). On a les proprietes suivantes:

(a) C admet une equation w2 = a0P0(u), avec P0(u) e R[u] unitaire et
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( ) Soit PO (M) = P1 (u)P2(u) la decomposition de P0( ) dans R\u] avec Pi (u) unitaire,
et /\(ii)«(w-l)3. Alors

6(a0P1) + Q(a0P2) = 2v(a0) + 2dK et πιϊη{ρ(α0Ρ1)ίρ(α0Ρ2)} ^ 2rK .

Preuve. (a) On montre, comme dans la proposition precedente, que a$ *A\ J2 Γ1 e R*.
Donc il existe aeK tel que a2 = — A2l(36a2

3). Posons u = a~i(x + a1/(6a0))9 w = a~3y
et P0(w) = a la~6P(au - aJ(6aQ)) = u6 + b2u4 + 63 w3 + · · · -h b6 e K[u\. Alors

D'autre part, 1262 = A2(P0) = ao 2a~2^t2 = -36, donc b2 = -3, A2(P0),J2(P0)eR*. II
suit de la prop. 4.3.1 (d) que 63, b5 E m. Enfin, Λο(^ο)> AiC^o) 6 m implique que P0 a une
racine triple. Par consequent P0(u) = (u2 — l)3.

(/?) La premiere identite est immediate. Pour la seconde, on ecrit

avec ft, btj e .fiT. II en resulte que

= m n v a , v

La deuxieme identite se verifie alors en evaluant rK partir de P0(u).

L'action de Gal(L/liT) sur %. Soient E19 E2 les composantes irreductibles de <%.
Nous devons preciser la nature de ces composantes relativement ω. Rappeions que si ώ
est un point regulier, alors Ei ^/~ι(ώ). Supposons ώ singulier et 2|v(/2). Soient /\(M)>
P2( ) les polyn mes definis dans le lemme 1. Les zeros de P t(u) induisent des points de ̂ .
Si ρ(Ρί) < ρ(Ρ2), alors Ei sera la composante qui contient les specialisations de ces points.
Si ρ(Ρί) = ρ(Ρ2), ou si 2/Cv(/2), le choix de El sera indifferent.

Ecrivons des equations de E± et E2:

( E * z2 = i;3-ha v2 4- α ι ? 4 - α

la fonction rationnelle ^ sur ̂  ayant ses p les au point d'intersection Elr^E2. Rappeions
que Γόη designe par τ le generateur de GaliL/ ') tel que i(/m) = emim pour tout diviseur
m de [L : ΛΓ], et par f son image canonique dans

Theoreme 3. Supposons 2|v(/2). Soient n, r, les entiers definis comme suit:

(a) Λ' ώ est non-ramifie pour /, α/or^ Λ e^/ lepluspetit denominateur commun de dK (voir
(3)) ̂  v(a0/2)/6, r = «v(a0/2)/6.

(b) 5ι ώ esi regulier, ramifie, et sif~l (ώ) est w« point regulier, alors n est le plus petit
denominateur commun de dK et v(A2J2)/&, r = nv(A2J2)/$.
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(c) Si ώ est regulier, tel que f~l( i) soit un point singulier, alors n est le plus petit
denominateur commun de dK et v(J?2)/4, r = nv(B2)/4.

(d) Si ώ est singulier, n est le plus petit denominateur commun de dK et rK (voir (4)),
r = nrK.

Alors [L : ΑΓ] = n. De plus, soit d = ndK, alors τ agit sur <% de la fafon suivante:

r v2, τ(ζ2) - en
 ( r)z2.

Preuve. Montrons d'abord le theoreme lorsque ώ est regulier. Supposons que
/~ι(ώ) soit un point singulier (les cas (a), (b) se traitent de la meme fa$on). Soient
n' = [L : K], d' = dK n' e N le degre du point E± n E2 dans #. II existe α, β, γ e L tels que
si Γόη pose χ = at? + y, y = z alors:

(i) z2 = Q(v) e L[ ], avec β (t;) = t;3 (t; 4-1) e k[v] et,

(ii) en posant v = t%d'v2, z = t**'z29 on ait z| = H(v2)e L[^2] avec

ff(V2^ = V2 + α22^2 + α23 e^[ 2]» α22 OU α23 ̂  0·

II resulte de (i) que

donc a.€t~2rKRl, et~3rKRl. Comme ridK€N, il suit que «|«r, donc i„eL. Cela
implique que τ (t;) = e%rv + μ avec μ e /r, et τ (z) = e3rz. Comme τ laisse fixe / ~ l (ώ), on a
μ = 0. En posant i^ = i;""1, z1 = i;~3z, on a z2 = v^(v1 H- 1) et,

Par consequent l'action de τ sur £Ί est bien comme decrite dans l'enonce.

La composante E2 est donnee par une equation z2 = H(v2) (voir (ii) ci-dessus), et
on a f(i?2) = ^~2d'^2r^2 = e~2(d~r}v2, f(z2) = e~,3d'e%rz2 = £?~3(d~ r )z2 . Par consequent,
f n = l, donc [L: Λ:] = /ι' = Λ.

Supposons maintenant c singulier. Reprenons les notations du lemme 1. II resulte
de ce dernier que «|[L: K], car on doit avoir dL, rLe/V. Supposons par exemple que
ρ(α0 Λ) ^ e(^o A)· Alors K Λ) = 2r//i. Ecrivons P^w) = w3 - 3 et/3 -h · · · € R\u] et
posons M = c + ao1iir i, w = ba^t^z^ ou *€/?* verifie 62 = P2(c)e8 + m. Alors
ζϊ = i(^i)(H-e(^i)), avec ^ ^e ^ Q^vJ = ? + «12»i + ai3e*[i;1]> et

Cela fournit une equation z\ = i(i^i) de £Ί teile que vl ait son pole en E1nE2. De plus
f^j) = e~2rvl9 fizj = e"3^!. On obtient les resultats concernant E2 en remplafant r par
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d—r, car ρ(α0 P2)/2 = v(a0) 4- (dK — ρ(α0 Ρι)/2). Cela implique en particulier que f" = l,
d'o [L:/T| = H(voir(3.1)).

Corollaire. Supposons 2^v(J2). On a dK + v(a0) = 2rK. Soient m le plus petit deno-
minateur de dK, et r = mdK. Alors [L : K~\ = 2m, et

Preuve. Soit #' = #|>2] = ^[Λ1/2] <ζ £· En appliquant le lemme l a

CK,:y2 = α^χ6 + α^χ5 + ··· +

on voit que JK, -h νκ,(α0) = 2rx, car τ permute les deux facteurs P19 P2, donc
t/K + v(a0) = 2rx. On peut donc ecrire i/K/ = (2r)/m, rK, = (r H- v(a0)m)/m. II suit du
theoreme 3 que [L : ^'] = m, et que le generateur τ2 de Gal(L/j£') agit sur Et comme dans
l'enonce. D'ou le corollaire puisque \K' : K ] = 2.

(4.4) Remarque. Les notations sont celles du theoreme 3. Dans le cas ou #s a une
unique composante lisse, [L : K] = 2 et Je l + 2Z, on a deux types possibles pour X. C'est
[I0 — I* — (rf— l)/2],ou ^ = v(/2/ioAV)>s^i est lisse et r pair, ou bien si ̂  est singuliere
et r impair. Sinon X est de type [Iq — IJ — (</— l)/2], Les groupes des composantes Φ (voir
§7) sont respectivement Hq et ZjqZ* (Z/2Z)2. Pour connaitre la nature de £1? on peut
proceder comme suit.

(a) Supposons ώ non ramifie. Soient α, β e L tels que

a6 = o2/2, j8 = ao1/2, y = -

Posons Λ: = ai; + y, j = z. Alors z2 = (t?) e L[i?], Q(v) est unitaire, (t;) 6 k[y~\ a une
racine triple. La composante E1 est singuliere si et seulement si Q (v) a deux racines multiples.

(b) Si ώ est regulier et si / 1 (ώ) est un point singulier, alors E1 est singulier.

(c) Supposons que f"1(co) soit un point regulier et car(fc) Φ 5. On a que El est
singuliere si et seulement si on a les conditions suivantes sur des invariants affines absolus
(§2.1):

(d) Supposons ώ singulier. Considerons comme dans le lemme l le polyn me
P0(u) = aQia~6P(au-a1/(6a0)) o a2 = -42/(36flo)· Posons

ou PQ(U) est la derivee de P0(u). Alors ^j est singuliere si et seulement si

6(r - v(e0))
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(4.5) Remarque. Supposons car(fc) = 3, la prop. 4.3.1 reste valable en rempla?ant J2
par J6 et en faisant quelques legeres modifications. On a Pequivalence: Gal(L/ T) laisse Et
invariante <*> 2| v(/6). II est egalement possible d'obtenir un resultat analogue au theoreme
3 en supposons L moderement ramifiee sur K.

(4.6) Remarque. Si car(Ar) Φ 5, on peut utiliser Tinvariant affine A2 au lieu de A5
dans les propositions 4.1.1, 4.2.1, 4.3.1, et les theoremes l — 3 (on remplace A\l par A5

2
1}.

Cela permet de simplifier legerement les enonces.

§ 5. Ramification sauvage de L sur K

Nous allons d'abord preciser la definition et la notation du type de X. Nous enten-
dons par type de X la configuration de XS9 c'est- -dire la donnee de: la matrice d'inter-
section de 3CS\ le genre arithmetique et le nombre de points singuliers de chaque compo-
sante irreductible de ΧΛ\ le nombre de points d'intersection entre deux composantes irre-
ductibles quelconques de Xa.

Dans [N, U], X est classe par le type geometrique de 3C (c'est la donnee de la confi-
guration de 3£s et de celle de %). Nous adopterons leur notation pour la configuration de Xs.
Elle est plus precise que celle de [Og].

On designe par Lmr la plus grande sous-extension moderement ramifiee (sur K) de L.
Pour tout Q(x) e [JC], on note Q(x) son image dans k[x].

(5.1) Ramification sauvage lorsque car(A) = 5.

Lemme. Soit z2 = Q(u) une equation de C. Supposons que 5 | [L : K~]. On a les pro-
prietes suivanies:

(a) 5i (w) = 60 M6 -h bl u5 + - - - + b6 e R [u] et si deg (Q) = 5, alors

pour tout 2 ̂  ι ̂  5.

(b) 5i Q( ) = a(w64-*1w5-f ··· +66) avec bteR, alors
n'est atteint que par un (et un seul) des deux nombres ν(6λ) et v(b$)/5.

Preuve. En effet, si une des conditions du lemme n'est pas verifiee, il est facile de
voir que Q (u) a toutes ses racines dans une extension moderement ramifiee Fde K. II suit
que C a bonne reduction sur une extension quadratique de F9 ce qui est contraire a Fhypo-
these 5|[L:J5T].

Proposition 5.1. Supposons 5 \ [L : K]. On a les proprietes suivantes:

(a) Lmr = *[(Λ5- V10)1/e] et [L : Lmr] = 5.
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(b) C admet um equation de la forme z2 = b0 u6 + bi u5 + b2 u4 + · · · + b6 e R [w],
avec b0 e m, bi € R*, l £ v(66) ^ 9 ̂  v(f>6) Φ 5.

(c) Si v(b6) = 2 m, fe modele minimal % de C est de type [IX - m]. Si v(b6) = 2m - 1,
#* esf ife type [VIII — m] 0w [VIII — (m — 1)] sehn que m ^ 2 ou m ; 4 (ces types sont
repertories dans [N, U], pp. 155-158).

Preuve. (a) Conservons les notations de la demonstration du theoreme 1. On a
encore 40|vL(^lJ6/10), donc Kl(A^6J10)i/s'] c:Lmr. II reste montrer que [L: K~] = 5
sous l'hypothese # = ^[(^5~6/10)1/8]. On a alors a5, 5 e KR*. Soit θ e Gal(L/#), alors
α0(α)~ S βθ(β)~1 6 l + mL. Donc θ agit sur <% par 0(z) = z, θ (t;) = i; + c avec

(^) - 0(0) = 0· Donc Gal(L/ :) a au plus cinq elements, d'ou [L : :] = 5.

(b) Voir l'algorithme ci-dessous.

(c) On desingularise " la main" le modele projectif normal de C associe l'oquation
de (b). Tout se passe comme si car(fc) = 0.

Algorithme. // s 'agit de savoir si 5 \ [L : K'] et, si c 'est le cas, de trouver une equation de
C comme dans (b) de la proposition ci-dessus. On suppose que ^s C0, sinon L/ K sera
moderee (voir (4.1)).

II existe 6, c e K* tels que si on pose u = bx, z = cy, alors z2 = Q(u) et Q( ) verifie:
ou bien Q(u)eR [u] et deg( ) = 5, ou bien Q(u) = a(u6 + b1 u5 + · · · + b6) avec b{ € R.

(AI) Supposons d'abord que Q( ) = b0 u6 H- bv u5 -h · · · + b6 e R [w] et deg( ) = 5.

(i) On peut supposer que Q(u) vorifie les conditions (a) du lemme ci-dessus (sinon
L l K sera moderee). Par une translation eventuelle sur M, on se ramene v(b6) > 0.

(ii) Si l^v(66) ^9 et v(b6) φ 5, alors 5|[£:ΑΓ], et z2 = Q(u) est l'equation
recherchee.

(iii) Si v(66) ^10. Ecrivons v(b6) = 10m -h r avec m ̂  l et 0 g r ^ 9. En rempla9ant
w par t2mu, et z par f 5mz, on se ramene a 0 ̂  v(b6) ^ 9. On recommence alors l'etape (i).

(iv) Si v(b6) = 5. Soit e € K tel que e5 + b6b^ lt ~ 5 e t R. En remplagant u par M 4- et
on se ramene v(b6) > 5, on recommence a l'etape (i).

(A2) Supposons que Q( ) = a(u6 + b1 u5 + · · · + b6) avec bi e R.

(i) Supposons les conditions (b) du lemme ci-dessus verifiees (sinon L /K sera
moderee). Par translation sur M, on peut supposer que v(b6) > 0.

(ii) Si v(b5) = 0. Soit e = b^lb6, posons t? = (u + e)~i
9 w = t?3 z. Alors

νν2 = α(Γ0ι;6 + ^ί;5+ ··· +c6),
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avec v (CQ) ^ 2, ci e Λ*, cf 6 R. Soit 5 = 0 si v (a) e 2 Z, et δ = l sinon. En remplafant v
par ί~^υ , et w par fM«)-5*)/2^ on obtient une equation w2 = Qi(v)eRlv] de C avec
deg( i) = 5. On recommence donc avec (AI) partir de cette equation.

(iii) Si v (b5) > 0. Deux cas sont possibles:

(iiij Ou bien min{i~1v(bi)\i ^ i ^ 6} est atteint par v (6^. En rempla9ant u par
Z?! (M — 1) et z par 6f z, on se ramene a la Situation de (ii).

(iii2) Ou bien ce minimum est atteint par v(65)/5. On pose

alors w2 = (ab6)H(v) avec H (v) e R[v\ unitaire et B (v) = v6 — v. On va alors a (ii) avec
cette nouvelle equation.

II est claire que cet algorithme s'arrete au bout d'un nombre fini de pas. Ce nombre
peut etre majore grossierement par une fonction lineaire en la valuation du discriminant
de P(x).

(5.2) Ramification sauvage lorsque car(ft) = 3. On etudie le cas ou % est lisse (donc
% e Γ, voir (4.1)), ou ̂ s = C000 est la reunion de deux droites projectives se coupant en trois
points. Dans la variete de modules M2 des courbes stables de genre 2 sur k, l'adherence Γ
de Γ est egale a Γ u {C000}.

Notons que tout polyn me unitaire Q(u) e K [u] de degre 6 s'ecrit de fafon unique
sous la forme Q( ) = (u3 + c^u2 + c2u + c3)2 + c4u2 + c5 u + c6 avec ci e K.

Lemme. Soit z2 = aQ( ) une equation de C avec

Q(u) = (w3 + cl u2 + c2u + c3)2 + c4u2 + csu + c6eR[ti].

Supposons que 3|[L : K"]. Alors pour tout i φ 3, on a 3v(cf) > iv(c3).

Preuve. Si 3 v(cf) ^ /v(c3) pour un / φ 3, alors Q(u) aura une racine dans une exten-
sion moderee F de K. Cette racine induit un point de ramification de <&s -> 2£s qui sera
invariant par tout element de Gal((/rL)/F), cela implique que 3 )( \FL : F], donc que L
sera moderee sur K.

Proposition 5.2. Supposons 3 1 [L : K~\. On a les proprietes suivantes:

(a) [L:Lmr] = 3; Lmr = K\a"\Jtf-\ si V, est lisse, et Lmr = T[eJ/2,/2
1/2] si

(£> _ /~l

ŝ ~ C000*

(b) C admet une equation de la forme z2 = a0Q( ) avec

Q( ) = (w3 + cl u2 + c2u + c3)2 -h c4w2 -h c5u + c6 € [u], v(c3) = l

ou 2.



152 Qing Litt, Modeies minimaux des courbes de genre deux

(c) Soit N = min {3 v(ct) — /v(c3)|4 ̂  ι ̂  6}. Alors le modele minimal 3C de C sur R
est de type [IIIN] ou [Illjy] sehn que 2|v(a0) ou non (ces types sont repertories dans
[N, U], p. 184).

Preuve. (a) Supposons par exemple % lisse. On montre, de fa?on analogue la pro-
position 5.1 (a), que

r — jrr/71/2 Λ1/10!^mr — Λ L"0 » J10 J ·

Comme %eF n'est pas isomorphe la courbe z2 = v5 + 1, on a /25ίΛ"ό2ί e ̂ * Pour un

ι <; 4, ce qui implique que 5| v(J10). D'o Lmr = T|>£/

(b) Pour la meme raison que dans la preuve du lemme ci-dessus, ω est non-ramifie
pour /, donc α0 Φ 0. On peut utiliser l'algorithme ci-apres pour trouver une equation
verifiant les conditions demandees.

(c) L'equation z2 = a0 (w) de (b) induit un modele projectif normal de C sur R.
En desingularisant ce modele "a la main", on verifie que X est bien du type annonce. La
figure suivante illustre la Situation ου 2|ν(α0) et v(c3) = 1:

ou les fleches sont des eclatements. Le complete mq-adique de l'anneau local au point
singulier q est isomorphe &\ul9 u2, u~\ avec les relations u\ = u\ -h buN et cu3 = /, ou b, c
sont des elements inversibles de l'anneau local en q. Par consequent, dans le modele regulier
#*, q est remplace par une chaine de N droites projectives sur k de multiplicite 3.

Algorithme. Le but de Valgorithme est de savoir si 3|[L: K~\9 et si c'est le cas, de
trouver une equation z2 = a0Q(u) de C comme dans laprop. 5.2 (b). On s'occupe unique-
ment du cas ou 2£s est irreductible (voir §6 pour le cas contraire). On peut alors se
restreindre a % € Tu {C000}, puisque L sera moderement ramifiee sur K sinon ([Li], §4).

Si a0 = 0, alors L/K est moderee. On peut donc supposer que α0 Φ 0. II existe alors
a,beK* tels que si on pose u = ax, z = by, alors z2 = a0Q(u) avec Q( ) e R[u] unitaire.
Partons donc de cette equation de C. Ecrivons

Q(u) = (u3 + c^u2 + c2u + c3)2 + c4u2 + c5u + c6.

(i) Si la condition du lemme concernant les v(<:,.) n'est pas satisfaite, alors 3/f [L: K"],
et l'algorithme s'arr&e. Sinon, par une translation eventuelle sur w, on se ramene
v(c3)>0.

(ii) Soit v(c3) = 3 n + r avec n 5: 0 et 0 g r ̂  2. En rempla9ant u par tnu et z par
t3nz, on se ramene 0 <; v(c3) g 2.
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(iii) Si v(c3) = l ou 2, alors 3| [L: K"] et z2 = a0Q(u) est une equation verifiant les
conditions demandees. Si v(c3) = 0, on recommence l'etape (i).

L'algorithme s'arrete au bout d'un nombre fini de pas car la valuation du discrimi-
nant de Q(u) diminue chaque pas.

Exemple. Soit C la courbe sur l'extension maximale non-ramifiee K de Q3 definie
par y2 = x6 + x3 + 7. On a v(/10) = 15 et [L : #] = 6. On peut verifier que % € Γ et que
^ est de type [III3]. Plus generalement, si ̂ s est lisse, on a toujours 3\N (ou 7Vest defini
dans la proposition ci-dessus).

§ 6. Algorithme determinant le modele minimal dans un cas special

Notons Δ1 l'ensemble des (classes d'isomorphisme des) courbes stables, de genre 2
sur k, qui sont reunion de deux composantes irreductibles se coupant en un seul point. Le
fait que %eΔλ equivaut #5/<σ> ηοη irreductible (voir §4). Nous donnons ici un algo-
rithme pour determiner le type du modele minimal 3C lorsque <% e Δ1. Si car(fc) Φ 3, cela
est dej fait au (4.3). Cependant, notre algorithme reste valable en toute caracteristique
car(fc) Φ 2. II consiste essentiellement, comme dans le paragraphe §5, en une approxima-
tion des racines (dans Talg) de P(x) par des elements de K.

Dans tout ce paragraphe, on suppose % e Δ Ι Β Par un changement de variables sur je
et y, on trouve facilement une equation

C: z2 = aQ(v), Q(v)eR[v]

et Q(v) (image de Q(v) dans k[v]) de degre ^ 3. Nous partons donc d'une teile equation.
Notons que % e Δι implique que Q(v) a une racine d'ordre ^ 3 ou deg( ) = 3.

Notation. Pour tout polyn me H(x) = c0x6 + c1x5 + - - - -l· ce e K[x] et pour tout
0 ^7 ̂  3, on note

( v ( ^ \
-l· l < i < 6

Pour tout a e K*, on note
"0 si 2|v(fl),

sinon.

Pour la notation du type de 3C, on peut voir le debut de § 5.

(6.1) Traitons d'abord le cas o Q(v) a une racine d'ordre 3 ou deg(0) = 3. On va
chercher une equation

z2 = a'S(u)

de C, avec a'^K, S(u)e R[u]9 deg(S) = 3, 0 ̂  03(S) < l et S(u) n'est pas un cube si
93(S) = 0. Si Q(v) est de degre 3 et n'est pas un cube, on prend a' = a et S (u) = Q( ).
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Supposons dans la suite que Q(v) a une racine e d'ordre 3. Alors il existe fr, b' e R relatifs a e
tels que 5 ' = e et que si pose t? = bu + fr', alors on a:

et S(w) satisfaisant les conditions ci-dessus. On peut determiner b de la fa?on qui suit.

Soit ß0(tO = Q(v + e). Si 03(ß0) < l, on prend b = l et b' = e. Supposons 03 (ß0) ^ 1.
Soit Tj = [03(ß0)] la partie entiere de 03(ß0). Posons ;_= 1^. On a z2 = öf^'d^),
avec degißj) = 3 et 0 g 03(ßi) < 1. Si 93(Q1) 0 ou si Q^ü) n'est pas un cube, on prend
b = tri et b' = e. Sinon, soit e± e R* un relevement de la racine de 5i(üi)> soient

t>2 = i> i -* i> 02 (»2)= ßi (»2+ « i ) >

et on continue avec l'equation z2 = 3ri ß2 (i?2). On obtient ainsi une suite d'entiers naturels
rl9 r 2, — Ce processus s'arrete au bout d'un nombre fini de fois pour la raison suivante:
soient 9 2 e K*1* deux racines distinctes de (t;) avec | AJ ^ l, alors

Lorsque ce processus s'arrete, on prendra par definition fr = f r i + l>2 + "'.

- Si Q a une autre racine d'ordre 3, on note c € Ä, ( ) 6 Ä[w] les elements definis
de fa9on analogue a fr et S(«), mais relatifs ä cette autre racine triple.

- Si deg((5) = 3. On remplace par ~ et z par i;~3z. Alors 0 sera une racine
d'ordre 3 de ß. On note c et T(ü) les elements associes ä cette racine comme precedem-
ment.

- Si ) (v) est de degre ^ 4 et n'a qu'une racine triple e, on prend c = l et

t/'1).

Nous pouvons maintenant donner le type du modele minimal 3C de C. Soit K1 le
symbole de Kodaira (pour les modeles minimaux des courbes elliptiques, voir [Ta], §6)
definit comme suit: si S (u) est separable, alors Kl = I0 ou IJ selon que 2|v(afr) ou non; si
S (u) a une racine double, alors Ki = Im ou I*, pour un certain m € /V, selon que 2| v (ab)
ou non; si 03(S) = 1/2, alors K^ = III ou III* selon que 2|v(afr) ou non; si 03(5) = 1/3
(resp. 2/3), alors K^ = II (resp. IV) ou IV* (resp. II*) selon que 2|v(afr) ou non. Soit K2
le symbole de Kodaira defini de la meme fa9on, mais relativement a c et T(ü). Alors X
est de type [J^ - K2 - r], ou r = (v (fr) - (ab) + v(c) - ö(ac))/2. Ces types de modeles
minimaux sont repertories dans [N, U], pp. 158-169.

(6.2) Supposons que Q(v) a une racine d'ordre 4. On cherche une equation

z2~a'S(u)
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de C, avec a'e K, S (u) e R[u], 0 est une racine d'ordre 4 de S(w), et ()'<: 02(S) < l (si cela
est possible).

On se ramene d'abord, par translation sur v, ä v4\ Q(v). Si 02(ß) < l, on prend a1 =
etS(K) = ß(w). Si02(ß) £ l, onpose r, = [02(ß)], i; = t^v, et ß^) = f^ßi^). Si
0 < 02(ßi) < l, on Prend a' = af4r i et S(M) = ß^M). Si Ö2(öi) = 0, alors ou bien Q^vJ
a une racine d'ordre 3 (auquel cas on est ramene ä (6.1)), ou bien ß^) a une racine
d'ordre 4. Dans ce dernier cas, on pose v2 = — ei9 ou ei est un relevement de la racine
de ßi(i>i), et on continue avec l'equation z2 = at4nQ1(v2 + e^). Ainsi de suite. Pour les
meme raisons que dans (6.1), ce processus s'arrete au bout d'un nombre fini de pas.

Par consequent, ou bien on se ramene ä la Situation de (6.1), ou bien il existe 6, b' € R
tels que si pose = bu + b\ alors z2 = ab4S(u), S(u) ayant 0 comme racine d'ordre 4
etO<0 2 (S) <1.

Supposons etre dans ce dernier cas. Le fait que % E i implique que 2 (S) (b4)/ 2,
v(£6)/4. Le type de SC est determine de la fa9on suivante:

(6.2.1) Si02(S) = l/3,alors^estdetype[IV-Hm]ou[II*-II*]suivantque2|v(fl)
ou non, ou m ̂  0 est un certain entier positif.

(6.2.2) Si 02(S) = 2/3, alors X est de type [IV-IIJ ou [II-II*] suivant que
2|v(a) ou non, ou m ̂  l (les types ci-dessus sont repertories dans [N, U], pp. 175-176).

(6.3) Considerons maintenant le cas ou Q(v) a une racine d'ordre 5. Comme dans
(6.2), il existe b,b'€R tels que si pose v = bu -h b', alors

z2 = ab5 S (u), S(u)eR[u]

et ou bien 3 :£ deg(5) ^ 4 (auquel cas on est ramene ä (6.1) ou (6.2)), ou bien 0 est une
racine d'ordre 5 de S (u) avec 0<01(5)<1. Occupons nous donc du deuxieme cas.

(w) = £0w6 + 6 1 w 5 + ··· +66. Comme V,eAi9 on a 0j(S) v(65)/4, v(Ä6)/5.

(6.3.1) Si 0^5) = 1/2 et v(b6) = 3, alors X est de type [II*-III-(-l)] ou
[IV -III* — (—l)] selon que 2\v(ab) ou non.

(6.3.2) Si 0^5) = 1/3 et v(ft6) = 2, alors X est de type [II-II*] ou [IV*-II0]
selon que 2\v(ab) ou non.

(6.3.3) Dans les autres cas, on pose u^ = tu'1, z1 = zwj"3. Alors z2 = ab5trH(ul),
avec 3 ̂  r ̂  4, H(u^ e R^u^] et //(«J est un monöme de degre 3 ou 4. Ce qui nous
ramene aux situations (6.1) ou (6.2).

(6.4) Enfin le cas ou Q(v) a une racine d'ordre 6. Par des procedes analogues ä (6.3),
on se restreint a la Situation ou il existe b,b'eR tels que si pose v = bu + £', alors

z2 = ab6S(u) = ab6(b0u6^biu5 -h ··· + 66), S(w)e/?M
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deg(S) = 6 et 0 < 90(S) < 1. On peut montier qu'avec l'hypothese % e Δ^ (qui est celle du
paragraphe), le denominateur de 00(S) n'est Pas 4 ni 5.

(6.4.1) Supposons 00(S) = 1/6 ou 5/6. Alors X est de type [V] si 00(S) = 1/6 et
2|v( ), ou si 00(5) = 5/6 et 2^v(a); X est de type [V*] dans les autres cas.

(6.4.2) Supposons que 00(S) = 1/3 ou 2/3. On ecrit S (u) sous la forme

S(u) = (c0w3 + cl u2 + c2 u + c3)2 -l· c4w2 + c5 κ + c6 .

- Si 00(£) < ν(^ό)/6· On peut supposer 00(S) = 1/3 et v(£3) = 3 (car sinon on se
ramene aux sous-paragraphes precedents en rempla9ant u par tu). Le type de X est

- Si 00(S) = v(b6)/6 et 2v(c3) ̂  v(c6). Alors X est de type [III] ou [IV] selon que
2\v(a) ou non (les types ci-dessus sont decrits dans [N, U], pp. 155-156).

- Si 00(S) = v(66)/6 et 2v(c3)<v(c6). Soit N = min {3 v (er,) - iv(c3)|4 ̂  ι ^ 6}.
Alors #* est de type [IIIN] ou [IIIJ5] selon que 2|v(a) ou non ([N, U], p. 184).

(6.4.3) Supposons 00(S) = 1/2.

- Si v(b6) ^ 4. En rempla9ant u par /w ou tu~l suivant que v(b5) ^ 4 ou v(b5) = 3,
on se ramene a une des situations precedentes. Notons que v(b5) ^ 4 et v(b6) ^ 4 est
impossible car % e A1.

- Si v(b6) = 3. Soient ΑΓ'»= ΛΓ[/1/2], " le modele minimal de Q, sur /?; cl ture
integrale de R dans K'. Posons u — f 1 / 2 w l 5 z = ί3/2α1/263ζ1? alors CK, a pour equation

et H(u1) est le cube d'un polyn me separable de degre 2. On peut determiner le type de SC'
comme dans (6.1), il est de la forme [ ^ — Kl — 2m]. Le type de SC est alors [2K1 — m\.

§ 7. Modele de Neron de la Jacobienne de C

Oublions pour un instant l'hypothese g(C) = 2. Soient Jf le modele de Neron de la
Jacobienne de C, Jf° s composante neutre, et Φ-=^(Κ)Ι^°(Κ) le groupe des com-
posantes connexes de Jf. Alors sous une certaine condition (automatiquement verifiee si
g(C) = 2), on a

([B, L, R], §9.5, theorem 4). Cela permet de trouver aisement ^Ts° (loc. cit. §9.2). Nous
laissons au lecteur le soin de le faire dans le cas g(C) = 2.

En ce qui concerne le groupe Φ, il peut etre calcule au moyen de la matrice d'inter-
section de Xs (loc. cit. §9.6), ou en etudiant le graphe d'intersection de 2CS ([Lo-1])·
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Lorsqu'une matrice de monodromie Me Sp2ff(Z) de X est donnee (ce qui est fait dans
[N, U] pour le genre 2), on a

ou les e{ sont les diviseurs elementaires non nuls de M — Id ([Lo-2], remark 2.2). Dans la
Situation du present travail, cette methode s'avere extremement efficace puisque M est une
matrice 4x4 . D'autre part, si X est de type [K^ -K2-m\ ou [_2KV - m], ou Kt est un
Symbole de Kodaira pour les modeles minimaux des courbes elliptiques (voir par exemple
[Ta], §6), m ̂  -1. On peut voir alors que Φ(\_Κ^ -K2- m]) = Φ(^) χ Φ(Κ2) et que

! -m]) =

Notons pour abreger Hn le groupe (Z/21)2 si n est pair et le groupe Z/ 4 Z si n est
impair. C'est le groupe des composantes du modele de Neron d'une courbe elliptique de
type I*, n ̂  0. Pour tout entier de /V, (d) designe le groupe cyclique a d elements.

§ 8. Les tables des modeles minimaux

Expliquons comment proceder concretement a la determination du type du modele
minimal X. Soit y2 = a0x6 + a1x5 + ··· + a6eK\_x\ une equation de C. Soient J2i, AJ9
B2l les invariants projectifs ou affines associes au polyn me a0 x6 + a1 x5 + · · · + a6 (§ 2).

1έΓβ etape. Reduction st hle ^s. On determine la reduction stable ^s de C (apres
extension de K) en utilisant [Li], theoreme 1.

2έιηβ etape. Ramification de L/K. II s'agit de savoir si L est moderement ramifie
sur K.

(a) Dans chacun des cas suivants, L/K est moderement ramifiee: car(fc) Φ 2, 3, 5;
car(/c) = 5 et <% est singuliere; car(fc) = 3 et % est singuliere et irreductible.

(b) Si car(fc) = 5 et % lisse, on utilise l'algorithme du (5.1) pour determiner si L/K
est moderee.

(c) Si car(/r) = 3, et % est lisse ou reunion de deux droites projectives se coupant en
trois points, on utilise Talgorithme du (5.2) pour savoir si 3|[L: K"].

(d) Si car(fc) = 3 et % est reunion de deux composantes irreductibles se coupant en
un point, on se reporte au § 6 pour le type de X.

3*me etape. Modele minimal X de C. Dans les cas (b), (c) ci-dessus, si L est sau-
vagement ramifiees sur K, les algorithmes correspondant determinent en meme temps le
type de X. Dans le cas (d), le type de 3C est donne par l'algorithme du § 6. Supposons donc
L/K moderee, et que Γόη n'est pas dans le cas (d) ci-dessus. On determine d'abord la nature
de ώ a l'aide des propositions 4.1.1, 4.2.1 et 4.3.1 suivant la forme de #s. On calcule les
entiers /i, q, r comme indique dans les sous-paragraphes (4.1), (4.2) et (4.3), ainsi que les

11 Journal f r Mathematik. Band 453
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degres de singularite des points singuliers de % (voir (3.2)). II suffit alors de lire le type de
X dans les tables suivantes (classees en fonction de la forme de iQ.

Dans les tables suivantes, on donne le type de X suivant la classification de Nami-
kawa et Ueno [N,U]. Le groupe des composantes Φ, ainsi que la notation pour ses
differentes structures possibles sont definis dans § 7. Si une case dans la colonne de r ou q
est vide, cela veut dire qu'il n'y a pas de condition sur r ou q dans la ligne correspondante.
On note r et q leurs Images respectives dans Zjnl. Les entiers d et d{ sont les degres de
singularite des points singuliers de % (voir (3.2)). Pour faciliter le reperage du type de X
dans la liste de [N, U], qui s'etend sur trente pages, des indications sont donnees au debut
de chaque table.

Table 1. On suppose % lisse, L moderement ramifiee sur K. La liste des types de X se
trouve dans [N, U], pp. 155-158.

n

1

2

3

4

5

6

8

10

f e Z / w Z

0

1

1

2

3

4

1

5

1

5

2 ou 4

2

4

6

8

qeZInZ

0

3

3

0

1 ou 3

5 o u 7

X

[I0 _ 0 _ oJ

Uo - o - oJ

[Π]

[III]

[VI]

[IX -3]

[IX- 1]

[IX-4]

[IX -2]

[V]

[V*]

[IV]

[VII*]

[VII]

[VIII - 1]

[VIII - 3]

[VIII-2]

[VIII - 4]

Φ

0

(2)4

0

(3)2

(2)2

(5)

(3)

0

(2)

0
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Table 2.1. On suppose que % est irreductible avec un unique point double ordinaire.
La liste des types de X dans la table ci-dessous se trouve dans [N, U], pp. 170-178.

n

1

2

3

4

6

reZ/«Z

0

1

1

1

2

1

1

3

3

2

4

qeljnl

0

1

1

3

1

3

5Γ

dd-o-o]

Ud/2-Ο-θ]

ΡΙί/2-θ]

[Π,,,2-θ]

PV-IIw-,,,3]

PV*-II„_1)/3]

[III-II(((.2)/4]

ρπ*-ιΐ5_2)/4]
[ΐιι-π$ _2)/4]
[III*-II(d-2)/4]

[ii*-ii5_4)/6]
pi-ii5_2)/6]

φ
(<*)

(2)2xW i / 2

0

(2d)

(d)

(dl 2)

(8)

(d/ 2)

H<d+2)/6

H(d + 4)16

Table 2.2. On suppose que % est irreductible avec exactement deux points doubles
ordinaires. Si n = 4 ou bien si n = 2, r = l et /-1(ώ) c= (^S)r6g, on a ̂  = d2. La liste des
types de X se trouve dans [N, U], pp. 179-182.

n

1

2

4

reZ/«Z

0

1

1

/''(ω)

<=(*.)*,

singulier

#

[Idi-d2-o]

[I*1/2-d2/2-o]

[2I..-0]

LIId1 /2-d2/2J

[ΙΠ,,/2]

φ
(«ω χ (<ω

^J,/2 X ^2/2

(</i)

(rf1)x(2) si 8 !(</,«/, -4)

(2i/j) sinon

^di/2

Table 2.3. On suppose que % est reunion de deux droites projectives se coupant
transversalement en trois points, L moderement ramifiee sur K. Si n = 3 ou 6, on a
di = d2 = J3. Si w = 2 et r = l, deux des 4 sont egaux. On note e± cette valeur et e2 la
valeur du troisieme degre dj. Posons g = ά^ά2 + did3 + d2d2, h = pgcd(rfl5 d2, d3).

Les types de X sont decrits dans [N, U], pp. 182-184.
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n

1

2

3

6

fel/nl

0

1

1

qeZ/nZ

0

1

£*

CV*-*]
[Vi/2- d2/2 -1*3/2]

CH.*/2-J

[H.,/2-«]

[ΠΙ,,]

[ΗΙί,/2]

Φ

(Λ) x (A- 'g)

^β/4 Χ ^pfcd(2,»/2)

(*2>

(2e, + e2)

(3)2 si 3|rf,

(9) sinon

0

Remarque. Les types [IIfc.J et [IIIm] dans la table 2.2 ne sont pas les memes que
ceux de la table 2.3. Nous renvoyons a [N, U] pour leurs descriptions detaillees.

Table 3.1. On suppose que %>s est reunion de deux courbes elliptiques et que 21 v (/2).
L'entier d = ndK est defini dans (4.3). Dans les tables qui suivent, la notation
[() — () — ( — 1)] correspond a [() — () — a] dans [N,U]. Par exemple pour n = 6, d = l,
et r = 3, 3C est de type [I* — IV* — a]. Les types de 3C dans la table ci-dessous se trouvent
dans [N, U], pp. 158-169.

Signalons une erreur typographique dans la figure du type [IV —III* — ( —1)]
([N, U], page 167). La composante qui rencontre les deux composantes B est de multi-
plicite 3.

n

\

2

3

4

JeZ/«Z

0

1

0

1

2

0

1

2

reZ/nZ

0 ou 1

2

0 ou 2

1

0 ou 1

2 o u 3

1

3

ar

DO-IO-*]
[I*-I*-(rf-2)/2]

[I0-I*-(i/-l)/2]

[IV-IV*-(uf-3)/3]

[I0- IV -(</-!)/ 3]

[IV* - IV*- (i/ -4)/ 3]

[I0-IV*-(i/-2)/3]

[IV-IV-(i/-2)/3]

[III-III*-(</-4)/4]

Ρ0-ΙΠ-(</-1)/4)

[I*-III*-(^-5)/4]

[III - III- (d -2)1 4)

ρΠ*-ΙΠ*-(</-6)/4]

Φ

0

(2)4

(2)2

(3)2

(3)

(3)2

(3)

(3)2

(2)2

(2)

(2)3

(2)2

(2)2
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4

6

12

3

0

1

2

3

4

5

1

5

7

11

0 ou 3

1 ou 2

0 ou 1

2 ou 5

3 ou 4

1

3 ou 5

1 ou 2

4 ou 5

1 ou 3

5

0 ou 5

1 ou 4

2 ou 3

3 ou 10

4 ou 9

2 ou 3

8 ou 9

3 ou 4

9 ou 10

3 ou 8

2ou 9

Ρο-ΙΠ*-(</-3)/4]

PJ-III-(</-3)/4]

[II-II*-(</-6)/6]

Ρ0-Π-(</_1)/6]

[II* -IV-(</-7)/6]

[I0*-IV*-(</-7)/6]

PI-II-(</-2)/6]

[IJ-II*-(i/-8)/6]

[H-IV-(</-3)/6]

[II*-IV*-(i/-9)/6]

[I*-II-( i/-4)/6]

[II*-II*-(i/-10)/6]

[lo-IP-CJ-^/o]

[H-IV*-(^-5)/6]

[I*-IV-(^-5)/6]

[II*-III-(i/-13)/12]

[IV-III*-(</-13)/12]

[II - III- (d -5)/ 12]

[IV*-III*-(</-17)/12]

[IV-III-(i/-7)/12]

[II*-III*-(i/-19)/12]

[IV* -III -(d -ll)/ 12]

[II -III* -(d -ll)/ 12]

(2)

(2)3

0

0

(3)

(2)2x(3)

0

(2)2

(3)

(2)2

0

0

(3)

(2)2x(3)

(2)

(6)

(2)

(6)

(6)

(2)

(6)

(2)
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Table 3.2. On suppose que % est reunion de deux courbes elliptiques se coupant en un
point et que 2/|'v(/2). Les entiers m,n = 2m, et r sont definis dans (4.3), corollaire. Notons
que dans [N,U], le degre d (= 2r) de 3£ est la moitie de la valeur correcte dans cette Situ-
ation excepte pour [2I0 — (r — 1)]. D'autre part, dans la configuration du type [2IV — q]9
les trois composantes qui rencontrent la composante B sont de multiplicite 2. Les types de
X dans cette table se trouvent dans [N, U], pp. 159-168.

n

2

4

6

8

12

f eZ /wZ

1

2

1

3

1

5

£T

[2I0-(r-l)]

[21* -(r -l)/2]

[2lV-(r-l)/3]

[2IV*-(r-2)/3]

[2III-(r-l)/4]

[2III*-(r-3)/4]

[211 -(r -l)/6]

[2II*-(r-5)/6]

Φ

0

(2)2

(3)

(2)

0

Table 3.3. On suppose que % est reunion de deux courbes rationnelles se coupant
en un point unique. Si n = 2, 2|v(/2) et d est impair, alors ei et e2 sont des entiers veri-
fiant {e1,e2} = {d^d2}. Si 2/|/v(/2), on a di — d2. Les types de 9C dans la table ci-
dessous se trouvent dans [N, U], pp. 179-181.

v(/2) Φ

e2Z

[2ΐ;ι/2-(</-2)/4]
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Table 3.4. On suppose que ^s est reunion d'une courbe elliptique et d'une courbe
rationnelle. Les types de X dans la table ci-dessous se trouvent dans [N, U], pp. 170-177.
Comme il est Signale dans [Vi-2], pour le type [III* -1* - (-1)] ([N,U], page 177), il
faut ajouter 3£s une composante P^ de self-intersection — 2 et passant par la composante
25 de #1.

n

1

2

3

4

6

JeZ/«Z

0

1

1

2

1

3

1

2

4

5

r eZ /nZ

0 ou 1

2 ou 3

0 ou 3

1 ou 2

0 ou 1

3 ou 4

0 ou 5

2 ou 3

β£

Ρ,,-Ιο-«*]

PS-i:,-(d-2)/2]

Φ

ω
(2)2 χ //,

voir (4.4)

pv-^-irf-o/a]
pV*-I<1-(rf-2)/3]

Ρΐΐ-ΐ,,-ί«*-!)^]

[III*-I*-(rf-5)/4]

pll'-^-irf-S)^]

[HI-I*-(rf_3)/4]

pi -!„,-(</- 0/6]
[IV*-I*-(rf-7)/6]

[ii*-i*-(</-8)/6]
[H-I*-(rf-4)/6]

[II*-Idl-(rf-5)/6]

[IV-I*-(</-5)/6]

(3) x (q)

(2) x (9)

(2) x H„

(2) x (?)

(2) x W,

(9)

(3) x Hq

^

(9)

(3) x H„

References bibliographiques

[B, L, R] S. Bosch, W. L tkebohmert, et M. Raynaud, Neron Models, Springer-Verlag, 1990.
[Ch] T. Chinburg, Minimal models for curves over Dedekind rings, in: Arithmetic geometry, Cornell and

Silverman (editors), Springer-Verlag, 1986.
[De] M. Deschamps, Reduction semi-stable, in: Seminaire sur les pinceaux de courbes de genre au moins deux,

Asterisque 86 (1981), 1-34.
[Ig] /./. Igusa, Arithmetic variety of moduli for genus two, Ann. Math. 72 (1960), 612-649.
[Li] Q. L/w, Courbes stables de genre 2 et leur Schema de modules, Math. Ann. 295 (1993), 201-222.
[Lo-1] D. Lorenzini, Arithmetical graphs, Math. Ann. 285 (1989), 481-501.
[Lo-2] D. Lorenzini, On the group of components of a Neron model, preprint (1992).
[Me] J.-F. Mestre, Construction de courbes de genre 2 partir de leurs modules, in: Effective Methods in

Algebraic Geometry, Progr. Math. 94, Birkh user, 1990.
[N, U] Y. Namikawa and K. Ueno, The complete classification of fibers in pencils of curves of genus two, Manuscr.

Math. 9 (1973), 143-186.
[Og] A.P. Ogg, On pencils of curves of genus two, Topology 5 (1966), 355-362.



164 Qing Liu, Modeies minimaux des courbes de genre deux

[Ta] J. Täte, Algorithm for determining the type of a singular über in an elliptic pencil, Lect. Notes Math. 476,
Springer-Verlag, 1975.

[Vi-1] E. Viehweg, Invarianten der degenerierten Fasern in lokalen Familien von Kurven, J. reine angew. Math.
293 (1977), 284-308.

[Vi-2] E. Viehweg, Invarianten der degenerierten Fasern in lokalen Familien von Kurven, Dissertation, Mann-
heim 1975.

Centre de Recherche en Mathematiques de Bordeaux, Universite de Bordeaux I, 351, cours de la Liberation,
33405 Talence Cedex, France

e-mail: liu@ceremab.u-bordeaux.fr

Eingegangen 26. Oktober 1992, in revidierter Fassung 15. September 1993


