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Abstract. In [Ha1], D. Harbater proved the theorem mentioned in the title above

using formal schemes and Grothendieck's Existence Theorem. This proof is presented

here from the rigid analytic point of view.

Lors d'un passage �a Bordeaux en 1990, J.-P. Serre nous a signal�e le th�eor�eme

d'Harbater [Ha1] �enonc�e dans le titre ci-dessus, et a esquiss�e bri�evement une vision

analytique rigide de la preuve d'Harbater (voir aussi [Se], 8.4.4). La pr�esente note

donne les d�etails de la preuve du point de vue analytique rigide. Une premi�ere

version de cette note a d'abord circul�e sous forme de note priv�ee. Elle a �et�e util-

is�ee ou cit�ee dans un certain nombre de travaux r�ecents, dont par exemple D�ebes

[De], Jarden [Ja] ou Pop [Po]. Il nous a sembl�e int�eressant de la mettre �a la dis-

position d'un public plus large. La technique de recollement (lemme 3), dans la

situation �el�ementaire ici, peut aussi servir d'introduction �a une partie de la preuve

par Raynaud de la conjecture d'Abhyankar [Ra] pour la droite a�ne.

Harbater [Ha1] utilise le language des sch�emas formels et la technique de \formal

patching", qui a fait ses preuves depuis dans de nombreuses situations (voir [Ha2]

et [Ha3]). L'emploi de la g�eom�etrie analytique rigide nous permet d'avoir une

vision peut-être plus intuitive. Cependant, les id�ees essentielles sont contenues

dans [Ha1]. Tous les ingr�edients utilis�es ici sont relativement �el�ementaires, sauf

peut-être le principe GAGA rigide.

Nous remercions D. Harbater et M. Matignon pour les nombreux commentaires

qui ont permis d'am�eliorer la pr�esentation de cette version, et Jean-Pierre Serre

pour la conversation �a l'origine de cette note.

D�e�nition. Soit Y une courbe projective lisse g�eom�etriquement connexe sur un

corpsK, un revêtement galoisien de Y de groupe de Galois G est un morphisme �ni

f : X ! Y d'une courbe projective lisse g�eom�etriquement connexe X sur K, qui

induit une extension galoisienne des corps de fonctions K(Y ) ! K(X) de groupe

de Galois G.

Lemme 1. Soient K un corps, p un nombre premier, G un groupe cyclique d'ordre

q = p

n

. Alors il existe un revêtement galoisien f : X ! P

1

K

de groupe de Galois G

avec un point x

0

2 X(K) non-rami��e pour f .
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Preuve. Il est bien connu que l'on peut r�ealiser tout groupe ab�elien comme groupe

de Galois de X ! P

1

Q

([Se], 4.2). Mais nous ne savons pas s'il existe un point

rationnel de X non-rami��e. La construction suivante permet de l'a�rmer. Pour

simpli�er, on supposera que p est di��erent de la caract�eristique de K (sinon, on

utilise la th�eorie d'Artin-Schreier, voir [Ha1], page 183).

Soit �

q

une racine primitive q-i�eme de l'unit�e dans une clôture alg�ebrique K de

K. Si �

q

2 K, on peut prendre X = P

1

K

et f d�e�ni par l'inclusion K(t) � K(t; y),

y

q

= t.

Dans le cas g�en�eral, posons K

0

= K(�

q

). Supposons d'abord K

0

=K cyclique.

Soient s = jGal(K

0

=K)j, � : �

q

! �

m

q

un g�en�erateur du groupe Gal(K

0

=K), et

k = (m

s

� 1)=q. Soit b := 1 + �

q

t 2 K

0

(t), posons

L

0

:= K

0

(t)[Y ]

�

(Y

q

�M

�

(b)) = K

0

(t)[y]

o�u M

�

(b) = b

m

s�1

�(b)

m

s�2

� � � �

s�2

(b)

m

�

s�1

(b). Alors L

0

est un corps, extension

cyclique de K

0

(t) de groupe de Galois engendr�e par � : y ! �

q

y. On prolonge

� en un K(t)-automorphisme ~� de L

0

par ~�(y) = b

�k

y

m

. Alors ~�� = �~� , L

0

est

une extension galoisienne de K(t), Gal(L

0

=K(t)) = h�; ~� i, et L := L

0

h ~� i

est une

extension cyclique de K(t) de groupe de Galois h� i = G ([Sa], theorem 2.3, partie

facile). De plus K \ L = K \ L

0

\ L = K

0

\ L = K, donc L est une extension

r�eguli�ere de K(t), cela correspond donc �a un revêtement galoisien f : X ! P

1

K

de groupe de Galois G. Soit f

0

: X

0

! P

1

K

0

le revêtement associ�e �a l'extension

K

0

(t) ,! L

0

. On a f

0

= f � Id

K

0

.

Montrons l'existence d'un point de X(K) non-rami��e pour f . L'�equation Y

q

=

M

�

(b) d�e�nit une courbe sur K

0

, lisse au point x

0

0

:= (t = 0; y = 1). C'est un point

de X

0

(K

0

), non-rami��e pour f

0

, et invariant par ~� . Donc son image x

0

dans X est

rationnel sur K et non-rami��e pour f .

Maintenant si K

0

=K n'est pas cyclique (donc p = 2). Alors Gal(K

0

=K) est

engendr�e par deux �el�ements � et � , avec � d'ordre 2. En consid�erant l'extension

L

0

:= K

0

(t)[Y ]

�

(Y

q

�M

�

(�(b)=b))

on d�emontre le r�esultat de la même fa�con. �

Dans toute la suite, K sera un corps complet pour une valeur absolue non-

archim�edienne. Toute vari�et�e alg�ebrique s�epar�ee sur K est canoniquement munie

d'une structure d'espace analytique rigide sur K ([F, P], III.4.6, voir le même livre

pour une introduction �a la g�eom�etrie analytique rigide). La structure analytique

rigide sur P

1

K

est particuli�erement simple et est tr�es intuitive (op.cit., Chap. 1).

D�e�nition. Soit t une fonction rationnelle qui engendre le corps de fonctions

K(P

1

K

). On appelle disque ouvert de P

1

K

tout sous-ensemble de P

1

K

de la forme

D = fx 2 P

1

K

�

�

jt(x)� aj < jbj g

ou

D = fx 2 P

1

K

�

�

jt(x)� aj > jbj g

o�u a; b 2 K, et jt(x)j :=1 si x est le pôle de t. Le disque ferm�e associ�e �a un disque

ouvert D est l'ensemble o�u on remplace < par �, il sera not�e D.
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Lemme 2. Soient f : X ! P

1

K

un revêtement galoisien de degr�e n, x

0

2 X(K)

non rami��e pour f . Notons y

0

= f(x

0

). Alors il existe un disque ouvert D � P

1

K

,

de centre y

0

, tel que

(1) f

�1

(D) soit isomorphe �a la r�eunion disjointe de n copies de D et

(2) f

�1

(P

1

K

nD) soit connexe.

Preuve. Le fait que f soit galoisien implique que f

�1

(y

0

) est constitu�e de n points

rationnels x

0

; : : : ; x

n�1

non-rami��es. Par la version analytique rigide du th�eor�eme

des fonctions implicites, on voit que pour D assez petit contenant y

0

, la propri�et�e

(1) est vraie.

Soit D comme dans (1). Soient D

0

; : : : ; D

n�1

les composantes connexes (analy-

tiques rigides) de f

�1

(D), on a donc D

i

' D. Posons D

i

= f

�1

(D)\D

i

' D. Soit

� une fonction holomorphe et idempotente sur f

�1

(P

1

K

nD) = X n ([

i

D

i

). Comme

� est constante sur D

i

n D

i

(ce dernier est connexe), elle s'�etend en une fonction

constante sur D

i

. Donc � s'�etend en une fonction holomorphe idempotente sur X ,

ce qui implique que � est constante. Donc f

�1

(P

1

K

nD) est connexe. �

Remarque. Soient R l'anneau des entiers de K et k le corps r�esiduel. Soit

f : X ! P

1

K

un revêtement galoisien. En utilisant le lemme ci-dessus, on peut voir

que X(K) 6= ; (et donc il existe un point de X(K) non-rami��e pour f car X(K)

est alors in�ni) si et seulement si f s'�etend en un revêtement galoisien de mod�eles

X ! P

1

R

sur R tel que la �bre sp�eciale X

k

! P

1

k

soit un \mock cover" au sens

d'Harbater [Ha1].

Notation. Soient X un espace analytique connexe, � un ensemble. On note X

�

l'espace analytique qui est la r�eunion disjointe des copies de X , index�ee par �. La

composante connexe de X

�

index�ee par � 2 � sera not�ee X

�

.

Lemme 3. Soient G un groupe �ni engendr�e par deux sous-groupes H

1

, H

2

. On

suppose qu'il existe pour chaque i = 1; 2, un revêtement galoisien �

i

: X

i

! P

1

K

de

groupe de Galois H

i

, avec un point x

i

2 X

i

(K) non-rami��e pour �

i

. Alors il existe

un revêtement galoisien X ! P

1

K

de groupe de Galois G, avec un point de X(K)

non-rami��e pour f .

Preuve. Construction de X. Soit D

0

i

3 �

i

(x

i

) un disque ouvert assez petit comme

dans le lemme 2. Soit D

i

:= P

1

K

n D

0

i

. Alors D

i

= P

1

K

n D

0

i

est un disque ferm�e

contenant le lieu de rami�cation de �

i

, et on a �

�1

i

(P

1

K

n D

i

) ' (P

1

K

n D

i

)

H

i

et

�

�1

i

(D

i

) connexe. Par translation dans P

1

K

, on peut supposer que D

1

\D

2

= ;.

Notons H

i

nG := fgH

i

g

g2G

le quotient �a gauche de G par H

i

. Soient U

0

=

(P

1

K

n (D

1

[ D

2

))

G

, U

1

= �

�1

1

(D

1

)

H

1

nG

, U

2

= �

�1

2

(D

2

)

H

2

nG

. On �xe un syst�eme

de repr�esentants S

i

des classes de H

i

nG, on suppose que l'�el�ement neutre e de G

appartient �a S

1

et S

2

. Pour tout x 2 S

i

, soit U

i;x

la composante connexe de U

i

index�ee par x. Alors on a

U

i;x

= �

�1

i

(D

i

)

x

� �

�1

i

(D

i

nD

i

)

x

' (D

i

nD

i

)

H

i

Fixons une composante connexe U

i;x;e

de �

�1

i

(D

i

nD

i

)

x

. Pour tout h 2 H

i

, notons

U

i;x;h

la composante connexe h(U

i;x;e

) de �

�1

i

(D

i

nD

i

)

x

(rappelons que H

i

agit sur

X

i

� �

�1

i

(D

i

nD

i

)).

On d�e�nit le recollement des espaces U

0

, U

1

, U

2

de la mani�ere suivante: U

1

\U

2

=

;; pour tout x 2 S

i

et tout h 2 H

i

, on identi�e la composante connexe U

i;x;h

(' (D

i

nD

i

)) de �

�1

i

(D

i

nD

i

)

x

� �

�1

i

(D

i

)

x

� U

i

�a l'ouvert (D

i

nD

i

) � U

0;xh

� U

0

.
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Soit X l'espace analytique rigide obtenu par ce recollement. On identi�e canoni-

quement U

0

, U

1

, U

2

�a des ouverts de X . On obtient alors un revêtement � : X !

P

1

K

. On a

�

�1

(P

1

K

n (D

1

[D

2

)) = U

0

; �

�1

(D

1

) = U

1

; �

�1

(D

2

) = U

2

Donc � est un morphisme analytique �ni, il suit du principe GAGA de Serre [K�o]

que X est une courbe alg�ebrique sur K.

Connexit�e de X. Soit F la composante connexe de X contenant U

0;e

, montrons

que U

0

� F . Soit g 2 G. Si g 2 H

1

[H

2

, par exemple si g 2 H

1

, alors U

0;g

\U

1;e

=

U

1;e;g

6= ;, U

0;e

\ U

1;e

= U

1;e;e

6= ;. Comme ces ouverts sont tous connexes, on

a U

0;g

� F . Plus g�en�eralement comme H

1

[ H

2

engendre G, on a g = t

n

� � � t

2

t

1

,

t

i

2 H

1

[ H

2

. Posons f = t

n

� � � t

2

et supposons par exemple que t

1

2 H

1

. On

a f = xh avec h 2 H

1

, x 2 S

1

, donc g = x(ht

1

). Par cons�equent U

0;g

et U

0;f

rencontrent tous les deux U

1;x

, elles sont donc contenues dans la même composante

connexe de X . Une r�ecurrence sur n montre alors que U

0

� F . D'autre part, U

i;x

rencontre U

0;x

� F , donc U

i;x

� F et X = F , ce qui veut dire que X est connexe.

C'est donc une courbe projective lisse et connexe sur K.

L'action de G sur X. Soit g 2 G. On d�e�nit l'action de G de la fa�con suivante.

Sur �

�1

(P

1

K

n (D

1

[ D

2

)) = U

0

, g permute les composantes connexes de U

0

:

g(U

0;g

0

) = U

0;gg

0

. Sur �

�1

(P

1

K

nD

i

) = U

i

: soit x 2 S

i

, on a gx = yh avec h 2 H

i

,

y 2 S

i

. Alors l'action de g est la compos�ee de

U

i;x

Id

�! U

i;y

h

�! U

i;y

(rappelons que H

i

agit sur U

i;y

= �

�1

i

(D

i

) par hypoth�ese). Il est ais�e de v�eri�er

que cette action est bien d�e�nie (i.e. compatible sur l'intersection U

0

\ U

i

). Donc

� : X ! P

1

K

est un revêtement galoisien, de groupe de Galois G. En�n, �

�1

(P

1

K

n

(D

1

[ D

2

)) = U

0

= (P

1

K

n (D

1

[ D

2

))

G

implique qu'il existe un point (en fait une

in�nit�e) de X(K) non-rami��e pour �. �

Th�eor�eme ([Ha1], 2.3). Soient K un corps complet pour une valeur absolue non-

archim�edienne, G un groupe �ni. Alors G est le groupe de Galois d'un revêtement

X ! P

1

K

.

Preuve. On fait une r�ecurrence sur le nombre de g�en�erateurs de G en utilisant les

lemmes 1 et 3. �

Corollaire. Soient p un nombre premier, G un groupe �ni. Alors G est le groupe

de Galois d'une extension r�eguli�ere galoisienne de Q

p

(T ).
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