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INTRODUCT ION

Le présent travail concerne la description des espaces
analytiques réduits, irréductibles, séparés, de dimension 1 sur
un corps Xk valué complet, ultramétrique et algébriguement clos.
On trouve une étude détaillée des espacesg affinoides de dimension
1 et rPlus généralement des espaces ahalytiques quasi-compacts,
séparés de dimension 1 dans les articles [(B,L1,[F,Mi, [Pl] et
[PE]. On montre qu’'un tel espace est ouvert analytigue 4’ une
variété projective réduite de dimension 1 ([F,M], [PR]1) et qu’il
admet une réduction préstable (modulo une extension finie -du
corps de base) s’il est en plus géométriguement régulier. Nous
nous proposons de généraliser ces résultats & certains espaces
analytiques.

Nous introduisons d’abord le genre d’un espace analytique
de dimension 1 (voir définition ci-aprés). 8i Z est wune variété
projective rédulte de dimension 1 sur k, le genre de Z*™ (1’analy-
tification de 2Z) est égal au genre arithmétique de 2 (i.e
dimkHI(Z,az)), En particulier tout ouvert analytique de 22" est
de genre fini (et séparé). Nous restreignons donc notre étude aux
espaces analytiques de genre fini. Un début de cette &tude se
trouve dans le livre de L. Gerritzen et M. van der Put "Schottky
groups and Mumford curves" ([G,P]) dans lequel ils essaient de
caractériser les espaces analytiques qui sont ouverts analytiques
de la droite projective (donc de genre 0).

- Au  §1, nous donnons la définition du genre d’un espace
analytique de dimension 1, elle est comme suit : soit R un espace
affinoide de dimension 1, la réduction canonigue R® de R est une
variété affine de dimension 1 sur k (le corps résiduel de k),
soit Y le complété projectif de R® {(c’est la variété projective
telle que R® go0it un ouvert dense de Y et que les points de Y-R®
soient réguliers), on dit que le genre de R est le genre arithmsé-
tique de Y (i.e. dimiHI(Y,ﬁy)). Pour un espace analytique X de
dimension 1, le genre n’est autre chose que la borne supérieure
des genres de ses ouverts affinoides. On dit gue X est de genre
fini si cetie borne supérieure est finie.

~ On termine le §1 par une formule (analogue au cas de la
géométrie algébrique) qui donne le genre d’un espace affinoide
réduit de dimension 1 en fonction du genre de sa normalisation,
du nombre de ses composantes irréductibles et de la nature de ses
points singuliers (proposition 1.9).
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Au 82, on s’intéresse aux fonctions holomorphes sur un
ouvert affinoide R de P; qui induisent une immersion injective
ouverte de R dans B;. Plus précisément, soit FEG(R)? (i.e. de
norme bornée par 1), alors l'homomofphisme Yik<T> » 6(RY dérini
par ¥(T)=f induit un morphisme ¢,:R - By. On dit que f induit une
immersion injective ouverte de R dans By si ¢, est une immersion
injective ouverte. On donne une caractérisation des éléments f de
6(R)° qui induisent une immersion injective ouverte de R dans Bi
en fonction de leurs coefficients dans une &criture standard
(proposition 2.3).

Le {minuscule) §3 est consacré & une étude rapide des
espaces analytiques connexes, réguliers, séparés, de dimension 1
et de genre 0. On montre notamment qu’'un tel espace admet un re-
couvrement admissible affinoide au plus dénombrable (proposition
3.3) et une réduction préstable (proposition 3.4).

"Au  §4 on  étudie la structure des espaces analytiques
réduits, irréductibles, séparsds, de dimension 1 et de genre fini.
On montre qu’un tel espace analytique X admet une réduction X
préstable en dehors d’un ouvert affine V de X (théoréme 1), ceci
veut dire que i-V_ est un 'schéma de dimension 1, réduit,
localement de type fini sur k dont les composantes irré&ductibles
sont des variétés algébriques réguliéres, que celles-ci sont en
nombre au plus dénombrables et que les points singuliers de X-V
sont des points doubles ordinaires. Il suit de cels gu’ un espace
analytique X de dimension 1, réduit, irréductible, séparé, de
genre fini qui n’est pas projectif est un espace de Stein,
et donc pour tout faisceau cohérent % sur X, on a HY(X,#)=0 pour
tout g21 et &F est engendré par seg sections g£lobales (corol-
laire 1.2 et proposition 4.5).

A la fin du §4, on étudie 1’intersection de deux ouverts
analytiques connexes d’un espace analytique X de dimension 1,
connexe, régulier, séparé, de genre fini. S5i Q, et @, sont deux
ouverts analytiques connexes de X qui se rencontrent, alors le
nombre de composantes connexes de Q,MNQ, est majoré par
g(X>+1-max{g(Q,),2(R,)} (proposition 4.8). '

Enfin le §5 étudie la possibilité de plonger un espace
analytique de genre fini dans une courbe algébrique. D’abord un
cuvert analytique X de genre g d’ une courbe projéctive (analyti-
fiée) est ouvert analytique d’une courbe projective de genre g
(théoréme 2). Si le corps de base kK est maximalement complet,
un espace analytique réduit, irréductible, séparé, de dimension 1
et de genre fini est ouvert analytique d’une courbe projective
analytifiée (théoréme 3). Si k n’est res maXximalement complet, il
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existe un espace &nalytique X connexe, régulier, séparé, de
dimension 1 et de genre 0 qui n’est pas ouvert analytique d’une
courbe projective (proposition B5.5). Enfin pour un espace

analytique X réduit, séparé, de dimension 1 et de genre fini, on
a les équivalences suivanties :

i) L’ espace X est ouvert analytique d’'une courbe projec-
live £C** et C*™*-X est une partie compacte pour la topologie ordi-
naire de C** ;

ii) L’éspace X est irréductible et les fonctions holo-
morphes bornédes sur X sont des fonctions constantes ;

iii) L'espace X est irréductible et pour toute réduction r:iX = X
préstable en dehors d’un ouvert affine de X, le produit des
valeurs absolues des angles de toute demi-droite infinie de X est
nul et les composantes irréductibles de X sont complétes.
(théoréme 4) .

CONVENTIONS.

Dans tout c¢e travail, k désigne un corps valué complet

pour une valeur absolue ultramétrique, k°® son anneau de
valuation, k°° 1’idéal de valuation, kzk°/k°" le corps résiduel.
8i A est une k-algébre affinoide réduite, on note { [,, la norme

spectrale sur A, A°={fEA|Hstp€1}, A°°={f€A|Hstp<1} et A=zA%/A°°,
Si fEA®, on note f i’image de f dans A. Un k-espace analytique
est un k-espace analytique rigide. Une wvaridété algébrique sur un
corps K est un schéma de type fini sur K. Une courbe algébrique
sur K est une variété algébrique séparée, intégre, de dimension 1
sur K. Par point d’ une variété algébrigque, on entendra tou-
jours point fermé. Le signe Lj veut dire que 1’on prend la réunion
d’ ensembles deux & deux disjoints. La notation aj veut dire a, a
la puissance j. On note par k<T,,...,T,> 1’ensemble des séries
formelles & n variables qui convergent sur (k°)".
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§1. GENRE D’ UN ESPACE ANALYTIQUE REDUIT DE DIMENSION 1.

Dans ce paragrapbhe, nous donnons les définitions d’' ouverts
analytiques, du genre d’un espace analytique réduit de dimension 1,
et quelques résultats autour de la notion de "genre'.

PROPRIETE et DEFINITION 1.1. Soient (Q,6,,%) un espace analytique
rigide, X un ouvert de Q (pour la topolecgie ordinaire de ), Uy la
topologie de Grothendieck sur X définie de la fagon suivante

1) La topologie (ordinaire) gur X est induite par celle de Q.

2) Un ouvert W de X est admissible pour %, si et seulement si W=X
ou si W est admissible pour %.

3) Boit W un ouvert ¥ ,-admissible, un recouvrement {W,), de W
est admissible pour %; si et seulement si pour tout U, %,-admissible
tel que UCW et UFX, {WiﬂU}i est un recouvrement %-admissible de U.

Soit 6, le faisceau sur (X,%,) défini par : Oy (W)=6,(W) si
W est ¥-admissible et différent de X ; @K(X)=£ig G,CU), ou la
limite projective est prise sur 1’ensemble des UCX, Y-admissibles.
Alors (X,64,%;) est un espace analytique rigide. On appelle
ouvert analytique de Q tout ouvert X de Q muni de la structure
d’ espace analytique (X,6,,%,), et on appelle ocuvert affinoide de
Q tout ouvert analytiaue de § qui est un espace affinoide.

Preuve. Il suffit de montrer que (X,%,> a un recouvrement admis-
sible affinolde. Soit {Q;};,; un recouvrement admissible affinoide
de 02, considérons %={RNQ,|i€I, R affinoide admissible de 9, RCX}.
Scoit W un %-admissible contenu dans X, WﬂQi est un %-admissible
affinolde contenu dans X, donc WNQR,=(WNQ,)NQ, est un élément de %,
done {WNQR,}N% est un recouvrement %-admissible de WNQ,. Comme
{WNR;},,; est un recouvrement $-admissible de W, il en est de mé&me
pour {W}N%, donc % est un recouvrement %.,-admissible affinoide de X.

DEFINITION 1.2. On dit qu’'un espace analytique X est connexe g’ il
n’a pas de recouvrement admissible {X;},., tel que I=Iltjl2 (réunicn
disjointe ), (L xpnclU xp=a, | x,#78 et |J x,#0.
i €1 i €1 i€1 i €1
1 2 1 2
Il est clair que X est connexe si et seulement si les seuls
¢léments idempotents de (XY sont 0 et 1.
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PROPOSITION 1.1. Soient Q un espace analytique, {X,},., une famille
d’ ouverts analytiques connexes de Q telle que rw X.#g. Alors 1’ou-

vert analytique | ) X, est connexe. Lel
i€l

Preuve. Soit X= LJ X,, 8s0it e un élément idempotent de &(X). L’ image
R iel

ely de e par 1l’application canonique 6(X) - d(X,) est un élément
i
idempotent de 6(X,), donc el|y =0 ou 1. Comme NX,#&, el|, prend la
. )

i i

m&me valeur pour tout i€I, donc e=0 ou e=1, donc X est conhexe.

PROPOSITION et DEFINITION 1.2. Soient X un espace arnalytique, x€X,
V, la réunion des ouverts anelytiques connexes de X contenant x.
Alors l’ouvert enclytique V, est conrnexe. La famille {V,},ex véri-
fie X=LJsz VX=VY si VxﬂVyiﬁ, et tout ouvert cenrelytique connexe de
x€X
X est contenu dars un V,.
Les V, s’appellent les composantes connexes de X.

Preuve. Pour tout x€X, x est contenu dans un admissible affinoide
connexe ([B,G,R] p 3486), donc V.,#@. D'aprés la proposition 1.1,

V, est connexe. 8i V NV #g, V UV est connexe, donc vV, =V, UV, =V,

PROPOSITION 1.3. ([B.G.R.1). Tout espace affinoide X ¢ urn nombre
fini de composantes connexes, elles sont des parties rationnelles
de X,

Preuve. Voir [B.G.R.] p 345-348.

DEFINITION 1.3. On dit qu’un espace analytique X est quasi-compact
si de tout recouvrement admissible de X on peut extraire un sous-
recouvrement fini. Ainsi tout espace affinoide est dquasi-compact.

PROPOSITION 1.4. Soient Q ur espace analytique connexe, X un ouvert
aralytique quasi-compact de . Alors X est contenu dans un ouvert
analytique quasi-compact connexe de 0.

Preuve. L’ouvert X est réunion finie d’admissibles affinocides con-
nexes de ) (proposition 1.3), il a done un nombre fini de composantes
connexes X;,...,X, qui sont aussi quasi-compactes. Soient i<s, U,

1’ ensemble des ouverts analytiques quasi-compacts connexes de { con-

tenant X,, U,= LJ V et W=Q0- LJ U,. Montrons que U,=...=U_=Q.

VEu 1€ics
i
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- par la proposition suivante.

81 U,NU;#7#, il existe V,€%,, V,€%; tels que V,NV #@, donc
pour tout veu, , VUViUVj est un ouvert analytique quasi-compact
connexe contenant X;, donc VUV, UV €%x; et VEVUV,UV,CU;, par consé-
quent U,CU,, de méme on a U;CU,, 4’ ou U,=U,.

On peut supposer gue {U1|1€i€5}={Ui|1£igt}, et que pour
i,j€t on a U,NU;=@F. Soit {R,},,, un recouvrement admissible de Q par
des affinolfdes connexes, on pose Lo={¢EL|R£CW} et Li={4€LIR£CUi}
pour 1€i<t. On a L=L, UL, U...UL,, ¢ |J BONC Y R,)=g si i#j.

L €L LEL
L ;
Comme Q est connexe et U,#@, on a Q=U,=...=U,=U,,,=...=U_. Pour

tout ig<s, soit V, €%, tel que V,NX,#@, alors 1l’ouvert analytigue
X,Uv,U...UV, est quasi-compact, connexe et contient X.

Sur un espace analytique séparé, on peut mettre une topo-
logie de Grothendieck assez commode & utiliser, elle est définie

PROPOSITION 1.3. Soit (X,0,,9) un espace analytique séparé. Alors
or a une topologie de Grothendieck % sur X définie par :

1) Un ouvert de X est %' -admissible si c’est X ou un ocuvert affi-
noide (X,0,,%).

2) Soit W un ouvert @’—admissible, un recouvrement {W,}, de W est
$” —admissible si Lles W, sont % -edmissidbles et si tout ouvert affi-
noide de (X,6,,%), contenu dans W, est contenu dens une réunion
finie de W, .

Soit &y le faisceau défini de fagon neturelle sur (X,%’)
@ pertir de &y, alors Id,:X+X induit un i{somorphisme d’espaces ana-
lytiques entre (X,6,,9) et (X,0,,%9).

Preuve. Evident.

Dans la suite tout espace enelytique séparé sera muni de
celtte topologie de Grothendieck (pour laguelle tout ouvert affi-
nolide est admissible). On rappelle que tout espace affinoide est
séparé et que l’analytification d’une variété algébrique séparée
est un espace analytique séparé ([B] p 7, [¥]1 p 282%).

Nous définissons maintenant le genre d’un espace analytigue
de dimension 1. :

DEFINITION 1.4. Soit Y une variété algébrique rédulte, séparée, de
dimension 1, définie sur un corps algébriquement clos K. On appelle
complété projectif de Y 1’unique variété projective (& isomorphisme
preés) ?, définie sur K, telle que Y so0it ouvert dense de Y et que
les points de Y-Y soient réguliers. On appelle genre de Y et on le
note g(Y), le genre arithmétique de ?, i.e. dimKHl(?,@Q).



DEFINITION 1.5. Soit k un corpas valué, complet, algébriquement clos,
soit R un k-espace affinoide de dimension 1. On appelle genre de
R et on le note g(R), le genre de Re (la réduction canonigue de R).

Cette définition est motivée par les théorémes suivants

THEOREME 0.1. {(van der Put). Soit k umr corps valué, complet, algé-
briquement clos, soient X un k-espace analytique réduit, sépareé,

de dimension 1 et quasi-compact, r:X»X la réduction de X selon un
recouvrement pur fini % de X. Alors il existe une variété projective
réduite (analytifide) ﬁ, un recouvrement pur ¥V de X tels que (X,%)

soit un ouvert analytique formel de (ﬁ,V) et que iﬂ, la réduction
de X selon ¥V, soit isomorphe au complété projectif de X. Si X est
irréductible, X l?est aussi.

Preuve. Voir [P2] Théoréme 1.1. et [F,M] § 2.8 théorédme 6.

THEOREME 0.2. (Bosch, Gerritzen, van der Put). Soienrt k un corps
valué, complet, algébriquement clos, Z une variété projective ré-
duite de dimension 1 sur k, Z*™ l’analytification de Z, Z une ré-
duction cnelytique de Z*", Alors

dim,H' (Z*",6 , )=dim H'(Z,6 )
Z ) Z

Preuve. Voir [Bl] théoréme 2.8, [G,P] théorédme p 139.
REMARQUE. Pour toute variété projective Z sur k, on a

dimkH‘(Z““,d an)=dimkH1(Z,@z)
z
(théoréme GAGA, voir [K61,[8]1). Donc en vertu des deux théorémes
ci-dessus, tout espace affinoide R réduit, de dimernsion 1 sur k,
est ouvert affinoide de l’analytification d’une variété projective
réduite de dimension 1 et de genre arithmétique égal & g(R).

Nous rappelons aussi deux résultats de Fresnel et Matignon
qui seront utilisés & plusieurs reprises.

THEOREME 0.3. (Fresnel, Matignon). Soient k un corps valué complet,
Z une variété projective réduite de dimension 1 sur k, R un ouvert
affinoide de Z*", Alors il existe une fonction rationnelle FER(Z)
telle que

R={x€Z|f€O, ,,|f(x)|<€1).

Preuve. Voir [F,M] § 1.4 théoréme 1.
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THEOCREME 0.4. (Fresnel, Matignon). Soient k un corps valué complet,
X un espace analytique séparé quasi-compact, pur de dimemrsion 1, UcCX
une réunion finie d’admissibles affinoides de X. On suppose que pour
toute composante irréductible Y de X qui est projective or a UNYZY.
Alors U est un ouvert affinoide de X (une composanite irréductible

Y de X est dite projective, si munie de la structure aenalytique in-
duite réduite c’est l’analytification d’un espace projectif).

Preuve. Voir [F,M] corollaire du théoréme 2.

PROPOSITION 1.8. Soient hk un corps valué complet, 7Z une variété pro-
Jjective réduite, de dimension 1 sur k, R urn ouvert affinoide de Z*"
qui rencontre toutes les composantes irréductibles de Z. Alors il
existe un ouvert cffinoide R, de Z*" tel que'%={R,RD} soit un recou-
vrement pur de Z*, et que R° soit dense dans Eﬂ. En plus RNR, est

régulier.

Preuve. Soit ¢:2°-Z la normalisation de Z, ¢ '(R) est un ouvert
affinoide de (Z°)*™ car ¢®*" est un morphisme fini, © '(R) rencontre
toutes les composantes connexes de Z*. Il existe, d’aprés le théo-
réme 0.3, une fonction rationnelle g, €R(Z’) telle que

p 1 (RY={x€2° | £,€6,,,,1Ff(x)|<12.

Soient § l’ensemble des points singuliers de Z (¢’est aussi
1’ ensemble des points singuliers de Z*%), e 1 (S)YNe " Y (RY)={s8,,.0.35,2,

g= l l (g,-2,¢(5,))>%, o N est un entier assez grand tel que

1€isn
g, €6, , ., , pour tout i€n ([F] lemme 3, p 380). On a gER(Z’),
P T(RY={x€Z* | g€F,, ,|g(x) €1} et g(x)=0 pour tout x€¢ 1 (SHNe” ' (R).
Considérons W={xEZ’Ig'1€@Zix,|g'1(x)I€1}, ¢’ est un ouvert affinoide
de 4’ car son intersection avec chaque composante connexe de Z? est
affinoide. :

a) Montrons que ©o(W) est un ouvert affinocide de Z*™ et ¢ (W)NSNR=g.
Soit x€e '(e(W)), montrons que xEW. S5i xZe¢ '(8), comme
wlz,_¢'1(s) est injective, on a x€W. Si x€¢ 1(8), soit y€EW tel que
PCx)zp(y), on a xFe 1 (R) car sinon y€EWNe ! (p(x))CWNe ' (SINe ' (R), ce
dernier étant vide puisque g(2)=0 pour tout 2€¢ 1 (S)Ne 1 (R), c’est
absurde, donc x¥¢ ! (R), donc x€EW. Par conséquent, ¢ ' (o (W))=W et il
sult que o(WINSNR=@. Il existe un ouvert affincide U de Z tel que
SNe(W)CU et UNR=@. Il existe un ouvert affinoide V de Z* tel que
W=o 1 (UDUV et VNp 1 (S)=@g, ¢(V) est un ouvert affinoide de Z, donc
e (W)=UUp (V) est quasi-compact. La normalisation ¢(W)’ de o (W) est
isomorphe & ¢ '(p(WY)=W, comme W est affinoide, ¢ (W) aussi ([F,M]
§ 2.1.3, prop. 4). :



B) Posons R =¢ (W), alors #={R,R,} est un recouvrement pur de Z*™ et
RNAR, est régulier.

Pour tout x€¢ ! (R), on a gxéﬁz,,(x)cﬁ an , donc g€d(R)°
z » P (X))
(LF) p 239 et p R48), par suite RﬂRoz{xGRl |g(x>)[=1} et ¢’ est une
partie pure de R.

Considérons h=| |(g '-g '(s))Y €@(Z’), le produit é&tant fait
sur 1’ensemble des s€p ' (S)NW-¢ ! (R), on prend N° assez grand, de
sorte que h,€6, ., . ,, pour tout x€e ! (S)NW-o ! (R)=¢ 1 (S)NW, il suit
que h€EA(R,D%. Comme [g '(x)|<1l pour tout x€p 1 (SYNW-0"*(R), on a
RNR,={x€R,| |h(x)|=1}, c’est donc une partie pure de R,. Alors
#={R,,R} est bien un recouvrement pur de R,UR=2Z.

Enfin comme RNR,NS=@, on a bien RNR, régulier.

¥) Montrons que R° est dense dans Zy
Il suffit de montrer que fﬂ—ﬁc est fini. L’homomorphisme
H ¢ k(T)=®(P.) » @&(Z’) défini par H(T)=h induit un morphisme fini
g:2°- Pk, pour tout x€Z°, on a 6(x)=h(x). Comme 8" est un morphisme
fini et gue W'{xEZ’lhéﬁz.x,lh(x)Isl} H induit un homomorphisme fini
FoiR<T>46(W) avec ', (Td)=h|,. Soit f= h[R €A(R,)°, on a un diagramme
commutatif
I‘D
k<T> ~——d (W)

I e# (Ry)

B

d(R,)

ou I' est défini par I'(T)=f, donc T est fini, done I: k[T]*@(R est
fini aussi, il suit que 6(R ) est fini sur k[f].

Montrons que le fermé& de Zariski assoccié & T, V(?)Cﬁ“ est
fini. Soit Y une composante irréductible de R° Si YﬂV(f)#Y, YNV ()
est fini. Si YNV(f)=Y, pour tout aE@(R Y, il existe bo,...,b €k[T]
tels que

g RN by 1

a+b, _,a™ " '+...+b,=0,

donc ZIY est algébrique sur k puisque 311Y6E donc €(Y) est algébri-
que sur k, d’ol dimY= 0, Y est fini, donc V(f) est fini.

Enfin comme RNR,={xX€R,| [f(x)[=1}, on a Z,-R°=V(F)CRS, donc
Zy~R° est fini.

COROLLAIRE 1.6.1. Soient k un corps valué complet, algébriquement
clos, C une courbe projective sur k, R un ouvert affinoide irréduc-
tible de C*", de meme genre que C*™, s:B»R la réduction de R selon
un recouvrement pur % de R. Alors C*" admet un recouvrement pur v

e T i e

A
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tel que (R,%) soit urn ouvert formel de (C*",¥) et que E, la réduc-
tion de C** selon le recouvrement pur ¥, soit isomorphe au complété
projectif de R. En particulier, g(ﬁ);g(R).

Preuve. Soit r:R+R°® la réduction canocnique. D’aprés la proposition
1.6, on a une réduction analytique r:C*"+Z de C*" telle que r|,=r
et que R° soit dense dans Z.

Soit @:R*R° le morphisme induit par le morphisme d’espaces
analytiques formels Id;:(R,%)*(R,{R}), soit F la réunion des com-
posantes irréductibles complédtes de R. Alors o (F) est fini,

e (e (F))=F et @:R~F - ﬁ“-m(F) est un isomorphisme ([Pl]l] prop 1.1.
ou [F] p 348).

Posons V=R-F, c’est un ouvert affine de R, soient ViseaesV,
des ouverts affines de R tels que V,#V et R=VUV,U...UV,, soit U un
ouvert affine de Z tel que UNR°Cp(V) et Z-R°CU. Alors le recouvre-

ment
={r 1 (U),r (e (V)),s ' (V,)|1gign)

de C*™ est un recouvrement pur de C®*® car on a r 'Ce(V))=s 1 (¥,
sTHUDINE LU =s (Y INs L (MHNr 1 U)=s 1 (U,)Ns (o~ L (o (VINT)),
s"(Vi)ﬂ§‘1(U)=s“1(VlﬂV)nf'l(U):f'l(U)ﬂr'l(w(ViﬂV)).

On a g(C)=g(R), donc g(Z)=g(R®), donc Z-R° est un ensemble fini de
points réguliers, il suit que le morphisme w:ﬁbﬁ“ se prolonge

en un morphisme ¢:R+Z tel que ¢:R-F4Z-¢(F) soit un isomorphisme.
On voit alors que C, la réduction de C*® gelon le recouvrement pur

¥, est isomorphe a R. Enfin, la construction de ¥ montre que (R,%)
est un ouvert formel de (C**,¥).

COROLLAIRE 1.6.2. Soient k un corps valué completl, algébrigquement
clos, C une variété projective réduite, de dimension 1 sur k, R un
ouvert affinoide de C**, § un ensemble fini de points de R. Alors
il existe un ouvert affinoide R, de C*" tel que RUR,=C*™ et SNR,=4.

Preuve. D’aprés la proposition 1.6, 11 existe un ouvert affinoide

W de C*" tel que C*"=RUW. Soit p un point de WNS. Montrons qu’ il

existe un ouvert affinoide W, de C*" tel que W,CW, pgW, et C*"=RUW, .

Soient f,,...,f des fonctions de (W) qui engendrent 1’idéal maxi-

mal de #(W) correspondant au point p. Alors il existe m€EL-{0} tel

que {xéwllfi(x){slnl,ISisn} soit contenu dans RNW ([F]1 lemme 1,

p 116). On pose W, = LJ {wallfi(x)IBEKl}, c¢'est un ouvert analy-
1€i<n

tique compact de W, c¢'est donc un ouvert affinoide (théordme 0.4).



- 10 -

On a clairement C*"=RUW,, p¢gW, et W,CW, comme SNW est
fini, au bout d’un nombre fini de telles ocpérations, on trouve un
ouvert affinoide R, qui répond & la question.

COROLLAIRE 1.6.3. Soient k un corps valué complet, algébriquement
clos, X un k-espace analytique quasi-compact, séparé, réduit de di-
mension 1. Alors X est ouvert aralytique d’une variété projective
(analytifiée) réduite de dimension 1.

Preuve. Soient X,,...,X, les composantes irréductibles de X, elles
sont quasi-compactes (on les munit de la structure analytique ré- .
duite induite). On sait que X, est soit affinofde, soit projectir.
Donec X, est ouvert analytique d'une courbe projective (analytifiée)
C;. S50it 8 1’ensemble des points singuliers de X, c’est un ensemble
fini car X est quasi-compact et tout espace affinoide réduit de
dimension 1 n'a qu’un nombre fini de poinhts singuliers (¢’est une
conséquence immédiate du théoréme 0.1).

S5oit R un ouvert affinoide de X contenant §, soit R, un
ouvert affinoide C; tel que R,N(X;NS)=g et C,= R, U(RNC,) (corollai- -
1.6.2). Comme R, N(SNX,)=@, R,NR est un ouvert affinoide de R. On 3
recolle les espaces affinoides R,R,,...,R, selon les isomorphismes

id
RORNR,

> R, NRCR,

On obtient ainsi un espace analytique dont les composantes irré-
ductibles sont C,,...,C,, il est donc projectif ([F,M], proposition
11) et X est un ouvert analytique de cet espace analytigue.

PROPOSITION 1.7. Soient k un corps valué complet, algébriquement

clos, Z une variété projective réduite de dimension 1 sur k,

R et W deux ouveris affinoides de Z*™ tels que WCR. Alors on a
e(WI)€g(R)Lg(Z), ot g(2) est le genre arithmétique de Z. ;

Preuve. Soient Z,y.405Z, les composantes irréductibles de Z qui ne
rencontrent pas R, il existe des ouverts affinoides non-vides
Rys-..,R, de Z*" tels que R;CZ;, R, NR,;=g si i#j, R’=RUR,U...UR,
est alors un ouvert affinoide de Z gqui rencontre toutes les compo-
santes irréductibles de Z. D’aprés la proposition 1.8, on a une ré-
duction analytique z qui contient RS comme ouvert affine, donc
E(R*)=g (R’ °)<g(Z), ol g(Z) est le genre arithmétique de Z (voir
[P1] prop 1.2.1), or g(2)=g(Z), on a donc g(R’)<g(Z). Enfin,
R’ °=R°URSU...URS entrafne g(R)<g(R’)<g(Z).

L’ inégalité g(W)<g(R) est une conséquence de la remarque
qui suit le théoréme 0.2 et de ce que 1’on vient de démontrer.

REMARQUE. Le genre d’un k-espace affinoide réduit, de dimension 1,
est donc la borne inférieure des genres arithmétiques des variétés
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projectives, réduites de dimension 1, qui le contiennent comme
ouvert affinoide.

DEFINITION 1.6. Soient k un corps valué complet algébriquement clos,
X un k-espace analytigue réduit de dimension 1. On appelle genre de
X et on le note g(X), le nombre Sup{g(R)I R ouveri affinoide de X}.
Donc g(X)ENU{w). On dit que X est de genre fini si g(XYEN.

REMARQUE. D’aprés la proposition 1.7, cette définition coincide avec
la définition 1.5 lorsque X est affinoide. Nous verrons (prop. 3.4)
que notre définition d’espace de genre 0 est la méme que celle don-
née dans [G,P]l, p 138.

Les premiers exemples d’espaces analytiques de genre fini
sont les ouverts analytiques d’'une variété projective réduite de
dimension 1 sur k (proposition 1.7). La proposition suivante donne
un exemple de calcul effectif du genre d’un espace ahalytique.

PROPOSITION 1.8, Soit k un corps valué complet algébriquement clos,
soit Z une variété projective réduite de dimenrsion 1 sur k. Alors
g(Z*") est égal & g(2Z) le genre arithmétique de Z.

Preuve. D’aprés la proposition 1.7, on a g¢Z®™)<g(Z). Soit r:Z*™+2
une réduction de Z*™, soit V un ouvert afrfine de 7 tel que 7~V soit
un ensemble fini de points réguliers, alors r *(V) est un ouvert
affinoide de Z2™", g(r'l(V)):g(V)=dim_H1(E,@E)=dimkﬂl(z,@z), donc

X

g£(Z)=g(r 1 (V))<€g(Z*"), d’ou 1’égalité.

Il existe des espaces analytigues réduits, séparés, de
dimension 1, de genre infini, qui peuvent &tre construits de fagon
naturelle (comme fermés analytigques de Spmk[(X,Y] par exemple), mais
nous ne nhous y intéresserons pas dans ce travail.

Nous terminons ce paragraphe par une formule liant le genre
d’ un espace affinoide de dimension 1 au genre de sa normalisation.

PROPOSITION 1.9, Soient k un corps valué complet, algébriquement
clos, R un k-espace affinoide connexe, réduit, de dimension 1, R’
la normalisation de R et S l’ensemble des points singuliers de R.
Alors on a

g(R)=g (R )-c+1+ E dim, (g /6y, >
X €S8

ot ¢ est le nombre de composantes irréductibles de R, @;,x est la
clBture intégrale de @n,x dans son anneau total de fractions.

T T T
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Preuve. @) Soit Z ure variété projective réduite, de dimension 1 :
sur k, telle que R soit un ouvert affincide de Z*". Alors pour tout
x€R, on e dim, (6, ,/6, ,d=dim (0, /0, ), on 6, , est la clBture
intégrate de 6, , dans son anneau total de fractions.

_ Boit ¢itZ’>2 le morphisme canonique de normalisation, soit
# le faisceau quotient ¢,6,,/6, sur Z. Par analytification de 1la

suite exacte de faisceaux cohérents

0= 8, » 0,0,, >F =0 |,

on obtient la suite exacte

0+ & ,, = (9,6,.)*" » g** 5 0,

Z

Comme (¢,d,,)* " =pi"6 an=03t6 » (ol (Z®*")’ est la normali~
(z°) z ) : - ' -

sation de Z®*™), on a

(*) o ga:=@’an /6 an =ﬁ;,x/@R,x'

Z ) X z s X

Le &, ,-module @x=@;‘x/@3’x est de type fini, c’est aussi
un (6z,x/mx)—espace vectoriel de dimension finie (m, est 1’idéal
maximal de Jz;x). Par une simple application du lemme de Nakayam&,
on voit qu’ il existe N21 tel que m'% _=0. Donec

Q:nzﬁx@A@ o @x®a(@ an /m§6 an )

am
Z . X ) 4 » ¥ Z s X

en tant que #, ,-modules (on a posé A=6, ). Or

an an
Z s X ¥4 s X

lj /mY 6 ~ &, ,/mi6, . ([F1 p 248),

donc ]
Foh o gxaa(@z,x/mgﬁz,x) >~ F08,0, , 2 &F,

ou A=d, ,, on a donc le résultat en utilisant 1’ égalité (*).

B) Soit Z comme dans ), on suppose que R rencontre toutes les com-
posantes irrdéductibles de Z et g(R)=g(Z). Alors g(R’)=g(2’), ou Z°
est la normalisction de Z.

D’aprés la proposition 1.8, Z*™ a un recouvrement pur {R,.}
tel que la réduction associée r:Z*"+Z vérifie Z-R° fini. Comme
g(Z)=g(Z)=g(RY=g (R°), les points de Z-R° sont réguliers. Soit V un
ouvert affine régulier de Z tel que VUR®=Z, alors {R’,r '(V)} est
un recouvrement pur de Z’, le morphisme canonique 9:Z*=2Z induit un
morphisme fini E:E’éf, od Z’ est la réduction de Z’ selon le recou-
vrement pur {R’, r '(V)}. Donc Z’'-R’° C ¢ 1 (Z-R°) est un ensemble
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|
fini de points, comme il est contenu dans r - '(V)°=V, ces points "
sont réguliers, par conséquent g(R’)=g(Z*)Y=g(Z*). i

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition. Bn uti- -
lisant le théoréme 0.1, on voit que R est ouvert affinoide d'une ‘
variété projective réduite Z telle que g(R)=g(Z), R rencontre toutes
les composantes irréductibles de Z et qu’*ils ont le méme nombre de
composantes irréductibles. Soit S 1’ensemble des points singuliers
de Z (donc de Z*™), comme g(Z)=g(R), S est aussi 1’ensemble des
points singuliers de R, On a

- g(2)=g(2’)~c+1+ T dim, (F; /6, )

x €32

Il suffit maintenant d’appliquer @) et B) pour conclure.

82. IMMERSION INJECTIVE OUVERTE DANS (B,

Soit k un corps valué complet algébriquement clos, soient ;
W; la droite projective sur k, k(T) le corps des fractions ration- ;
nelles de P;. On identifie k & 1’ouvert de P! ol T est régulier et
on note o le pSle de T. Pour tout z€k, on a donc T(z)=z et T ! (0)=0.
On note encore par Pi 1’analytification de Pi, soient a,n€k, on
note B(a,n) le disque ouvert, {z€k||z-af<In|} et D(a,n) le disque
fermé, {zékllz-alslnl}, D(a,m) est un ouvert affinoide de P; &égal &
Spmk<r 1T>. '

On sait que tout ouvert affinoide connexe de Pi est soit de
la forme Pi- ) B(a,,7,), soit de la forme D(a,,n,)- {'J B(a,,m,),
1€1€n ' 1<i<n

avec B(a,,n;)CD(a,,%,). Pour R=Pi- |- B(a,,r,), tout PEB(R) s’ écrit

1gidn

de fagon unique sous la forme

i ]

>

f=a,+ 2 2 a; ;¢

1€i<n 1€5<w T-a
1

ol a,€k, a,;€k, lim ¢,,=0 et

Pw
NEl, ,=max{la,|,la,;|}1cign, j>1},
Pour un ouvert affinoide W de la forme W=D(a,,%T,)- Lj B(a;,m;>,

I1csism

tout FfEH(W) s’ écrit de fagon unigue sous la forme
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fza,+ I @, ( ) + = Zoa;; (
j.oo 1 1€ig j»1 -
] . nO n ] T-a

ol ¢,€k, alek, lim a,; ;%0 et
jow

Ifl,,=max{lagl,|e,,||0si<n, j>1).

Il suit que

o T-a, T-a, T Ty
s [ e e )
| T, To teien Lpog T-a,

On-sait aussi qu’'il existe une et une seule composante

T-a,

irréductible sur laguelle [ ],n’est ras constante.

g

Pour ces résultats élémentaires, on peut consulter
[F] p.383-366 et [G,P] p.78-91,

DEFINITION et NOTATION 2.1. Soit k un corps valué complet algébri-
quement clos, soient R un espace affinoide sur k, fEG(R). L’homo-
morphisme P:k<T>*@#(R) défini par W(T)=f induit un morphisme de R
dans B;, on notera ce morphisme par ¢,. Pour tout x€R, on a

P (x)=F(x)ER®, On dit que f induit une immersion injective ouverte
(de R) dans B; si le morphisme ¢, est une immersion injective
ouverte de R dans B}.

Le but de ce paragraphe est de caractériser les fEACR)® qui

induisent une immersion injective ouverte dans Bﬁ.

PROPOSITION 2.1. Soient k un corps valué complet algébriquement
clos, R un k-espace affinoide, fEO(R)®, c€k®. Alors les propriétés
suivaentes sont équivalentes

i) f induit une immersion injective ouverte,

ii) f-c induit une immersiorn injective ouverte,

iii) si [A[=Hfﬂsp, A'f induit une immersion injective ouverte,
iv}) Dpour tout ouvert affincide R’ de R, f|,. induit une immersion
injective ouverte de R* dans Bl.

Preuve. C'est évident.

S
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PROPOSITION 2.2. Soient k un corps valué complet, algébriquement i
cltos, R=D(0,1)- ') B(a,,%,), o2 les B(a,,n,) sont deux & deux dis- :

15i<n .
joints et contenus dans D(0,1). Soit fEACR)® tel que z
. T,
F=T(A+hT)+ = Z ay(C )y
n2i»1 ja1 T-a,
ol A€k, hEK°CTY, @, ,€k° et IA+hTH, =1.

on suppose_que f induit une immersion injective ouverte de R dans
By. Alors or a JA|=1, Jn|, <1 et |a,;|<|n,| pour tout i<n et tout

i»1.

Preuve, Blle se fait par récurrenée et en plusieurs étapes. Pour
T

i

simplifier les notations, on pose f,= €6(RY° pour tout 1<i<n,
T-a,

¢=¢, le morphisme associé & f, T,=T|, , T,=T}|, g,

a) On e k], <1 et |a;,;|<1 pour tout i€1, j21.
Pour tout c€k’, on a [f-cl,, =1, donec i Ty-cll,,=1, donec ®(R) est
de la forme ¢(R)=D(0,1)- {') B(b,,r;>. Soit L, la composante irré-
j€<m

ductible de 9(R)° telle que TZIL scoit non-constante, alors ;—1(t2)
2 .
est 1’unique composante irréductible sur laquelle T ne soit pas cons-

tante. Soit L, la composante irréductible de R° telle que T,[, soit
. . . 1

?=T1(E+TIE)+ > Et] ?f et JA+T;h) ,=1, on a

i,]

non-constante, comme

?IL non-constante, donc L1=E'I(L2). L’ ouvert L, est un affine de P! g
1 : X .

car g(L,)<g(e(R))=0, 6(L,0=kIT, 1,7 ,» o0 Q(T,)€RIT,], de méme
2 .
O(L,)=k[T,;1, .3 ,» o P(T,)€k[T,]. L’ homomorphisme ¢°(R) induit un
1

isomorphisme de G(Ly) sur @(Ll), qui envoie TzlL sur ?IL ;, on a
.2 : .

) 1
done F[Tllp(; )=§[?IL-]Q(;,L ,» ce qui impligue que T{, =A T,|.
L 1 1 1 1

d’ ot ||}, ,<1.

Solt ig€n. 8i (=, |<1,.considérons L une composante irré-
0

ductible de R° telle que f, |, soit non-constante, comme
0
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(T,-a, )f, =n, =0, on a T,|,=a, , donc L¥L,, donc T)], est constante,
0 o 0 0

ce qui impligue que Ei , ;50 pour tout j21, done |a, ’j|<1 pour tout
: 4] . . ' [H] .

j»1. 81 |m;, |=1, les égalités
)
7,
£y 1y = :————2:—- > 2 gy f£i], =0
0 1 T]_[L _ai ) .i,j; 1
1 0

impliquent Ea ,3=0 pour tout j2l. On a donc [ai,j1<1‘pour tout
i<n et j>»1. ° '

B) On fixe s€{1,2,...,n), on pose
{r{=max{|a,-a,|,|n,||1sign, 2, -2, | <1},
alors pour tout j21 et tout i tel que la;-a lsir]{, on a la;;{i<ir].
D’aprés «a), on peut supposer |r|<l. On pose

I={i€n||a1-asls[rl}, R‘={xER|}x-as|£|¢|} pour tout {4€k tel que
1>[4f>lr}. Soit i€I, on a ja,-a;|=1 et

T, : T, 4 ; T-a, _
| .= [1+ 3 ( > (——) 1,
T-a, * a,~-a, 12t a.-a, 1
Ty - T-a, ' _
donc EkP+4k? < >. Comme les a,;, sont dans k"%, on a
' T-a, * 4
Ty T-a,
Zoa,; (—) LERPOHLKOY ¢ >
il pagi R p)
Il suit gque
. T-a, T-a, Sl
£l ,=c+e’. (1+h, (—N+ I a;,( >
R 4 4 teEl,i»1 T-a.i
' T-a,
ol c€k®, j4*|=]4], h,EK°K >,
4

Soit |a|=ma2{la{j||i€I,j31}.gSupposons lel2|r|. On applique les

résultats de @) & 1’affinoide R, et la fonction (f, ¢-c)a'1€@(R“)°,
fa;;l *

on a done, pour tout i€l et tout j21, ——¢1, ce qui est absurde.

i
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Done |a|<\r], d’ ol le résultat.

¥) Pour tout s€n et tout j»l, on a lag ;i <lngl.

On va faire une récurrence sur l’entier n.
¥1) 51 n=20 ou n=1, c’esgt vrai d’aprés a) et A).
¥2) On suppose le résultat vrai pour tout ouvert affinoide de 1la
forme D(0,1)- |*) B(b,,¢,) avec men-1.

"igm

Considérons r€k défini dans B8), |r1|=max{iai-as|,[ns|||a1-as|<|r|),
I,={i<n|a;-2,|€[r |}.

Si Irl=jz,|, on & le résultat d’aprés B8). On suppose donc
Irl>|n,], donec |r|>}r,|. Soit 4€Ek tel que |r|>[<£|>]|r,]| et
|4|3max{]alj||j;1,i€l}, ol I est défini dans B), £ existe en vertu

de 8). < EA
Soit ign,ifl,, alors |——|% <1, et on a
' a,-a, {r]
T, T, i g T-a, 4 T-a,
P A ¢ ) ( Y 1 € k°+ k%< >
T-a; ®* a ,-a i?0 a.-a, 4 ' a,-a, 4
. 4
5i la;~a l=1, la,;|.|——I[<|<] ; si |a,-a,[=]r],
a,-a,
v 1<|
le;, y1«]——I<]r}{. ——=|<4] . Donc pour tout ifI,, on a
a'iwa's Irl
4
fa; 511 1<14], donc
a,-a,
T-a, T, ;
£ ,=c+em (1+h))+ 5 @, ¢ )
R y) _ FEL s d21 T-a,
T-a, T-a,
avec e*€k®, |4"|=|¢], hE kO« >
rA 4

On applique 1’hypothése de récurrence & l’affincide RY et
lai,ji lnil ' '
iz1, < » en particulier |e_,;|<|n |]. D’ou la proposition.
14] <] : '

e e e
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On va donner une version plus "esthétique"” de cette proposi-
tion. :

PROPOSITION 2.3. Soient k un corps-vdlué complet, aclgébriquement
Ty
Y €EOCRY®. Alors £

clos, R= Pl- |+) B(a,,n,), f=a,+ & R ¢
1<ign i<n, ji»1 T-2a

i
induit une immersion injective ouverte de R dans B, si et seulement
il existe i €n tel que

_ la; 41 -8l i=i, et j»2
fe,, ;1 < {‘ ° T, T, - :

le, ,,|.|—2—0 si iFi, et j>1
0 (a'l _ai)ﬂ
a

Preuve. On peut supposer a,=0 et 1= =, ,; |-
0

. T,
Soit wik(T) =+ k(TY, 1’aﬁtomorphisme de k(T) dérini par ¥(T)= .
. . ) T-a.l
T, n,T, T, T,
Pour i»2, on pose b, = s T Se————, on a #( y= + ,
a;,-a, (a,-2a,)? T-b, T-a, a,-a,

et ¥ induit un automorphisme B:Pi - Pi, dont 1'application ensem-

T, S
bliste est 6(z)= . On a 6(R)={2€ PL||z|€1,]z-b,|>|r,;},n>i>2},
' : z-a, -

et
. L Ty
wi(f)= 2 @, ,T'+ 3 A S ¢ - —)
' a1 naia2 joai a'l—a'l. T'bi

Supposons que f induit une immersion injective ouverte,
alors ¥ '(f) induit une immersion injective ouverte de 6(R) dans
B, d’aprés la proposition 2.2, on a fe, ,1=1, |a, ;]<L pour tout
j22 et pour i22, ig<n

T, r,o r,
A ¢ - > € k%+r k°°%¢ >.
i>t a, -a, T-b, , T-b,
r, r; T, r,
Soit ¢ 1’'automorphisme de k¢ > défini par &¢ ) S—— - ,

T-b, T-b, a,-a; T-b

e



on a

Py 3 ’ ri.‘ r,
2 @, (=) €O(h%+r k"¢ )=k +r k%<

iy mop, : T-b, T-b;

>,

T,

done |a,;{<ir, I=| | .

(a,-a,)?

Démontrons maintenant 1la rééiproque. Supposons que les
coefficients de f satisfont |a, ,|=1, ‘ ' '

1 si ims1l et j22

1

Ty, 1 < n,m,

{ si i22 et j21.
(at_a-g)g

Il suffit de montrer que ¥ ! (f) induit une immersion injective
ouverte de 6(R) dans B; (¥ et 6 sont définis précédemment) . Soit

r, §
g=v '(f)= I a,, T+ = T B¢ > , les inégalités sur les a,,
i»t 2cic<n ja1 T-b.
- 1
LIy
impliquent |a@,,|<1 si j22, 18 ;1<lr|=]———] &1 i22 et j21.
(a;~-2,)?*

Soit ¢=¢, le morphisme O0(R) » B. associé a g.

Montrons que ¢ est‘injective. Soient z€OC(RY, z*€O(R), i=2
j21, on a

s rsy r; T
'Bij<_)_neij( > | € IB|J|| . |

z-b, 2’ -b, z-b, 2’ -b,

. lr, 1lz-2*|
< r,| =lz-2"],
fr l?

rour j22, on a

le, ;27-a,,2" ' |<|z-2",

Y S

T e
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done [e(z)-¢(z2’)|=]la, ,l|2-2"]|=]|2-2"|. Ce qui:prouve que ¢ est une
injection (ensembliste). o '

Soit x€O(R), soit mEk-{0} tel que D(x,w)COH(R), pour tout
i»2 et tout j>»1, on a I

ry g ry 5 T o, fo ¢
— | =(—) [1+ 3 (—) (—) 17,
T-b, P¥:%)  x-b, 421 b, -x T
T, : T T-x
done ¢ > €Ek’+ k° <—>
T-b, Dix,®) b, -x T
r; 3 - T~x
done - By, (— | EX94nk? 0 ¢,
T-bi D(x,m) ‘ T
‘ T-x.
On a aussi . 5 oa,, T €k +nk®® ¢—>,
i»2 D{(x, ) . i
T-x : T-x
par suite gl €Ek+nr — (A+KOO¢—>),
Di{x,m) T . T

avec A€k°-%°?, donc ¢, est un isomorphisme de B; ,.,, sur 6(R),,
® est une immersion injective ouverte de 6(R) dans ﬂi, donc ¢,
est une immersion injective ouverte de R dans Bl.
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§3 - ESPACES ANALYTIQUES DE GENRE ZERO.

Nous étudions dans ce paragraphe les espaces analytiques
connexes, réguliers, séparés, de dimension 1 et de genre 0. C'est
essentiellement un travail de préparation au paragraphe suivant.

DEFINITION 3.1. Soient k un corps valué complet, algébriquement
clos, R un k-espace affinoide régulier, connexe, de dimension 1,
de genre 0, x,€R. Une partie {e,,...,e,} de #(R)° est appelée une
Xo—base de R s’il existe un isomorphisme ¢, de R sur un ouvert

affinoide de Pi de la forme Pi— Lj B(a,,m,;), avec pour tout ign,
ni . 1€i<n

e, =p" (R)( ) et p(xy)=o.

T-a,

REMARQUE. Avec les hypothéses ci-dessus, pour tout X,ER, R admet
une Xx,-base. En effet, d’aprés les théorémes 0.1 et 0.2, R est
isomorphe & un ouvert affinoide de P,, en composant éventuellement
avec une transformation homographique de Pi (qui est un automor-
phisme de Pi), on peut supposer que x, correspond & o.

PROPOSITION 3.1. Soient k un corps valué complet, algébriquement
clos, R un k-espace affinoide connexe, régulier, de dimension 1, de
genre 0, x,€R et {e,,...,e,} une x,-base de R. Alors

1) Tout f€&(R) s*écrit de fagon unique sous la forme

f=a, + 2 I a, el
1€i<n j21
ou a,€k, a;,;€k, lim @, ;=0 et
jvo

£l =max{|ag|,la,,|]|1cign, j>13

2) Si {d,,...,d,} est une autre x,-base de R, il existe une bi-
Jection T:{1,...,n}2{1l,...,m}, A,,...,A,€k tels que |A,;}=1 et
e;-A;d,  ;,E6(RYCO,

Preuve. 1) C’est immédiat.

2) Soit ign, eiéﬁ(R)° induit une immersion injective ouverte de R

dans B;. D’ aprés la proposition 2.5, e; 8'écrit sous la forme

e;=a,+ z 2 a;,d7, ol a,€k, a,,€k et pour un certain i’<m on a
m*jirsl sal :

la; I1<la;. | si (j,s)#(i*,1). Comme e, (%y)=d;(x,)=0, on a @,=0,

d’ autre part fle,[l,,=1 implique |a,.,[=1, donc e,-a,.,d,.€H(R)°".

On pose alors T(i)=i’, A,sa;.,. Par symétrie, il existe i"<n,

Hy.€k°-k°° tels que d;.-u,.e, .€6(RI®°, par suite e,~A,i,;.e,;.€6(CR)"T,

donec i"=i, donec t est une bijection.
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PROPOSITION 3.2. Scoient k un corps valué complet, algébriquement
clos, X un espace arnalytique connexe, régulier, séparé, de dimen-
sion 1 sur k et ron projectif (i.e. X n’est pas isomorphe ¢ l’ana-
lytification d’une variété projective'sur k). Alors tout ouvert
analytique quasi-compact de X est affinoide et est contenu danrns un
ouvert affinoide connexe de X.

Preuve. Soit U un ouvert analytique quasi-compact de X, soit U, une
composante connexe de U (voir prop. et déf. 1.2), U, est quasi-
compact. On sait que U, est soit affinoide, soit projectif (EF,M]
§2.2 prop.3). Supposons U, projectif, alors U,#X, il existe un
ouvert analytique gquasi-compact connexe V de X tel que.. U, CV (prop.
1.4). On a deux cas '

@) V projectif. Il existe FfER(V)~k, sans p6le dans U,, donc
fly €6(U,)=k. Ce qui implique que pour un certain A€k, T-ACR(V) a
1

une infinité de zéros, c¢’est impossible.

By V dffinoide. Pour tout f€&H(V), pour tout ouvert affinoide R de
U,, on a f|z=(fjy )|z€k, donc dimR=0,donc dimU,=0, c’est aussi
s _

impossible.
Par conséquent U, est affinoide, les composantes connexes de
U sont affinoides, il en est de m&me pour U. On peut conclure gréace

4 la proposition 1.4.

PROPOSITION 3.3. Soient k un corps valué complet, algébriquement

clos, X un k-espace aralyltique connexe, régulier, séparé, de dimen-
sion 1 et de genre 0. On suppose X non projectif. Alors X admetl un
recouvrement admissible {X }, ,, avec X CX,,,, X, affinoide connexe.

Preuve. Elle est inspirée par la démonstration de van der Put pour
les ouverts analytiques connexes de Pﬁ. . '

. On fixe un point x,€X. Soit ¥ 1’ensemble des ouverts affi-
noides connexes de X contenant x,. Rappelons que la topologie de
Grothendieck sur X est celle définie dans la proposition 1.5. Tout
ouvert affinoide de X est contenu dans un ocuvert affinoide contenant
X, et, tout ouvert affinoide contenani x, est contenu dans un ouvert
affinoide connexe contenant x, (prop.3.2), donc ¥ est un recouvre-

ment admissible de X.
Pour tout RE#F, notons n(R) le cardinal d’une x,-base de R.
Le nombre n(R) ne dépend pas du choix de la x,-base (prop.3.1). :
Soit #* 1'ensemble des REF tels gqgue pour tout R’ €F contenant 5
R, n¢R*)>2n(R). Cette propriété équivaut & : pour tout isomorphisme
9:R' ¢ (R*)C P! avec o(x,)=w, on a o(R’)= Pi- ) By, o(R)= Pi- ) B,,

i i . I

ol chaque B, contient au moins un B?.
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Il est clair que #* est un recouvrement admissible de X (il
est défini par la propriété de minimalité de n(R)). On va montrer
que 1’ on peut extraire de F* un sous-recouvrement au plus dénom-
brable. ' a S '

Soit & la relation binaire sur #* définie par : R,®R, si et
seulement si n(R,)=n(R;)=n{(R,;NR,). 51 ¢:R,UR,»¢(R,UR,)C P! est un
isomorphisme avec ¢(xy)=w, ©(R,)=Pi- |-J B, ,, e(R,)=Pl~ ) B, ,,

. i : - [ :
comme R,, R,€%, on voit que'RlﬂRé si et seulement si chaque B; ,
rencontre un et un seul Bs’g. Par conséquent, # est une relation
ad’ équivalence sur #F*.

@) Soient REF*, [R] sa classe d’équivalence pour ®#. Alors il existe
un sous-ensemble au plus dénombrable ¥ de [R]1, tel que tout élément
de [R] soit contenu dans un élément de %. '

On fixe une x,-base {e;,...,e,} de R. Pour tout R’€[R] tel
que R’DR et toute x,-base {e’,...,el} de R’, il existe A;,...,A €k,
hy;...,h, €OCR)®? tels que }A,]|=1 et e’|,=4,(e;+h,) (aux numérota-
tions prés). On note T(R*)=(|A,;}),¢;<,ER™, T(R’) ne dépend pas du
choix de la x,-base {e},...,e%} (prop.3.R2) .

On voit facilement que si R!,R“€[R], R’DR, R"DR, on a R’CR"
sl et seulement si chaque coordonné de T(R*') est supérieure a la
coordonnée correspondante de T(R"). D’ ol 1’ existence de #.

B) Montrons que %*/® est au plus dénombrable.

Pour tout sEMN, on note V,={[{R]|R€F*, n(R)=s}. Considérons
les notations sur #*/® : [R,1<[R,] s’il existe R,€[R,1, RL€[R,1
" tels que RiCR} ; [R,;1<[R,31 si [R,1<[R,] et [R,1#[R,] ; [R,1<<[R,]
si [R,I<[R,) et s’il n’existe pas de [R,] telle que [R,I<[R,;I<[R,].

B.) Pour [R,] fixé, il ¥y a au plus n=n{R,) classes [R] telles que
[R,1<<[RI].

Supposons qu’il existe [R;1,[R,1,...,[R,,,;], n+tl classes
distinctes telles que [Ry1<<[R;], 1€i€<n+1. On peut supposer R,CR;
pour tout ign+l. Soit ¢ un isomorphisme de LJ R, sur un ouvert

1€ign+1

atfinoide de P avec ¢(x,)=w. On a »(R,)=Pi- (') B, et pour 1gign+1,
. - 1<§&n )

e(R>=Pi- ) B, ,. La relation [R,J<<[R,1 implique qu’il existe un

1< j<n

;

et un seul j,;=0(i)€¢n tel que B, ;, contienne au moins deux disques
ouverts B; ;. On définit de cette fagon une application o de
{1,2,...,n+1} dans {1,2,...,n}. Soient ig<n+1, i’<n+1, iZi’, on a
[R,I€IR,NR,, I<IR;] et [R,ICIR,NR;* I€IR,.], comme [R,1#[R,.1, on a
[R,NR;.1<[R;1 ou [R,NR,;.I<[R,,), or [RyI<<[R,] et [R,1<<[R,.1, donc
[R,1=[R,NR,.1, donc 0(i)#0(i®), 0 est injective, c’est impossible.

e

S e e
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B,) Soient s>1, [RIEV,. Alors il existe s’ (s, [R*1€V,, tel que
[R* 1<<[RI1.

En effet soit [W,] 1’unique élément de V,, on a [W,I<[R]. 51
17on n’a pas [W 1<<IR1, il existe R"€F™ tel que [W,I<[R"IKIR], et on
recommence avec R". Comme n(R)>n(R"), ce procédé doit g’arré&ter au
bout d’un nombre fini de fois, d’ol le résultat. :

On a card V,=1. En utilisant 8,) et B;), une simple récur-
rence montre que V, est fini pour tout s21. Donc F*/®= LJ Vs est
au plus dénombrable. s21

I1 résulte de @) et B) que X admet un recouvrement admis-
sible affinoide {W,},,, avec W, connexe et xy,€W,. Les ouverts

affinoides X = LJ W, répondent & la question.
1€1<n

REMARQUE. Dans [Mocl, on retrouve le méme résultat pour les ouverts
analytiques connexes de W;, mais la démonstration ne s’adapte pas

au cas général.

i PR R

DEFINITION 3.2. Soient X un espace analytique rigide, r:X+X une
réduction de X. On dit que X est préstable si les composantes irré-
ductibles de X sont des courbes algébriques non-singuliéres, si
elles sont en nombre au plus dénombrable et si les seules singula-
rités de X sont des points doubles ordinaires.

PROPOSITION 3.4. Scient k¥ un corps vaelué complet, algébriquement
clos, X un k-espace analytique de dimension 1, régulier, séparé,
de genre 0 et connexe, R, un ouvert effinoide connexe de X. Alors
X admet un recouvrement pur {R,},,, tel que la réduction associée
X soit préstable, les composantes irréductibles de X sont des
cuverts de Pi et lLe graphe d’ intersection de X est urn arbdre.

PREUVE. Dans [G,P] (théoréme 1.4. p.130), on trouve une démonstra-
tion pour les ocuvertis analytiques connexes de F;. Comme tout ouvert
affinoide de X est isomorphe & un ouvert affinoide de Pi, compte
tenu de la proposition 3.3, elle s’adapte sans difficulté a la

situation présente.
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§4 - STRUCTURE DES ESPACES ANALYTIQUES DE DIMENSION 1, REDUITS,
IRREDUCT IBLES, SEPARES, DE GENRE FiNI.

On entre dans le vif du sujet avec ce par&graphe. Soit
X un espace analytigue de dimension 1, de genre fini, soit R un
ouvert affinoide de X, de mé&me genre que X. Alors'X s’ écrit comme
X=R U Y,avec g(¥Y)=0, la structure de Y a &té étudiée au paragraphe
précédent (recouvrement admissible affincide dénombrable ; réduction
préstable). La difficulté est de trouver un Y dont la structure
analytique se prolonge bien & X, c’est & dire que Y admet un recou-
vrement admissible {Y;},., tel que {R,Y,},., soit un recouvrement
admissible de X.

DEFINITION 4.1. Soit X un espace analytigue, un sous-ensemble F
de X est un fermé cenalytique si pour tout ouvert affinoide R de X,
FNAR est un fermé de Zariski de R=Spm#(R).On dit que X est irréduc-
tible si X ne peut pas s’ écrire comme réunion de deux fermés analy-
tiques différents de X.

Scit R un espace affinoide réduit. Alors R est irréductible

sl et seulement si #(R) est intégre.

PROPOSITION 4.1. Scient k unrn corps valué complet, algébriquement
clos, X un k-espace analytique réduit, irréductible, séparé, de

dimension 1, non projectif. Alors tout ouvert anelytique quasi—_
compact de X est affinoide.

PREUVE. Soient U un ouvert analytique quasi-compact de X, U’ (resp.X’)
la normalisation de U (resp.X), U’ est un ouvert analytique quasi-
compact de X', X’ est connexe, séparé, de dimension 1 et régulier,

X’ n’est pas projectif ([F,M] §4.3 prop.l.1). Donec d’'aprés la propo-
sition 3.8, U’ est affinoide, donc U est affinoide ([¥,M] §2.1

prop.4).

PROPOSITION 4.2. Soient k un corps valué complet, clgébriquement
clos, X un k-espace analytique réduit, irréductible, séparé, de
dimernsion 1, de genre firi, R, un ouvert affinoide connexe de X

de meéme genre que X. Alors tout ouvert affinoide connexe de X conte-
rnant R, est irréductible et les points de X-R, sont réguliers.

Preuve. @) On suppose X projectif.
On a X=C*", o0 C est une courbe projective sur k. On sait

que
g(CY=g(C*H+ I dim, (6% /0., )

x EC

ol C’° est la normalisation de C, et g(C) (resp. g(C*)) est le genre
arithmétique de C (resp. C*), g¢ est la cldture intégrale de

X
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f.,, dans son corps de fractions. On a vu dans la démontration de
la proposition 1.9 que

dim, (6% /0, )=dim, (0%, /0y )

est la cldture intégrale de ¢, , dans son anneau total de

ol #%
fractions. Il suit

(*) g(C)=g(C° )+ I dim, (6% /6y )

x€X

On a (C’)*™=(C*")?=X’DR}, donc g(R})<g(C’). On compare 1’égalité (k)
& la suivante (prop.l!.9)

E(Ry)=g(RY)-n+1+ 3 dim, (6% /0%, )
XER
0

ol n ezt le nombre dé composantes irréductibles de R,, comme
g2(R,)=g(C), on trouve n=1 et X-R, régulier.

B) On suppose X non projectif.

Soient U,,...,.,U, les composantes irréductibles de R;,. B5oit
# 1’ensemble des ouverts affinoides connexes de X contenant R,. Tout
RE€EF a une unique composante irréductible F, qui contient U,. Si R, €%,
R;€¥ et R,CR, alors F, CF, . Posons F= LJ Fp., montrons que F est

1 2 REF
un fermé analytique de X. Soient RE#%, pour tout R'EF, on a
RNF,.CRNF,,z. (RUR’ est affinoide), donc RNF= LJ Fp.NR, ol la réu-
nion est prise sur 1'ensemble des R*€F# contenant R. Pour un tel R?,
F..NR est une réunion de composantes irréuctibles de R. Donc RNF est
un fermé analytique de R. Comme F est un recouvrement admisszible de
X, F est un fermé analytique de X, donec F=X. Pour tout i€n, U, est
contenu dans un F, , R,€#. Scit W=R,U...UR,€%, on a R,CFy. Soit 2
: i .

une variété projective sur k, réduite, de dimension 1, telle que
W soit ouvert affinoide de Z*" et que g(Z)=g(W), soit Z, la compo-
sante irréductible de Z qui contient Fy, alors R; est un ouvert
affinoide Z,. Comme g(Z,)<g(Z)=g(W)=g(Ry), on a g(R,)=¢g(Z,), donec
d’ aprés a), R, est irréductible.

Soit x€X-R,, alors il existe R, €% tel que x€R,. D’aprés
ce que l’on vient de démontrer, R, est irréductible. Soit C, une
courbe projective sur k telle que R, soit ouvert affinoide de C}"
et g(R,)=g(C,), alors x€C,-R,. D’aprés @), X est un point régulier.

Avant d4d’aborder le probléme de réduction préstable nous
faisons quelques études sur 1’intersection d’un ouvert affinoide
avec la fibre formelle d’un point régulier ou double ordinaire.
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PROPOSITION 4.3. Soient k urn corps valué complet, algébriquement
clos, C une courbe projective sur k, R, un ouvert affinoide de C*",
isomorphe @ B;=Spmk<T> ou une couronne de rapport |nj|, ;
{z€k I Izl€lz1€1> € P, r:R, » R,° La réduction caeronique de R,, -
R un ouvert affinroide connexe de C*" qui rencontre R;,. Alors ou

bien il existe un ouvert affine non vide V de ﬁ:“ tel que

r (V) Cc R, ou bien il existe pER,° tel que R C r '(p).

. . - . ’
e L

Preuve. Supposons R,={z€k | Izl€iz|€1}E P}, n€k. Rappelons que les
ouverts affinoides de R, sont de la forme D- Lj B,, o D est un
icn

disque fermé et les B, des disques ouverts contenus dans D. Suppo-
sons que R ne contienne aucune partie formelle de R, (i.e. RZr ' (D
pour tout ouvert affine non vide V de ﬁ:“), on voit alors facile-
ment qu’il existe p,,...,P,€ER,°, R,;...,R, des ouverts affinoides
de R, tels que RNR,C | J R, et R,Er !(p,) pour tout ign. Soient
1<ci<n
{Ry;+.++) un recouvrement pur de C*" (voir prop.1.8), r:C**»T la
réduction associée &4 ce recouvrement, W#E“‘(E-{pl,...,pn}) est -
affinoide ([G,P] p.139), on a donc ;

R=t | (R,NRNR,>1 |J [WNRI .

1€i<n

Comme R est connexe et RNR #&, il existe i€n tel que R=R, NRNR,,
d’ou R cC r l(p,).
Le cas ol RxBi se traite de la m&me fagon.

PROPOSITION 4.4. Soient k un corps valué complet, algébriquement
clos, C une variété projective réduite sur k, de dimension 1,
r:C**+C une réduction enalytique de C*™, p unr point régulier

de C, R un ouvert affinoide cornexe de C*™ tel que RNr ' (p)#@ et
RZr ' (p). Alors pour tout ouvert affine régulier connexe V de C,
contenent p, assez petit, f€E6(r ' (V))°® tel que T soit un parameé-
tre local en p, on a les propriétés suivantes:

1) Le morphisme w,:r‘l(V)*mi (voir déf.2.1) est un isormorphisme
de r '(p) sur {z2€k° | |z|<1}.

2) Il existe B,,...,B, des disques ouverts de r ' (p) tels que

RAr-'(pd)=r"'(p)~ \'J B,. Ern particulier, il existe T,€Ek’° tel que
1€iqs

(x€x i (p) | 1£Cx)131T,1) € R. i

3) IL existe un ouvert affine non vide U de V tel que r ' (U)CR.
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4) Soit n€k°°-{0}, alors W={x€r'1(V)| |£(x) |>| |} est un ouvert
affinoide connexe de r ' (V), W° a deux composantes irréductibles
Z,s Z, respectivement isomorphes a V et Al=Spmk[T1, Z,NZ, est ré-
duit & un point double ordinaire de W°. %

Preuve. 1)Voir.[B,L] proposition R.2 ou [F] propositicn 3, p.332.

2) Soit (m, ),,, une suite d’éléments de k telle que pour tout n2l1,
ol |<|m,,,1<1 et lim [m |=1. On pose

n<o
Dn={xEr"(V)| |f(x)|<€|n,|}. On peut supposer RND,K #& puisque

RNr ' (p)#@. D’ aprés la proposition 4.3, R contient une partie for-

melle de D, , donc il existe des disques ouverts B, ,,...,B, ,
b1}

deux & deux disjoints, un ouvert affinoide R, de D, tels que
RND,=(D,~ |- B, ,1 ) R, (2e signe o) veut dire "réunion disjoin-

1<iCs
n

te”). On a donc

R:[Rni'l(ﬁ-{p})l lLJ tRAr- (v

=[RArT Y (@-<p3>1 |J [RAUxEr-P (V)| 12¢x> 120n, 131 | [RD, ]
=([RNr~ ' (T-{p>) |J (RAxEr * (M |1 £y 131,121 U [Dn-?Bn,iIJ ) &,

Comme r~ ! (C-{p}) est affinoide ([G,P] p.139) et R est connexe, on a
R, =@, donc

RND,=D,- |2 B, ;

1€ics
n
Soient a, ;, n, ; €k°® tels que Mo, i
B,,;={x€r '(p)| |f(x)-a, ,l<|m, ,|}. On considére h, ,=—,
f-a,

comme RNB, =@, h, ,€0(r '(VNR)® et h, ;, prend une infinité de
valeurs dans k (comme fonction réguliére sur r'I(V)” €y, donc
En’i est non-constante sur une composante irréductible L, , de

r (V)IR°. Soient m>n21, on a

En,i nm.)
hn,i hm.i + hm,; + hn,1 =0 .
a'11,1-a'|n,1 a'msJ_a'n’i
Ty .
si B, ;ND,=@, alors |[——————|<1, il résulte de 1’égalité ci-
a,,i 4L, ; '

dessus que



done L, ;#L, ;. Comme r (V)NR® n’a qu’un nombre fini de com-
posantes irréductibles, il existe n,2»1 tel que pour tout m»0, pour
tout j€s,, on ait D, NB, ,;#@, donc D -(RND,)ED, , d’ol
0 4]
RAr- ' (ed=rtm- J B,

1€igs, °
0

3) Montrons d’abord que r(R)NV n’est pas un nombre fini de points.
Supposons le contraire, r(R)NV={p,,...,p, >, donc Rﬂr"l(pi)#ﬁ,
RNr (V)Zr ' (p,). On a RAr (V)= { J RNr '(p,) et la description
i<i<m

de Rﬂr‘l(pi) par 2) montre clairement que le membre & droite n’est
pas affinoide, comme RNr (V) est affinoide, c¢’est impossible.

Comme RNr ' (V) est un ouvert affincide de r '(V), on a
RNr ' (V)=R,U...UR, od R, est une partie rationnelle de r™ ' (V)
(IB,G,R] corollaire 3, p.309). On peut supposer que r(R,)NV n’est
rag un nombre fini de points. Qnga. .
R1={xEr'1(V)| [F,(x)]€|f,(x)]|, 0€igt) ol £ EH(r ' (V)) et
6r ()= I £, (V).

Deict

Montrons que | f,|#lf;[l. Supposons en effet qu’ il existe
iZ0 et [f,l<lf;ll, alors RICF={xEr'1(V)I [f; x> [<|f;|>. Comme f;¥0
et V est irréductible, il suit que r(F) est un fermé de dimension
zéro, ce qui contredit que r(R,) n’est pas un nombre fini de points.
‘ On peut supposer que [f,[=1, soit U 1’ouvert prinicipal
D(f,> de V, on a r” !(U)CR,CR.

4) Posons R,={x€W| |f(x)[|=1}, R,={x€W| |£(x)|=]7n|}, ce sont des
parties formelles de W et on a des isomorphismes naturels R, “»V-{p},
E;“ » Al-{0). Soit Z, (resp.Z,) la composante irréductible de we

k .
qui contient R,° (resp.R,°), montrons que W¢=Z,UZ,. Supposons le
contraire, il existe alors g€ES(W)? tel gque 1’ ouvert affine
D(E)={y€W°[ E(y)#0Y de WS soit non vide et contenu dans W“-(ZIUZ2),
done r ' (D(g)) est contenu dans {xEr"(V)I I (x)|>Im]|) qui est
isomorphe (par ¢,) & {zEkI |1>)z]>|x|}C P!. La fonction g€B#(W)°® est
holomorphe sur {xEr'l(V)l I 1>I17]) et |g| atteint sa borne
supérieure dans cet ensemble. Il suit de la description des fonc-
tions holomorphes sur une couronne quelconqgue (veoir début §2) que
g est constante sur cet ensemble, donc
r'icncE))={x€r'1(p)| 1> f¢x){>|n|}, c’est impossible car r 1 (D(g))
est affinoIde. D’o0 W°=Z,UZ,.
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|
Montrons que W est connexe. Soit W, une composante connexe ' L
de W qui rencontre {xEr'l(V)l 1Id|f¢x)|>In|Y, ce dernier étant un
ouvert analytique connexe de W, W, le contient, il suit que '
Hflw ||sp=|](nf'1),w ly,=1, donc W,NR, 78, W,NR,#¥ et W=W,UR,UR, est

0 0

connexe. Il en résulte aussi que W° est connexe.
On a 1’égalité suivante(voir par exemple [G.P]l ».158)

g(Wey=g(2,)+g(Z,) -1+ % dim_(dy /0y )
vEY k

ol Z; est la normalisation de Z,, Y=We, 6;’y est la cldture inté-
grale de #y . dans son anneau total de fractions. La courbe 2,
contient un ouvert régulier ﬁ?cuv—{p}, donc g(Z1)=g(V—{p})=g(V),
de méme g(Z;)=g(R,°)=0. On a enfin WCr '(V), donc g(W°)<g(V).

Par conséquent, W a une seule singularité q, c’est un point dou-
ble ordinaire et Z,,Z, sont régulidres. L’injection canonique
W~ r '(V) induit un morphisme 6 : Z,»V qui envoie q sur p,

91; -4, ©st un isomorphe de Zl-{q}=§T° sur V-{p}, donc 0 est

1

un isomorphisme. Enfin Zz=§:° QJ {q} ~ Al.

k
THEOREME 1. Scient k un corps vaelué complet, algébriquement clos,
X un espace analytique sur k, réduit, irréductible, séparé, de '
dimension 1 et de genre fini. Alors X admet une réduction aenaly-
tique X»X telle qu’il existe un ouvert affine V de X avec X-V
préstable. Si en plus X est régulier, alors il admet une réduction

préstable.

Preuve. 831 X est projectif et régulier, X admet une réduction
préstable (veoir [B,L] théoréme 7.1, [PI1] théoréme 1.9). La démons- i
tration étant de nature locale, on a le mé&me résultat lorsque X
est affinoide et régulier. Dans la suite, on suppose X non
projectif.

Soit R, un ouvert affinolIde connexe de X, de genre
g¢(X). En vertu de la proposition 4.2, tout ouvert affinoide
connexe de X contenant R, est irréductible. Soient s,:R,*R, la
réduction de R, selon un recouvrement pur %,={U,,...,U,}, R un
ouvert affinoide connexe de X contenant R,. Il existe une
courbe projective C sur k de genre g(X), un isomorphisme ¢ de R
sur un ouvert affinoide de C*®. Soit r,:p(R,)?v(R,>» la réduction
de ©o(R,) selon le recouvrement pur @ (% )={e(Uy),...,0(U,2>, d aprés
le corollaire 1.6.1, C*" admet une réduction analytique r,:C®*=C

A
telle gue E=¢(Ro) et fo bR =Yg
0
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a) Il existe un ouvert affinoide connexe R, de X, de genre g(X),
urne réduction analytique s, @ Roﬂﬁz tels que pour tout quadruplet
(R,9,C,r,) décrit comme ci-dessus, lLes points de ro, (P(RI)=To (0 (R,y))
soient sur des composentes irréductibles rationnelles (i.e. bira-
tionnelles ¢ P!) de C., Si R, est régulier, s, : Roﬂﬁ: est préstable.
k

S0it (Ry;,5,) un couple qui ne vérifie pas cette propriété,
85i R, est régulier, on peut supposer So : R0+§: préstable. Soit
(R,9,C,T,) un quadruplet tel qu’il existe PE[T, (v (R))-T, (p(R,))INY,,
ol Y, est une composante irréductible nen-rationnelle de fo(C‘“).
Le point p étant régulier, il existe un ouvert affine conhexe
régulier V de EO(C), FEA(r 1 (V))? tels que peEVCY,, V-{p}Cr,(e(R,))
et que f =zoit un paramétre local en p. D’aprés la proposition 4.4.2),
il existe nm€k?%°-{0} tel que W={x6r'1(V)| If¢x)|>]|n|} soit contenu
dans ¢(R), donc W,=¢(Rj)UW est un ouvert affinoide de C®*", conte-
nu dans ¢(R) et est connexe (W et ¢(R,) sont connexes et
¢ (R INWAZ) . I1 suit que R,=¢ !(W,) est un ouvert affinoide connexe
de X, de genre g(X) car R,DR,. Considérons le recouvrement pur
U, =U,U{e ' (W) de R,, ol %, est un recouvrement pur qui définit
la réduction s, : R,»R,, si R, est préstable, s, : R,»R, (la ré-
duction selon le recouvrement pur %,) aussi.

A

A R, on peut associer n, (R,) le nombre de points de R,-R,

0
A

qui sont sur des composantes irréductibles non rationnelles de ﬁ:.
On définit de la méme fagon le nombre n, (R,). Il suit de la des-
1

cription de W° par la proposition 4.4 que n, (R,)=n;, (R,)-1. Comme
1 o

ces nombres sont positifs, au bout d’un nombre fini de telles
opératlions, on trouve un couple (R;,8,) qui vérifie les proprié-
tés demandées. On le fixera dans la suite.

B)Y Fin de la démonstration. .
Soient F 1’ensemble des points de R,-E, qui sont sur les

n

composantes irréductibles rationnelles 2,,...,Z, de R,, et pour

A
tout i€m, V; un ouvert affine régulier connexe de E: tel que
FNZ,cV,CcZ,. Pour tout quadruplet (R,y,C,r,) décrit au début de la
démonstration, ¢ induit un isomorphisme ¥ : E;éa?iji tel que

A A
Yos,=rj,op, ¥ se prolonge en un isomorphisme ¥ : R, =» C=r,(Cc*").

D'aprés le choix de (By58,) (voir a)),

r, (e (RIICP R,y L) ¥(F)=0(R,UF),

B T A



done

(XD R=R,UL ) o7  (p(RINT S (WCV, D))

1€icm

2l
On pose X;= LJ e (e (RYNr; ! (¥(V,))) pour igm, ol la réu-
nion est prise sur tous les quadruplets possibles (R,w,C,fu) dé-
crits au début de la démonstration.
81 U est un ouvert affinoide de X contenu dans X,;, il
exlste un ouvert affinoide connexe R de X tel que UUR,CR, on a

A
alors UC¢'1(w(R)ﬂral(W(Vi))), donc les ouverts affinoides

A

w”‘(w(R)ﬂi;‘(W(Vi))) forment, lorsque (R,w,C,%o) varie, un recou-
vrement admissible de X,. En plus, ils sont connexes (voir propo-
sition 4.4), réguliers, de genre 0 et leur intersection est non
vide (ils contiennent tous s,'(V,-FNZ,)), donc X, est connexe,
régulier, de genre 0 et séparé car X est séparé. D’aprés la propo-
sition 5.4, X; admet un recouvrement pur %,={R, ,},,, tel que la
réduction associée soit préstable et que R, ,=s;'(V,~-FNZ,).

Soit %, un recouvrement pur de R, qui définit la réduction
S, ¢ Re@Ry, en utilisant 1’égalité (%), on voit que %=2,U%, U..%,
est un recouvrement admissible affinoide de X. En plus, ¢’ est un
recouvrement pur de X car pour tout (i, j) avec i¥j, on a Rn,iﬂRn;j=E
pour tous n,n’20 et R, ,NR =R, MR,NX;=R, ;NR, , est une partie for-
melle de (R,.%,) et de (X;,%,). Il est clair que la réduction de X
selon le recouvrement pur % répond & la question.

COROLLAIRE 1.1. Soiert k un corps valué complet, clgébriquement
clos, C une courbe projective non-singuliére sur k. Alors tout
ouvert ernalytique connexe de C*"" admet une réduction préstable.

Preuve. En effet, tout ouvert analytique connexe de C*™ est connexe
et régulier, donc irréductible ([F] p.241), d’ou le résultat.

COROLLAIRE 1.2. Soient Kk un corps vaelué complet, algébriquement
clos, X un k-espace analytique réduit, connexe, séparé, de dimen-
sion 1 et de genre fini. Alors X admet un recouvrement admissible
affinoide dénombrable.

Preuve. a) Si X est irréductible, c’est une conséquence immédiate
du théoréme 1. :

B) Cas général. Soient X,, i€I les composantés irréductibles de X
(LF1, p.223).

B,) L’espace X, est séparé, de genre fini.
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Comme X est séparé, ses fermés analytiques aussi, donc X,
est séparé. Soit U un ouvert affinoide de X,, alors U est fermé
analytiqgue d’un cuvert affinoide R de X. Soit Z une variété pro-
jective réduite, de dimension 1 telle gque R soit un ouvert affi-
noide de Z*™ et g(R)=g(2Z). Alors U est ouvert affinoide d’un fermé
(de Zariski) Z, de Z, donc g(U)<g(Z,)<g(Z)=g(R)<g(X), donec
g(X,)€g(X), X, est de genre fini. :

By,) L’espace X a au plus un nombre dénombrable de composantes irré-
ductibdbles. :

Soit i€I, X, admet un recouvrement admissible affinoide
{X,,itnso- Il existe R, |, ouvert affinoide de X tel que
X,,:i=R,, NX,. Les points de X ;N J X, sont des points singu-

PEl,j#d

liers de R, ; done en nombre fini, par suite X; rencontre un nom-
bre au plus dénombrable de composantes irréductibles de X.

Fixons i,€I. Soit n€EMN, on considére 1’ensemble @, des i€l
tels qu’ il existe i,,iz,...,1i,€I avec X, NX, #&,

0 3

X, ﬂXi D 34045 X, NX,#4. D’aprés ce que 1l’on vient de voir, @, est
1 2 n

au plus dénombrable. Montrons que I= LJ P,. Soit i€I, il existe un
nxod

ouvert affinoide connexe R de X qui rencontre X; et X,, X, (resp.
0 0 .

X,;) contient une composante irréductible R, (resp.R,) de R. Comme
0

R est connexe, il existe R, , R, ,...,R;, des composantes irréduc-
1 2 n

tibles de R telles que R, MR, #&#, R, NR, #4 ,..., R, NR,;#¥. Chaque
) 1

1 2 n

R; étant contenu dans une composante irréductible X, , on a i€2 .

J s
Done 1 ést au plus dénombrable.

B;) L’espace aralytique X a un recouvrement admissible aeffinoide
an plus dénombrable.

Soit {R;},;¢; un recouvrement admissible affinoide de X.
Pour tout i€I, X, a deux recouvrements admissibles affinoides
{R,NX,| j€JY et (X, ,| n>1}. Il existe donc J,cJ, au plus dénom-
brables tel que {RjﬂXiI J€J,;} soit un recouvrement admissible
affinoide de X; (i.e. tout ouvert affinoide de X, est contenu dans
une réunion finie de R;NX;, j€J,. Voir prop.1.8).

Soit L= LJ J;, c’est un ensemble au plus dénombrable. Mon-

1 €1

trons que {R,},., est un recouvrement admissible de X. Soit R un
ouvert affinoide de X, R est contenu dans la réunion d’un nombre
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fini de composantes irréductibles X, ,...5X; , et chaque RnX1 est
’ 1 n i

contenu dans la réunion d’un nombre fini de R,, £4€J, , donc R est
' : i

contenu dans la réunion d’un nombre fini de R,, 4€L, donc {R,}, .,

est un recouvrement admissible de X.

COROLLAIRE 1.3. Soient k un corps vaelué complet, elgébriquement
clos, Z une variété algédrique sur k, réduite, séparée, de dimen-
sion 1. Alors tout ouvert analytique connexe de Z*" admet un
recouvrement admissible affinoide au plus dénombraeble.’

A
Preuve., Soit Z le complété projectif de Z, alors X est un ouvert
. | ) .
analytique connexe de Z*", donc X est de genre fini (prop.l1.7),
d’'cu le résultat d’aprés le corollaire précédent. ) :

PROPOSITION 4.5. Secient k un corps valué complet, algébriquement
clos, X un k-espace analytique irréductible, réduit, sépaeré, de
dimension 1 et de genre fini. On suppose X non~projectif. Alors

X est un espace de Stein. En particulier, pour tout faisceau cohé-

rent % sur X, on a
a) F(X)b,, K ,=F, pour tout x€X,
b) HYIX,#)=0 pour tout q=1.

Preuve. @) Soit R, un ouvert affinoide de X. Alors il existe un
ouver! affinoide connexe R de X, conterant R,, tel que pour toutl
ouvert affinoide connexe W de X qui le conilient, (W) soit dense

dans (R).

Scit R un ouvert affinoide connexe de X, de -genre g(X),

o . : A
contenant R,, choisi de sorte que le nombre de points de R°-R°®
goit minimal. Montrons que R répond & la question.

Soit W un ouvert affinoide connexe de X qui contient R.
On-a gW)=g(R)=g(X), donc W est irréductible (prop.4.2). Il existe
une courbe projective C sur k, de genre g(X), tel que W scit
ouvert affinoide de C**. Soit r : C*" » C une réduction analytique
de C*" telle que r|y soit la réduction canonique de R et que R®
soit dense dans C, soient P,ys+eesP, les point de C-R°, ils sont
réguliers puisque g(C)=g(R°). Pour tout ign, on a r *(p,)¢W. En
effet, supposons par exemple que r‘l(pl)CW; alors
W,=r ' (C-{pgs..5p,}) est un ouvert affinoide connexe de W, donc
de X, et g(WI)=g(E)=g(X). Soit 5 : C®"3s5(C) une réduction analy-
tique de C*™ telle que 8|y =o0it la réduction canonique de W, et

1 .
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que WT“ sbit dense dans s(C). Comme g(W,)=g(C), on a s(C) isomor-
A A

phe & W,°, d’aprés 1’hypothése sur R, on a s(C)-W,°={q,,...,59,)

avec man. On a 1'égalité

o riteen = ) s7ica)) (=C-W,),

2€isn 1€ §<m

or. on voit facilement que Lj n"(pi) a n~1 composantes connexes
2€iqgn

(qui sont les r-'(p,), 2€ign) tandis que ) s7*¢a;,) en a m (qui

1<jkm

sont les s"(q,)), ce qui est absurde puisque m>n-1. Donec r"(pi)zw.

Pour tout i€n, soit g, un point de r '(p,)-W. On sait
qu’ il existe f€A(C) tel que

R={x€C| f€O, ., |f(x)|€1}

(LF,M]1 théoréme 1). En fait, comme les points Pys-=ssp, sont
réguliers, on peut supposer f réguliére sur C-{d,5..+59,), done
fl4€6(W) et R est un domaine de Weierstrass de W ([B,G,R}! dérf.2,
p.281), €(W) est donc dense dans G(R).

B) Les propriétés a) et b) sont vraies.

L’ espace X admet un recouvrement admissible affinoide
{R,},5, (corollaire 1.2). Soit X, un ouvert affinoide connexe
de X, contenant R,, tel que pour tout ouvert affinoide connexe W
de X qui le contient, #(W) goit dense dans G(X,) (voir a)), soit
X, un ouvert affinoide connexe de X contenant X,UR, qui vérifie
la mé&me propriété que X,, ainsi de suite, on construit une suite
d’ ouverts affinoIides connexes (X,),,, de X telle que {X }, ,, soit
un recouvrement admissible de X, X €X_ ,,, et que #(X,,,) soit
dense dans #(X,). Il suit que X est un "quasi-espace de Stein"
(EKil definition 2.3), d&’ou les propriétés a) et b) ([Kil Satz 2.4).

Dans un espace analytique, 1’intersection de deux ouverts
analytiques n’est pas connexe en général. Cependant, dans un espace
analytique de dimension 1, de genre fini, séparé et régulier, on
peut majorer le nombre de composantes connexes de 1’ intersection
de deux ouverts analytiques connexes en fonction de leurs genres.
C'est 1'objet de la proposition suivante. N

PROPOSITION 4.6. Soient k un corps valué complet, algébriquement
clos, X un k-espace cnalytique connexe, régulier, sépaeré, de dimen-
sion 1 et de genre fini, Q,, 2, deux ouverts analytiques connexes

R
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de X, d’intersection non vide. Alors Q,NQ, a un nombre fini de
composantes connexes, il y en a au plus g(X)+1-max{g(Q,),£(2,)2.
En particulier, si g(2,)=g(X), Q,NQ, est connexe.

Preuve. @) On suppose X projectif, Q,, @, affinoides.

Pour i=1,2, soit %, un recouvrement pur de Q, tel que 1la
réduction associée soit préstable, X admet un recouvrement pur
¥, tel que (Q,,%,) soit un ouvert formel de (X,?,) (voir corollai-
re 1.6.1). Soit ¥=¥,N¥,, c’est un recouvrement pur de X et la
réduction associée r . : X-Y=r(X) est préstable. )

On pose U=r(Q,)., V=r(92), ce sont des ouverts connexes
de Y. .
Soit W un ouvert gquelconque de Y. On définit un graphe
G(W) de la fagon suivante, 1’ensemble des sommets S(W) est formé
des composantes irréductibles de Y qui rencontrent W, un aré&te
a-b est un point d’intersection appartenant & W des composantes
irréductibles a et b. On note A(W) 1’ ensemble des ardtes de aw)y .
Clairement 1’ouvert W est connexe si et seulement 81 le graphe
G(W) est connexe. Si W, est un ouvert de W, alors G(W,) est un
sous-graphe de G(W). Si W est connexe, comme Y est préstable,

on a

(X) - g(W)-1= Z (g(Y,)-1)+card A(W)
Y ES (W)

Supposons d’abord UUV dense dans Y, alors on a
S¢Y)=S(UHUS(V). Soient 4L=card (S¢Y)-S(U)), ¢ le nombre de composan-
tes connexes de UNV. Considérons le sous-graphe (S(V),AUNV)) de
G(V), il & 4+c composantes connexes. Comme G(V) est connexe, il
faut ajouter & A(UNV) au moins <£+c-1 ar&tes pour retrouver A(V),
autrement dit on a card(ACVY-ACUNV))>2L+c-1, donc

card(ACY)-A(U)34i+c-1.
En écrivant la formule (X) pour Y et U, on trouve
(K c€g(Y)+1-g ().

Si UUV n’est pas dense dans Y, soit Z son adhérence dans Y,
Z est préstable. Comme Q,UQ, est connexe, UUV aussi, donc 2 est
connexe. Le méme raisonnement que c¢i-dessus montre alors que
c<g(Z)+1-g(U), oll ¢ est le nombre de composantes connexes de UNV.
Comme g(Z)<g(¥), 1’ inégalité (**) reste vraie.

On a g(Q,)=g(U) (corollaire 1.8.1), Q,NQ, a c composantes
connexes et g(X)=g(Y) (théoréme 0.2), 4’ ol cgg(X)+1-g(Q,). Par
symétirie, on obtient

esg (XD +1~max{g(Q,),g(Q0} .



B8) Cas général.
On peut supposer Qi#X, Q,#X. Notons

B e T i

n=g () +1-max{g(2,),2(Q,)?

et supposons que Q,NQ, &‘au moins n+l1 composantes connexes. Soient
alors LI,...,L,;+1 n+l composantes connexes de Q,NQ,, soit R; un
ouvert affinoide connexe non vide de'Lt; Il existe un ouvert analy-
tique quasi-compact connexe S, de Q, qui contient R,U...UR,,,
(proposition 1.4), et qui est de genre g(Q2,). 8i X est projectif,
comme S,#X, 8, est affinoide (théoréme 0.4). Si X n’est pas projec- :
tif, §, est aussi affinoide (proposition 3.2). De méme il existe '
un ouvert affinoide connexe S, de Q,, de genre g(f,), qui contient
R,U...UR,,,. ' ,

L’ espace S,US, est ouvért affinoide connexe d’une courbe
projective non-singulidre C de genre g avec g<g(X). En effet,
si X est projectif, il n’y a rien & démontrer, si X n’est pas
projectif, 8,US, est un espace affinoide de genre g=g(5,US,)<g(X)
(proposition 3.2) et on applique le théordme 0.1. D'aprés a),
$,NS, a au plus m=g+l-max{g¢(S,),£(8,)} composantes connexes.
Comme g€g(X), 2(S5,)=g(R,), £(8,)=g(Q,), ona m<n. Comme
R,U...UR,,,Cc8,18;, on a par exemple R, et R, contenus dans une
méme composante connexe S, de §,N8;, §; est un ouvert analytique
connexe de ,NQ, qui rencontre L; et L,, donc 8,CL;, et $,CL,,
¢’ est absurde, d’'ou la proposition.

e et Y

[P
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§5 - IMMERSiON DANS UNE VARIETE PROJECTIVE DE DIMENSION 1.

Ce paragraphe traite le sujet principal de ce travail. On
sait (proposition 1.7) que dans une variété projeotive réduite de
dimension 1, tout ouvert analytique est séparé et de genre fini.

On peut se demander si la réciproque est vraie. Le théoréme 3 donne
une réponse positive lorsque le corps de base est maximalement com-
plet. Malheureusement ce résultat ne reste pas valable dans le cas
général sans ajouter d’hypothéses supplémentaires (proposition 5.8).
Un résultat sans hypothése sur le corps de base est le théoréme 4
gqui caractérise les ouverts analytigques qui sont le complémentaire
d’ une partie compacte dang une courbe projective.

THEOREME 2., Soient k un corps valué complet, algébriquement clos,

C une courbe projective sur k, X un ouvert anelytique irréductible
de C*", Alors X est isomorphe & un ouvert analytique d°une courbe

projective (analytifiée) de genre arithmétique g(X).

Preuve. On peut supposer que les points de C**-X sont réguliers.
En effet, & régulier équivaut & 6, , régulier ([B.G.R.] pro-

an
c ,x

position 8, p 301 et [F] théoréme 1, p 248), X est un ouvert analy-
tique de C* (la normalisation de C aux points de C,,;,  N(C-X)), ou
Csing 5t 1’ ensemble des points singuliers de C, les points de
(C*)*"-X sont réguliers. On supposera donec C*"+~X régulier.

Boit R, un ouvert affinoide connexe de X, de genre g(X).
Alors X-R, est régulier (proposition 4.2), donc C*"-R, est régulier.
I1 suit gue C*"™ admet un recouvrement pur {R,,S) avec S régulier
(proposition 1.68). L’espace affinoide § admeit un recouvrement pur
% tel que la réduction associée soit préstable et que {R;2U% soit
un recouvrement pur de C*™, On note r:C*" -+ C la réduction de C*™
selon ce recouvrement pur.

a) Soit q€§=r(S) un peoint double ordinaire, on va consiruire une va-
riété projective Zq qui a une réduction analytique isomorphe @ la
normalisatior de C cu point q et qui “contient” C (voir la signifi-
cation précise dans a,)).

Soit V un ouvert affine connexe de S qui‘contient q et tel
que V-{q) soit régulier, V a deux composantes irréductibles V, 6 ,V,.
En prenant V assez petit, il existe FEG(r ' (V))?,n€k%°-{0} tels que
l£),,=nt"*,,=1 et que 1’homomorphisme ¥:k<T> = &(r '(V)) défini
par Y(T)=f induise un morphisme o:r~'(V) » B} qui est un isomor-
phisme de r~'(gq) sur {z€k°||n|<|z|<1} (LB,L.] proposition 2.3). On a
o(x)=f(x) pour tout x€Er ' (V). Pour fixer les idées, on suppose
f|, #o.

1

a1l) Construction de 2 =2 (m,,n,), ok T,,N,€k sont tels que
Il icin, <1,



On pose '
D,={z€k||z|<|n, |} c P!,

D,={z€k|[z]|>|n, |} WK} c P!,
We=r ' (C-{aXdU{x€r " (W |1 fCx) 1217, ou |£(x)ISIny .
L’ ouvert analytique W, est quasi-compact, différent dé C2", donc
affinoide (théoréme 0.4). On recolle les espaces affinoides W,
D,,D, par les isomorphismes '
Wod{x€r (V) |If(x)|={n, |} £ {2€k||z|=]m,|}cD,,

Wod{x€r " (M |1 £¢x) =T, 13 £ {z€k|lz|=|n,]decD,,

et on note Z, 1’ espace analytigue ainsi obtenu. On note WoiW, = Zgs
yw,:D, = Zq, Yy,:D, = Zq les morphismes injections canoniques.

a2) L’espace Zq admet une réduction isomorphe ¢ la normclisation de
C en q et Z, est projectif.

Soient W, ,={x€r ' (V)|If(x)I=|n, |} et W, =v,(W,,1dUs, (D,)
(T,,¢,,D, sont définis dans al)), il existe f1€6(W1)° tel que

wg(wo(wo,z))(f1,w (W ))zflw
o 0,1 0

r ¥

et
vy, ¢, |, (» ,)=T
1 1
ou T€H(D,) est tel que 6(D,)=k<n;'T>. Il suit que
Yo (r™* (V ~{a}))={x€W || £, ¢xD =1}
et le morphisme ¢, :W, » B} (voir définition R.1) induit un isomor-

1

phisme de {xEW1||fl(x)|<1} sur {z€k°||z|<1}cmi. Par conséquent

We=u, (r” (v, -<a3° L) <q,2

avec q, régulier (la fibre formelle en q, est isomorphe &
{z€k°||z|<1}, done q, est régulier).

Soient Wy ,={x€r "(V)|IF(x)I<In 1} et W,=th, (W, U, (D,).
Par le méme raisonnement que pour W,, on a

Wi=w, (r ' (V,~{a3))® J {q,)

avec q, régulier. Soient U,,..., U, des ouverts affines de E-{q}
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tels que C-{q}=U,U...UU,. Alors {¥,(r '(U,)),W, ,W,|1<i<n} est un
recouvrement pur de Zq. Soit Zq la réduction de Zq selon ¢e recou-
vrement pur, clairement Eq-{ql,qz} est_isomorphe 3 C-{q). Comme
4,59, sont réguliers, cela prouve gque Zq est isomorphe & la norma-
lisation de C en q. Il suit que Zq est projective, done Zq est pro-

jectif ([G,P] théoréme p 139).

@3) Soient mw,,nu,€k, AER tels que |m|<|rn,|[<A<|n,|<1l. Alors on peut
défirnir une aepplication 86,: C - Z, telle que pour tout ouvert affi-
noide R de C*™ vérifiant la propriété

(%) Il existe m,,n,€k, tels que |n,|<|m,|€A<[n,|<|n, ] et
RALx€r™ (V) | ry I <1 ECx) <) [2=2,

8, induise un isomorphisme de R sur 0, (R) et que poﬁr tout ouvert
affinoide W de Zq contenu dans 8, (C), 9;1(W) vérifie (X) pour un
‘certain couple (n),m,)€k?. :

On définit 6, par

¥, (x) si x€W,
8, (x)= { ¥, (0(x)) si x€r l(¢q) et [m,I>IF(x)[>A
Wy (O(X)) si x€r '(q) et |m,|<|f(x)I<h.
Remargquons que pour tout x€r ' (V) tel que If¢xy|=|m, |

(resp. |f(x)|=]myi), on a 6,(x)=y¥,(0(x)) (resp. 6,(x)=p,(0(x))),
6, est clairement injective.

Soit R un ouvert affinoide de C*"™ gui vérifie la propriété
(x). Posons R,=RNW,, R,=RA{x€r ' (V)|In)|<|f(x)I<]n,]|?,
R3=Rﬂ{x€r“1(V)|lnzlgif(x)léln;l}. Le recouvrement affinoide

{R,,;R,;R;} de R est un recouvrement admissible. Comme 6,|, =¥, »
1 1

B,1p =0,00]y 5 0,|g =¥,00]p , 6, induit un isomorphisme de R,,R,,R,
2 2 3 3
sur leurs images respectives, done €, induit un isomorphisme de R
sur 9, (R).
Inversement, si W est un ouvert affinoide de Zq contenu
dans 6,(C), il existe m;, m,€k tels que |m,|<|n; <A<, <], ],

Whw, (D,>C{2z€D, | 1z]121%; 1> et WNw,(D,>C{z€D,|lzl<|ny]Y}.

On a done 6;'(W) C W,U{x€xr ' (W) ||£(x) €|yl ou [f£(x)I>|n}{), ce
dernier étant un ouvert affinoide vérifiant (%), 0, restreinte &
cet affinoide induit un isomorphisme, donc 6;‘(W) est un ouvert
affinoide de C®*™ et il vérirfie (%).

B) Soit R ur ouvert affinoide connexe de C*™ tel que R,CR, R «r '(q)
et RNr~'(q)#@. Alors R est de L’un des deux types suivants !
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I) Il existe un ouvert affine dense V* de V tel que r '(V’)CR et
RAr " *(a)=r ()~ |1 B, oa les B, sont des disques ouverts de
1<iqm

r '(q) (identifié & {z€k°| [n|<|z|<1i} par o, voir a)).

I1) Il existe a,BEk tels que |m|<|a]<|B|<]1 et
RNr~'(q)={z€k°|18{<|2]1<L ou |n|<|z]|<|a|}- |} B,, o2 les B, sont

. leiem
des disques ouverts de r '(q). On note dans ce cas I, ’intervalle

[}a)l,18]1 dans R.

Supposons d’abord que pour tout «¢€k tel que [rm|<|a]<l, on
ait Rﬂ{z€k°||z|=1a|}=ﬁ..Par un raisonnement analogue & celui de 1la
proposition 4.4.2), on a RNr !'(g)=r ! (q)- Lj B, ol les B, sont des

1si<n
disques ouverts de r '(q) (identifié & {zEkel!n|<|zi<1}), il suit
que ﬂfl -1 ls,=1 (f est définie dans a)), done r ' (V,-{q})NR#ZZ,

r (VINER
de m&me r~'(V,-{q))NR#B. D’apréds la proposition 4.4.3), il existe
V, (resp. V,) ouvert affine non vide de V, (resp. V,) tel que
r ' (V,)CR (resp. r !(V,)CR), 1'ouvert affine V2 =V, UV, est dense
dans V et on a r '(V’)CR.

Supposons maintenant gu’ il existe @,€k tel que |m|<]a,|<1
et RN{z€Ek" llzl—laol} #. En regardant 1’ 1ntersectlon de R avec
{zEkolla’I<|z| layl} ol a’€k vérifie |mj<|a®[<]a,|, on voit qu’il
existe T,€k tel que |m|<|m,|<la,| et RN{z€k|[r,|<lzl<]a,|}=@. De
méme il ex1ste m. €k tel que Ja,|<)n,1<1 et Rﬂ{?Fk°I|a01<lz{<lnll} =@.
I1 suit que

RNLzEL® | |yl <2l <Im, ) }=0.

Considérons alors la variété projective réduite L=l (T, ,y,) et O,
o]

définies dans aj, d’ aprés «,;), R est isomorphe & 8, (R). I’ étude
4]

de RNr~?(q) se ramdne donc & celle de 6, (R)Ns !(g,) et de
0

0, (R)Ns™'(q,), ol s:Z, » Z, est la réduction de Z, définie dans

q
0
®3)5 4;, 4, sont des points réguliers de Z, définis dans @,).
En vertu de la proposition 4.4.2), on voit facilement que RNr- 1 ¢a)
est du type décrit dans II.

¥) Supposons g(X)<g(C). Alors il existe q€(C-R{INC,,,, (c’est donc
un point double ordinacire de C) tel que tout ouvert affznoade con-
rexe R de X soit du type 11 (voir B)).
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Supposons le contraire. Soit F=(E-ﬁg>n6,in‘, rar la cons-
truction de €, les points de F sont des points doubles ordinaires
de C. Donc pour tout g€F, il existe, d’aprés notre hypothése, un
ouvert affinoide connexe Rq de X teI'que anr'l(q) soit du type I,
donc il existe un ouvert affine V, de C contenant q tel que

r '(V,-{q})CR,. Considérons R, =R, UL LJ (RNr~*(V,)>)], c’est un ouvert
. g€F
affinoide de C*™, contenu dans X. Soit r_:C*™ = Z la réduction de
C*"™ selon un recouvrement pur {R_,.} tel que ﬁﬁ s0it dense dans Z
(voir la proposition 1.6). Soient p,,...,p, les points de Z-ﬁﬁ, les
ouverts analytiques r;‘(pl),...,rzl(pn) sont connexes ([LB2] Satz 6.1)
il est alors facile de voir que ce sont les composantes connexes de
r;'(Z-R¢). D’'autre part, par la définition de R_, r_!(Z-R2)=C-R_
est une réunion finie disjointe 4’ ouverts analytiques isomorphes
4 un disque ouvert, il est aussi facile de voir que ses composantesg
connexes sont ces ouverts analytiques isomorphes & un disque ouvert.
Il suit que pour tout ign, r;l(pi) est isomorphe & un disque ouvert,
done p; est un point régulier de Z ([B,L] proposition 2.2), done

RS=Z et g(R_)=g(C) contraire & 1’hypothése g(X)<g(C).

§) Supposons g(X)<g(C). Alors il existe une courbe projective C,
sur k telle que X soit ouvert analytique de C}*, C}"-X est régu-
lier, C;™ admet un recouvrement pur ¥v={R,,8,,...,S8,) tel que S¢
soit préstable et que la réduction de C}" selon ¥ ait strictement
moins de singularités que C. '

S50it q@ un point double ordinaire défini par 1’énoncé de Y).
Scit ®# 1’ensemble des ouverts affinoides connexes de X contenant
R,, soient R,,R,€E®, alors on a I, NI, =1, ,. , ol I, a été défini

: . e 1 2 1 2 ’

dans B)II). Donc toute intersection d’un nombre fini de I, est non
vide, comme ce sont des ensembles fermés de 1’intervalle [0,1], on

a () 1p#8. Soit A€ () I, C [|x],1].

RER ReEm

81) Supposons 1>A>|u|. Alors §) est vrale. .

Soient m,,%,€k tels que Jm|<|um,| <AL, |1, Considérons
Zq=Zq(n1,n2)‘et 8,:C Z, définies dans ). On peut supposer par
exemple que pour tout RE®, I =[|a|,]|B|] avec A#|B]|, 6, induit donec
un isomorphisme de R sur 8, (R) (voir @3)). Soit C, la composante
connexe de Z, qui contient ¥, ,(R,), alors 8, (R)CC, pour tout REA,
comme X est non projectif (sinon X=C*"), ® est un recouvrement ad-
missible de X (proposition 4.1), donc 9A(X)ch, donc 6, induit un
isomorphisme de X sur 1’ouvert analytique 6, (X) de C, (voir a3)).

_ Soit %, le recouvrement pur de Z, qui définit la réduction
Z, - Z, (voir_az)), alors V=%lﬂcq est un recouvrement pur de_Cq et
la réduction C_  de C, selon ¥ est une composante connexe de Z,, ce
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dernier ayant strictement moins de singularités que E, il en est de
m&me pour Eq. Clairement, ¥ est formé d’affinoides RD,SIL...,SIII (R,
est fixé au début de la démonstration du théoréme) avec S{ préstable
et §, régulier. Comme R, est irréductible (proposition 4.2, C, a
un recouvrement admissible par des affinoides irréductibles, comme
il est connexe, il est irréductibde. L’ espace C, est une composante
connexe de Z,, donc C, est projectif, C =C}", C, est irréductible,
réduit car C, est réduit ([F] théoréme 1, p 248, [B,G,R] proposi-
tion 8, p 301), c’est donc une courbe projective.

52) Supposons A=1, Alors 8) est vraie.

Pour tout ouvert affinoide connexe R de X contenant R,, on
a done Ig=[]a],1] pour un certain a€k. Soient m,,n,€k tels que
|ml<Imgl<}m, <1, considérons Z,=2Z,(T,,n,). Soit 6:C » Z_  1’appli-
cation définie par

¥, (x) si x€W,
8(x)= { .
¥,(0(x)) si x€r '(g) et JE(x)I<|n,]|.

(pour la signification de f,0,¥%,,¥, et W, voir a@)). Soit C, la com-
posante connexe de Z, qui contient ¥,(R,). Par des raisonnements
analogues & ceux de a3) et 1), on voit que X est isomorphe & un ou-
vert analytique de Cq, que Cq=C§“, avec C, courbe projective, et'que
C, vérifie bien les propriétés énoncées dans §).

83) Si A=z|m|. Alors 8§y est vraie.
On raisonne de la méme maniére que dans §2).

£) Fin de la démonstration.

S5i gX>=g(C), il n’'y a rien & démontrer. S5i g(X)<g(C), soit
C la réduction de C*™ décrite au début de la démonstration, d’aprés
), X est ouvert analytique 4’ une courbe projective (analytifiée) C,
qui admet une réduction 61 ayant strictement moins de singularités
que C. 8i g£(X)=g(C,), c’est fini, sinon la description de C, par &)
permet de recommencer 1l’opération avec C,. Comme C n’a qu’ un nombre
fini de singularités, on aboutit au résultat au bout d’un nombre
fini de telles opérations.

COROLLAIRE 2.1. Soiernt k un corps wvalué complet, algébriquement
clos, Z une variété projective, réduite, de dimensiorn 1 sur k,

X un ouvert analytique connexe de Z®*"*, Alors X est isomorphe ¢ un
ouvert analytique d’une variété projective (analytifiée) réduite,
de dimension 1 sur k, de genre g(X).

Preuve. Soit 8§ 1’ensemble des pcints singuliers de X, ¢’est un en-—
semble fini car Z*™ n’a qu’un nombre fini de points singuliers. Il

-

[
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suit que X n’a qu’'un nombre fini de composantes irréductibles
Fl,--l,an

) Soit F une composante irréductible de X. Alors F (muni de la
structure analytique réduite induite) est ouvert analytique d’une
courbe projective. ' : :

Soit R un ouvert affinoide de X contenant S. D’apréds le co-
rollaire 1.6.3, il existe un ouvert affinoide W de Z*™ tel que
Z*"=RUW et WNS=g.

Comme WNS=g, RNAFNW=RN(FNW) est un ouvert affinoide de F qui
ne rencontre pas 8§, c¢’est done un ouvert affinoide de X, donc de W.
On recolle les espaces affinoides RNF et W sur RNFNW, et on obtient
un espace analytique U séparé, quasi-compact, réduit de dimension 1.
D’ aprés le corollaire 1.8.3, U est ouvert analytique d’une variété
projective C réduite, de dimension 1. On voit alers que F est ouvert
analytique de C. Soit C, la composante irréductible de C qui con-
tient F, alors F est cuvert analytique de la courble projective C,.

B) Fin de la démonstration.

D’ aprés a), F, est ouvert analytique d’une courbe projec-
tive C;, d'aprés le théoréme 2, on peut supposer g(F;)=g(C,).

S0it R un ouvert affinoide de X contenant S. D’aprés le co-
rollaire 1.6.2, il existe un ouvert affinoide R, de C; tel que
C,=(RNF,)UR, et R,NF NS=d. Par un raisonnement analogue & celui de
@), on montre en recollant les espaces affinoides R,R,,R,,...,R,
sur les intersections RNR,,...,RNR , que X est ouvert analytique
d’ une variété projective réduite Z de dimension 1, les composantes
irréductibles de Z sont C,,...,C,.

Soit W, un ouvert affinoide connexe de F,, de genre g(F,),
W, est irréductible (proposition 4.8) et on peut supposer Rngﬁcw[.
Comme (W,NR,)NS8=g, W,NR, est un ouvert affinoide de X, donc
W= LJ WiaRLJ LJ [W,NR;] est un ouvert analytique quasi-compact de

1€i<n ICicKn
X gqui ne contient aucune composante irréductible de Z, il est donc
affinoide (théoréme 0.4), ses composantes irréductibles sont
W, 5.0.,W . Comme SCW et X est connexe, on a W connexe. En plus,
g(W,)=g(C,) implique g(W;)=g(C,) ol "," signifie "“normalisation”
(voir la démonstration de la proposition 1.9, énoncé f)). D'aprés
la proposition 1.9, on a

x> g(W-1= I (2@ H-L+ I dim by, /Oy )

1€i<n pES

ol 0;,p est la clfture intégrale de #y , dans son anneau total de
fractions. D’autre part, C,-W, est régulier (proposition 4.8),
donc Z-W est régulier, en plus Z est connexe, donc en comparant



1’ égalité (%) & la suivante

g(Z)-1= I (g(Cy)-1)+ % dim, (6, /6, )

1€i<n pES

(1’ égalité est vraie lorsque 1’on considére les Z, C, comme variétés
algébriques projectives, elle reste vraie aprés analytification
gr&ce au théoréme GAGA et & 1’ énoncé (a) de la démonstration de 1la
proposition 1.9), on obtient g(Z)=g(W), donc g(X)=2g(Z), donc
g(X)=g(2).

Nous'allons maintenant nous intéresser au probléme de 1’ im-
mersion d’un espace analytique réduit irréductible, séparé, de di-
mension 1 et de genre fini dans une courbe projective. Le cas
général se raméne moyennant le théoréme 1, au cas ol 1’espace est
de genre 0.

NOTATION 5.1. Soient k un corps valué complet, algébriquement clos,
R un k-espace affinoide connexe régulier, de dimension 1 et de genre
0, X,€R, W un ouvert affinoide connexe de R contant Xg

1) On note par |W/R|] le nombre
Sup{[iflyl,,|f€6(RI°, f|y non inversible}.

2) Solent D={d,,...,d,} une x,-base de W (voir définition
5.1), E={e;5...5e,} une x,-base de R. Orn note T(E,D) 1’application
E » D définie de 1la fagon suivante : pour tout i<n, e;lg induit une
immersion injective ouverte de W dans Bl (voir définition et nota-
tion 2.1), donc il existe un unique j€m, et un A€k tels que
eIIWEA(d,+0(W)°°) (voir proposition 3.1), on associe alors d_1 4 e, .

3) Soit ¢:R -+ P, un isomorphisme de R sur un ouvert affi-

T
noide P;- QJ B(a;,n,;) de P; tel que ¢(x,)=w et e, =0¥ (R)( ) pour
1sicn T....
a,
EiTEj
tout i<n. On note <e;|le,> le nombre |——| si iF¥j et 1 si i=j.
(ai"aj)z

REMARQUE. L’ interprétation de t(E,D). On identifie R &
T

i
Pi- \J BCa,,m,), x5 4 © et e, & . On a W=P;~- |4 B(,,r)),
1C<icn T-a,i 1<i<k<m?

r;
{

llsjgm’} est une x,~base de W. D’aprés la proposition 3.1,

T-b,
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m’=m et il existe A,,...,A_ €k°-k%% tels que (quitte & changer de

r;

numérotation) d,€4,¢ + 6(W )°%). Alors T(E,D)(e,)=d; si et
T-b,

seulement si B(ai,nl)CB(b,,rj).

L

PROPOSITION 5.1. Avec les hypothéses de la Notation 5.1, on a les
propriétés suivantes: S

1) Soient S un ouvert affinoide connexe de R contenant W,
H={h,,...,h,) une x,-base de S. Alors |W/R|<|W/S||S/R}|,
|W/R|=max{lle, |4l., | t<ign} et 7T (E,D)=T (H,D)ot(E,H).

2) Les nombres (ei|e1>, i€n, j€n, ne dépendent pas du choix

- de L®isomorphisme o.

Preuve. 1) Soit FEO(R)® tel que flw s0it non inversible. On a
f=A+ 2 Z Ay ei=A+g avec A€K,A, €k et lim A, ,=0. Comme f|, est
1<icn J»1 o _

non inversible, on a IA]nglesp done
Ne]gll, €he]| gl Smax{lle, |4, ]1<ign).

D’ autre part e, est un é&lément de #(R)? qui s’annule dans W, donc
Ne:|wli.,SIW/RI, a’od |W/R|=max{le,|ql,,| L€i<n}.

Soit ign, e,€6(R)° s’annule en x,€EW, donc

le,|wlyp=lCe,|s)|ulopshe,|sh.,IW/SISIS/R]IW/S| done |W/R|SIW/S||S/R|.

Soient e €D, k,=t(E,H)(e,),d,=t(H,D)(h,), il existe A,n€k
tels que e, | €ACR, +6(5)°°) et h,|,€n(d,+6(W)°°), donec
e, | 4€An(d;+6(W)°°), donc T(E,D) (e;)=d;. Donec T(E,D)=T(H,D)o7(E,H).

2) S8cit o (resp. ¥) un isomorphisme de R sur un ouvert affi-
noide Pi- QJ B{a,;m;) (resp. Pi— tj B(b;,r;)) de Pi avec ¢p(x, ) o

1€iCn 1€icn
T, r,
(resp. w(xy)=w) et ¥ (R) ( d=e, (resp. ¥ (R)( Y=e;). On note
T-a, T-b,
, i
<e;le;>, le nombre |——— | si i#j et 1 si i=j. On définit de la
(a;-a;)°?

méme fagon <ei|ej>u.

Supposons par exemple que <e;|e;>¢ < <e;|e,;>¥. Soit £€k°°
F4

B N bt
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tel que <ei|ej>, <& < <ei|ej>,. Alors e;+¢e; induit une immersion
= x ri rj

+ £

T-b, T-b
induit une immersion injective ouverte de Y(R) dans Bi (proposition
n, n,

2.3), i1 suit que +& = ¢*(R)"'(e;+¢e,) induit une immer-
T-a, T-a; )

sion injective ouverte de ¢ (R) dans Bi, ce quil est en contradiction

avec la proposition 2.3. Donc <eilej>,=<eq|e,>w.

injective ouverte de R dans B. puisque W*(R) (e +ee )=

b}

LEMME 5.1, Soient k un corps valué complet, algébriquement clos,
X un k-espace analytique connexe, régulier, séparé, de dimension 1,
de genre fini, r:X » X une réduction préstable de X selon un recou-
vrement pur U. Alors il existe un espace anrnalytique X sur k, connexe,
régulier, séparé, de dimension 1, de genre g(X), un recouvrement pur
¥ de X tels que la réduction r:X - X associde a ¥ soit préstable, X
soit ouvert analytique de ﬁ, ;|x=r, X dense dans X et X-X régulier,
et que toutes les composantes irréductibles de X solent complétes.
Preuve. On peut supposer X non projectif. Soient Z,,i€l les compo-
santes irréductibles de X. Pour tout i€I, on pose V, =%~ ~LJ Zyg,

. JEI-(iy

U, =X~ LJ Z;, U, et V, ont chacun au moins une composante irréduc-

I NZ =¢
j i

tible ;on compléte, donc ils sont affinoides ([G,P] théoréme, p 139).

D’ aprés le théoréme 0.1, il existe une courbe projective non-singu-

liére C, sur k, une réduction analytigque r,:C* Ei, un isomor-

phisme ¢, de r '(U;) sur un ouvert affinoide de Ci" tels que Ei

soit le complété projectif de U, et que r,op,= r, -1 .
T (O

)
i

Soit R,=r;'(C,- | (U,NZ,)) pour tout i€I. On définit ¥
JEL~(i)
comme étant 1l’espace analytique obtenu par le recollement des es-
paces analytiques X,R,,3i€I par les igsomorphismes
¥y
XOr (V) = ¢, (r ' (V,))CR,.

En identifiant X et les R, & des ouverts analytiques de X, on pose
V=%U{R;}, ;. Le couple (X,¥) répond clairement & la question.

LEMME 5.2. Soient k un corps valué complet, algébriquement clos,

X urn k-espace analytique régulier de dimension 1, (R,),,, une suite
croissante (pour l’inclusion) d’ouverts affinoides connexes de
genre 0 de X, x,€R,. On suppose que |7, [={R, /R, ,,|<1 pour tout n21.
Alors il existe pour tout n2l une x,-base {e,,:,..,e,,: } de R,

L]
n
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telle que pour tout n>m»l on ait

€ k°°le,, + I 8, ,&,, ;k°%<e, ;31

m 1SSt
n

en,lln

oa &, . €k,& €k, |5n,m|=max{|ni|lm@ién-l}, [€a, 1=<en, ; |en, 12>

k°C%<e, ;>={ zoa‘(em,j)c I a,€k°°, lima,=0}.
>

{i= o

Preuve. Pour tout n31, on a une x,-base D,={d, ,,...,d, , ) de R,_.
n

Chaque D, étant non vide, la limite projective 1im(D,,z(D,,D_)) est
n

non vide (le systéme (D,,Tt(D,,D_)) est projectif d’aprés la propo-
sition §.1). On peut supposer (d, ,),,,€limD,.

n
Soit ¢ un isomorphisme de R, sur Pi- |') B¢b;,r,) tel que
r, 1€igt,
)=d, ;. On a ®(R,)=Pi- |.) B(a,,n,). Posons
T'bi iﬂj‘tl
Ty

¢* (Ry) (

e, ;=0*(R,)( ) s

'I‘--aj

on peut supposer que el’jEk°(d1_j+0(R1)°°) (voir proposition 3.1),
donc B(b,,r,)CB(a,,n,), on prendra a,=b,. On construit de la méme

fagon une x,-base E ={e, , e, ., } pour tout n>l1.
h

D’aprés la proposition 2.3, il existe a; €k pour 1g€igt, 421,
tels que lime,,=0, ja, ,I=1, Ja,,| < <d,,,|d; ;> si (i,4)#(1,1), et
i =

- 4
€y,,% z z a; d;
1<jigt L31
2

(il n’y a pas de terme constant car €y3,, et les d, ; s’annulent en
Xo) .

Si T(Dy,E,;>(d, ;)=e, ;, alors B(b,,r,)CB(a;,m;) et
la;=b,}<in;|. Donc

T-b, &, T-a,; °*>° T, T-a,
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il suit
r; b;-a; _
dg,i|x =— e, ;[ % ¢ > ef ;1.
1 nj s»0 n:j
r,
Si j#1 et 421, on a |—|<1, donec
Ty
L r,r, T, ¢ T oo L
0 (=) [¢|—— . I‘l—l =] [——]
T, (b,~b)® ®, =, T, (a,;-a;)?
2
< |—| || ceq, i]ey,»
r,
< l—| tn1cce, ey, .
nl
81 j=1, i1, 422, on a
r; . r,r, Ty o r,
le; . ¢— | ¢|—— > HERIEE
Ty (bi_bl)g L1 m,
Ty r}
5i j=1, i¥1, on a 'ail(uw)|<l "_"I Comme b,=a,, on a pour
T, (b,-b,3* =&,
tout s21
r, b;-a, r,
la,, (—¢ I<|—]||.]-
I, T L,
Si j=1, i=1, 422, on a
r, r, r, r,
s = == > Jag = [<]—][n,]-
T, m, T, T,

En rassemblant toutes ces inégalités, on trouve le résultat pour
m=1 et n=2. Le résultat est aussi valable pour tout n»2 et m=n-1.



Bn particulier,

ea, 1| =Aley ,#...1=A0C1-1)e, #n,(e,, +ea)]

R
2

=AL(1-n4)e, ,+n,f1,

ol f€6(R,)° s’écrit en fonction des e) , avec les coefficients gqui
satisfont les inégalités de la proposition 2.3, donc f induit une
immersion injective ouverte de R, dans B; et on a B£fl, ,=1 et £(x,)=0.
Donc R, admet une x,-base F={f,...}, clairement, T(F,E,) (fd=e, ,,
done T(F,E;)(f)=e,, ,, d’ ol '

L
fla € — e, + 2 £,;k°%<e, ;>]
1 145Kt
T, 1

ou |&,[<(<e, ,|le,, ;>). On a donc une écriture de e, ,| en fonction
1

des e, ; comme dans l’énoncé, d’'ol le lemme pour n=3, m=1. En conti-

nuant de la m&me fagon, on démontre le lemme pour tout n22 et m=1,

donc pour tout n22 et tout mx>1l.

LEMME 5.3. Avec les hypothéses et notations du lemme 5.2, il existe
une suite d’ouverts affinoides connexes (W ), ,, de X tels que

1) pour tout n2l, R CW CR_ ,, et [W /W_ ., 6 1<1,

" 2) pour tout isomorphisme o, de W, sur un ouvert affinoide

P;- Lj B(e,;,4,) de P. avec ¢, (x,)=w, on ait fe;-c;I1>14;1 si i#j.
1<igs
n

Preuve. Soit ¢ un isomorphisme de R, sur un ouvert affinoide
Pi- ) B(b,,r,) de P! avec ¢(x,)=w. On a ¢(R,)=Pi- (") B(a;,u,).
1cict 1cj€t
2 1
ry
8i B(b,,r,;)cB(a;,n;), alors |—|[<|R,/R;[<1. Il existe donc
L
EEK®%-{0) tel que

Pi- L) B(a,,em;)co(Ry).

On pose alors

W,=e 1 (Pi- {) B(a,,em)).
15ist
1
En prenant [&] assez proche de 1, on a [W,/R,|<1. On construit de
cette fagon la suite (W, ),,;-
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On & |W, /W, ,,I<IW, /R, ,,I|IR,,,/W,,,]|<1 pour tout n>l. La
-propriété 2) équivaut & la suivante : pour toute x,-base
{dy,530005dy ;) de W, 4, ;, d, ;=0 81 igj (d,,, est 1’ image de

1
n

d,,; dans #(W, )). Par la construction de W., ceci est vrai pour une
Xp,~-base de W, , donc vrai pour toute X,-base de W (voir proposi-

tion 3.1).

On rappelle qu’un corps valué k est dit maximalement complet
si l’intersection de toute suite décroissante de disques non vides
est non vide.

PROPOSITION 5.2, Soient k un corps valué, meximaelement complet et
algébriquement clos, X un k-espace analytique connexe, régulier,
séparé, de dimension 1, de genre 0. Alors X est isomorphe ¢ un
ouvert analytique de Pl.

Preuve., D’aprés la proposition 3.4, X admet une réduction r:X - X
qui est préstable. Si X n’a qu’ un nombre fini de composantes irréduc-
tibles, alors X est quasi-compact et g(X)-g(X)-O, il suit des théo-
rémes Ofl et 0.2 que X est ouvert analytique de Pl.

On suppose donc que X a2 une infinité de composantes irréduc-
tibles Z,,+4043Z,,+.. « D’aprés le lemme 5.1, on peut les supposer
toutes complétes Soit d(zn,Z ) la distance entre Z, et Z 6 dans le
graphe d’ intersection de X([G Pl p 11).

On pose pour tout n2l, R =r ! (X- LJ Z,). Les R, sont des
d¢Z ,2Z Yan
1 m

ouveris affinoides connexes de X et {R,},,, est un recouvrement
admissible de X. Pour tout n21, r(R ) est un ouvert connexe de X
contenu dans la réunion des composantes irréductibles complétes de
r(R,,,>, donc 1’'image de R, dans Rn+1 est réduite & un point, par
suite |R,/R,,,|<1.

On fixe un point x,€ER, et on considére la suite Wodoaqs
associée aux R, , définie dans le lemme 5.3. Pour tout nzl, soit
D,={d, ,...3d,, , } une x,-base de W_, on peut supposer que

n

T(Dn+1’Dn)(dn+1,1)=dn,1' Sl n)m;l, Ona;
I(Dn,Dm)(dn,1)=t(Dm+,,Dm)o...oI(Dn,Dn_l)(dn,1)=dm’1.
Par conséquent,

d wC 2 2 Ay, (mdy )

m 421l 1<jKs
m

n,!.IW



- 83 -

"(D)Ek, lim}l.m,j"(n)'—'o, A‘m,l,l(n)=1 et’

{—w

[ A, ;, (M) 1<Cd, ,id,, ,>) si (j,4)¥(1,1) (voir proposition 2.3).
Soit A, ;,, la suite définie par

0  §i n€m
Am:jvi(n)= {

Ao,j.Cn) 'si ndm.

avec a, _€k,A,

n s

is

Soit 4°(k) 1'ensemble des suites bornées & coefficients dans k,

les A, ;,, sont des éléments de 4% (k). Soit ¢ 1’ensemble des suites

convergentes & coefficients dans k, la forme linaire ®:c -+ k définie
par $((a,),)=1ima, est continue, de norme &gale & 1 (£°(Ck) est muni

;S

de la norme f(a,),=Sup|a,| et ¢ est muni de la norme induite par
n

celle de £°(k)). 80it G le sous-espace vectoriel fermé de 4* (k) en-
gendré par ¢ et les suites A, , , pour m>1l, j€s,, 4»1. La forme
linéaire ® se prolonge en une forme linéaire continue de G dans k,
de norme égale & 1 ([M] chapitre V, k maximalement complet). On note
encore par ¢ ce prolongement.

Pour tout m2l, on pose

gm=a;il 2 b Q(Am,j,t>d;,jlw )
) 31 1<j<s m- 1
m
la série converge car “dm,jIW lepSIW,_ /W, 1<1. On a g,€0W,_,).
m=-1 .

81 (J,L#(1,1), on a
1oy, 5, D I€lefid,,;, d€d, ;1dy, 42D

En utilisant la proposgition 2.3, le méme calcul gue celui du lemme
3.3 montre que «, £, induit une immersion injective ouverte. Par
suite 1’homomorphisme wm:k<am,1T> -+ 6(W,_,) défini par

Yo, ,Td)=a, £, induit un isomorphisme ¢, de W, _, sur un ouvert
affinoide de {z€k|lz|<]a,!, [¥=Spmk<a, ,T> C PL. On a ¢, (x)=g,(x)
pour tout x€W, _,.

Soient x€W,_,, ndm, on a e, @, ,=a,  ,, donc

@iy I Z Ay (mddg (xdmantiar,d, (x)sa0,d, (%),
¢»1 s 3im1
m

or

{1 s »j»1
m

done g_(x)-g,.,(x) est 1’image par & d’une suite nulle & partir du
m'®™® rang, done Eo(x)-g,_.,(x)=0, ce gui prouve que Wmlw LI

;- 2
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Soit Y= LJ PlWy.1)s les ¢, (W, _,) forment un recouvrement admissible
na2

de 1l'ouvert analytique Y de P; ([G,P] p 127), donec X est.isomorphe

4 1l’ouvert analytique Y de PL.

PROPOSITION 5.3. Soient k& un corps vaelué complet, algébriquement
clos, X un k-espace analytique connexe, régulier, séparé, de dimen-
sion 1, de genre 0. On suppose que pour tout ouvert affinoide con-
nexe R de X, le nombre inf{lR/W},W ouvert affinroide connexe de X
contenant R} est nul. Alors X est isomorphe & un ouvert analytique
Y de P; tel que Pi-Y soit une partie compacte (pour la topologie
ordinaire sur Pl).

Preuve. On peut supposer X non projectif. Soit §€k?°-{0}, X admet
un recouvrement admissible affinoide (R, },,, avec R, connexe,
R,CR ,, et {R, /R ,,}<|8] (voir proposition 3.3).

Soit x4,€R,. On munit chaque R, d’une x,-base
E,={e, y5++.5e, , } définie dans le lemme 5.2. Donc pour nd>m>l, on a
n .

en,1]n € K°%le,, + £ 8, ;k%%<e, ,>1I
m

1€ics
m

o &, ;€k et l&m,j|=<em,,|em,1).

On considére les suites A, , , associées aux Xo-bases En;
définies comme dans la démonstration de la proposition précédente,
ainsi que les espaces de Banach 4°(k),c,G. Soit ¥ la forme linéaire
continue sur ¢ définie par ¥((a, ), )=lima,, ¥ se prolonge en une

n—+ o

forme linéaire continue ¢ sur G, de norme [®|<}&|"" (IM1, p 61).
On a donec ®(A, , ;)=1 et

19Ch,, 5, O ISI®NNA,, ,, 05
or si (j,4)#(1,1)
IAm,.‘,i(n)’<151(<em’jlem,1>)

(voir début de la démonstration), denc si (j,4)#(¢i,1),

12CAL, 5, D ISI®NI8] ey, jle,,  2)<(Key, sle,, 1),

. £
On définit, de la m8me fagon que dans la démonstration de la propo-
8ition précédente, les fonctions E,€0(R,_,), elles vérifient
. =g€,.;- Bn utilisant la proposition 2.3, le mé&me calcul que

m- 2 )
celui du lemme 5.3 montre que g, induit un isomorphisme ¢_,, de R, _,
sur un ouvert affinofde de P!, tel que Wmln =@ .

m-~ 2
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Soit Y= LJ ?u(R,_,), en composant éventuellement une fonec-
m22 _
tion homographique, on peut supposer ¢_ (x,)=o. Comme

IR, /R_|€IR,/Ryt.ee|R,. /R ISI8I™ Y,

si e,(R,= Pi- o) B¢a,,n,), alors Pl-¢,,,(R,) est la réunion d’un

1€ics

nombre fini de disques ouverts de rayons majorés par [8§]™ ‘max R
: I<ics

ce qui montre que P}-Y est compact.

S0it R un ouvert affinoide de P! contenu dans Y,
(RAL Pr-¢,,, (RI)1),,,; est une suite décroissante d’ ouverts de dia-
métres tendant vers 0, d’intersection vide, donc il existie un m>1
tel que BNL Pl-e¢_, (R,)1z@, donc RCe,,,(R,). Par conséquent,
{eys (R} ,,, est un recouvrement admissible de 1’ouvert analytique
Y de Pl, donc X est isomorphe & Y.

DEFINITIONS 5.2. Soient k un corps valué complet, algébrigquement
clos, X un k-espace analytigque réduit, irréductible, séparé, de
dimension 1, de genre fini, r:X = X une réduction de X telle qu’en
dehors d’un ouvert affine, X soit préstable (voir théoréme 1). On
appelle demi-droite infinie de X toute suite (Y ),,; de composantes
irréductibles de f, deux & deux distinctes, telles que YnﬂYn+1#ﬁ
pour tout nzl. ‘

: Comme . g(X) est fini, 11 existe n,21 tel que pour tout n2n,
et tout mzn+2, Y NY ,,={q,} (i.e. est réduite & un point double
ordinaire), et Y NY_ =¢. La fibre formelle r'l(qn) est isomorphe &
une couronne {zEk||EnI<|z|<1}, on avpelle valeur aebsolue de l’angle
(Y, Y,,:;) le nombre |m,| ([G,P], p 132), on dit que le produit des
valeurs absolues des angles de la demi-droite infinie (Y, ), ., est

nul si-l l e, |=0.
. [+

PROPOSITION 5.4. Soient k un corps valué complet, algébriquemert
clos, X un k-espace anralytique connexe, régulier, séparé, de dimen-
sion 1, de genre 0. Onrn suppose que X admet une réduction préstable
r:X » X telle que toutes les composantes irréductibles de X soient
complétes et que le produit des valeurs absolues des angles de toute
demi-droite infinie soit nul. Alors X est isomorphe & un ouvertit ana-
lytique de P, dont le complémenteire est compact.

Preuve. On peut supposer que X a une infinité de composantes irré-
ductibles Z,;,...5Z 5.+, (sinon X est isomorphe a Pi). On définit,
comme au début de la démonstration de la proposition 5.2, un recou-



- Bg =
vrement affinoide admissible {R,},,, de X en posant

R, =r 1 (X- LJ . zZ.).

On fixe un point x,€R, et une x,-base E,#{e, ;5...5e, . > de R,
n

pour tout nal1.

@) ST (e, ,),5,€lim (E,,T(E,,E.)), alors il existe une demi-droite

-

n .
infirnie (Y,),,, de X telle que pour tout ndl1, lenss,sfa sy soit
n
égal & la veleur ébsotue de l’angle (Y,,Y,..).
La réduction r:X =» X induit une réduction r: R, » R =r(R.).
Soit z, le morphisme qui rend commutatif le diagramme
r

n

v
=l

Mo
.

R

n

(3]
l

n

ol r R, = Rc est la réduction canonique de R,, soit F, la réunion
des Z  tels que d(Zl,Z J€n-2, Alors F, est la réunion des composan-
tes irréductibles complates de R ¢'est aussi 1’ adhérence de ﬁn_
dans R Comme F, est connexe, rn(Fn) est réduit & un point (si
n22), c'est le point r.(x,). Il suit que
T, ' ‘ i
R,-F, — RE-{r, (x,)} :

est un isomorphisme ([Pl) proposition 1. 1). Les composantes irré- -
ductibles de Rc se rencontrent au point r, (x,).
La fonction e E@(R“) est non constante sur une unique
composante 1rréduct1ble L, de RS, soit Y, 1’adhérence de
To'(Ly={r, (x,))) dans En+l, ¢’ est une composante irréductible de X.
Soit ¢:R, — P, un isomorphisme de R, sur un ouvert affi-
nl

noide Py- UB(a,,u,) de PL tel que ¢(x,)=n et en, =P " (R (C ). On
! T-a,

a o(R,_,)= Pl- UB(bJ,r Y. On peut supposer gue B(a,,n,)cB(b,,r,),

alors

r,

ey 1,1 €ECK =K%Y (p* (R, ,) (¢ Y+O(R, ;)%

T-b,



....5'7_
n,

On peut donc remplacer R, par P,-UB(a,,7,), e,,: par > R, ., par
i
r, T-a,

. On voit alors facilement que Y, _, s

Py-UB(b,,r;) et e,_, , par
s T~b,
et Y, se rencontrent en un seul point 4,.;,s et que
r"(qn_1)={z€k||r1l>lz|>|n1|}. Donc la valeur absolue de 1’angle
El

Y, _,,Y.) est [~—], c’est aussi uen|i lyps d'oh a).
rl . n-1

B) Pour tout mz21, on a lim|R, /R, |=0.
_ n-o
Supposons le contraire. Il existe m21, 85€k-{0) tels que pour
tout n2m, 1’ensemble

Fo=de, €E,| lle, |z N.,215812

m

soit non vide. Clairement, si e, ,€F,, alors T(E,,E,_,) (e, ;)EF _,,
on a un systéme projectif (F,,T(E,,E,_,;)),,,. Comme chaque F, est
non vide, limF, est non vide. On peut supposer que (€y,1)n5m €81t

—
n

dans cette limite projective. D’aprés @), il existe une demi-droite
infinie (¥,),., de X telle que ﬁen,llR l:p soit égale & la valeur
n-
absolue |n,{ de 1’angle Y,_,,Y)).
Pour tout 42m, on a

1Tausd= T T Dewss,ola N=lley, o ]n 12181,
n

mene«<d{ . mEngd

ce qui contredit 1’hypothése I I IZ,}{=0. Done lim|R_ /R |=0.

nam n—+ o

¥) Fin de la démonstration.

Soit R un ouvert affinoide de X. Il existe m21 tel que RCR,,.
Pour tout n>m, on a IR/R, {€IR/R,| IR, /R, |€|R, /R, |, il suit de B) que
inf{lR/WIIW ouvert affinoide connexe de X contenant R} est nul. On
a done le résultat d’aprés la proposition précédente.

THEOREME 3. Soient k un corps vaelué, maximalement complet et
algébriquement clos, X un k-espace analytique réduit, irréductible,
séparé, de dimension 1 et de genre fini. Alors X est isomorphe &
un ouvert aenalytique d’une courbe projective (enalytifiée) de genre

g(X).

Preuve. On sait d’aprés le théoréme 1 que X admet une réduction
r:X » X telle qu’il existe un ouvert affine connexe V de X avec
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X-V préstable et g(V)=g(X). Soient F 1’adhérence de V dans f,
F,s+++,F, les adhérences des composantes connexes de X-F. En prenant
V assez grand, FNF, est réduit & un point double ordinaire p; et
tout ouvert affine de F, est de genre 0.

Soit U, un ouvert affine connexe de X tel que p,€U,, U,-{p,}
soit régulier. 5i U, est assez petit, il existe f1€6(r'1(Ui))° tel
que 1’ homomorphisme ¥, :k<T> = 0(r'1(Ui)) défini par'wi(T)=fi induise
un isomorphisme ¢, de r"(pi) sur une couronhe de la forme
{z€k||m, |<]z{<1} et T,|,ny =0 ([B,L] proposition 2.3).

i

On fixe a,B€k tels que 1d|a|>|B{>[n,;| pour tout i€m, et on

considére les ouverts analytiques de X

Xy=r P (F e, HUx€r YW 1 f, (x) I2]a0),
W,o={x€r " (U | lal21f, (x)]2]8]2,
R, =X,NW, ={x€r ' (U |If, (x)|=]|al},

R0=r—1 (F"{Pl, ¢ . -,Pn})u U {x.er_l (Ui) I Ifl (x) Islal}

18idn

et A;=X,UW,. On a g(A;)=0 parce que A, Nlr ' (V)=g. On construit un
espace analytique Y; en recollant A, et le disque fermé
{szllziélBl} rar 1’ isomorphisme

{x€r U |1£, x> 1=181) 2 {z€k|1z[=181}.

L'éspace Y; est connexe, régulier, séparé, de dimension 1, de mBme
genre que A,, donc de genre 0. D’aprés la proposition 5.2, il existe
un isomorphisme ¢; de Y, sur un ouvert analytique de P!. On peut
supposer que

9 (A) © {z€k|]z|>{8])U{w},

0, (W)={z€k||a|>|z|>]8]>
et
v, (R)={z€k||z]=1a[},

il suit que
v, (X, )C{z€k| | z]2]a|}U{w).

Soit D1={z€k||z|;la|}U{w} pour tout i€n, on recolle les
egpaces affinoides Ro;D,5...,D, par les isomorphismes
Py
R,DR; = ¢, (R,)CD;. Soient Y 1’espace ainsi obtenu, 8,:Ry » Y,
8,:D, » Y pour i€n, les morphismes injections canoniques. En con-

e e e e s s
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sidérant le recouvrement admissible affinoide
v={ei(Di)}1<,<nU{so(w,)}l‘i<nU{9°(r'{(F-{p1,...,pn}))}u
ULB, (XXEx™ 1 U | 12, CxISTBIDD ¢ e

de Y, on voit que Y est séparé. Comme RODr"l(V), g(R)=g(X), donc
Ry, est irréductible (proposition 4.2), Y est connexe et admet un
recouvrement admissible par des ouverts affinoides irréductibles,
donc Y est irréductible. Comme en plus Y est réduit et quasi-compact,
il est ouvert analytique d’une courbe projective analytifide (théo-
réme 0.1).

On a X=R,U( LJ X,) et pour tout ouvert affinoide 'R de X,

1ci<n

RNX, est affinoide. Comme p,(X,)CD,;, X est isomorphe & un ouvert
analytique de Y., Donc X est isomorphe & un ouvert analytique d’ une
courbe projective analytifiée. On peut supposer cette courbe de
mé&me genre que X d’aprés le théoréme 2.

PROPOSITION 5.5. Soit k un corps valué complet, algébriquement clos.
On suppose que Kk n’est pas maximalement complet. Alors il existe

un espace analytique X sur k, connexe, régulier, séparé, de dimen-
sion 1 et de genre 0 qui vérifie la propriété : pour tout morphisme
£:X » P, il existe un ouvert affinoide R de X tel que f|, ne soit
pras un isomorphisme de R sur f(R). En particulier, X ne peut pas
@2tre isomorphe ¢ un ouvert analytique d’une courbe projective.

Preuve. a) Construction de X.
Puisque k n’est pas maximalement complet, 1l existe une
2uite décroissante de disques ouverts (B(cn,n;))n>1 de k telle que

() BCe,sn,>)=g. Soient m €k, b, €k tels que nl=u. et

n»1

€a=(by=b, )74, . +(by-b,)*. On pose r,=r,m;*, D,={z€k|lzI<Ir,|),
¥a=(b=b,_ T, § =y, +... 4y, =(b,~b,)T;’ et

8n=6:-(¥§+. . .+'Xi)=5i-cnﬁ;2-

Soit ¢, :D, » D_ le morphisme induit par 1’homomorphisme
Voidf(Dy) » 6(D,)> défini par ¢ (r 'T)=r;'T+y,,,r (r;'T)%, comme

1 ¥asernl=] (bn+1"bn)n;1|=J|(cn+1“°n)n;-1|<1:

?n, eS8t un isomorphisme de D, sur D,. On a ¢, (z)=2+Y,,,2° pour tout
z€D,. On définit X comme étant le recollement des espaces affinoides

D,, n»1 par les isomorphismes
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= Dn < Dn+1'

Clairement X est un espace analytigque connexe, régulier, séparé,

de dimension 1 et de geﬁre 0.

B) L’espace arnalytique X vérifie les bropriétés énoncées.

Supposons le contraire. Il existe alors une suite de mor-

phismes (f,),,; telle que f, soit un isomorphisme de D, sur un
ouvert affinoide W, de P, et que f,,, |, op,=f, pour tout n2l.

n

On peut supposer gue f,(0)=w0, donc W, s'écrit sous la
W,={z€k||z-2a,|>|h, [}U{w).
On a h, i

FI W) " {TY= £ a,( )
ist T'a—l

avec a,€k, a,=1 et |a,|<1 si i22,
h

n i

PR (W) ' (r;1Ty= & @, ;¢

i1 -
T-a,

avece a, €k, e, ,|=1 et [a, ,]<1 si i>2. Un simple calcul montre

que

(Pa-10eee00 XD ) (r " TI=(T+5, T24e T +...)r]

(les nombres & , €, sont définié dans «)}, comme
ff(Wl)'lo(wn_lo...owi)”(Dn)=snof§(Wn)'1,
ol s, est la restriction oW, » 6(W,), on a
hy 1 h, i o2 h,

rotiZ a, ¢ ~)+8 (2 a,( Y I+ (2 a;( ) Y+...1=3
i»1 T"a-l i»1 T-al iai1 T-al i»1

en comparant les coefficients en s € ) L )]

forme

1

h

n
an,l(
T-a

des deux

)

»

!



h, h, h, a,-a, , h, ,
P — 2 ¢ ) ¢ )
T-a, h, T-a, ¢>° h, T-a,
On trouve
(1) @,=r,a, ,h h;t
(2 @y +d,af=a, (a,-a,dh;'+a, ,r;?

(3) a,48,(2e,a,)+e,ai=a, ,(a,-a,)?h;%+2¢, ,C(a,~a,dh;'r; +a, ,r;%.
Par (1), on a Ir;1|=lhnh;1|. En choisissant convenablement les h,,
on peut supposer ry'sh,h;', donec @, ,=a,=1 et (2) devient

n

2 | ag+8,=(a -2, h] +a, ,r;*
(3) devient

(3>’ @ +20,8 ,+e,5Ca,-a,) h %420, ,(a,-a,)r;'h;l+a_ ,r;2,
3 2%¥n n n 1 1 n, 2 n 1 n 1 s

b 1]
En faisant (3)°-~-(2)’%X(2)’, on obtient

2 2. -2
aa-aﬂ+8n-8n—(an,3-an,2)rn ]
done a,-ag-n;'c,=(a, 4~a, dr;%n?, par suite |c,-m!(a,-al)|¢|nl]|

pour tout n>2, ce qui contredit 1’ hypothése r\ B(c,,n2)=g.
nal

PROPOSITION 5.6. Soient kX un corps valué, meximalement complet et
algébriquement clos, X un k-espace arnalytique réduit, irréductible,
séparé, de dimension 1 et de genre fini. Scit 6(X)° 1’ensemble des
f€6(X) tels que ﬂflnﬁlpsl pour tout ouvert affinoide R de X. On
suppose que 6(X)°=k°. Alors pour toute réduction r:X - X préstable
en dehors d’un ouvert affine de X (voir théoréme 1), le produit des
valeurs absolues des angles de toute demi-droite infirie de X est
nul et les composantes irréductibles de X sont complétes.

Preuve. Si X a des composantes irréductibles non complétes, on
peut construire, de fagon analogue & ce qui est fait au lemme 5.1,
un espace analytique Y qui est réduit, irréductible, séparé, de
dimension 1 et de genre g(X) tel que X socit ouvert analytique de
Y et que X ne soit pas dense dans Y. D’ aprés le théoréme 3, Y est
ouvert analytique d’une courbe projective C**, donc X est un ouvert
analytique non dense de C*™, Il existe un ouvert affinoide non vide
R de C*"™ qui ne rencontre pas X. :

D’aprés le corollaire.1.6.2, il existe un ouvert affinoide
R, de C*" tel que C**=R,UR. Il suit que XCR,. Pour tout fE€EF(R,) et
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tout ouvert affinoide W de X, on a flw-(flx)lwek, done dimW= 0, donc
dimX=0, c’est absurde. Donc les composantes irréductibles de X sont
complétes. : : .
Soit V un ouvert affine de X tel que X-V soit préstable et -
g(V)=g(X). D’aprés le théoréme 3, X est un ouvert analytique 4d’une :
courbe projective C*™ de genre g(X). On sait que C"" admet une ré-
duction r:C** » C telle que r| ., =r| _, et que V soit dense
r (V)- ¢ (V)

dans C (proposition 1.8). Comme g(V)=g(C), les points de C=-V sont
des points réguliers de €.

Soit (Y,),,; une demi-droite infinie de X (voir définition
5.2). On peut supposer Y NV=g pour tout n»1 donec Y, est isomorphe
a P! et Y NY_ ,, est réduit & un point double ordinaire q,. L’ouvert

k .

analytique r~'¢( LJ Y,) est connexe et contenu dans C~r~'(V), donc
ns1

i1 existe pEC-V tel que r~ ¢ LJ Yn)CE'I(p). Le point p étant régu-
nasl .

11er, cn peut identifier r l(p) a {zEkllzl<1} c PL, ;
Pour tout n»l, r~'(q,) est une couronne ouverte de r ! (p), o

r (Y., -1,,,), ot I,,, est la réunion des composantes irréductibles

de X différentes de Y,,;, est une partie formelle d4’un ouvert affi-

noide de la forme {z€k|;z|=|n|} de P '(p). Il existe deux suites

a,dpsys (M, ),»; d’éléments de k°° telles que pour tout n3l,

a,€r ' (a,,,),

roi(a,)={z€k|1n, 1> 1z=a, >0, , 1},
et .
r"(Yn+1-{qn,qn+1})c{z€k||z-an+1|=|nn+1|}.

On a donc une suite décroissante de disques ouverts (B(an,n:““l))n>1
et il est facile de voir que r] B(a,,n,,,) ne rencontre pas X.
n>1l .

Comme k est maximalement complet, cette intersection est un disque
fermé de rayon lim|n, |, comme X est dense dans C**, on & lim|r [=0

n- o ’ N
Or la valeur absolue de 1l’angle (Y,,Y,,,) est égale & [n,,,n "],
i1 suit gue le produit des valeurs absolues des angles de la demi-
droite (Y, ),,, est nul.

Pour le dernier théoréme, nous aurons besoin de la technique
de l’extension du corps de base.

Scient K un corps valué complet, k un sous-corps fermé, A
une ¥-algébre affinoide, R=SpmA. Alors par définition R(K)=Spm(AékK)
ol A®,K est le séparé complété pour la semi-norme tensorielle de
A®, K. Si X est un k-espace analytique séparé, on peut définir de
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|
fag¢on canonique un K-espace analytique séparé'X(K) ([B,G,R1, p 370). E
Si {R;},¢,; est un recouvrement admissible affinofde de X, alors :
{R; (xyY1¢1 ©8t un recouvrement admissible affinoide de Xy

LEMME 5.4, Soient k un corps valué complet, algébriquement clos,
K la ¢ldture maximal ement compléte de k, X un k-espace analytique
séparé et réduit. Alors on a les propriétés suiventes.

a) Soient E,F deux k-espaces vectoriels normés complets, c€l10,11cR,
{e;} ¢, une base c-normale de E avec J dénombrable. Alors pour tout
2€E®,F, il existe f,EF,i€l uniques tels que

limjle, il £,1=0, ¢ maxfe,||jf,l<]z)<maxle, [)£,]
i i€y i€J
et
2= I e,®f,
i€yg

(lzll est le norme tensorielle de z).

b) Le corps K est elgébriquement clos et K=k. Si r:X » X est la
réduction de X selon un recouvrement pur U={R;Y ¢y> s:X g, » X g,
la réduction de Xx, selon le recouvrement pur Ux)»=R, (ks Y icrs

alors X=X ., et pour tout p€X, on a r i) (x,55 1 (p) .

c) Si X est réduit, trréductidble, séparé, de dimension 1 et de
genre fini, alors il en est de meéme pour X .,. Si de plus 6(X)°=k°,
alors 6(X ;,)°=K", '

Preuve. a) C’est é&lémentaire.

b) Les propriétés concernant K et K sont immédiates. 8i A est une

k-algébre affinoide réduite, comme k est algébriquement clos, A est

distinguée donc admet une base normale dénombrable, il résulte de a)

que AEkK=K®_f=K. Par conséquent Ux,={R; (xy),¢; est un recouvrement
k

pur de XxXK et f=X<K) ol X (resp. X(K)) est la réduction de X (resp.

ch)) selon le recouvrement pur % (resp.%cx)).

Soit V un ouvert affine de X contenant p, soient m, 1’idéal

maximal de €& (V) correspondant au point p,
X

—_ —_ |
£is5¢c0,f, €EOCr 1 (V))° tels que f,,...,f engendrent m,. On a |
1

rTh(pd={x€r (M| IF, (x) <1, 1<ign).
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Soit (R,),,, une suite d’éléments de k°° telle que lim[m, |=1, on
oo
pose Sm={x€r"(V)||fl(x)|<|nml, i€n). Alors {(S8_.},,, est un recouvre-
ment admissible affinoide de r“(p), done {Sm(x,}m,l est un recouvre-
ment admissible affinoide de r~'(p) g,. Comme
So(x)={XEX (V) (y, | 1£,®1(x) iR, |, 1<i<n}
(LIB.G.R] proposition 1, p 369), on a

TAP) (g, ={XEr (V) (g, JEE,@1(x) [ <1, 1gign),

or les fonctions f,®1 € &(r ' (V) ,)= 6(V) engendrent 1’idéal

maximal m, de #(r '(V) ,) associé au point p€ r (V) (g,=571 (N °,
donc ™' (P) (g,=8"'(P).

c) Si X est projeetif, il existe une courbe projective C sur k telle
que X=C**, il est alors facile de voir que X ;,=(C 4,)"*" ol
C.x, 8fCx5,,SPK. Comme k est algébriquement clos, C.xy ©st une courbe
projective sur K, on a donc les propriétés énoncées.

Supposons maintenant X non projectif. On sait (proposition
4.2, corollaire 1.2) que X admet un recouvrement admissible {R.}.5,
avec R,CR,,, et R, affinoide irréductible. Pour tout ndl, #(R,) est
intégre, donc J(Rn(x))=0(Rn)éK augsi ([B3] Satz .3, p 137). Il suit
que X, g, qui admet un recouvrement admissible {R, ¢xyXn5:, est réduit
séparé, irréductible. Comme R, ¢, °=R:, on a dim(X ,,)=1 et
g(X g,)=gX).

Supposons que X vérifie en plus #(X)°=k°. Soit f€O(X ,)",
on pose f =f|, (xy + Pour tout m31, on a

f.=lim Z g, ;8A

2 J o, j
-2 1€ JCi

avec gn’jEO(Rn),An,jEK et limfg, ;|
g

Soit E le sous-espace vectoriel fermé de K engendré par les An‘j,

na»1l, j»l. Il suit que £ €4(R,)®,ECH(R, )® K. Soit c€10,1[CR, E étant

de type dénombrable, il admet une base c-normale (e;);5;+ On peut

supposer |e;[2c pour tout j»l. ' :

Iy, 51=0.

2P

D’aprés a), il existe f,,; uniques tels que limufn,jﬂlej|=0,
. jro
f,.= 2 f, ;®e, et c.maxje,[[|f, ;H0<]f_ [.
jol i1

B e o o T T A

B R T T

e



Si m<n, on a

Z f,,®e;=f =f |y (gy= 2 f,, ;1 ®ey,
sl m i»1 m

donc f, ;g =f,, ;5 i1 existe g,€6(X) tel que g;|, =f, ; pour tout
m . n

n»l. Or cle, |}f, ,I<lf,lI€1, done Jf, ;€ ¢”?, il suit que

c?g,€6(X)°=k°®, donc g;€k, donc f, ;€k, d’ol f €K et fEK.

THEOREME 4. Scoient k ur corps valué complet, algébriquement clos,
X un k-espace analytique réduit, Séparé, de dimension 1 et de genre
fini. Alors les propriétés suivaentes sont équivalentes.

i) Il existe une courbe projective C sur kU telle que X soit onvert
analytique de C** et que C**-X so0it compaect (pour la topologie ordi-

naire sur C*").
ii) L*espace analytique X est irréductible et 6#(X)%=k°.

tii) L*’espace analytique X est irréductible et pour toute réduction
r:X » X préstable en dehors d’un ouvert affine de i, le produit des
valeurs absolues des angles de toute demi-droite infinie de X est
nul et les composantes irréductibles de X sont complétes. '

Preuve. i) = ii). Montrons d’abord que X est irréductible. On peut
supposer que les points de C**-X sont réguliers. Donec tout point
de C*™-X est contenu dans un ouvert affinoide de C*" isomorphe a B;,
comme C*"-X est compact, il existe D,,...,D, des ouverts affinoides
isomorphes & Bl tels que C**-Xc | J D,,, ot D; , est un disque ouvert
1¢i<n

de D;, de méme rayon que D,. On peut supposer que C*"#D,U...UD,, donec
gi D,ND;#@, alors D,UD; est un espace affinoiIde connexe (théoréme 0.4
il est ouvert affinoide d’une courbe projective non-singuliére Cijs
si g(C;,)=0, alors C,;= P,, donc D,cD, ou D,cD,. Si g(C,,)21 on a le
méme résultat ([B,L] proposition 5.4). On peut donc supposer les
D, deux & deux disjoints.

Soit R=D,U...UD,, d’aprés la proposition 1.6, C*™ admet une
réduction s:C*® » C telle que sly soit la réduction canonigque de
R et que R° soit dense dans C. On a ﬁ“:ﬁfU...Uﬁﬁ, soit p; le point
de 3§ correspondant & la fibre formelle D; ,, alors V=E-{p1,...,pn}
est un ouvert affine de E, de méme genre que C. Il suit que r 1 (M
est un ouvert affinoide de C*", de méme genre que C*™, comme
r 1 (V)cX, on a g(X)=g(C), donc X est irréductible d’ aprés la propo-
sition 4.2.

B e e e
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Soit f,€4(D,)° tel que &(D,)=k<f,> et Di,+={xED1|ifl(x)|<1}. k
Soit g€O(X)?. Pour tout £€k°°-{0}, il existe des disques ouverts £

B,>...;B, de D1’4, deux & deux disjoints, de rayon |£&], tels gue _
XND, , ,OW=D, - B,. Soit A,€k°" tel que B, ={x€D,|[f, (x)-A,1<|E]|}, :
1€ics ;

on a L
& ; |

Ely = ap+ 3 a,fl+ = 2w (—) F

i1 sxtal §fail fl-A’i i

|

ot #,€k°,a,€k%,a, €Ek®. Soit 8,={x€D,||f, (x)|=1}, alors
1

gls = apg+ I a,fi+ % o) —

1 i»1 > f{

avec a;Eek°. Comme il y a unicité de cette écriture et que glg ne
1

dépend pas de &, on a @,=0 pour tout j>1, donc g| se prolonge en
i s
1

£ & {XEDil!fi(x)|=1} se prolonge en une fonction g,€6(D,).

L’ ouvert C*"- t) D; , =r (V) est affinoide, les fonctions

|
une fonction g,€6(D,). De méme, pour tout ign, la restriction de !
|
|

i<i<n ;

gl ., s»8,3+.+.,€, 8e recollent en une fonction A€# _ (C*")=k,
r {(v) C

d’ ol g€k° et H¢X)%=Kk°,

ii) = iii). C’est une conséquence immédiate de la proposition 5.8
et du lemme 35.4.

iii) 2 i). 8oit r:X » X une réduction de X telle qu’il existe un ;
ouvert affine V de X avec X-V préstable. On reprend la démonstration :
du théoréme 3 avec les mémes notations, pour tout ign, Y, (qui est
défini dans la méme démonstration) est un k-espace analytique con-
nexe, régulier, séparé, de dimension 1, de genre 0 et admet une
réductible préstable ?, qui est la réunion de F, (défini dans la
démonstration citée ci-dessus) avec une composante irréductible
isomorphe a P!. D’aprés la proposition 5.4, il existe un isomor-

X .
phisme ¢, de Y, sur un ouvert analytique de P} tel que Pl-¢,(Y,)
s0it compact. Par conséquent D;~v, (X,) est compact. D’autre part
la réduction de Y selon le recouvrement pur ¥ est la réunion de F

avec un nombre fini de composantes irréductibles isomorphes a P!,
4

donc elle est compléte, Y est donc projectif, il est irréductible
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parce qu’il est connexe et admeit un recouvrement admissible par des

ouverts affinoides irréductibles, donc Y est l'analytifié d’ une cour-

be projective sur k. Enfin, X=R,U LJ X, est isomorphe & un ouvert
1€icn

analytigue de Y dont le complémentaire dans Y est compact.
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