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Corrigé du DM 1

Exercice 1.

1. Clairement, une solutiofu,v,w) € Z3 de (2), induit, en divisant paw*, une solution ra-
tionnelle de (1) £ = , ety = .5). Inversement, supposons que (1) admette une solution
(@,y) = (%, ﬁ_) € Q2. On suppose en outre que\ b = ¢ A d = 1. En chassant les dénomina-
teurs, on obtient

2.

2020* = a*d? — 17b*d>.

En particulierd?|2¢?b*, d’ol d?|2b* (puisquec A d = 1) etb*|a*d? soith*|d? (puisquea A b =
1). Ainsi, d*> = b* ou 2b*, mais cette deuxiéme option est exclue puisjuméest pas un carré
dansQ. Doncd? = b?, et en simplifiant on obtient

202 = a* — 170%

gui est bien une solution de (2) du type demandé.

(a) Sil7 divisait u, alorsv* — 17w?* serait divisibles pai7? ce qui impliquerait que et

(b)

w soient divisibles pat 7, en contradiction avec I'hypothéseA w = 1. Modulo 17,
I'équation (2) devient

2u* =v* mod 17.
Si u était un carré modula7, on en déduirait que est un puissancéieme modulol7.
Or I'équationz? = 2 posséde deux solutions moduld, & savoir6 et —6, et aucune des

deux n’est un carré : on peut le vérifier "a la main" ou utiliser les propriétés du symbole
de Legendre, dont la loi de réciprocité quadratique, pour calculer

() (3)- (1) () 3)- (3)-(3) -

En conclusion({%) = —1

Sip est un premier divisant (et donc nécessairement distinct ded’aprés la question
précédente), alors ond = 17w?* mod p. Sip divisaitv ouw, alors il diviserait les deux
(p # 17) ce qui est contraire a I'hypothésen w = 1. Doncw est inversible modulg,
d’ou I'on déduit quel 7 est un carré modulp. La loi de réciprocité quadratique entraine

alors que
(ﬁ) — ()T 7Y
17 p

Comme par aiIIeurs{%) = 41, on conclut, en décomposanten produit de facteurs
premiers, qué {) = +1, d’oli la contradiction.

Exercice 2.



. Le nombre de solutions dafig de I'équationz? = a est0 sia n’est pas un carrd,sia = 0 et
2 sia est un carré non nul. Dans tous les cas, on constate que ce nombre coincité zé\ge)c

. On adonc
b
Np= 3 #{zel |’ =aj#{ecF st =)= 3 [“(ﬂ [”(ﬂ
(a,b)€F? (a.)eF p p
a+b=1 atb=1

. On a, pour toub € I, \ {0},

> ()-2()-20)6)-0Z06)

a€lfp a€lFp a€lfp

(-GNZ ()=

soit, en choisissarittel que(%) #1,

acF
. Immédiat.
. C'est clair.
. Onadonc
1 — a a -1 p—1
Ny=pt+ > (© —p+z =p+|( D (=) |-(—)=p—(-1)=
aclF, aEIFp acFy, p p
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puisqueZaer (%) =0.



